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Три замечательные кривые — эллмылс, гипербола м парабопа, объедмненные общим 
названмем «конмческме сечения» — былм мзаестны еще в Древней Греции. Их от- 
крып окопо 360 годв до нашей эры Менехм, одмн мз учеников знаменитого астро- 
нома, эрача м математика Евдокса. Сочинения Менехма до нас не дошли, но нам 
известно замечательное сочмненме Апоплонмя, посвященное этому же вопросу н 
написанное примерно 200 лет спустя после Менехма. 

В ›том номере мы начинаем цикл статей о комических сечениях, 


Растяжение-сжатие плоскости (РС) 


Возьмем в плоскостн л некоторую 
прямую [ и зададим положительное 
число №. Будем называть растяже- 
нием-сжатием` (сокращенно  РС*)) 
плоскости л относительно оси [с 
коэффициентом А такое преобразо- 
вание плоскости в себл, при котором 


*) Это преобразование обычно называют 
сжатием к оси, понимая под этим также и 
растяжение (при #>1). По нашему мнению, 
такое. казвание неудачно, так как оно иногда 
приводит к путанние. Например, эллилсом 
считают линию, полученную только сжа- 
тием окружиостн (см. ниже), и поэтому 
часто думают, что в уравнении эллниса всег- 
да а>>ф, что ие обязательно. 


5 


повешен =. | 
> х 
5 
^ 
> 
ИР 
| 
г 
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каждая ее точка т переходит в точ- 
ку М по следующим правилам: 

|1} точка т и М лежат на одном 
перпендикуляре к оси 1 по одну сто- 
рону от нее; точка, лежащая на са- ` 
мой оси, переходит в себя; 

2) расстояние от точки до оси 
имножается на №, то есть тоМ = 
= К-пит, где ть — основание пер- 
пендикуляра, опущенного из точки т 
на ось { (см. рис. Га, 6). 

Если > №, то все точки плос- 
кости (кроме точек самой оси) уда- 
ляются от оси — плоскость растяги- 
вается, а если & < 1, то приближа- 
ются К оси — плоскость сжимается. 
При А = | все точки плоскости оста- 
ются на месте; в этом случае мы по- 


И. 
—® 
5 


Рис, 1 6. 


Рис. 2 я. &=1,.,. 


лучаем  тождественное преобразова- 
ние плоскости. 

Пусть в плоскости л дана`какая- 
нибудь фигура © (то есть некоторое 
множество точек). Нас будет интере- 
совать миожество $ всех точек, по- 
лученных из © в результате РС 
(см. рис. 2 а, 6). Важно отметить, 
что при РС прямая линия перейдет 
в прямую, параллельные прямые — 
в параллельные, а середина отрез- 
ка — в середину. Например, если 
сАа|бе, ст = та, то СОВЕ, СМ = 
= МО (см. рис. 2). Доказательства 
этих фактов предоставляем читателю. 


Определение эллипса. Элементы 
эллипса 


Эллипсом называется фигура, полу- 
ченная в результате РС окружности 
(наи круга *)). Пусть а — радиус ок- 
ружности (рис. 3; ось РС будем счи- 
тать проходящей через центр окруж- 
ности). Тогда днаметр с4, лежащий 
на оси, перейдет в себя (СР = 2а), 


*) Окружность — линия, а круг — часть 
плоскостн внутри нес. Для эллинса двух ана- 
логнчных слов нет; как сама кривая, так и 
часть плоскости внутри нее называются оди- 
иаково — говорят здянна эллипса», «пло- 
щадь эллипса». Читалель в каждом случае 
без труда установит, о каком смысле слова 
«эллийс» идет речь. 


Рис. 26. #№-:2, 


а перпендикулярный к нему диаметр 
ей — в отрезок ЕН (ЕН = 28а). Обо- 
значим ОБ(= ОН) через Ь, тогда 
ва =. 

Отрезки СР и ЕН называются 
осями эллипса, а их половины ОС, 
ОО, ОЕ, ОН (а также числа ан 5)— 
его полуосями. Если А > 1 (растя- 
женне), то В `>а (рис. 3), если же 
< |1 (сжатие), то < а (см. сле- 
дующие рисунки). При Е =\ ок- 
ружность перейдет в окружность *). 


*) Чтобы не нарушать общиостн опреде- 
ления, окружность считается частным случаем 
эллнлса (5 = а). 


Больший из отрезков Ср, ЕН на- 
зывается болыной осью эллипса, а 
меньший — малой осью. Значит, ес- 
лв # >|, то а — малая полуось, 
а 6 — болыная, а если #< №, то 


ь 
наоборот. В обоих случаях # = — - 


Точка о — центр окружности — 
при РС переходит в себя, эта точка 
О называется центром эллииса, точки 
С, О, Е, Н — его вершинами. Квад- 
рат р9г$, описанный вокруг окруж- 
ности («матери» эллипса) так, что 
Р9 $, а 9г||5р 1.1, преобразуется 
в прямоугольник РОЮ5 со сторона- 
ми 2а и 26, онисаиный вокруг эл- 
лииса; его называют фундаменталь- 
ным прямоугольником для пашего 
эллипса. Стороны этого прямоуголь- 
ника касаются эллииса в его верши- 
нах. 


Как начертить эллипс 


Если заданы оси эллипса, то проще 
всего начертить эллипс ог руки, по- 
строив сначала фундаментальный пря- 
моугольник, а затем виисав в него 
овальную кривую. Но этот метод не 
точен, существует много овальных 
кривых с однимн и теми же осямн 
симметрии (несколько таких кривых 
изображено на рисунке 4), но толь- 
ко одна из них (на рисунке 4 — крас- 
ная) является эллипсом. Можно точ- 
но построить сколько угодно точек 
эллипса. Наиболее употребительный 


мы. 


Рис. 5 


н простой способ такого построения 
нзображен на рисунке 5. 

На нем две коннентрические ок- 
ружности имеют радиусы @а и 5. 
Разберитесь сами в этом построении 


и докажите, что пьМ тит - 


Сделав такое построение для не- 
скольких точек ли, ть, тз.... ОК- 
ружности, можно получить соответ- 
ствующие точки эллипса. Останется 
соединить их плавной линией от 
рукн или с помощью лекала. 
Начертигь эллипс непрерывным 
движением, не отрывая карандаша 
от бумаги, подобно тому, как мы вы- 
черкиваем окружность циркулем, мож- 
но спецнальным прибором — эллипсо- 


Рис. 6 


графом *). В конце статьи мы ука- 
жем простой способ непрерывного 
вычерчивания эллииса при помощи 
НИТИ. 


Сопряженные диаметры эллипса 


Отметим следующее ннтересное свой- 
ство эллипса: середины всех парал- 
лельных хорд эллипса образуют отре- 
зок, проходящий через центр 5ллипсва 
(рис. 6). Это свойство очевидно для 
окружности: для нее середины парал- 
лельных хорд лежат на днаметре, 
перпендикулярном к этим хордам. 
При сжатин параллельные хорды ок- 
ружности переходят в параллельные 
хорды эллипса, а середины хорд ок- 
ружности — в середины хорд эл- 
липса. Отсюда и вытекает сираведли- 
вость сформулированного свойства. 

Хорда, проходящая через центр 
эллипса, называется его диаметром. 
У эллипса длины диаметров, вообще 
говоря, не одинаковы. Наибольший 
из них — большая ось эллипса, а 
наименьший — малая. Если провести 
в эллипсе вторую серию хорд, па- 
раллельных полученному днаметру, 
то их середины лежат на диаметре, 
принадлежащем к нервой серии хорд 
(рис. 6). Два полученных днаметра 
называются взаимно сопряженными. 
Для каждого диаметра эллипса су- 
ществует ему сопряженный. У ок- 
ружности каждая пара сопряженных 
диаметров взаимно перпендикулярна, 
а у эллипса есть только одна пара 
взаимно перпендикулярных сопряжен- 
ных диаметров, это — большая н ма- 
лая осн. 


Уравнение линии. Уравнение 
эллипса 


Олним низ самых замечательных откры- 
тий ХУИ века является метод координат ®*), 


*) В лервой публикации настоящей ста- 
тьи («Квант», 1970, № 9, с. 32) приведено 
онисание и теоретическое обоснование эллип- 
сографа. 

**) Он обычно излагается в курсе анали- 
тнческой геометрни. 


позволяющий перенодить геометрические по- 
нятня па алгебранческий язык. Этот метод 
дает возможность устанайливать соответствие 


межлу линиями, лежащими на илоскости, 
на которой введена система координат. и 
уравненнями. содержащими две буквы хну 

Уравнением линии пазывается такое урав- 
ненне относительно х и у, которое обращается 
в тождество при подстановке вместо х и и 
значений ху. Уз в том и только в том случае, 
когда точка с координатами х,, у, лежит на 
этой линии. Например, уравнение у--х есть 
уравнение биссектрисы [Г и ИТ координат- 
ных углов, а уравнение окружностн ралн}- 
са а с центром в начале координат имеет вид 
Х?- и а. 

Пусть данный эллинс с полуосями ан 6 
получен как РС окружности радиуса и < 


коэффициентом = ис. 7). Введем 


па плоскости, содержащей обе эти линин, 
систему координат следующим образом: ось 
Ох направим по осн РС, а ось Оу — через 
центр окружности о, который является н 
центром эллипса, перпендикулярно к оси Ох. 
Пусть т — точка на окружности, а М — та 
точка эллипса, в которую перейдет ла при РС. 

Координаты точки т обозначим через 
Хокр» Уокр. а точки М — х.. У». По опредс- 


лению РС х, = жокр. И» — А\окр, Откуда 
Уз 
Хокр — Ха: Уонр ПА. (*} 


Если подставить в уравнение окружно- 
сти х?- и? = а? коордниаты любой точки 
(Хокр. Шокр), То будет верно равенство 

< 


2 о ие 
Хокр окр = а*, н, значит, на основании (+) 
верным будет равенство 
2 
э т ЕЙ Рае Е 
я. ЕЯ а`. 


Если же точка М’ (Х’,У'’) ие лежит 
на эллипсе, то точка т’ (х’, и’), переведенная 
в М’в результате РС, ие лежала на окруж- 


ности, н равенство (х’)® -- (у’) = а? ине- 
верно, значит, неверно. н равенство 
Ил ь 
(Хх ИЕ А? — @-. 


В соответствин с определеннем уравнення ли- 
ини мы солучили таксе уравнение эллипса: 


х-+ = = 0". Поскольку Ра = В, последнее 
уравнение пригодится к виду 


Е АТ ВИ: 
ПРЕ > % 


(2) 


Это м есть уравиение эллипса в наиболее 
удобной (так называемой канонической) форме. 


Наклонные сечения кругового 
цилиндра 


Пересекая круговой цилиндр плос- 
костями, наклоненными к его основа- 
нию под острым углом @«, мы полу- 
чаем овальные кривые. Докажем, что 
они являются эллипсами. Для этого 
достаточно установить, что каждый 
такой овал получается из окружно- 
сти в результате РС (а именно — рас- 


тяження) с коэффициентом А = 


0$ м ° 
Возьмем (рис. 8) в основании 
цилиндра два днаметра: с@ — па- 


раллельный и ей — перпендикуляр- 
ный к линии пересечения плоскости 
основания с плоскостью сечения ци- 


линдра. Проведем через них и ось 
цилиндра плоскости сАОС и ейИЁ, 
а также плоскость Л Мтть, парал- 
лельную еАНЕ, проходящую через 
некоторую точку ЛМ сечения. Зная, 
что проекция отрезка на некоторую 
прямую равна длине этого отрезка, 
умноженной на косинус угла между 
ним и его проекцией, получаем 


ММ ОЕ 1 
— № = са 


тот , 

Если положить обе фигуры СЕРН 
н сеай на одну плоскость так, чтобы 
СО совместилась с с4, то они займут 
положение, показанное на рисунке 3, 
причем ММ: тт = А, где > 1. 
Этим наше утверждение доказано. 

Каждый эллипс с малой полу- 
осью а и болышой $ можно получить 
как сечение кругового цилиндра, ра- 
диус которого равен малой полуоси 
эллипса. Для этого достаточно про- 
вести сечение цилиндра плоскостью, 
наклоненной к основанию цилиндра 
под углом, косинус которого равен 
>. Это всегда возможно, так как 


здесь < 1. 


эллипс 


Если спроектировать окружность, ле- 
жащую в некоторой плоскости, на 
вторую плоскость, пересекающую пер- 
вую под острым углом ©, то в проек- 
ции получится эллиие. Доказатель- 
ство этого читатель легко проведет 
сам, пользуясь рисунком 8, на ко- 
торый нужно теперь смотреть с дру- 
гой точки зрения: будем линию СЕРН 
считать окружностью (ОС = ОБ = 
= ОЕ = ОН = а), а проектирующий 
цилиндр — не круговым, а оваль- 
ным. Здесь с4 = СР = 23а, ев = 
= ЕН -с0$ & = 26. Нужно доказать, 
что сеВ — эллипс (поверхность в 
этом случае называется эллиптиче- 
ским ‘цилиндром — по форме перпен- 
днкулярного сечения). 

Путь доказательства тот же, что н 
для наклонного сечения кругового ци- 


Проекция окружности — 


линдра. На этот раз пит = М. Мсо5 
Следовательно, овал сейй получен 
из СЕШН в результате РС (на этот 
раз — сжатия) с коэффициентом 


2 =605@= и 


Перпендикулярные днаметры ок- 
ружности проектируются во взаимно 
сопряженные диаметры эллипса. 
Этот факт имеет большое значение 
в теории нзображений пространст- 
венных фигур на плоскости*). 


Фокальное свойство эллипса 


Мы переходим к наиболее важному 
свойству эллипса — фокальному (фо- 
кальный — прилагательное от слова 
фокус **), так называются две заме- 


чательные точки, лежащие на боль- - 


шой оси симметрично ‘относительно 
центра эллипса). 

Будем рассматривать эллипс как 
сечение кругового цилиндра — мы вн- 
дели, что всегда имеем право это сде- 
лать. Вкатим теперь в цилиндр с 
обоих его концов по шару (того же 
радиуса, что н цилиндр) так, чтобы 
оба шара стукнулись о плоскость это- 
го сечения (рис. 9), на геометриче- 
ском языке — впишем шары в ци- 
линар так, чтобы они касались плос- 
кости сечения. 

Точки прикосновения ЕЁ, и Ё, 
и будут фокусамн нашего эллипса. 

Каждый шар касается цилиндра 
по окружности (красной). Возьмем 
любую точку М эллипса и отметим 
ту образующую Р@ цилиндра, на 
которой точка М лежит (Ри 9 — 
‘точки этой образующей, лежащие на 
красвых окружностях). Ясно, что 
МЕ, = МО, так как это длины двух 
касательных к правому шару, про- 
веденных из М до точек прикоснове- 


*) См. статью Н. М. Бескина <«Изо- 
бражение пространственных фигур», «Квант», 
1970, № 12. 

**) Латинское слово «/оси5» означает очаг. 
О происхождении этого термина будет рас- 
сказано в следующих статьях. 


Рис. 9. 


ния Р, и О (эти отрезки равны как 
образующие конуса с вершиной Л, 
описанного около правого шара). Рас-- 
суждая так же для левого шара, по- 
лучаем: МР. = МР. Сложив оба ра- 
венства, имеем 

МЕ, + МЕР, = МО + МР = РО. 

Но длина РО одна и та же для 
всех образующих цилиндра, это — 
расстояние между плоскостями крас- 
ных окружностей. Значит, какую бы 
точку М ина эллипсе ни взять, будет 
удовлетворяться равенство МЕ, + 
+ МЕ. == соп$ё. 

Таким образом, сумма расстояний 
от любой точки эллипса до двух его 
фокусов — величина постоянная. В этом 
и состоит фокальное свойство эл- 
липса. Часто эллипс и определяется 
как множество точек, лежащих в од- 
ной плоскости, для которых сумма 
расстояний до двух точек (фокусов)— 
величина постоянная. 

Расстояние от каждого фокуса ло 
конца малой оси равно половине дли- 
ны большой оси эллипса (рис. 10) 
или, нначе, 

с? = а" — 6?. 

В этой формуле п — большая по- 

луось, 6 — малая *) с — половина 


*) Следует обратить внимание на то, что 
на этот раз а — именио большая по- 
луось. В формуле (Э) на с. 6 это не предпола- 
галось. В эллипсе, получениом растя- 
жением окружиости раднуса а, приво- 
димая злесь формула должна быть заменена 
такой: 

с’ = 6? — а?. 


Рис. 10. 


расстояния между фокусами. Для 
доказательства этой формулы рас- 
смотрим конец болышой осн эллииса 
(точка С на рисунке 10). По фокаль- 
ному свойству СЁ, -- СЁ, = сопй: 
вследствии симметрии СЁ, =,ЁЕ.; 
значит, постоянная соп${ равна СР, -- 
-- Р.О, то есть большой осн 24. 
С другой стороны. для конца малой 
оси, например, Е, ЕЁ, | ЕР. == 2а, 
а так как, в силу симметрии, ЕЁ, = 
— ЕЁ., то каждый из этих отрез- 
ков равен а. Это дает сиособ по- 
строення фокусов эллипса по его 
осям (рис. 10). 


Вычерчивание эллипса ири помощи 
нити 


Положим лист бумаги на чертежную 
доску и приколем к нему две кнопки 
{или булавкн, рис. 11). Набросив на 
них нитяное кольцо (длина кольца 
должна быть болыше удвоенного рас- 
стояния между кноиками). натянем 
нить острием карандаша, чтобы по- 
лучился треугольник Е, МЁ,. Если 
вести каранлаш по бумаге так, что- 
бы нить оставалась натянутой, то 
треугольник будет деформнроваться, 
но его периметр останется посто- 


янным. Постоянной будет и длина 
стороны ЁР,Ё»; значит, Р.М 


:- Е.М = соп%1 и карандаш опншет 
эллипс. 

Этот способ вычерчивания эллии- 
са используют садовникн при изго- 
товлении цветочных эллиптических 
клумб. Вместо кнопок к землю вты. 


Рис. |1. 


кают два колышка, кольцо’ делается 
из толстой веревки, а эллипс вычер- 
чивается на земле не каранданюм, 
а палкой. 


ъ * 


Мы не объяснили происхождения 
названия «эллипс» (на  древнегрс- 
ческом «эллийсис» означает «недоста- 
ток» — причем здесь недостаток?), не 
рассказали о других интересных свой- 
ствах этой кривой — свойствах, об- 
щих для всех конических сечений: 
эллииса, гиперболы и параболы. Это- 
му будет посвящена отдельная статья. 
Но предварительно в ближайших но- 
мерах мы ноанакомимся с гиперболой 
и Параболой. 


Размерность 
физических 
величин 

и подобие 
явлений 


Смысл размерности 
физических величин 


Все знают, что числа бывают нмено- 
ванные и отвлеченные. Именованные 
чнсла зависят от выбранных единни 
измерения, ненменованные ие зави- 
сят. Если, например, в одном участке 
земли 100 квадратных метров (м?). 
а в другом — 200 м?, то 00 и 200 — 
нменованные числа, а их отвошение 
\, — число отвлеченное. Оно не из- 
менится, если перейти от метрической 
системы мер к любой иной, измеряя 
площадь в квадратных аршинах или 
квадратных футах *). Так же точно 
отношение двух денежных сумм не за- 
висит от того, в какой валюте эти 
суммы выражены. Важно только, 
чтобы обе суммы выражались в одиназ- 
ковой валюте. 

Можно делнть друг на друга име- 
нованные числа, выражающие и сов- 
сем разные понятия, например рубли 
на квадратные метры. Участок земли 
в 100 м?, который стоит 100 рублей, 
продается по цене 1 рубль за 1 м. 
Но числовое выражение результата 
завнсит от того, в какой валюте вы- 
ражена сумма и в каких единицах 
нзмерялась площадь. Иначе говоря, 
в результате такого деления нолуча- 
ется опять именованная величина. 
Другим примером может служить ско- 


*} Г аршин 7.1 сл; фут — 30.5 си. 


рость —— столько-то единиц длины за 
единицу времени. Иногда единица 
измерения скорости получает спе- 
цнальное наименование: одна мор- 
ская миля (или 1852 м) в час — один 
узел. 

Всякое уравнение в физике вы- 
ражает соотношенне, объективно су- 
ществующее в природе, независимо 
от воли того, кто это уравнение пишет. 
И, конечно, обе частн уравнения 
должны выражаться величинами, из- 
меряемыми в одних и тех же едини- 
цах. 

Единицы измерения каждой фи- 
зической величины выражаются че- 
рез основные единицы измерення, вы- 
бор которых в значительной степени 
условен. Формула, выражающая едн- 
ницу измерення данной величины че- 
рез основные единицы измерения, на- 
зывается размерностью этой величи- 
ны. Обе части каждого физического 
уравнения должны иметь одннаковую 
размерность. 

Сколько основных единни измере- 
ния необходимо выбрать? Механиче- 
ское движение описывается в терми- 
нах расстояния, то есть длины, и вре- 
мени. Эталоны этих двух величин 
необходимы во всяком случае. Но 
двух эталонов недостаточно. Дей- 
ствнтельно, если, например, взан- 
модействуют два тела одинаковой 
формы и размеров, то нх ускорения 
могут быть существенно различными. 
Ускорение каждого из них, согласно 
второму закону Ньютона, зависит 
от его массы. Следовательно, необ- 
ходим по крайней мере еще один 
эталон — массы. В настоящее время 
не известны какне-либо физические 
закономерности в механике, для опи- 
сания которых нужны были бы новые 
основные эталоны, кроме длины, вре- 
мени и массы. Для единиц измерения 
этнх основных величин введены соот- 
ветствующие символы !., Ти М. Для 
обозначения размерности какой-ни- 
будь величины А пользуются симво- 
лом [А]. Таким образом, размер- 
ность длины обозначается [!]==1., 
размерность времени — [#]==Т, а раз- 


мерность массы — [т]=М. Длину, 
время и массу называют основнымн 
величинами, а все остальные физиче- 
ские величины — производными. 

Заметим, что о размерности есть 
смысл говорить только по отноше- 
нию к определенной системе единиц. 
Формулы размерности одной и той 
же физической величины в разных 
системах единиц могут быть раз- 
личными. В данной статье мы в 
основном будем пользоваться систе- 
мой СГС. В этой системе единиц все 
формулы размерности имеют вид сте- 
пенных функций типа 


[НН =“ МВТ». 


Такой вид формул обусловлен сле- 
дующими физическими соображення- 
ми. Очевидно, что отношение двух 
численных значений какой-либо про- 
нзводной величины не должно завн- 
сеть от выбора едннии измерения ос- 
новных величин. Например, будем ли 
мы измерять время в секундах нлн ми- 
нутах, отношение двух промежутков 
временн, измеренных в секундах, бу- 
дет таким же, как п отношение этих 
промежутков, измеренных в минутах. 
А это требование выполняется всегда 
прн условин, что формула размер- 
ности имеет вид степенного — одно- 
члена. 
Рассмотрим теперь размерностн 
некоторых производных физических 
величин. Начнем с кинематической 
величины — ускорения а. По опре- 
делению это — изменение скорости за 
единицу времени. Следовательно, раз- 
мерность ускорення есть размерность 
скоростн, деленной на время, то есть 


т, или 


|. 
[а] =т=. 


По второму закону Ньютона сила 
Г равна массе, умноженной на уско- 
рение. Отсюда можно получить раз- 
мерность силы: 


[Ета = [| = Т=. 


Эвристическое значение размерности 


Итак, физическое равенство может 
иметь смысл только между величина- 
МИ ОДНОЙ и той же размерности. Если, 
скажем, при решении задачи провер- 
ка показала, что размерности обеих 
сторон полученного равенства не сов- 
падают, значит, в решенин допущена 
ошибка. 

Цель этой статьи — показать, 
что понятие размерности помогает не 
только находить оимбкн, но и полу- 
чать новые результаты. 


Даже тот, кто забыл самый закон 
Архимеда, конечно, помнит преда- 
ние о том, что Архимед при открытии 
этого закона воскликнул «эврика», 
что в переводе с греческого на рус- 
ский язык означает «нашел». Отсюда 
прилагательное «эвристическнй», что 
по-русски значит «помогающий нахо- 
дить», няни «наводящий», «указываю- 
щий нстину». Именно об этом значе- 
нни теории размерности пойдет речь 
в этой статье. 


Рассмотрим связь между законом 
тяготения Ньютона и третьим зако- 
ном Кеплера. Заранее формулировать 
закон Кеплера пока нет надобности: 
он сам получится из дальнейших рас- 
суждений. Чтобы не писать одни фор- 
мулы, дадим волю воображению и по- 
пробуем сочинить научно-фантасти- 
ческий рассказ. 


Итак, пусть в семье космонавтов, 
летящих к далекой звезде, в пути 
родился ребенок. Когда он подрос, 
отец захотел помочь ему получнть 
наглядное представление о родной 
Земле и ее спутнице Луне. Для этого 
было решено запустить искусствен- 
ный спутник космического корабля. 
Нельзя ли сделать это такнм образом, 
чтобы спутник обращался вокруг ко- 
смического корабля за то же время, 
за которое Луна обращается вокруг 
Земли? Каковы должны быть при 
этом другие параметры, описываю- 
щие движение такого спутннка? 

Еще Галнлей установил, что в пус- 
тоте все тела свободно падают с одн- 
наковыми ускорениями. Этот закон 


справедлив, если масса притягивае- 
мого тела во много раз меньше мас- 
сы тела притягивающего. Пусть мас- 
са космического корабля, предназна- 
ченного для дальнейшего путешест- 
вня, около 100 т. Тогда закон Галн- 
лея может быть применен, например, 
к детскому мячику, взятому в ка- 
честве спутника этого корабля. Обыч- 
но масса т такого мячика не больше 
1 кг, что, действительно, гораздо 
меньше, чем масса корабля. 

Закон всемирного тяготения в эле- 


ментарной форме (Е =. тит) прн- 


меним к материальным точкам, то 
есть к такнм телам, размеры которых 
гораздо меныше расстояния между. 
ними. Предположим, что расстояние 
от космического корабля до мячика 
гораздо больше корабля в любом его 
измерении (дальше это будет под- 
тверждено расчетом). Орбита Луны 
приближенно круговая, следователь- 
но, надо, чтобы и орбита мячика бы- 
ла круговой — иначе не будет желае- 
мого подобия. Такая орбита характе- 
ризуется радиусом г н периодом об- 
ращения т. Покажем, как найти пе- 
риод обращения из учения о раз- 
мерностях физических величин. 

Так как снла тяготения ЁР для за- 
данных материальных точек зависит 
только от расстояния между ними, 
а на круговой орбите расстояние не 
изменяется, сила тоже постоянна по 
величине. Именно эта сила и можег 
сообщнть спутнику необходимое цент- 
ростремительное ускорение. Но вмес- 
то того, чтобы написать соответствую- 
щее уравнение движения н из него 
найтн пернод обращения, восполь- 
зуемся только размерностями. Нам 
заданы следующие постоянные велн- 


чины: сила Ё размерности 


|й 

тг, Ра 
диус орбиты г размерности 1. н мас- 
са т движущегося тела размерности 
М. Надо найти пернод обращения т 
размерности Т. 

Будем искать выраженне для вре- 
мени обращения в виде 

т —= АЁХуУтР, 


где х, ун 2 — неизвестные показате- 
ли степени, А — некоторое отвлечен- 
ное число. Перепишем уравнение для 
т как равенство размерностей: 
ГЕЛЕМ - (7=] №7 №. 

Занишем левую часть в виде М“ [.°Т", 
и правую часть— МХ *2].Х-У Т-2Х и 
сравним показатели степени при 
М, Ги Т. Получим три уравнения с 
тремя неизвестными: 


х-+2-: 0, 
х-- и-- 0, 
—-2х =: |. 
Отсюда х- Е у - ге 2: 
и И, о 
Следовательно, искомое выражение 


для т должно иметь вид 
о лоры? пи 2 
О А {=} . (1) 


Если космонавты хотят, чтобы пе- 
риод обращения мячика был равен 
перноду обращения Луны вокруг Зем- 
ли, они должпы подобрать соответ- 
ствующие величины так, чтобы отно- 


тг 
шение —— было таким же, как для 


Луны. Как же это сделать? 

Вынишем выражение для силы 
притяжения Ё: 

Р-т. (2) 

Здесь две новые величины: масса 
притягивающего тела М и универ- 
сальная постоянная тяготения у. Поял- 
ставим выражение для силы Ё в ра- 
венство (1) и запишем это равенство 
два раза: 


для системы Земля — Луна 


ее Иа г 3 \12 
7 } п ы 
т --А| ли, —_]} --А (3) 
ь ттт о 


(и! — масса Луны, т, — масса Зем- 
ли, г, — расстояние от Луны до Зем- 
ян); 

для системы корабль — мячик 


г 12 
т» — А = (4) 


(т. — масса корабля, г, — расстоя- 
нне от мячика до корабля). 


ее: 


Тогда отношение периодов обра- 


щения 
12 
т, т. 71 6) 
т. Ги : 


Масса Земли т,-6.10?? г, масса 
корабля и. = 100 т =- 10%, радиус 
лунной орбиты г, = 3,84.10'° см. 
Космонавты хотят, чтобы т, = т.. 
Для этого надо взять г. = 10% см == 

- 100 м. Легко проверить, что при 
этих условиях мячик будет обходить 
корабль за столько же времени, за 
сколько Луна обходит Землю, то есть 
за 29 суток. 

Перенншем равенство (5) так: 

м м 
Е А (6) 

Если два разных тела обращаются 
вокруг общего центра (то есть т, == 
— т.), как, например, планеты сол- 
нечной системы, то равенство (6) и 
выражает третий закон Кеплера *): 
квадраты времен обращения планет 
относятся как кубы их средних рас- 
стояний ло Солнца. Слово «средних» 
можно было бы и опустить, потому 
что эллипсы планетных орбит вытя- 
нуты мало и близки к окружностям. 

Напомним, что Кеплер жил до 
Ньютона. Фактически закон тяготе- 
ния был получен из законов Кенлера, 
а не наоборот, как это было сделано 
в нашем  «научно-фантастическом» 
примере и как это делается теперь в 
учебниках физики ин астрономин. По- 
кажем, что для вывода закона тяго- 
тения из законов Кеплера достаточно 
воспользоваться учением ю размер- 
ностях. Тем самым еще раз подчерк- 
нем эвристическую, то есть наводя- 
щую снлу размерностей. 


*) Приведем формулировки и первых 
двух законов Кенлера. 

Г. Планеты описывают эллипсы, в одном 
из фокусов которых находится Солвце. 

|. Радиус-вектор, соединяющий Солн- 
це < планетой. ометает в равные промежутки 
времени ранные площадн. 

Заметим, что [Ш закон в более общем 
виде формулируется так: квадраты периодов 
обращения планет относятся как кубы боль- 
ших полуосей орбит. 


Предположим. что сила притяже- 
ния планет к Солнцу имеет вид 
Е = Вт". {7) 
Злесь В — величина, одинаковая для 
всех планет, т масса планеты, 
г — расстояние от планеты до Солн- 
ца. Как можно догадаться, что сила 
Е зависит от массы т именно зиней- 
но? Это видно из закона Галнлея: 
ускорения всех тел под действием сил 
тяжести на одном и том же расстоя- 
НИИ ОТ притягивающего тела одинако- 
ры. Но ускорение равно снле, делен- 
ной на массу тела, так что ускорение 
прн свободном падении тел может 
быть одиим п тем же только в том 
случае, когда сила пропорциональна 
массе. Показатель степени п в зако- 
не тяготения будем считать пока не- 
известным, его-то нам и предстоит 
определить из закона Кеплера. Ведь 
мы как бы стали на место Ньютона 
и хотим прийти к закону тяготения, 
зная общий закон движения (то есть 
второй закон Ньютона) п результаты 
ранее живших Келлера и Галилея. 
Рассуждая так же, как при выводе 
формулы (5), используя предположе- 
ние (7), получим 


+” в 


Чтобы это равенство совпало с за- 
коном Кеплера, надо положить п == 
— —2, а это приводит выражение (7) 
к закону Ньютона, по которому сила 
тяготения обратно пропорциональна 
квадрату расстояния между телами. 

Можио еще спросить, почему за- 
кон притяжения был заранее выбран 
в степенной форме (7)? Дело в том, 
что только отношение степенных 
функций дает степенную же функцию 
отношения. Равенство 


(и) ы= Ги 

Ре.) ( г. ] 
выполняется, только если { (г) == г". 
А именно степенная функция отно- 


шения входит в третий закон Кеплера: 
т р. 


Так с необходимостью из законов 
Кеплера и Галилея получается иью- 
тоновский закон тяготения. 


Размерности 
универсальных постоянных 


В закон тяготения входит универсаль- 
ная постоянная ‘у, которая одна и та 
же для всех тел. Физика знает и лру- 
гие универсальные постоянные. На- 
пример, скорость света в вакууме 
г, постоянная Планка й, элементариый 
электрический заряд е ит. д. 

Определим, в каких единицах из- 
меряются Я не, найдем размерностн 
этих величии. 

Для электромагнитной волны час- 
тоты х справедливо равенство 


Вх, (9) 


где Е — энергия, переносимая вол- 


ной. Величина Ау называется кван- 


том энергии. Так как частога — это 
число колебаний в единицу времени, 
у имеет размерность обратногс вре- 


мени: 
| | 
[9 | =. 


Универсальный коэффициент про- 
порциональности между энергией и 
частотой н есть постоянная Планка Й. 
Размерность А, таким образом, это 
размерность энергии, умноженной на 
время 

[1 = (ЕЙ. 
Размерность энергин можно опреде- 
лить двумя способами. Либо это 
размерность работы --то есть силы, 
умноженной на путь, — 


с —. | т м. 
НЕТ РАЙ > |= | = “ТЕ. 


либо размерность кинетической энер- 


и ту 
|8 7. — 
—_ 21 _ [тЁ й МГ? 
ГЕ -= поз = |" |= м. 


В обоих случаях размерность 
должна быть одной и той же. Отсюда 


т? МГ? 
И [7 р 


Теперь с помощью закона Кулона 
найдем размерность электрического 
заряда е (в системе единиц СГСЭ). 
Положим, что два единичных заряда 
в вакууме на единичном расстоянии 
отталкивают друг друга с силой, 
равной единице. Так как единицы 
длины и силы определены в механнке, 
то можно найти единицу заряда че- 
рез М, Ги Т. По закону Кулона 


= 
Ре 


где ЁР, — электростатическая сила. 
Ее размерность, как н размерность 


всякой силы, есть -т-. Следователь- 
но, размерность квадрата заряда 
равна | 
З 
[22| —. МР 
т. 


а размерность заряда есть 
| ИС 


м2 


ет (10) 


Природные единицы измерения 


Все наши предыдущие рассуждения 
о размерностях основывались на про- 
извольном выборе основных единиц 
нзмерення — сантиметра, грамма, се- 
кунды. Для этих единиц (или для 
кратных им единиц) были созданы со- 
ответствующие эталоны длины, мас- 
сы и времени. 

Известно, что хранение н сверка 
эталонов метрической снстемы мер 
представляют большие трудности. 
Знаменитый парижский эталон мет- 
ра, изготовленный из сплава платины 
с ириднем, несколько изменил свою 
длину и продолжает ее изменять 
вследствне процессов рекристаллн- 
зации. Земля вращается вокруг осн 
не строго равномерно, так что и эта- 
лон времени имеет погрешностЪъ. Мас- 
са одного кубического дециметра воды 
при 4 С (таким был первоначальный 
эталон массы в | кг) зависит от источ- 
ника воды: в обычной воде Н.О в виде 
примеси содержится некоторое колн- 


чество тяжелой воды, в которой один 
из атомов водорода замещен дейте- 
рнем. Вот почему ученым приходит- 
ся искать более надежные эталоны. 

К счастью, такие более надежные 
эталоны есть, их хранит сама прнро- 
да без усилий с нашей стороны. Такне 
эталоны уже частично перечислены: 
это скорость света с, элементарный 
заряд в и другие универсальные по- 
стоянные величины. Иначе говоря, 
вместо эталонов длины, времени и 
массы можно выбрать эталоны других 
величин, изготовленные не искус- 
ственно, я содержащиеся прямо в 
законах физики. Количество основ- 
ных велнчин, а значит, и основных 
единиц измерения, вообще говоря, 
можно выбирать пронзвольно. Но 
оказывается, что наиболее удобно вы- 
бирать три основные величины. Ка- 
кие же тройки величин подходят для 
этой цели, и какие не дают полного 
описания размерностей? 

Для примера покажем, что если в 
качестве эталонов выбраны е и ИА, то 
нельзя третьим эталоном выбрать с. 


Составим отношение 


Е > 
— и наиндем 


в 
его размерность (нанример, п системе 


СГС): 


|= [Н- 


Это размерность скорости, значит, 
величина 


я 


эталоном скорости, так что скорость 
света с в качестве эталона уже не 
нужна. 

Какой же выбрать третий эталон? 

Если нас интересует поведение 
электронов в атомах, то оказывается, 
что для его описания разумно в ка- 
честве третьей основной величины 
взять массу электрона т. Добавим 
еще, что в уравнения для электронов 
фактически входит не сама величина 
й, а А, деленное на 2л. Это частное 
принято обозначать П. 

Тогда в качестве трех независи- 
мых эталонов удобно выбрать следую- 


вполне может служить 


щие величины: г, Ни т. Размерность 
нн одной из них нельзя выразить че- 
рез комбинацию размерностей двух 
других, в чем легко убедиться. путем 
немногих попыток. 

Если мы захотим в выбранной на- 
ми системе единиц найти радиус ор- 
биты электрона — величину, имею- 
щую размерность длины, то, нсполь- 
зуя метод размерностей, получим вы- 
ражение 


(11) 


то есть размерность длины в нашей 
системе 


= с 2] 
№] = тен - 


Легко проверить, подставив размер- 
ности для в, м ие, например, в сис- 
теме СГС (именно этой системой еди- 


ниц чаще всего пользуются физики), 
Ь3 


1 > 
что величина ЕЕ денствительно, 


нмеет размерность длины: 


й? тв 1 В 
[я] = ет ив = = 1. 


Аналогично из величин н, т не 
можно единственным образом полу- 
чить величину с размерностью энер- 
гни: 


(12) 


то есть 
те 
(Е! = |9]. 


Предоставнм читателю убедиться 
ло способу, которым была получена 
формула (7), что других величин с та- 
кими размерностями изе, вн мт по- 
строить нельзя. 

Формулы (11) и (12} содержат в се- 
бе результаты фундаментальной важ- 
ности; онн позволяют оценить, по 
крайней мере по порядку, величины, 
характеризующие атом: его размеры, 
энергию, необходимую для удаления 
нз него электрона. Точные значения 
этих величин получаются при стро- 
гом решенни соответствующих урав- 
нений. Но как бы строго ни решалось 


уравнение, ответ должен иметь всег- 
да одну н ту же размерность, а она 
однозначно определяется формулами 
(11) и (12). Остается, конечно, во- 
прос о численных коэффициентах прн 
размерных величинах. Эти коэффи- 
циенты могут быть получены только 
из строгих решений. При этом ока- 
зывается, что в ряде случаев числен- 
ные коэффициенты отличаются от едн- 
ницы не более чем в 2-3 раза. На- 
прнмер, для электрона в атоме водо- 
рода значение раднуса орбиты элек- 
трона из формулы (11) получается 
абсолютно точно: 


№* 
г = Е 0,5. 10 см, 
а значенне энергии ионизацин 
те 
Е= хх = 4,3.10-" эре 


оказывается в 2 раза больше истин- 
НОГО. 

Некоторые природные единицы из- 
мерення можно получить и не из атом- 
ного мнра, например, выбрав в ка- 
честве основных величин скорость 
света с и гравитационную постоянную 
у. Они дают столь же надежные эта- 
лоны, как е, Пи т. Но из двух эта- 
лонов нельзя получить любые вели- 
чины. Третий эталон берется произ- 
вольно. 

Если оставить в стороне величину 
с, то в добавление к ф понадобится 
два произвольных эталона. В качест- 
ве таких эталонов можно взять сан- 
тиметр и секунду, тогда грамм не по- 
надобится. Ведь вместо него взята 
гравнтационная постоянная, равная 
в системе СГС 6,7.10-® см3/г-с®. 
Но теперь она принята за единицу, 
так что еднницей массы стал не один 
грамм, а новая величина, равная 
1/(6,7 - 10-8) грамма, что, как легко 
убедиться, составляет . прнмерно 
15 тонн. Такая единица была бы удоб- 
на для оптовой торговли с представи- 
телями внеземных цивилизаций, если 
они согласятся выбрать в качестве 
двух других единиц сантиметр и се- 
кунду. 


$ 


Механика жидкостей и газов 
и теория подобия 


Когда проектируют самолет или суд- 
но, сначала их рисует художник но 
замыслу коиструктора, чтобы наме- 
тить общие пропорции. По такому 
рисунку выполняются более деталь- 
ные чертежи и. делаются расчеты. 
Но самые совершенные вычисления 
не могут предусмотреть всего — ведь 
новая конструкция должна обладать 
н новыми свойствами. Если сразу 
построить самолет или судно по 
чертежам и расчетам, то испытывать 
их будет слишком опасно и очень до- 
рого обойдется доводка до серийного 
выпуска. Поэтому сначала делают 
уменьшенную модель, подобную иро- 
ектируемому изделию, и испытыва- 
ют в аэродинамической трубе или в 
бассейне для опытов с судами. 

При каких условиях обтекание мо- 
дели воздухом или водой будет по- 
добно обтеканию оригинала? Иначе 
говоря, когда получится модель, в не 
просто игрушка, внешне похожая на 
предмет, пусть даже детально умень- 
шенная копия? 

На основании учения о размер- 
ностях можно дать общий ответ на 
поставленный вопрос. Истинное ди- 
намнческое подобие между объектом 
и моделью получится, когда отноше- 
ния всех величин, входящих в урав- 
нения движения газа или жидкости, 
одинаковы для натуры и для модели. 
Что же это за величины? 

Так как модель геометрически по- 


добна натуре, все ее размеры 
определяются — одним-единственным 
размером. Если, например, в натуре 


размах крыльев самолета 50 м, а 
длина фюзеляжа 30 м, то модель с 
размахом крыльев 10 м должна иметь 
фюзеляж н 6 м. Тогда все сравнения 
достаточно производить с каким-то 
одним выбранным размером 4. 
Текущую жидкость или газ ха- 
рактеризует скорость и. При модели- 
ровании делают так, чтобы сама мо- 
дель покоилась, в газ или жидкость 
на нее натекали. Все относительные 
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скорости ост этого ие изменятся, 
п только они и важны для испытания 
линамических свойств. Достаточно 
произвоянть сравнение с одной ха- 
рактерной скоростью, в качестве кото- 
рой берется скорость натекания пото- 
ка или „скорость самого объекта 
(в натуре). С механической точки 
зрения не существенно, что именно 
выбрать. Кроме скорости, двнжущая- 
ся среда характеризуется плотностью 
п, То есть массой единицы объема. 
Жидкости н газы различаются еще и 
ио вязкости; вода течет легче расти- 
тельного или смазочного масла, масло 
течет легче меда и т. п. Иначе говоря, 
течение зависит от особой характерис- 
тикн среды, называемой — коэффици- 
ентом вязкости 1. 

Выясним, какую размерность име- 
ст 1. Еще в прошлом веке Пуазейль 
экспериментально установил, что ско- 
рость, с которой жидкость протекает 
через узкий капилляр, прямо про- 
порцниональна разности давлений Ар 
(на разных концах капилляра), квад- 
рату его раднусал и обратно иронор- 
циойальна длипе капилляра Ри ко- 
эффициенту ц. Заиишем соответствую- 
щее уравнение для размерностей: 

„Ари? 
в | 
Отсюда размерность | 


: ‚Тарг 
РЯ == | | 


Но произведение Арг? имеет раз- 
мерность силы (давление — это сила, 
приходящаяся на единнцу площади), 
так что 


| | = [12 


В системе СГС единица измерения 
коэффициента вязкости называется 
«пуазом» (по имени Пуазейля). Один 
пуаз — большая вязкость; например, 
у волы при комнатиой температуре 
вязкость всего лншь 0,01 нуаза. 

Итак, при равномерном движении 
объекта п среде его обтекание пол- 
ностью задается четырьмя величинами 
4, о. рип. При данной форме обте- 
каемых тел картнны течения пол- 


м 


ностью подобны, если безразмерные 
отношения размерных величин оди- 
наковы. Но, оказывается, из четырех 
перечнсленных размерных величин 
можно построить только одну без- 
размерную комбинацию. Она назы- 
вается числом Рейнольдса н обозна- 
чается символом Ве: 
ар 
Ке-= и. 
(Здесь можно снова воспользоваться 
методом неизвестных показателей сте- 
пени х, и, 2, что и при выводе фор- 
мулы (1).) 

Два течения, обладающие одина- 
ковыми числами Ве, во всем подобны. 
(Строго говоря, это справедливо до 
тех пор, пока не надо учитывать сжи- 
маемость среды, которая дает лиш- 
нюю постоянную в уравнениях дви- 
жения. Так будет прн скоростях, 
близких к скорости звука, но этот 
вопрос мы оставим в стороне}. Заме- 
тим, что если можно построить не- 
сколько безразмерных отношений из 
величин, характеризующих течение, 
то динамическое подобие достигается 
только при равенстве всех отношений, 
не имеющих размерности. Действн- 
тельно, только в этом случае два яв- 
ления можно считать подобными и 
по заданным характеристнкам одного 
явления можно получить характерис- 
тики другого простым пересчетом, 
подобно тому, как мы переходим от 
одной системы единиц к другой. 

Для примера допустим, что испы- 
тываемая модель в 5 раз меньше нату- 
ры. Тогда надо либо обдувать ее со 
скоростью, впятеро большей, лнбо 
вместо воздуха взять газ, для кото- 
рого отношение — в э раз больше, 
чем для воздуха, либо поменять и 
скорость, и газ, но так, чтобы Ве не 
изменилось. Таким образом, можно, в 
частности, измерить подъемную силу 
или сопротивление воздуха для моде- 
лн самолета и пересчитать их для 
натуры. Определяются так же силы, 
действующие на отдельные точки са- 
молета, что важно для расчетов на 
прочность. 


2 Квонт № 1 


Исходя из размерностей величин, 
можно показать, как производится 
гересчет с модели на объект. Из 4, и, 
рим величину с размерностью силы 
удается построить двумя способами: 

Е; == 04? 
и 
ДЕН, 
Какому из них отдать предпочтение? 


Е: 
Возьмем отношение =: 
Е, ор 
во 


Оказывается, это отношение равно 
числу Рейнольдса. Следовательно, 
если у модели и натуры числа Рей- 
нольдса одинаковы, оба выражения 
для силы равноценны и можно поль- 
зоваться любым. Таким образом, си- 
ла, действующая на модель, во столь- 
ко раз отличается от силы в натуре, 
во сколько раз отличаются ироизве- 
дения 49 (или ру?) для модели и 
для натуры. 

На этом конкретном примере мы 
хотели показать, что теория размер- 
ностей лежит в основе моделирования. 


47 


Метод р 
размерностей. 


Н.Кришталь 


В этой схалье рассматриваются несколько _ 


задач, прм решемим которых использует- 
кя метод размерностей. Об этом ме- 
тоде подробно рассказывается п статье 
А. С. Компанейца «Размерность физи- 
ческих величин и подобме явленийю в этом 
номере журнапа. 


Удобнее всего продемонстрировать ос- 
новные положения метода размернос- 
тей на конкретных примерах. Мы сде- 
лаем это, анализируя леформации и 
давлення, возникающие прн упру- 
том взаимодействии двух тел. Абсо- 
лютная величина силы Ё, с которой 
тела сопротивляются внешнему воз- 
лействию, стремящемуся изменить их 
форму и размеры, определяется зако- 
ном Гука: 

Р = №5, (1) 


где х — величина деформации, А — 
коэффициент упругости. Для дефор- 
мации растяжения (или сжатия) вы- 
ражение (1) можно переписать в раз- 
вернутом виде: 


== М. (2) 


Здесь Е — модуль упругости (мо- 
дуль Юига) — величииа, характери- 
зующая способность матернала со- 
противляться внешнему воздействию, 
она не зависит от формы и размеров 
исследуемого образца, $ — площадь 
сечения, перпендикулярного к на- 
правлению действующей нзвне силы, 
1! — длина и А! — изменение дляны 
деформируемого тела. 

Рассмотрим упругое соудареинё 
шариков. 

Задача 1. Два шарика ра- 
диусом Ю, изготовленные из материа- 
ла с плотностью р и модулем упру- 
гости Е, двигаются навстречу друг 
другу по прямой, сосдиняющей их 
центры, с одинаковыми по величине 
скоростями и (рис. 1}. Между шари-` 
ками происходит абсолютно упругий 
удар. Найти максимальную величину 
деформации х во время удара. 

Очевидно, что величина х может 
зависеть от всех параметров, характе- 
ризующих шарики в процессе удара, 
10 есть от в, р, Ви ЕЁ: 

х (о, р, Ю. В). 

Будем искать эту зависимость 

виде *) 


х-- Аир 06 Вс ЕЧ, {3) 


где А — безразмерный коэффициент 
пропорциональности ([А] == 1), р, 6, 
сн 4— нензвестные пока безразмер- 
ные ноказатели степени. 

Согласно учению о размерностях 
формулы размерностей левой и пра- 
вой частей равенства (3) должны быть 
одинаковыми: 

ро ПОВ а 
Это налагает определенные. условия 
на значения показателей р, 6, си 4. 
Вынишем размерности всех величин, 
стоящих в обеих частях равенства (3). 

Длина — это основпая единица 
измерения, поэтому сразу записы- 


*) Представление нскомой зависимости 
и винде стененной функции является допуще- 
инем. сипранедливость которого пужно дока- 
зать. При строгом нспользоваини метада раз- 
мерностей такое допущение ие делается. 


ваем 

©] = Ь В] = 6. 
Отсюда следует, что объемы н пло- 
щади имеют размерностн 1.3 и 1. 
По определению скорость характери- 
зует путь, проходимый в единицу вре- 
мени, значит, 


[1 = = —1Т-. 


Плотность матернала — это  коли- 
чество вещества в едиинце объема, 
следовательно, 


М 
[@] == 13 = МГ--3, 


Размерность модуля упругости можно 
установить, воспользовавшись зако- 
ном Гука ин П законом Ньютона. 
Из формулы (2) следует, что 
Е {| 
т 
По П закону Ньютона снла равна 
массе, умноженной на ускорение: 
Е = та. 
Значит, 
та | 
=-==-- 5 
Е-5 м. 5 
Ускорение — это изменение скорос- 
ти в единицу времени, поэтому 
5} _? 
а] =: = ЕТ-®. 
ево 
Размерности остальных велнчин, вхо- 
дящих в уравнение (5), можно выпи- 
сать сразу: 


т] = М, [$5] = №, 
Ш) = ЛАЙ = В. 
Сфедовательно, 
МЕТ- Е 
[Е] = Та = МЕТ -*. 


Подставим размерностн соответ- 
ствующих величин в равенство (4): 
Г. = (ГТ-УР (М1. 8) (1) (МГ Т-) 4, 
или 

[1 = [Р-38+с-4 МЬ+@ Т-ф+2а) (6) 
Формулы размерностей левой и пра- 
вой частей одинаковы, если равны по- 
казателн степени у одинаковых сим- 
волов в левой и правой частях. Пе- 
репишем уравненне (6) в виде 


14М°Т® = [Р-36+6-ам6+атТ-(р+2а). 


2* 


Прниравнивая показатели степени при 
одннаковых символах в левой и пра- 
вой частях, получим систему уравне- 
ний 

1 = р—36-1-е—а, 


0 -=6-а, 

0=р-2а, 

из которой находим 
с=1, 6=--, а=—. 


Подставим эти значения в (3): 


х = АоР рРРЕ-#?Б, 
или 


1/2 р 2\ 2/2 
х р ^^ ри 
ЖА (т) в. (=) 9 


Полученное выражение 
вид уравнеиия 


определяет 
для относительной 


деформацин ; шариков. При этом 


Аи р по-прежнему неизвестны. 

Сравнивая выражения (3) и (7), 
можно заметить, что рассмотрение 
размерностей величин позволило за- 
менить соотношение между пятью раз- 
мерными величинами (х, и, р, Ю, Е) 
соотношением между двумя безраз- 
мернымн величинами: 


[и [27 


Если бы мы искали зависимость х == 
—= х(9, р, К, Е) с помощью экспери- 
мента, то использование метода раз- 
мерностей позволило бы исследовать 
вместо влияния на х четырех размер- 
ных величин влияние только одной 
безразмерной величины = на >. 
Это дает большие удобства эксперн- 
ментатору, так как позволяет намно- 
го уменыпить число необходимых 
опытов. 

Следует обратить внимание на то, 
что коэффициент А невозможно опре- 
делить методом размерностей, по- 
скольку он никак не связан с показа- 
телями степени в формулах размер- 
ностей величин. Показатель р свя- 
зан формулами размерностей, поэто- 
му в некоторых случаях его можно 


#9 


определить. Попробуем выделить 
случан, когда это можно сделать. 

В нашей задаче четыре неизвест- 
ных показателя р, 6, с, 4 п три урав- 
нения для их определения. Чнсло 
уравнений, которые можно составить 
для отыскания нензвестных коэффн- 
цневтов, равно числу основных еди- 
ниц измерений. Для определения 
численных значений всех неизвест- 
ных показателей необходимо, чтобы 
их число было равно числу независн- 
мых уравнений в системе. Это воз- 
можно только в двух случаях: если 
выбрать систему единиц измерений с 
четырьмя основными единицами или 
если обосновано уменьшить число 
независимых переменных (а значит, 
н число неизвестных показателей). 

Мы рассмотрим второй путь. Пред- 
положим, что возннкающая при ударе 
деформация зависит только от модуля 
упругости Е и от кинетической энер- 
где 


гни шара К- т— масса 


9» 
шара. Здесь мы учитываем размер 
шара только в выражеини для кнне- 


у 14 р 
тической энергнн: К =—-—- лВзри?. 


(Это грубое допущение, потому что ве- 
личина деформации зависнт не только 
от кинетической энергин, но и от ра- 
диуса шара Ю.) Такое допущение по- 
зволяет приближенно записать: 


х = А, К? Е" 
Размерность кинетической энергии 
[К] = [м7] = МЕТ-*. 


Если теперь составить снстему урав- 
нений и определить значения р, и 
6, (аналогично тому, как это было 
сделано выше), то получим 

х А, ( К › Ей 13 

В-В(Е ре Че: т (8) 
Показатель степени !/; в формуле (8) 
бяизок к показателю степенн *“/,, 
полученному при строгом математни- 
ческом решении задачн *). 


*) Еще об одном способе получения фор- 
мулы (8) см.. например, статью Г. Л. Кот- 
кина «Стозкновение шариков», «Квант», 
1973, №3 
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При использовании метода размер- 
ностей очень важно правильно сфор- 
мулировать задачу, потому что фор- 
мулировка задачи выделяет те пара- 
метры, от которых зависит искомая 
величина. Решая задачу об упругом 
соударенни шаров, мы учли способ- 
ность матернала шаров сопротивлять- 
ся распространению деформации 
внутри шара (Е), форму и размер 
исследуемой области (шары радиуса 
Ю), внешиее воздействие на ниссле- 
дуемую область (через скорость п н 
плотность материала каждого шара р}. 

Задача 2. Найти деформа- 
цию, возникающую в шарах радиуса 
В при действии на них двух сжимаю- 
щих сил Е, направленных по линии, 
соединяющей центры шаров. Мате- 
риал шаров одинаков, и его модуль 
упругости Е. 

Здесь нам, как и в первой задаче, 
известны форма и размеры объектов 
(шары радиуса А), внешнее воздей- 
ствне на шары (силы РЁ) н свойства 
материала шаров (модуль Юнга Е). 

Для решения задачи нам нужно 
найтн зависнмость величины дефор- 
мацин х от величин 2, Юн Е. Будем 
опять искать эту зависимость в виде 


х = Аз" Е", (9) 
нли для размерностей 
р ЕВЕ 
Размерность силы Ё равна 
[2] = [а] = МЕТ-*. 


Подставив размерности величин х, 
Е, В, Ев (10), получим 


= (МЕТ-2) (МТТ), 


(10) 


или 

МОТ о =- [ л+3-ЁМл+ЁГ-л-#. 
Приравняем показатели степени при 
одинаковых символах в левой н пра- 
вой частях этого уравнения: 


С ые. 


= 
и 9 
Отсюда 
= —й, $ =1— 20. 
Следовательно, 
ВЛЕЗАЕТ Й (таг. 


(11) 


В общем случае внешнее воздействие 
на шары изменяет состояние матерна- 
ла шаров. Это изменение состояния 
материала характеризуют понятнем 
«напряжение». Напряжением мате- 
риала в сечении $ (рис. 2} под дей- 
ствнем внешиих сил Ё называется вс- 
личнна в — 2/5, где 5 — площадь 
сечения. Напряжение, возникающее 
под действием сил, направленных пер- 
пендикулярно к рассматриваемому се- 
чению, называется нормальным на- 
пряженнем илн давленнем. Напряже- 
ние характеризует удельную нагруз- 
ку на материал (кагрузку на единицу 
площади сечения тела). При увели- 
ченни удельных нагрузок материал 
сначала становится неупругним, а по- 
том разрушается. Поэтому определе- 
нне напряжений представляет прак- 
тический интерес. 

Задача 3. Найти напряжение 
а в месте соприкосновения двух шеров 
радиуса К, возникающее под действи- 
ем сжимающих сил Е (см. рис. 2), 
если чары изготовлены из материала 
с модулем упругости Е. 

Очевидно, что @ зависит от Ё, 
Е и ЮР: 


АЕ 


\ 


с = о(Р, Е, Ю). 
Будем снова считать, что эта зависи- 
мость имеет вид 
с = А.Ё® Вя РЬ. (12) 
Из определения напряжения следует, 
что размерность напряжения — это 


размерность силы, поделенная на раз- 


мерность площади: 
Е]  МаТ- 
т ЗЕ = м = 2 
101 5 = = МЕТ. 


Следовательно, учитывая (12), 
МЕ ГЕ Т 2, 
откуда 


| | =л, +4, 
ЕЕ 5—6. 
| №. 
Проделав соответствующие вы- 
кладки, получаем 


с =А, ЕЮ, ЕЕ, 


уе р ‘па 

= 44 (=.  @Э 
Заметим еще раз, что метод раз- 
мерностей широко используют в тех 
задачах, где из-за- большого числа 
переменных и сложности уравнений, 
описывающих явление, аналитическое 
решение невозможно. В этом слу- 
чае для отыскания нужных зависн- 
мостей проводят эксперимент. Ре- 
зультаты эксперимента обрабатыва- 
ют с помощью безразмерных комби- 
наций параметров задачи, которые 
позволяет выделить метод размер- 
ностей. Так, в задачах, рассмотрен- 
ных в этой статье, метод размер- 
ностей позволяет утверждать, что 
относнтельные деформации и напря- 
жения определяются не отдельнымн 
численными значениями параметров 
и, р, Б, Ю или РЁ, Е, Ю, а численным 
значением безразмерных комбина- 

ри? - 


ций параметров —- н 


Упражнения 
1. Показать, ито нанряжение, возни- 
кающее в шарах, движущихся навстречу 


друг другу со скоростью о, в момеит столкно- 
вения определяется выражением 


с ру?` п 

Е = ^( = | 
2. Показать, что при столкновении двух 
шаров © раднусами К, и А. напряжение 


п месте сопрякосновения описывается фор- 
мулой 


или 


/ 


т- ЕТ). 


Оценка 
физической 
величины 


Б.С. Ратнер 


В физике, как, впрочем, и в других 
науках, вначения различных велн- 
чин, получаемые в результате расче- 
тов нли экспериментов, определя- 
ются с неодинаковой точностью. В ол- 
инх случаях значение физической 
величины важно знать с нанболыьшей 
точностью, в других случаях доста- 
точио оценить ее примерное значение. 
Точность подобных оценок может нз- 
меняться от порядка величины до 
несколькнх процеятов. 

В качестве примера оценочного, 
неточного расчета найдем период ко- 
лебаний Т математического маятни- 
ка несколько необычным способом. 
Из школьного курса физнкн извест- 
но, что для малых углов отклоне- 
ния нити. маятника от вертикали 
величина Т находнтся с большой точ- 


ностью из формулы Т-:2л |3 


где [— длина нити маятника н б@ — 
ускорение свободного падения. Наш 
пример поэтому носнт характер чисто 


—= = 


Рис. 1. 


иллюстративный — никто в реаль- 
ных условиях ие станет ириблизи- 
тельно оценивать величину, уже из- 
вестную точно. Зато мы сразу будем 
знать, ипасколько близка К истине 
полученная оценка. 

Пусть в начальный момент маят- 
ник находится в точке А — точке 
макснмального удалення от иоложе- 
ния равновесия В, при этом нить 
составляет с вертнкалью малый угол & 
(рис. 1). Период колебаний Г — это 
учетверенный иромежуток времени 2, 
за который маятник опишет дугу АВ: 


`/ АВ 
ср 


Т == ЧЁ = 4 . 
где ©, — средняя скорость на этом 
участке. 

Так как угоя © мал, дугу / АВ 
можно заменить хордой АВ. Из 
прямоугольных треугольников АСО 
н АСВ 


АС? = В — (1—1) 
[Г 
АС? = АВ?,— Шт, 
следовательно, \ 
АВ=т 28. 
Предположим, что 
— и _@- 2 
О ср — О в 6 . 
Здесь и — скорость в началь- 
ный момент времени, в %, — ско- 


рость маятника при прохождении по- 
ложення равновесня. Неточность та- 
кого предположения очевидна, так 
как оно соответствует равноускорен- 
ному движению, то есть движению 
под действием иостоянной снлы. В на- 
шем же случае на шарнк действует 
переменная по времени сила — тан- 
генцнальная составляющая снлы тя- 
жести. К сожалению, более близкое 
к истинному значение #хр с ПОМОЩЬЮ 
элементарной математики получигь 
нельзя. 

Подставим значения 
и бр в выражение для 
лебаний Г и нолучим 


т 
т-8 о 


для ‹/ АВ 
периода ко- 


Рис. 2. 


Значение нернода колебаний, По- 
лученное путем оценки, нримерно 
на 27% больше истинного. Чем выз- 
вано такое расхождение? В основ- 
ном, выбранным намн значением срел- 
ней скорости, замена дуги хордой 
малосущественна. На рисунке 2 по- 
казаны графики зависимости силы 
от перемещения для двух случаев: 
гармонического колебания, когда си- 
ла Р. линейно уменьшается но мере 
приближения к положению равно- 
весия, и нспользованного при оценке 
равноускоренного двнжения, когда 
снла Ё, постоянна. Площади под 
графикамн, равные энергин двнже- 
ния, естественно должны быть рав- 


Рис. 3. 


межутки времени, затрачиваемые в 
обоих случаях. Воспользуемся для 
этого зависимостью и = я(й (рис. 3). 
При равноускоренном движенни гра- 
фик и = в,(0 — прямая линия. При 
гармоническом колебании кривая 
о = и,( вначале идет выше (тан- 
генс угла наклона кривой  прн 
—= 0 в два раза больше тангенса 
наклона прямой), в середине пути 
наклоны кривых примерно одина- 
ковы, а в конце тангенс угла наклона 
кривой 5.(й) равен нулю. Но пло- 
щади под обенмн кривыми должны 
быть равны, так как равны пути. 
Следовательно, &, >> 5, что соот- 
зетствует знаку расхождения в зна- 


ны. Попробуем теперь сравинть про- 


хении пернода 


колебаний. 


рр ЖА АррррпрпЖСЖИ ЖЖ ЖЖЖЖЖЖпппппЖпрдСжржарпЖжрпрпрпрпрпрр прп 


Случай 
на олимпиаде 


Только что  закончидась 
школьная олимпнада. Всегда 
самой легкой задачей бывает 
первая, но в этот раз нача- 
лись споры даже из-за отве- 
та. В условии первой задачи 
было сказано: Найти все зна- 
чения параметра а. при ко- 
торых уравнение х* — |ху-| 


-а= 0 имеет единствен- 
ный корень. 

. — Я решал задачу 
так, — сказал ученик Крести- 
ков. — Известно, что х*= 


= |хй, поэтому вместо дан- 


пого уравиения можно на- 
писать такое: 


хр— мрефа- 0. 


Так как оно квадратное от- 
посительно |х |, то едикствен- 
ный корень может быть толь- 
ко в случае, когда дискри- 
минант равен нулю, то есть 


1 
прна = 4. Значит, =. 


— Вовсе нет, — сказал 
ученик Нуликов.— Смотри, 
как решал я. Пусть даиное 
уравиеняе имеет корень хо. 
Ясно, что —хо тоже будет 
его корнем. А для того чтобы 
корень был сдинственный, 
необходимо, чтобы хо = —хо- 
Это возможно только при 


Хо = 0. Подставив это зна- 
чение х в уравнение, видим, 


О. а не —! 
что а ‚ а не-л 


— Вы оба не довели ре- 
шение прнмера до конца, -- 
сказал ученик  Квадратн- 
ков.— Надо было еще... 

— Ничего уже не надо,— 
безапелляционно заявил уче- 
ник Треугольников.— Все и 
так ясно. 

Попробуйте ответить па 
такие вопросы. 

1. Чей ответ верен? 

2. Что имел в виду Квад- 
ратников? 

3. Что ясно Треуголь- 
иикову? 


В.И. Рыжик 
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ИДИ 


1. Все люди смертны. (1) 

2. Сократ — человек. 

3. Следовательно, Сократ смертен. 

Таким примером силлогизма (на 
более понятном языке — имозаключе- 
ния) начинался в свое время почти 
каждый учебник логики. «Ну, что 
‚ж, все верно, — скажет сегодняшний 
школьник, никакой такой специаль- 
ной логики не проходящий. — Не- 
велика, однако ж, наука: больно 
просто все». 

Не торопитесь! 

Вот вам еще пример (в замечатель- 
ное пьесе Эжена Ионеско «Носороги» 
его изрекает малоприятный персонаж, 
так и нменуемый: «логик»): 

1. Все кошкн смертны. 

2. Сократ смертен. 

3. Следовательно, Сократ -— кошка. 

«Ну что за вздор, — скажете 
вы, — какая же он кошка?» Но разве 
этим плох «силлогизм» «логика»?! 


(И) 


р “.- Г: К зе к 
И | ал н ы д : 
ИИ А 


ЦИИ т ох 
р по а _ 


НАЧИНАЕТСЯ 5. 
ГИКА? 


.А.Гастев 


Оцените, пожалуйста, еще два прн- 
мера: 

1. Все кошки смертны. 

2. Сократ — кошка. 

3. Следовательно. 
смертей. 

1. Все люди смертны. 

2. Сократ смертен. 

3. Следовательно, 
человек. 

Так какой же из примеров 
«вздор»? (111), где опять повторяется 
чушь про кошку? Ничего подобного! 
Неверно как раз умозаключение (1\), 
в котором все по отдельности верно: 
н посылки [и2, и заключение 3, —- 
но заключение вовсе не следует из 
посылок! И этим же — с интересую- 
щей нас сейчас точки зрения — умо- 
заключение (Ш) отличается от (1. 

Итак, логику интересуют не столь- 
ко самн по себе истинность и лож- 
ность отдельных утверждений, сколь- 
ко прежде всего связь между различ- 


(10) 
Сократ 


ПУ) 
Сократ — 


нымн утверждениями, законы (пра- 
вила), согласно которым из одних 
истинных утверждений можно с пол- 
ной уверенностью получать новые 
нстинные утверждения, то есть, как 
говорят, нормы правильных рас- 
суждений. 

Так, значит, логика все-таки ие 
безразлична к вопросу об истинно- 
сти? Конечно, нет. Это вообще, по 
существу, важнейший для нее вопрос. 
Но, в отличие от обычной разговор- 
ной практики, мы будем всегда стре- 
миться к максимальной точности н 
потому вынуждены будем различать 
несколько видов истннностн (соот- 
ветственно ложности). 

Так называемая фактическая 
истинность предложений, понима- 
емая как «соответсгвие действитель- 
ности», принимается в логике без 
всякого обсуждения н без заинтере- 
сованности к способу удостовериться 
в ней. То, что Волга впадает в Кас- 
пнйское море, истинно, но истинно 
чисто фактически, н дело географии, 
а не логики, гарантировать эту истнн- 
ность. Высказывания «Волга впада- 
ет в озеро Мичиган» н «Амазонка 
впадает в Клязьму», конечно, лож- 
ны — но опять-таки чисто факти- 
чески: ни из каких «законов логики» 
это вовсе не вытекает. Суждення же 
«Если Волга впадает в Каспийское 
море, то Волга внадает в Каспийское 
море», «Если Волга впадает в озеро 
Мичиган, то Волга впадает в озеро 
Мичиган» и «Если Амазонка впадает 
в Клязьму, то Амазонка впадает в 
Клязьму» — все три в равной мере — 
логически истинны, то есть истинны, 
так сказать, исключительно в силу 


своей структуры, независимо 
от истинности или ложности их по- 
сылок и заключений. —Истинность 


законов Ньютона илн закона Кулона 
удостоверяет опыт, но никак не ло- 
гнка, из которой вовсе не вытекает 
нн одна из конкретных физических 
закономерностей. Умозаключенне 
«Грекн — люди, Сократ — грек, сле- 
довательно, Сократ — человек», на- 
против, правильно само по себе, а от- 


нюдь не в силу истинности первой 
посылки, удостоверяемой всемирной 
нсторней, или второй, констатирую- 
щей некоторый факт истории фило- 


софин. 


Строго товоря, предыдущая 
фраза весьма условна: просто мы в дакном 
случае молчаливо соглашаемся иметь в виду 
именно того Сократа, а не, скажем, тестя 
Чернышевского (жену Николая Гавриловн- 
ча звалн Ольгой Сократовной) или кота по 
кличке «Сократ» (в Последием случае умо- 
заключение (П) не стало бы, разумеется, 
более законным, но вот в верном умозаклю- 
чении (ПТ) обе посылки оказались бы ис- 
тиннымя). Таким образом, фактическая нс- 
тининость высказываний часто зависит от ряда 
дополнительных (не всегда высказываемых 
явно) соглашений и условий, вследствие 
чего и таких случаях нногда говорят © 803- 
можной истинности — вп отличие от необ- 
ходимой истинности утверждений типа «!2 
делится на 3 иля нет» и «12 делится иа 5 
илн нет», истинных безотносительно к нашим 
арнфметическим познанням и даже к тому, 


в какой системе счислення записаны числа 
12. Зи 5. 


Таким образом, логические исти- 
ны — в отличие от опытных, фактн- 
ческнх истин конкретных наук и 
повседневной практикн — ме несут 
нам никакой информации о реальном 
мире. Как говорил Лейбниц, это 
истины в0 всех возможных мирах. 
Поэтому нх называют также всегда 
истинными, или тождественно 
истинными — высказываниями. Или 
еще короче и выразнтельнее: тавто- 
логиями. Так (буквальный перевод 
с греческого: «то же самое слово») 
называют в обыдениой речи бессо- 
держательные повторения, не сооб- 
щающие нам ничего нового. Прнисмот- 
ритесь к логически истинным предло- 
жениям вроде «Из А следует А», 
«В верно или В неверно», «Если истин- 
ны высказывания Си Д, то истинны 
высказывания ДО и С» ит. п., — и вы 
согласитесь, что термин очень нагля- 
ден н уместен. 

Не все тавтологни (в логическом 
смысле этого слова) так уж непос- 
редственно очевидны — иногда их ло- 
гическую истинность не сразу удает- 
ся усмотреть из-за чисто внешней 
сложности, громоздкости их строе- 


ння. Скажем, высказывание «Если 
из А следует Б, из В следует Г, из 
Д следует Е, из Ж следует 3, из 
И следует АК, из Л следует М, из 
Н следует О, из П следует Р, из 
С следует Т, из У следует не-Ф, из 
Х следует Ц, из Ч следует Ш, из 
Щ следует Э, а из Ю следует Я, то 
не-Б влечет не-А, не-Г влечет не-В, 
не-Ё влечет не-Д, не-3 влечет не-Ж, 
не-К влечет не-И, не-М влечет не-Л, 
не-О влечет не-Н, не-Р влечет не-Н, 
не-Г влечет не-С, Ф влечет не-У, 
не-Ц влечет не-Х, не-Ш влечет не-Ч, 
не-Э влечет не-Й{, а не-Я влечет 
не-Ю» тавтологично в той же мере, 
что и примеры предыдущего абзаца, 
но проверить это обстоятельство — 
дело достаточно канительное. Здесь 
снтуация в точностн та же, что в 
школьной арифметике: пример, тре- 
бующий произвести тридцать три 
арифметнческих действия, ничуть 
«в принципе» не сложнее, чем прн- 
мер на одно-два умножения — но кто 
из нас не помнит, насколько в первом 
случае вероятнее ошибиться. 
Нельзя ли в вопросе о правнль- 
ности умозаключений и логической 
истинности высказываний достичь та- 
кого же «уровня беглости», как при 
выполнении н проверке обычных ариф- 
метнческих операций, сколь угодно 
сложные нагромождения которых нас 
теперь совсем не пугают? Можно. 
И именно выявление правил, обеспе- 
чивающих такую «беглость», состав- 
ляет первейшую задачу логики как 
науки. Опять — все как в арифме- 
тике и алгебре: задача не в том, 
чтобы научиться «автоматически» (то 
есть без специальных раздумий) скла- 
дывать 2-3, З+5 или даже 
678 930 567 --809 376 542 и т. п., 


а именно а |- В для произвольных 
аи 6. 
Для алгебры и арифметикн два 


выражения, имеющие одну и ту же 
форму (см. предыдущий абзац), 
в определенном смысле равноправ- 
ны — даже если они и имеют разные 
«величины». Точно так же, если мы 
хотим  «алгебранзировать» логику, 
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мы должны полностью отвлечься от 
содержания высказываний (нзучение 
которого, как мы уже видели, как 
правило, вообще не имеет никакого 
отношения к логике), строя весь наш 
анализ исключительно на основе их 
формы. *Именно в уяснении этого 
обстоятельства и состояла, собствен- 
но говоря, геннальная идея «отца 
ЛОГНКИ» Арнстотеля, н именно потому 
логнку как науку **) называют фор- 
мальной. 

Но что такое форма предложения 
(высказывания)? Если высказывания 
или отдельные нх «элементарные ча- 
сти» обозначаются, как это принято 
всовременной логике, (подобно обыч- 
ной алгебре) буквами, то тождест- 
во (или различие) их формы усмотреть 
обычно нетрудно. Скажем, предло- 


жения «Из А и В вытекает А» и 
«Из С н Е вытекает С», 
отличающиеся лишь обозн аченнем 


«компонент», естественно считать рав- 
ноправнымн, чего никак нельзя ут- 
верждать (во всяком случае, без до- 
полнительных уточнений и соглаше- 
ний), например, о предложениях «Из 
Х следует У» и «Из не-У следует 
не-Х». Но когда мы сравниваем пред- 
ложения обычного языка, дело об- 
стоит не всегда так просто. Напрни- 
мер, явно одну н ту же форму нмеют 
умозаключения (1), (1), а также 
следующие рассуждения: 


1. Все целые чнсла рациональны. 
2. 7 — целое число. (\) 


3. Следовательно, 7 — рацно- 
нальное чясло. 


* Пока разговор ндет на уровне мета- 
фор н сравненяй, нет беды в том, что многне 
термины не нмеют точного, вполне определен- 
ного значения; на это, в частности, указы- 
вают кавычки. Когда же нам нужны точные 
термнны, мы вводим их с помощью опреде- 
ний нли поясняющнх примеров и выделяем 
курсивом. 

**) Не надо забывать, что слово «логика» 
употребляется в обыденной речи и во многих 
лругнх смыслах, обычно не уточняемых н в 
данной статье нас не интересующих. 


1. Все целые числа рациональ- 
ны. 

2. л — целое число. 

3. Следовательно, л — рацио- 
нальное число. 

1. Все тигры полосаты. 

2. Шер-Хан — тигр. 

3. Следовательно, - 
полосат. 

н т. 
вид» 

+. Все х обладают свойством Р. 

2. Предмет у есть х. 


3. Следовательно. у обладает 
свойством Р- 


Но что вы скажете о следующей 
сгрии примеров*) 


\. Колумб открыл Америку. 

2. На стене виснт портрет 
Колумба. 

3- Следовательно, на стене вн- 
сит портрет открывателя Амернки 

1. Пушкин написал «Евгеняя 
Онегина». 

2. На стене висит портрет Пушки- (Х) 


(УП 


(УП) 
Шер-Хан 


н. — все они имеют «общий 


(У) 


их) 


на, 
3. Следовательно. на стене вн- 
сит портрет автора «Онегина». 


1. Булат Окуджава написал 
«Гамлета». 

2. На стеие висит портрет Окуд- 
жавы. (хр 


3. Следовательно, на стеие ви- 
сит портрет автора «Гамлета». 
}. Малюта Скуратов создал 
теорию относительностн. 
2. На стене висит портрет Малю- 
ты. (ХИ) 
3. Следовательно, на стене вн- 
сит портрет создателя теории отно- 
снтельности. 


Пока все в точности одинаково, 
не. правда ли? (Вам, конечно, уже 
ясно, что нам незачем здесь обсуждать 
вопрос об авторстве «Гамлета», «Оне- 
гнна» и теорин относительностн.} А 
нельзя ли еще в эту же грулпу от- 
нести и такой «силлогизм»: 

1. Какой-то 
самовар. 

2. На стеие висит портрет како- 
го-то человека. 


3. Следовательно, иа стене вн- 
сит портрет изобретателя самовара. 


человек изобрел 


(хш) 


*) Навеянной (как и вообще большая 
часть настоящего изложения) введением к 
книге А. Чёрча «Введение в математи- 
ческую логнку», т. 1, перевод с английского, 


М., ИЛ. 1969. 


Вот вам и «тождество формы 
{А ведь «формально», казалось бы, 
здесь все как в примерах (1), (ИТ), 
(У)-— (УП) — кто может помешать 
нам, как н раньше, обозначить пол- 
лежащие в посылках и заключениях 
через х и 1?) 

Конечно, никакой тут «загадки» 
нет — вы сами легко объясннте, что 
в русском языке собственные су- 
ществительные н существительные на- 
рицательные с неопределенными ме- 
стонмениями в роли подлежащих да- 
леко не равноправны (а в англий- 
ском, французском и вообще во всех 
германских и романских языках по- 
добные недоразумения возникнуть не 
могут прн правнльном употреблении 
определенных и неопределенных ар- 


тнклей). Но мне бы хотелось 
обратить ваше внимание не толь- 
ко, на простоту и естественность 


постановки задач формальной логвки 
но и на то, что подлинная ее «формали- 
зация» может быть затруднена как 
раз теми качествамн нашего разговор- 
ного языка, которые делают его та- 
ким удобным, богатым н гибким сред- 
ством общения между людьми: оби- 
лнем смысловых оттенков слов и 
отсутствием жесткой, «стандартной» 
структуры (формы) предложений. 


современной формальной ло- 
гике *) затруднения эти преодоле- 
ваются использованием  спецналь- 


ных формализованных языков. В этих 
языках, как можно прочесть во мно- 
жестве популярных книжек, все 
неточности и двусмыслености обыч- 
ных разговорных языков тщательно 
нзгоняются (разумеется, язык прн 
этом обедняется — но мы и не со: 
бираемся писать на нем обычную хо- 
рошую прозу, не говоря уже о сти- 
хах). Но, с другой стороны, во всех 
существенных чертах своей структуры 
эти формализованные языки следуют 
хорошо нам всем известным законо- 


*) Часто (по очевидным мотивам) назы- 
ваемой символической логикой, или матема- 
тической логикой. 
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мерностям обычных — «человеческих» 
языков. Мне особенно хотелось бы 
подчеркнуть это обстоятельство, ча- 
сто оставляемое в тени авторамн по- 
пулярных книг, подчас слишком на- 
стойчиво противопоставляющих язы- 
ки естественные и искусственные: не- 
понимание глубокого родства этих 
групп языков (при всем их очевидном 
различии) очень затрудняет усвоение 
самых начальных, «азбучных» лоня- 
тий современной логики. 


Рассмотрение. этой «азбуки 
логики» очень напоминает, как вы 
самн увидите, синтаксис и морфоло- 
гию обычного русского (или какого- 
либо другого) языка. Отчасти поэтому 
термином «синтаксис» часто вообще 
обозначают изучение формы (струк- 
туры) формализованных языков. Пс- 
нятия этн распадаются на две основ- 
ные группы, первая из которых очень 
близко соответствует хорошо зна- 
комому вам из школы «разбору по 
членам предложения». Другая часть 
синтаксиса формализованных язы- 
ков очень похожа на ту часть школь- 
ной грамматики, которая посвящена 
вопросу образования (построения) 
сложных предложений из простых. 
В отличие от привычной вам схемы 
изучения грамматических понятий, 
оказывается более удобным начать 
со второй группы понятий — она 6бо- 
лее проста и элементарна, так что ее 
легко рассматривать независнмо от 
первой. Более того, прниято строить 
специальный язык, соответствующий 
этой группе грамматических кате- 
горий. Этот язык, основной «атомар- 
ной» единицей которого служит 8&- 
сказывание — то есть предложенне, 
относительно которого имеет смысл 
говорить, что оно истинно или лож- 
но, — так и называется: исчисление 
высказываний. Никакого — «разбора 
по членам предложения» в исчислении 
высказываний нет — по той простой 
причине, что внутренняя структура 
предложений = «атомов» здесь во- 
обще не рассматривается: «атомы» 
пока считаются «иеделимыми». 


Следующий этеп в теорин формализо- 
ванных языков, на котором, напротнв, уже 
интересуются «строением атома» и только 
с помощью которого пам удастся — но не 
в этот раз — завершнть анализ приведен- 
ных выше формальных примеров (1) — 
(ХИ), — это так называемое исчисление 
предикатов. Исчисление предикатов обычно 
строится так, что оно включает в себя исчис- 
ление высказываний; точно так же при изу- 
чении структуры атома и физвке и химия кам 
незачем забывать, что мы узнали раньше 
о связи атомов между собой. 


Итак, исчисление высказываний. 
Повторяю: высказывание — это лю- 
бое предложение (естественного или 
формализованного языка — безраз- 
лично), о котором имеет смысл говс- 
рить, что оно истинно илн ложно. 
Именно говорить, точнее даже — 
спрашивать — но вовсе не отвечать. 
У самой логики, как мы уже не раз 
говорили, попросту чет средств для 
ответа на многие такие вопросы 
(хотя и не на все): логика (исчисле- 
ние высказываний) готова считаться 
как с фактом, что высказывания «Вол- 
та впадает в Каспийское море» и 


#2 Х 2 = 4» истинны, в высказыва- 
ния «Волга впадает в Индийский 


океан» «2х 2 = 5» ложны. Но ве 
выводы никак не зависят от этих 
фактов и остались бы вернымн, если 
геологическая катастрофа изменила 
бы течение Волги или если бы мы 
изменили привычные нанисания 
цифр, условных, как и всякие обозна- 
чения. 

Более того, логика высказываний 
(так часто говорят вместо «исчисление 
высказываний») может вполне обой- 
тись (и фактически’ обходится) без 
ответа на вопросы что такое «истина» 
н что такое «ложь». Вместо этого 
достаточно бывает говорить просто 
о двух различных значениях истин- 
ности (илн истинностных значе- 
ниях), не задаваясь вопросом «а что 
это значит». Одно из этих значений 
принято называть «выделенным» и 
обозначать через «и» (от «истина»), 
«Ё» (от «гце») или, например, просто 
«1» (без всяких «естественных анало- 
гнй» с обычной логической интун- 
цией), а второе — «невыделенное» — 


через «л» («ложь»), <«Ё» («ба|се») или «0». 
Каждое высказыванне, как и выска- 
зывания, из которых оно состоит (и от 
которых, в зависимости от способа 
их соединения, зависит его значение), 
может принимать два различных зна- 
чения, вовсе не обязательно назы- 
ваемые «истиной» и «ложью» н ас- 
социируемые с этими понятиями. Та- 
ким образом, исчисление высказы- 
ваний можно понимать как «алгебру 
логики» — исследование функций, 
принимающих, так же как и их аргу- 
менты, два различных значения. Эти 
значения можно (но, повторяем, во- 
все не обязательно} называть истиной 
и ложью. Если мы не только прини- 
маем эти наименования, но и интере- 
суемся их связью с «обычными» по- 
нятиями истины и лжи (и пытаемся 
уточнить их), то мы занимаемся 
семантикой. 

В противном случае мы, сставаясь 
в рамках чнстого синтаксиса, можем 
вообще спокойно забыть о происхож- 
денин нашей «логической» термино- 
логии. Такое «чистое» исчисление вы- 
сказываний есть попросту раздел 
комбинаторики, н «логические зада- 
чи», рассматриваемые в нем, ничем, 
в принципе, не отличаются от обыч- 
ных комбинаторных задач. 

Итак, кроме самих по себе выска- 
зываний, исчисление высказываний 
изучает различные функции между 
ними — различные способы образо- 
вания «сложных» высказываний из 
«простых». В рамках семантики эти 
функции очень напоминают обычные 
союзы русского (или любого другого) 
языка, с помощью которых сложные 
предложения строятся из простых. 
Но эту связь с обычным языком 
(И С «обычной логикой»} мы отложим 
до следующего разговора. Поэтому 
мы закончим нашу статью тем, чем 
обычно подобные статьн начинаются: 
определением нескольких «основных» 
таких функций, или, как их назы- 
вают, логических операций. 

Поскольку речь ндет о функциях, 


принимающих, как н их аргументы, 
конечное число значений (а именно 


два), мы сможем задать интересующие 
нас функции явным указаннем на то, 
какие именно значения они принн- 
мают при всевозможных распределе- 
ниях значений аргументов («простых 
составляющих высказываний»). Та- 
кие  задания-определения ` удобно 
представлять в виде так называемых 
истинностных таблиц, на «входах» 
которых указаны значения исходных 
высказываний, а на «выходах» (в клет- 
ках самой таблицы) — значения ре- 
зультирующего высказывания. 

Вот этн логические операции. 

1) Отрицание истинного высказы- 
вания ложно, а отрицание ложного 
высказывания истинно. Это, обозна- 
чаемая символом < |» операция, соот- 
ветствующая частице «не» в русском 
языке, задается следующей истин- 
ностной таблицей: 


А | —ГА 
п я 
Л и 


2) Конъюнкция двух истинных вы- 
сказываний (соответствующая союзу 
«и» между ними, обозначение — Л) 
истинна, если же хоть одно из нвх 
ложно — ложна: 


А В | АЛВ 
и [и и 
и л Л 
л и п 
т Л ] Л 


3) Дизьюнкция двух высказыва- 
ний (обозначение —\/, читается как 
«или») истинна, если истинно хотя бы 
одно из них, и ложна, если оба они 
ложны: 


А | в | АУВ 
и н и 
и я и 
л и И 
я л В. 


{Окончание см с 85) 
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хм Лопшии Функциональные 
уравнения 


Прежде чем начать чтение этой 
статьи, вам нужно убедиться, что вы 
хорошо владеете важным математи- 
ческим понятием «функция». Поэто- 
му мы советуем прочитать статью 
А. Н. Колмогорова *) и те страницы 
школьных учебников, в которых это 
понятие вводится и разъясняется. 

Напомним, что для задания функ- 
ции от вещественного аргумента, зна- 
чения которой также являются ве- 
щественными числами (только такие 
функции мы будем рассматривать в 
нашей статье). следует: 1) раньше 
всего указать «область ее онределе- 
ния», то есть указать то множество 
вещественных чисел, из которого бу- 
дут выбираться значения х аргу- 
мента, и 2) отчетливо сформулнро- 
вать правило, по которому для каж- 
дого такого значения х будет по- 
строено соответствующее ему вещест- 
венное число — его называют: зна- 
чение функции, соответствующее вы- 
бранному значению аргумента. Если 
какая-либо функция обозначена сим- 
волом, скажем, Ф, то значение, ко- 
торое она приинмает для выбранного 
значення х аргумента, обозначают 
Ф(х). 

Каждой рассматриваемой функции 
(каждому правилу) полезно присво- 
нть название. Так, например, функ- 
цию, область определения которой 
есть множество всех вещественных 
чнсел, а правило построения значе- 
ния функций, соответствующего вы- 
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бранному значению х аргумента, со: 
стоит в том, что это значение умножа- 
ется на некоторое фиксированное ве- 
щественное число а, называют ли- 
нейной однородной функцией. 

Именно такая функция и будет 
главным действующим лицом на- 
шей статьн. 


1. Линейная однородная функция 
адднтивна 


Среди разнообразных функций, изу- 


-чаемых в математике, читатель не- 


сомнеино отметил одну, которая вы- 
деляется среди остальных своей осо- 
бой простотой — эта функция Л. оп- 
ределена для всех вещественных зна- 
чений аргумента х и ее значения опре- 
деляются формулой 
Л)» (х) = ах 

(в которой а есть некоторое задан- 
ное вещественное число}. Еемы и наз- 
вали: линейная однородная функция. 
Она встречается во всех тех задачах 
физикн (и не только физики), в ко- 
торых изучаются пропорциональные 
величины. 

Наблюдения преподавателей по- 
казывают, что одно ее свойство школь- 
ники ощущают очень хорошо, на- 
столько хорошо, что часто (даже 
слишком часто!) приписывают его дру- 
гим, более сложным функциям. В.са- 
мом деле, замечал ли читатель-школъ- 
ник, что некоторые его друзья по 
Классу, начавши изучение тригоно- 
метрических функций, считают, что 
синус суммы двух углов равен сум- 


ме синусов этих углов? Суть этой 
«детской» ошибки в том, что школь- 
ник, познакомившись с какой-либо 
новой функцией — назовем ее Ф,— 
склонен считать, что она должна 
обладать следующим «простым» свой- 
ством: 

Ф(х, + х,) = Ф(х,) + Ф(.). (0 

Линейная однородная функция 
этим свойством действительно (про- 
верьте!) обладает, но, увы, им не 
обладают другие функции, изучае- 
мые в школе. 

Всякую функцию, обладающую 
свойством, выраженным равенством 
(1), называют аддитивной функцией. 
Легко проверить, что линейная не- 
однородная функция, то есть функ- 


ция (С, определенная для любого 
вещественного значення аргумента 
формулой 


С((х) = ах В (6 == 0), 


уже не является аддитивной; точно 
так же не обладают свойством ад- 
дитивности и функции, определен- 
ные для любого значения аргумента х, 
значения которых определяются по 
следующим правилам: 


х > ах? -- Хх - с, 
| 


Хх я -|- а? 


и многие, многие другие функции. 

Да существует ли хоть одна ка- 
кая-нибудь аддитивная функция от 
вещественного аргумента, отличная 
от’ линейной однородной, — спросит 
читатель. 

Ответ на этот` вопрос он получит, 
если не поленится внимательно про- 
читать эту небольшую статью. 


2. Исследования произвольной 
аддитивной функции 
1. Если функция Ф обладает свой- 
ством (1), то, как легко проверить, она 
обладает и следующим свойством: 
Ф(х, + х. + х.) = 
= Фи(х,) + Ф(х,) + Фо. (1), 
В самом деле, в силу свойства (1) 


имеем 
Ф(х,-+- х.-- Хз) = Ф((х, + хз} г. хз) = 
— Ф(х, + х.) + Ф(х.) = 
== Ф(х:) + Ф(х.) + Ф(х,). 
Читателя не затруднит доказать, что и 
Ф(х, + х.-+ ...-Е х,} == 
= Ф(х,} - Ф(х.) +... Фи(х,) (1”) 
(придется, конечно, воспользоваться 
методом математической индукцин). 
Из-формулы (1”) следует равен- 
ство 
Ф(пх) = пФ(х) (2) 
(п — произвольное целое положи- 
тельное число). 


Так как равенство (2) справедли- 
во при любом значении х, положим 


т 
в нем х равным г у тил— це 


лые положительные). Получим 
Фу) = "Ф (7-у). 
Вновь используя равенство (2), по- 
лучим 
тФ (и) =пФ [^^ у}, 
то есть 


$ (1-19. 0) 


Итак, мы убедились в том, что 
если функция Ф аддитивна, то для 
любого положительного рациональ- 


ного числа ©. == С нмеет место ра- 
венство 

Ф(ох) = оФ(х) (3) 
(каково бы ни было вещественное 
число х!). 


Это замечательное соотношение 
дает нам возможность вычислить для 
любой аддитивной функции Ф ее зна- 
чение для любого положительного ра- 
ционального значения х аргумента, 
если задано только одно ее значе- 
ние — а именно то, которое она при- 
нимает, когда аргумент равен еди- 
нице. 

В самом деле, положив в (3) х 
равным единице, мы получим 


Ф(а) = «Ф(1). (4) 


2. Не менее удивительным явля- 
стся то, что формула (4) для вычис- 
ления значений любой аддитивной 
функции Ф применима для всех ра- 
циональных значений аргумента (а не 
только для положительных его зна- 
чений). 

а) Прежде всего убедимся в том, 
что 

$(0) == 0Ф(1), 
зо есть что 
Ф(0} = 0. 

В самом деле, в силу аддитив- 
ности функции Ф, имеет место ра- 
венство 

Ф(х -| 0) = $(х) + $(0), 
то есть 
Ф(х) = Фо) - $0) 
н, следовательно 


Ф(0) = 0. (5) 


6) Далее, в силу аддитивностн 
функцин Ф, имеем 
$6) + Ф(-—9 = 


= Ф(х + (—х) = Ф(0) 
откуда (в силу (5)) 

Ф(—х) = —Ф(») (6) 
{каково бы ин было вещественное 
значение х!). 

Итак, мы убедились, что любая 
аддитивная функция есть нечетная 
функция. 

Теперь мы уже можем доказать, 
что формула (4) годится для вычис- 
ления значений аддитивной функции 
и для отрицательных рациональных 
значений аргумента. 

Пусть В — какое-либо отрицатель- 
ное рациональное число; тогда, в 
силу (6), 

Ф(В) = —Ф(-В. (7) 
Здесь (—В) уже положительное 
рациональное число, поэтому мы мо- 
жем использовать формулу (4) 

$(—В) = (ВФ (1. 
Подставляя последнее соотношение 
в (7), получим 
ФВ) = ВФ (1), 


что мы и хотели доказать. 


3. Функцин, не ограниченные сверху 


«Вот и ответ на вопрос, поставлен- 
ный в конце первого пункта этой 


статьи — скажет читатель: ннкаких 
аддитивных функций, кроме однород- 
ных линейных, не существует!» 

Нет, это не так! 

Ведь мы доказали формулу (4) 
только для рациональных значений х. 
Применять же ее для вычисления 
значений нашей аддитивной функции 
Ф для х, скажем, равного }/2, у нас 
нет никаких оснований. 

Неудивительно поэтому, что ма- 
тематики настойчиво продолжали ис- 
кать аддитивную функцию, которая 
отличалась бы от линейной однород- 
НОН. 

Найти такую функцию действни- 
тельно нелегко! Ведь мы уже убеди- 
лись, что ее значения (если она су- 
ществует!) должны совпадать со зна- 
чениямн некоторой линейной одно- 
родной функции х- ха, грубо го- 
воря, «почти» для всех д: 
хотя рациональные числа и не ис- 
черпывают множества всех вещсст- 
венных чисел, но их практи- 
чески достаточно для прни- 
ближенного решения задач с любой 
степенью точностн. 

Постровл пример такой функции 
в 1905 году немецкий математик Га- 
мель (Наше!) *). 

Но в этой статье, к сожалению, 
мы не сможем познакомить читателя 
с этим примером — даже если пой- 
дем на отступления от строго матема- 
тического изложения. Рассуждения 
Гамеля настолько своеобразны, что 
полностью разобраться в них можно, 
лишь обладая математическими на- 
выками н культурой, приобретающи- 
мися в результате длительного изуче- 
ння математики. Поэтому мы отме- 
тим здесь только одно важное свой- 
ство функции, построенной Гамелем: 
среди значений, которые она при- 
нимает на произвольно выбранном 


*) Статья Гамеля напечатана н журнале 
Майетайсйе Аппаеп в томе 60, с. 454— 
462, 1905 г. 

Нам не известно ни одного изложення 
этого результата Гамеля на русском языке. 


интервале (р, 9) (то есть при р 


= Х=— 9), имеепкя такое, которое 
болыце любого произвольно взятого 
положительного числа. 


Про такую функцию говорят, что 
па интервале (р, 9) она не ограниче- 
на сверху. 

Примером функции, не ограни- 
ченной сверху, например, на интер- 
вале (—-1, 1), может служить функ- 
ция Н, определяемая формулой 


| В 
Н (х) = —— для значений аргумента, 


не равных нулю; и принимающая 
значение нуль для х -0 (рис. 1). 
Другим примером мюжет быть функ- 
ция, определяемая формулой 
1 

Р-ев 
при х5=р п х= 9, п принимающая 
значение нуль для х=р и х= 9. 

Эта фуякиия не ограничена свер- 
ху на любом интервале, содержащем 
либо точку р, либо точку 9 (см.. на- 
пример, рисунок 2). 

Однако в обоих этих примерах 
существует такой интервал, в ко- 
тором эти функции все же ограниче- 
зы сверху (фупкция называется огра- 
ниченной сверху на данном интер- 
вале, если значения, которые она 
нрнинимает на этом иилервале, осга- 
ются меныие некоторого наперед. за- 
данного числа). А вот функция Га- 
меля, как мы уже сказали, пе огра- 
ничена сверху на любом (сколь Угод- 


Рис. |. 


3 Килих №1 


| а 


но малом!) интервале. Это и делает 
открытие Гамеля еще более интс- 
ресным: он не только построил при- 
мер элддитивной функции, ис явля- 
ющейся линейной, по п ввел в матс- 
матику функцин, обладающие «стран- 
ным» (для наглядного восприятия) 
свойством: они пе ограничены сверху 
и любом иитервале. 

Откажемся теперь от расемотре- 
ния таких «странных» функций п 
поншем абдитивную функцию, овера- 
ниченную сверху хотя бы в каком-ни- 
будь одном интервале. 


4. Аддитивная функция, 
ограниченная сверху хотя бы 
на одном иитервале 


1. Пусть  аддитнвная функция Ф 
ограничена сверху на  нитервале 
(р, РТ). где $ — некоторое поло- 
жительное число. Легко убедиться, 
что тогда Ф ограничена сверху н на 
интервале (0, $). 

В самом деле, пусть х — любое 
положительное число, не большее 
чем $, тогда число р -- х лежит и ин- 
тервале (р. р -! $) и, следовательно. 
Фр -. х) меныце, чем некоторое за- 


данное число 04; в силу аддитив- 
ности $, 

Фр) ++ Ф®) < М 
и, следовательно. 

Ф(х) < М — Фр) 
лая любого значення х. лежащего 
в интервале (0, 5). 

] 


Рис. 2. 
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2. Рассмотрим теперь новую фунК- 
цию С, значение которой для произ- 
вольного значения х аргумента бу- 
дем вычислять по формуле 


6) =Фо)--2 8х. (8) 


5 
Функция С (х) тоже ограничена 
сверху на интервале (0, $): ее зна- 
чение на этом интервале меньше чем 
М’ =М—Ф(р)-|Ф ($) |. 

3. Очевидно (см. (8)), что функция 
С аддитивна и что С (5$) = 0. Поэтому 

Сы $ = С(х) + 6(9 = 6() 

н, следовательно, число $ период 
функции С! 

Такнм образом, значение, кото- 
рое принимает функция С для ка- 
кого-либо значения аргумента х, рав- 
но значению, которое она принимает 
для некоторого значения аргумента 
из интервала (0, $), и, следовательно, 
оно меньше, чем М”, то есть С(х) < 
< М’ для любого значения х. 

4. Теперь мы уже можем доказать 
утверждение — быть может, и не- 
ожиданное для читателя: 

Любое значение функции С ров- 
но нулю. 

Это мы сделаем «методом от про- 
тивного». Пусть для какого-либо по- 
ложительного значения хь аргумен- 
та х, меныцего чем $, соответствую- 
щее ему значение С(х,) отлично от 
нуля, С(х) = 0. 

Тогда, в силу адднтивиости функ- 
ции С, нмеем (см. формулу (4)} 

С (ахь) = а С(м). 

Подобрав & так, чтобы 


еб (х) > М’, 


мы получим 

С (ах) > М’. 
А это противоречит тому, что С(х)< М’ 
при всех х. Следовательно, наше 
предположение было неверно. и 
@(ж) =0 для любого значения Хе, 
лежащего в интервале (0, $). Прн- 
няв же во внимание. что функция 
С(х) имеет период $. нридем к вы- 
воду. что 
для любого значення х. 


5. Возвращаясь теперь к онреде- 
лению (8} функции С, получим, п 
силу {9). что 

7 

Ф(х) = ах [где а. : 

` # 
Вероятно. читатель предчувствовал 
этот результат. Вот его словесная 
формулнровка: если аддитивная 
функция ограничена сверху хотя бы 
на одном (даже сколь угодно малом) 
интервале, то она линейная одно- 
родная функция! 


5. Функциональные уравнения 


Этот результат можно сформулиро- 
вать еще и так: 

Задача — найти функцию Ф, оп- 
ределенную для любого веществен- 
ного значения аргумента и облада- 
ющую тем свойством, что Эля лю- 
бых значений х и у аргумента имеет 
место равенство 


Ф(х + у = $) Фу 09 


имеет много решений. И если даже 
нскать только те решення Ф этого 
уравнения, которые ограннчены свер- 
ху — хотя бы на каком-нибудь од- 
ном интервале, — то все же решений 
будет много. Но любое такое решение 
есть линейная однородная функция, 
то есть фуикция вида 


хХ > ах 


(а — некоторое веществениое число). 

Следует сказать, что эту задачу 
принято формулировать следующим 
образом: 

Найти функцию Ф, удовлетворяю- 
щую функциональному уравнению (10). 

Задачи, в которых требуется найти 
функцию, обладающуюнекоторым ука- 
занным свойством, редко встречаются 
в школе, но часто рассматриваются в 
математике и играют в ней важ- 
ную роль. Вот еще одна такая за- 
дача: 

Найти функцию С, обладающую 
тем свойством, что для любых зна- 
ченцй х и у аргумента (принадле- 
жащих, конечно, области определе- 
ния искомой функции С имеет место 


равенство 
6х Ну) = 60) + бЫ + р, (1) 
в котором р — заданное число. 
Читатель легко провернт; что 
функция 
х—ах —р 
является ее решением. 
узнать, существуют ли 
другие решения? 
Интересна и такая задача: решить 
функциональное уравнение 
Н(х -- 2%) - Н(®) = ЭН + у. (12) 
Легко убедиться, что функция 
х—ах- Ь 
(а и В — произвольные числа) яв- 
ляется решением уравнения (12). Су- 
ществуют ли другие решения? 
Выдающиеся математики прошло- 
го времени — и среди них такие, 
как Эйлер, Гаус, Коши, 
Абель, Лобачевский, Вей- 
ерштрас, Дарбу, Гиль - 
берт,— часто обращались к функ- 
циональным уравнениям И исполь- 
зовали их для решения многих важ- 
ных вопросов. Систематическое изу- 
ченне функциональных уравнений иа- 
чала еше Коширь-— в 1821 году 
он издал свой Курс Анализа *) (этот 
курс он читал в Парижском политех- 
ническом институте). В ием он под- 
робно (но все же недостаточно полно) 
изучил рассмотренное в нашей статье 
функциональное уравнение (10)— его 
называют теперь «функциональное 
уравнение Коши»; это уравнение о0со- 
бённо часто используется в различ- 
ных математических теориях. Вместе 
с ним Коши рассматривает и следую- 
щие функциональные уравнения: 
Ф(х + у) = Ф(®)Ф у), 
С(ху) = 6@0)6(%), 
Н(ху) = Н(х) + Ну. 
«Частные» решения этих урав- 
нений читатель несомненно сумеет 
найтн. Значительно более трудно най- 
ти для каждого из них все решения. 
Мы надеемся поговорить об этом в 
другой статье. 
*) А. СаисНу, Сошг$ 
РЕсо!е роу{еснтдие 1. Апа|узе а1веБгедие. 
\У (Раз, 1821). 
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Заманчиво 
какие-либо 


Ч’апа[узе де. 


С чего начинается 
логика? 


{Окончание. Начало см. с. 24) 


4) Импликация высказываний А 
и В (символически А > В, читается 
как «А влечет В», или «Из А следует 
В», или «Если А, то В») ложна, 
если посылка А истинна, а заключе- 
ние В ложно, и истинна во всех 
остальных случаях: 


А | В АВ 
и н и 
и л Л 
я Н и 
Г] л п 


5) Эквиваленция высказываний А 
и В (А- В читается как «А равно- 
сильно Вз) истинна, если А и В 
имеют одинаковые истинностные зна-. 
чения, и ложна, если значения истин- 
ности.А и В различны: 


А | В | А — В 

н и н 

н Л я 

л я Л 

Л л и 
Конечно, определения этн сами 


по себе достаточно просты и запом- 
нить их нетрудно. Но они вызывают 
ряд вопросов, без ответа на которые 
дальнейшее обсуждение темы бы- 
ло бы совершенно беспредметным. 
Например, почему мы именно так, 
а не иначе определили и назвали 
эти операции? Иными словами, какая 
связь между всеми этими таблицами 
н «обычным» смыслом таких всем 
известных слов, как «не», «и», «или», 
«следует»? Каковы основания счи- 
тать эти операции «основными»? Ка- 
кие еще (не чссновные») бывают п 
могут быть логические операции? Да 
и что в них, собственно говоря, 
«логического»? Ограничимся пока со- 
ветом: подумайте над всеми этими 
вопросами сами. 


МАТЕМАТИЧЕСНИЙ 
НРУЖОН 


Арифметико- 
геометрическая 
прогрессия 


Я. Н. Суконник 


Математику можно мзучать по-разному. 
Можно слушать лекции или взять толстую 
книгу мн читать ее подряд: определения, 
теоремы, доказательства. А можно дейст- 
вовать более активно: прочитать определе- 
ния и формулировки теорем, отложить 
книгу в сторону н придумывать доказатель- 
ства самому. Первый способ поначалу дает 
возможность двигаться быстрее. Но тольно 
втсрой способ позволяет глубоко разо- 
браться в математической теорин, надолго 
ее запоммить м научиться применять. Поз- 
тому именно этот способ — самостоятель- 
ное открытме старых мстын — часто нсполь- 
зуется в работе математических семинаров, 
школ, кружков. 

Именно на такую активную работу читате- 
лей рассчитаны статьн, помещаемые враз- 
деле «Математический кружок». Обычно 
эти статьм представляют собой цикл задач, 
обьединенных общей темой илы методом 
решения. Некоторые мз них решены в тек- 
сте. но большинство —м легких. н труд- 
ных — оставлены для самостоятельного ре- 
щения читателю. Миогда краткие решения 
этих задач (или уназания м ответы] помещз- 
ются в том же номере, но чаще — в одном 
из следующих номеров журнала на послед- 
них страмнцах. 

Как правило, Изш «Математический кру- 
жок» доступен ученикам 8—9, а многда н 
7 кпассов. Письма с замечаниями н поже- 
ланиями по поводу этого раздела просьба 
присылать с пометкой «Математический 
кружок» на конверте. 

Многме участники Всесоюзном олимпмады 
ведуг регулярную переписку с «Математи- 
чесним кружком». 
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В этой статье рассматривается одна 
последовательность, которую можно 
условно назвать арифметико-геомет- 
рической прогрессией; она задается 
следующим рекуррентным соотноше- 
нием: 


и, = а,, 


- ди, Ка, (1) 
где ди 4 — постоянные параметры. 
Положив в (1) 9 = 1, получим ариф- 
метическую прогрессию 


И: — а Чнь: = Ши 1- 4, 


Миа ° 


положив 4 == 0, — евометрическую: 


- Фил. 
(Этим н объясняется то, что мы но- 
следовательность (1) назвали ариф- 


Я = Иня 


метнко-геометрической  прогрессией. 
По аналогии будем говорить, что 
4 — знаменатель, а 4 — разность 
арифметико-геометрической  прогрес- 
сии.) 
Примеры арнфметико-геометрических 
прогрессий 
317 в 
а) 1, =, чз, № 
2 4, 8, 16’ 
| 
| 1.9 >, а р); 
3 ! 7 О 
бе о т 


[= —1, 9-: И 4=1]. 


На мысль поговорить о таких по- 
следовательностях нас натолкнула за- 
дача №97, которая была опубликова- 
на в «Квантс» № 8 за 1971 год (в «За- 
дачиивке «Кванта»). Вот ее условие 
{несколько видоизмененное): 


В трапеции АА, В.В соснованиями 
АВ =ациА,В, =а, (а<а,} про- 
веден отрезок А’.В.›, соединяющий се- 
редины диагоналей. В полученной тра- 
леции АА.В „В снова проведен отрезок 
АзВ., соединяющий середины диаго- 
налей, и так далее. Нойти длину 
отрезка Аз, Вил. 

На рисунке | изображена тране- 
ция АА,В,В — здесь АВ =а, СР — 
средняя линия трапеции, А: и 
В, — середины диагоналей А„В и 
АВ». Понятно, что точки Аль и Виз | 
лежат на СР. Обозначив длины от- 
резков А,„В, н А,.,В„., через а 
ни а,.:. получим 


ана = [Аа Ва = 
= Мы р- Вы == а, 
и, значит, длины отрезков А„В»„ об- 
разуют как раз арифметико-геомет- 
рическую прогрессию. 
Арифметико-геометрическая про- 
грессия обладает признаками и ариф- 
метической, и геометрической про- 
грессий. Выведем формулу ее общего 
члена. 
Пусть в соотношении (1) 951 
(н 452 0). Прибавив к обеим частям 


(1] выражение РУжЕЕ получим 


а ` 
9— Г) ° 
Учитывая, что это соотношение — 


рекуррентное, напишем аналогичные 
равенства для А == п -+ 1, п 2: 


а, 


4 
ин Нот 9 (“. хл 


"т 


а } а ` 
т Е 9 (+ Е 


а : Я 
9 @ - е 
Леремножив выписанные равен- 
ства и сократив одинаковые сомно- 
жители, получим формулу общего 


члена — арифметико-геометрической 
прогрессии 


Е 


—--— и 


Рис. 1. 


] 1 
В задаче №97 ад. = а, — а, 


| | 
то есть 9 ==-25°. 4-=— — а; поэтому 


[$ 


@п+: = МА л+1 В+] И (а + а) —а. 


| 
р 

Сформулируем теперь некоторые 
основные свойства арифметико- 
геометрической прогрессни (их дока- 
зательства мы оставляем читателям). 

1°. — Арифметико - геометрическая 
прогрессия (Г) является возвратной 
последовательностью второго поряд- 
ка*) и задается уравнением 


ила = (9-21) и" — 9-1. (3) 
В частности, при =! получаем ха- 
рактеристическое свойство арифметиче- 


ской прогрессии 
ид -г & 

ил =. д-1 5 Зы | 
Следствие. Знаменатель 4 
арифметико-геометрической — прогрес- 
сии определяется по формуле 
ка Иль — вп (4) 

_ ы Чт — Ип-1 
2. Разность 4 арифметико-гео- 
метрической прогрессии определяется 


*) Последовательность #з, из, . - -› Чи, . -- 
называется возвратной  последовательностью 
Р-го порядка, если существует натуральное 
чнело А и числа а, @., -..› ак такие, что, на- 
чниая с некоторого номера ^ и для всех сле- 
дующих номеров т № 
ити ааатчи Райт чье. - - ИАИт- 
Последнее соотнощение называется в0зарат. 
ным уравнением К-го порядка. 
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по формуле 


а = 


Ил — Ип-1 "Нл 


65) 


В частности, если 4= О (и 9 |, по- 
лучаем характеристическое свойство гео- 
метрической прогрессии 


Ил — Чи 


Ил = Иил_ 1. "Ит-а- 


3’ (характеристическое свойство 
арифметико-геометрической прогрес- 
сии). Последовательность {а„}, где 
а = Из: Ил, Является геометричс- 
ской прогрессней с тем же знамена- 
телем 4. то есть 


| | ин] = 
553 Ин — ин |на — Илча| . (5) 
4”. Последовательность 


=, би, РИ, ..., 
и = и, -- гта -=- Наль 
Залы -= 5» -! Мижа, .. 


частичных сумм членов арифметико- 
геометрической прогрессии является 
возвратной последовательностью 
третьего порядка ин задается следую- 
щим уравнением: 
Зянь = (9 + 2) $„ — 
= (24 Е И У л—1 нЕ Ау (7) 

5°. Если последовательность ча- 
стичных сумм $, -.., Эл, --. ЯВ- 
ляется — арифметико-геометрической 
прогрессией, то последовательность 
И, --., Ца. - - Является геометрической 
прогрессией. 

Замечание. Из формулы общего 
члена арнфметн ко-геомет рической прогрессин 
{см. МЫ {2)) следует, что 

9 


а} при | <! арнфметнко-геометриче- 
ская прогрессия сходится (причем при 0 <: 


=4<|-- монотонно) к числу 
А -= Ими, ===: 
И 


6) прн |9| >> 1 арифметнко-геометрическая 
прогрессия расходится. 
частностн, устремив в задаче М97 число 
п к бесконечности, получим, что в пределе 
1 
1 БЫ а. 


в 


$ — Пт [Аз Ва| — 
п-< 
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(Интересно, что если п задаче М97 вмесго ус- 
ловня а < а, потребовать и `> а,. то тогла 
| | 


Ма Вики | -- — 78 “п ты а, 
то есть 
и а 
[АдеаВини| = ( | — р («— 3) +3 а 
и 


ь == Ни Анива = 37. 
п>о 

Знакомство с арифметико-геомет- 
рической прогрессией иногда помо- 
гает нрн решевии некоторых геомет- 
рических задач. Рассмотрим, напри- 
мер, такую задачу: 

Высоты остроугольного треуголь- 
ника А.В,С, продолжены до пересече- 
ния с описанной окружностью соот- 
ветственно в точках Аз, В» С» 
служащих вершинами остроугольного 
треугольника А.В.,С,. Высоты тре- 
угольника А.В.С, продолжены до пе- 
ресечения с описанной окружностью 
соответственно в точках Аз, Вз, Су, 
служащих вершинами остроугольного 
треугольника АзВзСз, и так далее — 
до треугольника Аз. ВиаСяча ВКЛЮ- 
чительно. Найти углы треугольника 
Ал, Ви 1Сиза, считая углы треуголь- 
ника А.В,С., известными. 

Решенне. На рисунке 2 изо- 
бражены окружность и вписанные в 
нее остроугольные треугольники 
А,В„С, и А, ВиаС,з,. Выразим 
угол А„., через угол А»: 


5 Ала = =} Виа Аи Саи = 
== 43 Виа А+, Ал + = АА а Сльа те 
= 5 В.В Аи - - АСС |" и 


то есть 

н Г ИА "углов И Ро 
.. А„.: Образует арифметнико-гео- 

метрическую прогрессию. По форму- 

ле (2) находим 


2 Аи (2.34, —5) +3. 


Аналогично получаем 
2 В = (—2)"-(5 В. 3) +5 
И 
2 С. =(—2)". (2с 


В заключение мы предлагаем чи- 
тателям несколько задач для само- 
стоятельного решения. 


к 


Унражнения 

1. Около остроугольного треугольника 
А,В,С, онисан остроугольный треугольник 
А.В.С., стороны которого являются каса- 
тельными к окружности, описаииой около 
треугольника А! ВС, в его вершинах. Около 
треугольника А.В,С, аналогичным образом 
описан остроугольный треугольник А3В3Сз 
и ‘так Далее, вплоть до треугольника 
Ав+:Вл+:Св+: включительно. Найти углы 
треугольиика Ап, Вл: Сп+и- 

2. Около треугольника А!8:С, описан 
треугольннк А.8.С., вершины которого сов- 
падают с центрами вневнисанных окружнос- 
тей п треугольник А,8В.С,. Около треуголь- 
ника А.В.С, аналогичным образом описан 
треугольник АзВ83Су Й так далее. Найти уг- 
лы треугольника Ап+:Вь+:Сп+:. Доказать, 
что треугольиик Ад+:Вп+: Спи при неогра- 
ниченном возрастании п стремится к пра- 
вильному треугольнику. 

3. -Биссектрисы треугольника А,В.С, 
продолжены до пересечения с описанной 
вокруг треугольника А,В,С, окружностью 
соответственно в точках А., В., С.. Бис: 
сектрисы треугольника А,В,С, пересекают 
описанную окружность соответственно в точ- 
ках А, Вз, Сз и-так далее. Найти углы 
треугольннка И 

4. В треугольник йо. вписан тре- 
угольник А.В.С,, ны проекция- 
ми центра вписанной окружности на его сто- 
роны. В треугольник А.В.С. аналогичным 
образом ‘вписаи треугольник 4,83С, и 
так далее. Найти углы  треугольиика 
А+ 1Вп+:Сп+1- 


Головоломки 


В следующих примерах раз- 
ные цифры зашифрованы раз- 
ными буквами (в разных 


примерах, возможно, раз- 
ными). а йте! 
1. 40х40 =: 501. 


2. аа == 501. 

3. сихси == соль. 

4. дох дом до = созь. 

5. ляжляхлля = соль. 
В. С. Максимов 


Равенства 
из спичек 


ХИТ = МН. 
МР =\- | 
ху У=У 


В этих  равенствах, сло- 
женных из спичек, допущены 
ошибки. Переложите п каж- 
дом из равенств только по 
одной сничке так, чтобы все 
равенства стали верными. 
Н. К. Антонович 


Задачи 


1. Решнть 
х— За-3=0 

2. Показать, что при лю- 
бом действительном р таком, 


уравнение 


= — . 
что [р|=р 49, Уравнение 


жа рт 9=0, 4>0 
действительных решений ие 
умеет. 
3. Показать, что при лю- 
бом действительном р таком, 


что [21 < уравнение 


х— р 3=0 
действительных решений не 
имеет, 

4. Найти  действитель-- 


ные решения системы 
ху = —4, х—у=|,5. 
Г. Ю. Зайцев 
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задачник пФанта 


В этом разделе, который ведется из номера в номер с момента основания журна- 
ла, предлагаются разнообразные задачн — н относнтельно простые, и такие, ко- 
торые нелегко решить даже специалисту. Нанбопее трудные задачн отмечвются 
звездочкой. Еслм задача вас заннтересовала, но сразу решить ее не удается, — 
не опускайте руки, попробуйте вернуться к ней снова через день, через неделю. 
Даже после того как задача решена — еслм это действительно интересная задача, — 
работу над ней можно продолжить: подумать, нет пы более простого н красивого 
решения, постёрёться нанболее рационально м убедительно запнсать решение [нног- 
да это совсем не просто сделать], попробовать обобщить задачу, уточнить млм уси- 
лить ев результат. 

Реданциня помещает‘ спнскн чнтателей, приславших правмыльные решення задач. 
Школьники, которые в теченке года регупярно прнсылают нитересные н полные 
решенмя, получают право участвовать в областных турах Всесоюзной олимпиады 
по математике м физике наряду с победителями ранонных нм городских олимпиад. 
Кроме того, для победителей конкурса по решенню задач нз „Задачнмка «Квантаю 
редакция устанавливает специнапьные премии. 

Разумеется, не все задачн в „Задачникею публикуются впервые, хотя мы н стрс- 
ынмся выбирать наиболее оригннальные задачи. Обычно после формулировки мы 
указываем, кто предложил нам задачу. Придумать новую задвчу, пожалуй, дажо 
труднее, чем решить чужую. Еспн это удастся, пришлите нам задачу вместе с ре- 
шенмем. Напишите, как возникла у вас задача встречалм пн вы похожие задачи, с 
какими явленнямм млм математическими теоремамн связан ваш новый резупьтат. 
Наиболее красивые задачн мы, опубликуем е «Задачннке» ипи в другнх разделах 
журнала. Обычно мы пубпнкуем решения задвч с учетом присланных читателями 
писем через 6—8 месяцев. 

Наш адрес: 117071, Москва, В-74, Ленинский проспект, 15, редакцмя журнала «Квант». 
На конверте после адреса напишите, решеннв каких задач вы посылаете (например, 
«задачм №301, №305» илм к... $311]. Решения задач по каждому предмету (если вы 
посылаете задачи н по математике, м по физике] присылайте в отдельных конвер- 
тах. Формулнроаки новых задач нужно присылать в двух экземпИярах (на конверте 
пометьте: «Новав задача по’ математике» млн и...по физнке»]- 

Мы получаем очень много пнсем н стараемся отвечать всем нашим корреспонден- 
там. Просим оформлять решенмя еккуратно, чтобы обпегчить работу редакции и 
консупьтантов отдела «Задачник «Кванта». В начале лисьма обязательно напишн- 
те свою фаммпию, имя, отчество, домашннй адрес, в танже класс н школу, в ко- 
торой вы учитесь. В письмо вложите конверт с написвнным на нем вашим евдресом 
(для ответа после проверки решений]. Письма от чнтателея мы сможем учитывать 
только в том спучае, еслы онн будут напмсаны на русском взыке м присланы не 
позднее, чем через полтора месяца после выхода нз печатн соответствующего но- 
мера. Например, письма с решеннямн задач мз этого номера проснм присылать 
не позднее 1 марта 4975 года. 


Задачи 


М301—М305; Ф3З13—ФЗ!7 


МЗ01. На плоскости заданы 2л то- 
чек — л синих и п красных, причем 
никакие три точки не лежат на одной 
прямой. Докажите, что можио про- 
вести и отрезков так, что у каждого 
отрезка однн конец лежит в красной 
точке, другой — в снней точке, и ни- 
какие два отрезка не имеют общих 
точек. 

С. Охитин. 


ученик 1Ю класса (Оренбург) 


® 


Аа = 
УС 


\ 


Рис. 1. 


МЗ02. Пусть О — точка пересече- 
ния диагоналей трапеции АВС 
([АВ] | [СО]), А’ и В” — точки, 


симметричные точкам А и В отпоси- 


тельно биссектрисы угла АОВ. До- 
кажите, что АСА’ ВОВ’. 


А. Буяновский. ученик 10 класса (Гомель) 


МЗ03. Прямоугольиик 300 Хх 1900 
разрезан на квадраты | Х 1, и вне- 
которых 30 вершинах квадратов по- 
мещены одинаковые гирьки. Дока- 
жите, что можно выбрать две непере- 
секающиеся группы гирек — не бо- 
лее чем по 10 в каждой — так, что 
нх центры тяжести соваадут. 

А. В. Шерстюк 


мМ304. Будем обозначагь кружоч- 
ком некоторую (неизвестную пока) 
операцию, применимую к любым двум 
целым неотрицательным числам аи В 
п дающую в результаге тоже целое 
неотрицательное число ав =с. 
Пусть операция «»  удовлегворяет 
следующим условиям: 

р] а. в =фдьа; 

2) если аор == с, то Бест а: 


3) если аз Вс, то фесча 
илн асс 6. 

а) Найлиге 0-0; 050 1-Е 
>. 

6} Докажите, что Осата н 


й Га * 1. если а четно, 
а 
| а—1, есаи а печетно. 

в) * Докажите, что существует не 
более чем одна операция, удовлетво- 
ряющая условиям задачи. 

г) * Докажите, что такая опера 
цня существует, и укажите правило. 
позволяющее по заданным а ни В 
вычислять а. 6. 

А. А. Григоряк 


МЗ05 *. а) На хордах ЛВ и А’В' 
окружности выбрано по точке С и С’ 
так, что три прямые АД’, ВВ’ ин СС’ 
пересекаются п одной точке Р. Вве- 
дем обозначения: АРА” Р = {, 
[АС(-[СВ( = $, [А С.1С'В = $, 


|[СР]=9, |С’Р=9х. — Докажите, 
т ай ’ 
что (при 9520) | ——= “= 


ош СВ 
} У" 
6) Через точку Р, не лежащую на 
данной сфере, и каждую точку неко- 
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торой окружности ©, лежащей на 
этой сфере, проведена прямая. Дока- 
жите, что вторые точки пересечения 
проведенных прямых со сферой также 
лежат на некоторой окружности о”. 
Замечание. Одно из реше- 
ний задачи 6) можно получить, ис- 
пользуя а), поэтому мы и объединилн 
нх под одиим номером. Подумайте 
однако, как решить задачу 6) другим 

способом. 
А. И. Ширисв 


$313. Коэффициент преломления 
атмосферы планеты Х уменыпается 
с высотой В над ее поверхностью по 
закону л = л, — ай. Раднус планеты 
Ю. Найти, на какой высоте Я, над 
поверхностью планеты находится оп- 
тический канал, по которому световые 
лучи будут обходить планету, оста- 

ваясь на постоянной высоте. 
Н Н. Себев 


ФЗ1!4. По гладкой и абсолютно 
неупругой коленчатой трубке, содер- 
жащей очень большюе число колен, 
начинает скользить шарик (рис. 3). 
Найти установившуюся скорость двн- 
жения шарнка по горизонтальным 
участкам трубки. Зависит ли она 
от начальной скорости? Разность вы- 
сот соседних горизонтальных уча- 
стков Й. Наклонные участки обра- 
зуют с горизонтом угол а. 


Рис. 3. 


$315. Проволочная спираль, при- 
соединенная к городской осветитель- 
ной сети, нагревается электрическим 
током. Половину спирали начинают 
охлаждать (например, водой). Как 
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это отразится на количестве тепла, 
выделяемого этой половиной сиира- 
ли? Другой половиной? Всей спи- 
ралью? Напряжение сети считать не- 
изменным. 

В. Д. Горбунсва 


$316. Если выпуклый «звездча- 
тый» многогранник, вылепленный из 
пластилина, с сидой бросать верти- 
кально вниз, то он будет отскакивать 
от пола как упругий резиновый мя- 
чик, практически не сминаясь. В то 
же время пластилин легко мнется 
руками. Почему? 


ФЗ17. В воздухе при нормальных 
условиях молекула сталкивается с 
другимн молекулами, причем путь 
между столкновениями (длина свобод- 
ного пробега) равен в среднем А -= 
== 10-8 см. Оцените размер молеку- 
лы воздуха. 

С М. Коза 


Решения задач 


М261—М267; Ф273—$277 


№261. Обруч радиуса К, 
висевший на неподважном кру- 
ге радиуса г«Ю, начинают 
катить по этому кругу. До- 
кажите, что точка обруча 
описывает ту же траекто- 
рию, которую описывала бы 
точка колеса радииса В — г. 
катящегося снаружи по тому 
же кругу радицса г (рис. 1). 
(Качение происходит без 

скольжения — так, что дли- 
ны прокатившихся Оруг по 


другу дуг равны.) 


Обозначим радиус колеса Ю — г через р. Кривые, опк- 
сываемые при указанном каченки точками границы колеса, 
называются эпициклоидами, вид их определяется отношением 
Ь 
ии" 
идами. Докажем, что при указанном в условнн соотношении 
между раднусами (К = г-7- р) перициклоиды совпадают с 
эпициклоидами. 

Зафикснруем по одной точке на колесе и на обруче. Пусть 
в начальный момент точки, яаблюдаемые на колесе и обруче, 
совпадают с одной и той же точкой А границы неподвижного 
круга (рис. 2). Пусть для определениости и колесо, н обруч 
катятся но кругу против часовой стрелки. Если в некоторый 
момент колесо касается неподвнжного круга в точке В, то 
точка, наблюдаемая на его границе (точка эпициклоиды), 
занимает такое положение С, что длины “АВи ВС равяы 
(-ВС выбирается с учетом направленкя качения (рис. 3)): 
в этом н состоит условие качения без скольжения. 

Аналогично, положение точки С’, наблюдаемой па об- 
руче (точки перициклонды), в тот момент, когда он касается - 
неподвижного круга в точке В“, иаходнтся из условня равен- 
ства длин -АВ' н -’В’С’ (с учетом иаправления качения) (см. 
рисунок 4). 

Докажем, что для любой точки В на границе неподвиж- 
иого круга можно так подобрать точку В” (тоже — на гра- 
нице неподвижиого круга), что соответствующие точки С 
(эпициклонды) и С’ (перициклоиды) совпадут (рис. 5). (Из иа- 
него доказательства будет ясио также, как по В выбирать В°”.) 

Возьмем точку В” так, чтобы отношение длин дуг АВ 


кривые, опнсываемые точками обруча — перицикло- 


} 
н ВВ" было равно — : тогда — радиаиная мера ВС равна 


радианной мере`ВВ” — обозначим ее через ф. Имеем 
дл. АВ == дл. ВС = рф, дл. ВВ” == гФ. 


Поэтому дл. -^В”С" = дл. АВ“ = рф -- гф = Юф, и радиан- 
ная мера -В”С‘° также равна ф. Пусть О — центр неподвиж- 
ного круга, О, — положение центра колеса п момент, когда 
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= 


Рис. 5. 


Рис. 7, и, 6 


оно касается неподвижного кругя п точке В. О, — положе- 
цие центра обруча п момент касания обруча с неподвижным 
кругом в точке 8°; точки !О, В, О и '0,, 0, В"! лежат на 
одной прямой. 
Пусть 0 < $ < дл. Имеем (рис. 6) ОВ =: ОВ’: г, О.В” = 
Ю. 00. = Ю—г "р, О.В = О.С = р. 0,0 = гр = К, 
$ ВОВ" = = 00,С= у. 
Значит, четырехугольник 00,СО., — параллелограмм, 
и, значит, О.С — Ю, - СО.В* == ф. Таким образом, точка С 
лежит на окружности раднуса Ю с центром п О,, причем ра- 
дианиая мера дуги 8°С равна ф. Это и означает, что С совпа- 
дает с С”. Итак, мы доказали, что если по неподвижному кругу 
прокатились дуги колеса и обручи одной и той же радианной” 
меры ф < п, то получившиеся точки эпициклоиды и- пери- 
циклоиды совпадут. 
Остается убедитьсх в справедливости этого утверждения 
и при ф > я. Посмотрите сами, во что «превращается» ри- 
сунок 5 при $ > л, п также при д «ф < 27. Отметим, что 
поскольку разность между длинами обруча и колеса равна 
2лг — длине границы веподвижиого круга, то и тот момент, 
когда и колесо, и обруч сделают полные обороты, наблюда- 
смые точки, вновь ногав на гратицу неподвижного круга. 
займут одно н то же положение А,. Случай 2л «ч<4л 
сводится к случаю ф < 2л, если считать точку А, начальной 
точкой вместо А. Если же считать А, начальной точкой и од- 
новременио изменить нанравленне качения, то случай п = 
= л < п сведется к случаю ф= п. 
С. Г. Гиндикиян 


Это решение можно коротко заннсать с помощью векторов. 
Если пользоваться «сбобщенными угламн» — углами вра- 
щения ф, которые могут принимать любые значення (не толь- 
ко в пределах от © до 21). то не придется рассматривать от- 
дельна разных случасв: нужно иснользовать Только, что для 
любых трех векторов а, Ъ, с 


аБ -- Вс = ие 


(здесь аб — величина угла между векторами ан Ь). 

Пусть е (Ф) — вектор длины |, получающийся поворотом 
на угол 4+ но часовой стрелке из начального вектора е = 
— е (0) (Скажем. направленного вверх}. Тогла е 4 --л}-— 

-е (4). 

Для точки М, колеса (рчс. 7. а) 


00, = фт де, 
О... = ре (пт Ф--.$). 


Поскольку 14, Пр (убловие каченяя без скольжения), 
э= в —ьх, то 


——> —- —^ —-—-— Ю 
ОМ, — 00, + О, — Кечу— -Пе(вуч]. (1) 


Аля точки 41, обруча (рис. 7, 6) 


00, = {К —2 е ф-та). 


О.М. в ^.е(4 — $). 
и так как Юф, = гф. то 


09, — 00, 9:м, — ве [А] (пе. @) 


Сравнивая (!) и (2), видим что ом, = ом, нри я 
= ф. Значит, множество точек Му и М, совпадают. 


Н. Б. Василь? 


№262. Какое наибольшее чис- 
ло а) лодей, 6) ферзей можно 
расставить нашахматной дос- 
ке 8Х8 так, чтобы каждая 
из этих фигур была под уда- 
ром не более чем одной из 
остальных? 


№263. Даны две числа ри д. 
большие [. На сторонах ВС 
и РС прямоугольника АВСП 
берутся точка Р и О так, что 


18С] = р.]ВР|] и |0б|= 
= д: [Р9|. При каком отно- 
шении длин сторон АВ п 
АР чгоя РАО будит ижетб 
наибозыпую величину? Како- 
ва эта ноиболыная величина 
8 частном случае рт, 


Следуя письму Бориса и ва Рабиновичей, предложив- 
ших эту задачу. рассмотрим сразу доску размером п -; л 
4л 


и докажем, что на ией нельзя расставить более —3 ладей 


так. Как требуется п условии. 

Пусть Ё ладей расположены на доске п < н с соблюле- 
нием условия. На каждом поле, где стоит ладья, панишем 
число 0. В каждом яз п столбниов продезаем следующую опре- 
рацию: если в столбце стоят два числа, то ирибавим к обоим 
по 1, если одной число, то к нему прибазим 2 (в пустом стслб- 
це ничего писать не будем). Затем проделазм точно такую же 
операцию с каждой строкой. Ясно, что на месте каждой из 
А ладей в’ результате будет написано число, не менышее 3 — 
а именио, лнбо 3, либо 4, — поэтому сумма 5 исех написан- 
ных чисел не меныие ЗА; с другсй стороны, поскольку в каж- 
дый из п столбцов и затем в каждую из п строк мы добавили 
ие более чем 2, то сумма 5 ие больше 4и. Итак, 38 = $ = 4н, 


4л 
откуда А= - 


В частности, для п = 8 нолучаем <. то есть = 


== 10. Пример расстановки 10 задей, удовлетворяющей ус- 
ловию, показан на рисунке 8. 
Нетрудно проверить, что для любого натурального я 


4п 
тем же самым снособом можно на доске п ’`л расставить |= 


ладен с соблюдением условия ([х] означает целую часть 
чнсла х). 

Перейдем к задаче о расстановке ферзей. Ясно, что с соб- 
людением условия задачи ферзей можно поставить не боль- 
ше. чем ладей. На рисунке 9 показано, что на доске 8 Х В 
можно расставить 10 ферзей. Итак, в обеих задачах а) п 6) от- 
вет одинаковый: Ю 

Что же касается обобщения задачи Рабинопичей о рас- 
становке ферзей для доски п Х пм, то ее полностью не 
решил пикто из читателей. Можно убедиться, что для п = 
= 3, 4, 5 наибольшее число ферзей, которое можно расста- 
вить на доске м Х п так, чтобы каждый нонал не более. чем 


4л 
под один’ удар, на единицу меньше = . Но для боль. 


ших п решение задачн требует, по-видимому, либо очень 
большого перебора варнантов, лнбо прнвлечення дополви- 
тельных соображений. 

И. Б. Васильев 


Ф 
Обозначим длины” сторон прямоугольника АВ и Ар 


через ши В соответственно. Тогда 
# (2 РАР) — (5 94) 


м 4219) - 1-7 РАБ} в (= 9АБ]— 
ар _ в. 
6 496 060(09—1) 
= р = рр — 
т -+ РЕ 


В см теоремы с среднем арифметическом п среднем геомет- 
рическом, ямесм 


а?р -- 029 >2 УатрёЕа -- 2аё | т 
(знак равенства имеет место при ар = 6579, то есть когда 


5-7) 
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№264. В городе одна синяя 
площадь в п зеленых, причем 
каждая зеленая площадь со- 
единёена улицами с синей п 
с двумя зелеными (рис. . 10). 
На каждой из 2п улиц ввели 
одностороннее движение тик, 
что на каждую площадь мож- 
но приехать и с каждой — 
уехать. Докажите, что с 
Аюбой площади этого города 
можно, не нарушая введенных 
правил, доехать 06 любой 
из остальных. 
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Поэтому 
#8 (29 — |) _ 9 1 


РАО) = р с» 
р9— 1 
ИР ает агс! — 
н РАО достигает максимума агс о Чиж, 
когда 
а [АВ из 
© ПАЙ - р 


(ХРАФ — меныие 90’, а тангеис п первой чегвертн -- ваз- 
растающая функция). ф 


В частности, еслнр 2, 9 = У, нанбольшая величи- 


] Л 
на угла РАО равна агса 17; =" Е. 


Ф 


Прежде чем нриступать к решению, отхетим, что м ус- 
ловин задачи ссылка на рисунок 1Ю существенна — ой явля- 
ется частью условия; так, например, для горзда, изображен - 
ного на рисунке |1 (© одной снией и я зелеными нлошадями), 
все условия задачи выполнены, я утверждение — неверно: 
из части [ нельзя проехать в часть Ц. 

Перейдем тенерь к решенню нашей задачи. Разобьем до- 
казательство на дзе части: докажем, что 

=) от любой зеленой илощади можно доехать до синей; 

6) от снней площади можно доехать до любой зеленой. 

Условимся обозначать направление движения на улицах 
стрелочками. 

а) Предположим, что от зеленой площади А; нельзя до- 
ехать до синей площади. Поскольку уехать с площади А, 
можво, то ат ие, проехав по одной улице, мы доедем до зе- 
леной площади 4,. Ог площади Л, тоже нельзя досхать до 
синей площади. Выехав с нее, мы досдем до площадн Аз. 
потом Ау ит. д. Поскольку всего зеленых площадей л, изо- 
ехав но п улицам. мы вернемся на площадь А, п убедимся, 
что стрелки п городе расстивлены так, как на рисунке 12. 
Це тогда на сийюю площадь нельзя нриесхать, что противо- 
речит условням з=дачи. 

6) Изменим направления всех стрелок. Полученная 
схема движення удовлетворяет условиям задачи. Поэтому, 
как локазано в пункте а}. нри этой расстановке стрелок от 
любой зеленой площади можно доехать до снией. Но это н 
означает, что при старой расстановке стрелок от синей пло- 
щади можно доехать до любой зеленой. 

Обобщить задачу Б. Розенштейна в городе г 
односторонним движением можно так. Пусть в городе нет 
«тупиков» (в таком случае можно расставить нанравления на 
улицах так, что на каждую плодадь можно приехать и с каж- 
дой уехать). Необходимое и достаточное условие того, что 
при любой такой расстановке стрелок от каждой площади 
можно доехать до любой другой; можно сформулировать так: 
любые два кольцевые маршрута (по городу, на улицах которо-“ 
го еще не расставлены стрелки) должны проходить через од- 
ну члощадь. Докажите это. 

И. Н. Клумова 


№265. Диагональ 4 прямо- 
угольного параллелепипеда об- 
разует с его ребрами 2, Бис 
углы а, В и 1. Докажите, 
что 9 -- В-Р у меныше я. 


№266. Дан выпуклый п-уголь- 
ник. 

а) Докажите, что если 
Эля каждой тройки последо- 
вательных вершин  п-уголь- 
ника построить окружность, 
проходящую через эти вер- 
шины, и из п полученных ок- 
ружностей выбрать такую, 
у которой радиус наиболь- 
ший, то эта окружность с0- 
держит внутри себя весь 
данный п-угольник; 

6) Докажите, что ссли 
для каждой тройки последо- 
вательных сторон п-угольника 
построить окружность, каса- 
ощуюся этих сторон, и 
из п позченных окруж- 
ностей выбрать такую. И 
которой радиус чаименыший, 
то она будет  содержать- 


ся внутри данного я-уголь- 


ника- 


Приведем решение, которое прислал Андрей Вятчин 
‚(г. Павлово Горьковской области). Расположим три равных 
параллеленипеда так, как локазано на рнсунке 13. Тогда 
ВОС = 2а, ЗАОС = 28, <АОВ = 2у. Точка О не лежнт 
в плоскости, проходящей через точки А, В, С (проверьте). 
Значит, 2а Г 2В-- 2) <2л (но теореме о сумме плоских 
углов трехгоанного угла), то есть & — В-Ёу < я. 

Болыцииство читателей, приславших верные решения, 
свело задачу к проверке неравенства зт (< -|- В -1- у) >>0. 

В заключение приведем две задачн — проверьте, что они 
эквивалентиы задаче №265. 

1. Для любого ДАВС можно вычислить такую сумму: 

$ = 6052 А -[ со5* В - со5? С. 
Докажите, что $ = 1 для прямоугольных треугольников. 
$ < Тдля остроугольных и 5`>1 для тупоугольных тре- 
угольннков. 


Е ы 
2. Если 0<х < >, О<ух> п о жх+ 
4 зи? ух 1, ТО п? х -- $т?у < 5? (х-- и). 
М. Л. Гервер 


Ф 


а) Пусть & — одна из окружностей с наибольшим радну- 
сом. Обозначим ее центр через 5, раднус — через г, лежащие 
на $ вершины многоугольника — через А,, А,, Аз. Предпо- 
ложим, что многоугольник А! не содержится внутри $ це- 
ликом; тогда найдется вершина — обозначим ее черсз Ад, — 
лежащая вне 5; проведем через точки $ и А, прямую. Пусть Ад 
находится в правой полуплоскости (см. рнс. 14). Рассмотрим 
вершину А;, лежащую вне $, у которой 3 < {= #Ё и номер 
} — минимальный из возможных. Проверьте самостоятельно, 
что раднус ® окружности $,, описанный около треугольника 
А,АзАг, больше г, и что вершины А». А», ..., ДА; лежат в $, 
(см. рис. 15). Постараемся теперь прийти к протяворечию — 
построить окружность, проходящую через Три соседние вер- 
шины многоугольника, радиус которой больше г. Если А, 
н АД; — соседиие вершины, то противоречие уже получено. 
Пусть Ази А; — не соседние. Рассмотрим все окружности, 
проходящие через точки Аз, Ари А; те ЗЕ Ь- рз- 
диусы этих окружностей не меньше Ю. Пусть та из иих, у ко- 
торой радиус наименьший, проходит через вершину А п: 


тез <! Если А,, Я и А; — тройка Последователь- 


ных вершин, то противоречие получено. Если нет, то мы от 
цепочки вершин Аз, -... А; перейдем к более короткой це- 
почке: Аз. ..., Аг или А;,,..., А;. Повторив несколько раз 


такой переход, мы придем к тройке соседних вершин. По- 
скольку при каждом переходе радиусы окружностей не убы- 
вали, радиус описанной около них окружности не меньше Ю, 
то есть больше г, — обещанное протнворечие получено. 

6) Пусть 5 — одна из окружностей минимального ра- 
диуса, касающаяся сторон а, а. и аз. Обозначим ее центр 
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Рис. 14. 


Рис. 15. 


№267. В последовательности 
троек целых чисел (2. 3. 5) 
(6. 15, 10} .. каждая тройка 
получается из  предыдицей 
таким образом; первое число 
жножантся на второе, вто- 
рое — на третье, п третьг--- 
но пере, п полученные про- 
изведения дают новую тройку. 

докажите, что ни одно 
из чисел, получаслиях таким 
образом, не будет степенью 
целого чисяа: квадратом, ку- 
бо шопы 9. 
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через $. и радиус через ®. Бели многоугольник М не солер- 
жит 5. то есть сторона ак. её пересекающая. Стороны и, п а 
лнбо параллельны, либо пересекаются — предположим, что они 
нерссекаются (см. рис. 16 - случай, когда они параллельны, 
разбирается аналогично). Рассмотрим сторону а;, пересека- 
ющЩуЮ 5, у которой 3-= {= # и номер { минимальный из воз- 
можных. Докажите самостоятельно, что радиус г окружности, 
касающейся сторон и,, аз И и;, меныне А, и что стороны аз, 
Чз, .-., @1 лежат вне этой окружности (см. рис. 17). Придем 
зенерь к нротнноречию тзк жс, как и п вункте а}. Если Ё^ 4, 
то протвворечне получено. Гели {>> 4, то выберем из окруж- 
ностей, касающихся сторон в, а; на;, где3 «1 < [, окруж- 
ность с максимальным радиусом. Се раднус не больше г: 
нусть ей соответствует тройка аз, а: ,, ар. Еели{, -4,1--5, 


то иротнворение получено. В противном случае выберем из 
нар чз, @', и алла; ие соседнюю п применим к ней то же по- 
строение. что п к паре аз, аг. За конечное число иагов мы 


прндем к тройке соседних сторон, прнчем радиус касающейся 
нх окружности будет ие бомаце г. Противоречие получено. 


Рис. 18. Рис. 17. 


Внимание! В нункте а) мы пользовались тем. что 
прн каждом переходе радиусы окружностей не убывали, в 
н нункте 6) — тем, что они не возрасталн. Продумайте само- 
стоятельго. почему это так. 


„7. Г. риманов 


Ф 


Заметим, что порядок чисел внутри тройки ие существен. 
Числа, входящие п следующую тройку, от него не зависят. 

Докажем. что тройка г номером 2(-- | имеет вид 
12Е4аЗА6А, ОЗ +15, ОВК +1ь, ас номером 21 — 12—13, 
атзт—Ют, отт 11, где А и гп зависят от г. Воспользуемся 
для этого математической нидукцией. Предположим, что 
тройки г номером 27 и 21/ -- 7 имеют такой выд. Легко убедить- 
ся. что из тройки та, Ь, с} через два нага получается тройка 
1а2рс, абс, офс?!. Подставив сюда вместо а, $ и с элементы 
21-й и 26 -- 1-й троек, мы получим 
ВТЗ, ит — ЗиИ--Ви 1. КИ вы 

Г [24+ 23а + Цай, ай +1 ЗИаАчь иди ча 

соответственно, то есть тройки такого же вида. Поскольку 
первая п вторая тройка Уловлетворяют предположению ин- 
дукции, ему удовлетворяют п все тройки. 

Итак, доказано, что все числа, входящие п тройкн, нмеют 
внд рт '. рт. ра, где ра, Рен ра это числа 2, Зи 5, взятые 
п любой последовательности. Очевидно, что нн одло из них 
не может быть стененью натурального числа. 

И. Н. Каумова 


$273. Для получения г2зов 
при сверхвысоких ттемперапиу- 
рах и давлениях иногда при- 
меняется устеновка, состоя- 
щая из закрытого с одного 
конца — цилиндра-ствола м 
поршня-пули, влетающей в 
циаиндр с открытой стороны. 
При хорошей обработке пули 
п ствола удается добиться 
малой утечки газа через за- 
зор. Благодиря очень высо- 
ким  темперотуром сально. 
сжатые газы в этих условиях 
еще можно считать идеаль- 
ными. Оценить верхний пре- 
дгл температуры аргона, под- 
вергенутого сжатию в такой 
установке, если пуля мас- 
сы т = 100 а влетает в ствол, 
имеющий объем У) == 200 см, 
с начальной скоростью иг“ 
— 250 м:с. Начельные темпе- 
ратура п давление газа равны 
соответственно Т„ == 300° К 
и Ро-- Татм. 


$274. Диод включен @ цель, 
изображенную на рисунке 
18, а. Идеализирсванная вольт- 
амперная — характеристика 
диода приведена на рисунке 
18. 6. Конденсатор предвари- 
тельно не заряжен. Клюи К 
замыкают. Какое количество 
тепла выделится ни сопротив- 
ление ВЮ при зарядке конден- 
гатора? Емкость конденса- 
тора С, з.0д.с. источника Е. 
Внутреннее — сопротивление 
источника пренебрежимо ма- 
ло. 


При торможении пузи ее кинетическая эиёргия перехо- 
дит в тепло. Для оценки максимальной температуры, до ко- 
торой может нагреться газ в цилиндре, будем считать, что все 
выделенное тенло идет на изменение внутренней энергии га- 
за. То есть не будем учитывать потери энергии на нагревание 
пули и стенок цилиндра. Тогда можно занисать 

ти? № 
р) х ` ь 


3 
Так как зргои одиоатомный газ, то Ш :: > ПТ шп- 


чисао молей газа) н 


К 3 3 
АЙ: - 2 лАТвах — АТ = 5 "К {Гтах — ТГ»). 
Величипу л можно найти из уравнения состояния ндеаль- 
нота газа: 
ЮТь ` 
Поэтому 
Ю Рак = То 
АЙ р] Па у, т. > 
Следовательно, 
ти? 3 и Рь 
Ро 


откуда 


‚ ту? ‘ й 
Т пах 7 Та ( + р-р> [7-30 000-К. 


* 


После замыкания ключа по цепи лойдет ток. Напряжение 
на конденсаторе будет увеличиваться, а ток соответственно 
уменьшаться. При этом иока ток ие уменьшится 
до зиачения Ао, напряжение на дноде все время будет равно 
Ио *). Пусть уменьшение тока до /, нроизошло за время {,- 
Найдем, сколько тепла выделилось на сопротивлении А за 
это время. 

По закону гохранения энергии работа А. совершенная 
источннком во всей цени. равна сумме работ на отдельных 
участках цепи: 

й: — Ал | А, -1- Ап. 
Напряжевие ва конденсаторе в момент времени #1, 
равно 
И.Е — ВК. 
значит, за время {, но цепн прошел заряд 
[2 — Сы = {Е — Иа — [«В). 
Работа, совершенная нсточннком за это время, 
А, -= 9,Ё = СЕ (Е — Ш — ЮВ). 


Рабиты па участках, содержащих диод и конденсатор, 


равны 
Ал - чи = СЧ (Е — И, — 18), 
1 СЕ 6—1 Ю: 
Ас: - № ие. 
*) См. решенне задачи Ф!?32, «Квант», 1974, № 5. 


Рис. 18. 


$275. На 060д массивного ко- 
леса массы М надет допол- 
нительный груз малого раз- 
ма и массы т, причем 


= = 15. Слакой скоростью 


должно катиться колесо, 
чтобы оно подпрыгиваяо? 


50 


Тогда работа на сопротналении А 
С 
Ав = 9: — А, — Ад— Ае = 07 КЕ — Чо)* — (1, К). 


Прн дальнейшем уменьшении тока от /о до 0 напряженне 
на дноде не будет постоянным. Согласно вольтамперной ха- 
рактернстнке днода напряжение будет уменьшаться с умень- 
шеннем тока по лниейному закону. Это значит, что в течение 
промежутка времени #,, когда ток в цепи уменьшается от {и 
до 0, днод эквивалентен обычному сопротивлению, величииа 


и 
которого равна г == и {рис. 188). 
О 


Чтобы найти количество тепла О», выделившегося на сон- 
ротивленни А за время {,, опять воспользуемся законом сох- 


ранення энергии: 
А 2 = А й. ыы С. 


где А\. — измененне энерсии конденсатора, а 9 = 9, -- 
я О; — количество тепла, выделившегося на сопротивленнях 
н г. 

Когда ток в цепи прекратнтся, напряжения на дноде н 
на сопротивлении В будут равиы нулю, поэтому напряжение 
на конденсаторе будет равяо ЕЁ, а заряд — 9” = СЁ. Следо- 
вательно, за время Ё, по цепи прошел заряд 
9: = 9'—9и1= СЕ-С(Е — Ц -— 1 В) =С Ш + 18). 
Тогда 

А; = 96 -= СЕ (Ш + ЕЮ). 
„ № с | 
мае Ш 


С 
@ = А. — Ме 5 (о 6. 


Сопротивления г н А соединены последовательно, то есть 


‚в любой момент временн через эти сопротивления течет одии 


н тот же ток. Поэтому колячества телла О, и Ох, выделивше- 
гося на сопротивлениях ВЮ и г за одно и то же время, относят- 
ся как величины сопротивлений, то есть 


е. В 
ПРЕ. 
Зная сумму @н О; них отношение, можно найтн Оз: 
в Ю в. Сь + 1Ю 
"т ВыЕг ® г 2 


Тогда мы а ре 
ре — (1-ю): 
= 2) ( И 


к СШ К) 
На: [] Е 


Ф 


Так как масса груза много меньше массы колеса, то мож- 
но не учитывать влияние снлы тяжестн груза иа двнженне 
колеса н считать, что колесо катится с постоянной скоростью. 
В этом случае ускорение груза в снстеме координат, связан- 
ной с землей, равно иентростремительному ускорению груза в 
системе координат, связанной с центром катящегося колеса, 
то есть 


$276. Какие очки следует 
прописать человеку, если в 
809е он зыдит нормально? 


(и— скорость колеса, К — его раднус). Это ускорение гру- 
зу сообщает равнодействующая двух сил: силы тяжести три 
силы реакции колеса М (рис. 19, 2). 

Со стороны груза ша колесо действует сила @ (рыё. 19, 6), 
равная ло абсолютной величнне силе М, Но направленная в 
противоположную сторону. Ясно, что колесо подскочит, еслн 
вертикальная составляющая силы @ будет болыце силы тя- 
жести колеса М8. Вертикальная составляющая силы @ мак- 
симальна н равна самой силе @ в тот момент, когда груз из- 
ходится в верхней точке колеса. Следовательно, велнчина 
скорости, лри которой колесо подскочит, определится из 


условия 
3 = МЕ. (1) 


Согласно второму закону Ньютона для груза в нан- 
высшей точке можно залнсать (рнс. 19, в) 


из 
те РМ=т-р, 
откуда 
0% ) 
ни -# 
Так как О =М, выражение (1!) можно представить в виде 
з 
откуда 


‚= У (2 г) =4 УВе. 


+ 


Нарисуем ход луча от бесконечно удаленного нсточинка 
через глаз. Этот луч испытывает два преломления на двух 
поверхностях хрусталика (рнс. 20). Согласно закону лрелом- 
леняя 

яп а па. 
эт м’ 


где п: — абсолютный показатель лреломления первой среды 
(воды или воздуха), п, — абсолютный показатель преломле- 
ния вещества хрусталика. 

Из этой формулы видно, что при уменьшении п, (замене 
воды на воздух) угол В уменьшается. Это означает, что после 


Хрусталик 


$277. Определить период ко- 
лебений грузика С, шарнирно 
прнкреплеяного двумя очеяь 
яегкими стержнячи длины | 
к стержню АВ, укрепленному 
п10д углом < к горизонту 
(рис. 2 а). ЗВАС= 
= <АВС = В. Трением пре- 
небречь. 


преломления на входной пюверхности хрусталика в том слу- 
чае, когда перед глазом воздух, луч идет инже, чем в том слу. 
чае, когда перед глазом вода. Поэтому, еслн в воде нзобра- 
женне удаленного предмета лрн ненапряжениом глазе обра- 
зуется на сетчатке, то в воздухе изображение этого предмета 
при ненапряженном глазе будет получаться перед сетчаткой. 
Следовательно. человек близорук. 


$ 

Траекторней движения грузнка будет часть окружности 
радиусом г == { $ В, плоскость которой перпендикулярна 
стержню АВ и наклонена под углом 90? — м к горизонтальной 
плоскостн (рнс. 21, 6). 

Залишем уравнение движения грузика, считая, что его 
отклонения от положения равиовесия малы. Для этого нуж- 
но пайти сумму проекций всех снл, действующих на грузик, 
иа касательную к траекторин движення грузика. Силы унру- 
гости Фи О», действующие на грузик со стороны стержней, 
лежат в нлоскости стержней, перпендикулярной траекторнн 
грузика. Поэтому их проекции на касательную к траектории 
равны нулю. 

Для того чтобы найти проекцию силы тяжести им, раз- 
ложим эту силу на составляющие (см. рис. 21, б) Р,, лежащую 
н илоскости траекторнн, н Р ›. перпенднкулярную к этой ллос- 
костн. Проекция силы Р, на касательную к траектории гру- 
знка равна нулю, а проекция снлы Р, равна Ёп (рис. 
21, 8). Так как Е, = тбсоз&. то величина этой проекции 
ранна тсозазиу. 

Теперь можно записать уравненне движення грузика 
вдоль траектории. При этом нужно учесть, как н прн движе- 
нии математического маятника, что ускорение грузика вдоль 
траекторнн иаправлено лротнвололожно отклонению грузика 
от ноложения равновесня. Поэтому проекиня силы тяжестн 
и ускорение грузнка имеют противоположные знакн. Следо- 
вательно, 

тат = —т8 с950 $11 %, 


Так как угол ф мал, то 51 $ == фр и можно заннсать, что 
ат = — (в с0$ 9) $. 


Это уравнение совпадает с уравнением двнжения математн- 
ческого маятника, В котором ускорение свободного падения й 
заменено на & со$ 22. Это означает, что пернад колебаинй гру - 
зика равен 


"т Е" учат 
Т=2д р г = р леса — 29 2с05 а ° 


Н. Ш. Сзойодецкий 


Рис. 21. а, 6 — маятник находится в положении равновесня. 
Рисункн сделаны в плоскости стержней. Плоскость колеба- 
НИЯ перленяикуляриая плоскости рисунка. ес след ноказай 
красной штриховой ливней. 

в — плоскость рисунка совпадает с плоскостью колебапнй 


В этом номере мы приводим список чита- 
телей, приславших верные решення задач 
М256—М265 (жнрные цифры лосле фамилин— 
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(Челябинск) 56—59, 62, 83, 65: А. Алек- 
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Шевченковский) 57, 58, 63, 64: А. Гулиев 
(с. Сулейманлы Аз. ССР) 63; Л. Гурвиц 
( Черновцы) 63; 65; 0. Гурская (Москва) 
$8, 64; О. Гусарова (Харьков) 63, 65; А. Гу- 
<ейнов (Акстафа Аз. ССР) 63; В. Гусейнов 
(Нахичевань) 56, 59, 61—64; М. Даниелян 
(Баку) 57; С. Данилов (ст. Павловская 
Краснодарского края) 63; К. Данильченко 
(Волгоград) 57, 83—65; А. Диденко (Крас- 
нодар) 59, 62; Ю. Докучаев (Ленинград) 
63, 64; Э. Дяченко (Андрушевка Житомир- 
ской обл.) 61—83, 65; С. Ефимов (Наманган) 
58; Г. Зайцев (Хабаровск) 57, 63, 64; А. Зар- 
гарян (Тбилиси) 57, 58, 63, 65; Я. Захаре- 
вич (Ташкент) 57, 58; С. Золотарев (Москва) 
57, 63, 65; А. Зубков (Красный Яр Омской 
обл.) 63: 3. Нбашов (Сальииы Аз. ССР} 83, 
65; Ф. Ибрагимов (Кривой Рог) 56, 63, 65; 
Т. Иванова (Москва) 63, 64: В. Иващук 
(Киев) 62-65; В. Игнатов (Москва) 863: 

. Имерлишвили (Тбилиси) 58, 58, 59, 
62, 63, 65; И. Калика (Кнев) 62—64; В. Ка- 
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58; А. Касьянов (Курск) 63; О. Катановский 
(Москва) 83; Л. Кацызо (Москва) 56, 57, 
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Й. Кикоть (Москва) 58; Н. Киричик (Луцк) 
56; Л. Клименок (Москва) 63, 65; А. Клочков 
(Челябинск) 63, 64; В. Кобылецкий (Баку) 
56, 57, 59, 63, 64; И. Кокорин (Сочи) 56; 
С. Коляда (Киев) 56, 58, 63, 65: В. Комариц- 
кии (Магадан) 58; В. Конев (Ангарск) 56, 63, 


65; О. Копыжев (Пржевальск) 64: В. Кули- 
ковский (Москва) 56; А. Курляндчик (Виль- 
нюс) 56, 57, 59; А. Кутыркин (Пенза) 62, 83, 
В. Лашин (Гагарин) 64, 65: А. Лейдерман 
(Могилев-Подольский Винницкой обл.) 81, 
62, 64; Г. Лепешкина (Актюбинск) 65; М. Ли- 
повский (Волгоград) 56, 58; Л. Лисус (Сим- 
ферополь) 63, 64; М. Любич (Харьков) 


. 56—59, 61—65; Г. Люсов (Тейково НМванов- 


ской обл.) 62; В. Мигунов (Обнинск Калуж- 
ской обл.) 63; Л. Михлин (Курск) 63; Н. Мо- 
щук (Новосибирск) 56, 58, 63—65; А. Муч- 
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Ю. П. Лысов 


Окончание списка будет опубликовано 
в следующем номере. 


ПРАЯТИНУМ 
АБИТУРИЕНТА 


Какие вопросы м задачи могут ожидать поступающего на приемных экзаменах! Как 
эти экзамены проходят! В чем состоят типичные недостатки ответов вбитурментов! 
Чему при подготовке уделить внимание в первую очередь м как накболее эффек- 
тизно оргенизовать повторение! 

Ответам на эти вопросы посвящены матермалы нашего традицмонного раздела 
«Практикум абитурмента». Здесь читатель найдет статьм по отдельным темам м на- 
мболее важным иям трудным вопросам программы вступмтельных экзаменов по 
физике н математике, условия м разбор задач вармантов, предлатавшихся в прош- 
пом году абитуриентам различных вузов страны, информацию о книгах в помощь 
поступающим ит. д. 

Подчеркнем, что материалы «Практикумв абитуркентаю не могут заменить собоя 
школьные учебники, дв м не ставят перед собой такой целм. Б публикуемых статьях 
читатели найдут по возможности углубленное, подробное мэпожение лишь нескопь- 
ких теоретических вопросов, сопровождаемое, однако, разбором задач, взятых мз 
практики приемных экзаменов. Намечвя темы статей редакция использовала опыт 
вступительных экзаменов м учитывала соображения м предложения, содержащиеся 
в обширной редакционной почте. Читатепям, конечно, будет полезно познакомить- 
ся м с темм матермальми «Практикума’` абкгурмента», которые уже публиковались в 
журнале в прошлые годы. Подробный тематический список статей для поступаю- 
щих за 1970—1973 годы помещен в «Кванте» № 1, 1974 г., с. 52. 

Многие наши читателм, особенно те, кто окончил школу несколько лет назад, инте- 
ресуются вопросом, как отразился происходящий сейчас переход н новым про- 
граммам по математике к. физике в школе на содержании программ вступитепь- 
ных экзаменов. 

Напомним, что в 1972 году программа вступительных экзаменов по математике бы- 
ла пересмотрена, но по содаржанию она полностью соответствует старому курсу 
средней школы. Эта программа действует и сейчас. Она содержит перечень основ- 
ных математических понятий, которыми должен впадеть поступающий, теорем, ко- 
торые необходимо уметь доказывать, м формул, которые мадо уметь вызодить. 
Кроме того, в программе охарактеризованы основные математические умения м на- 
выхн, которымм должен владеть абитуриент. Нихакмх знаний сверк программы ст 
поступающих ие требуется. В частности, не предусматриввется знакомство абиту- 
ркентов с понятиямм производной, интеграла, с основами математического анали- 
за, с эпемемтами векторного исчисления м т. п. 

Программа зступктепьных экзаменов по физике также полностью соответствует ста- 
рому курсу средней школы. 

Мы надвемся, что знакомство с вармантамм вступительных экзаменов даст возмож- 
ность будущим абитурментам нонкретно представить себе, что такое пысьменный 
экзамен по физике м математике в университетах, педагогических м технических ву- 
зах. Эти варманты — удобный повод заракее попробовать свом смпы в решении 
определенного набора задач за фиксированное время. 

Залог успехв на вступительных экзаменах — систематическая-м регулярная само- 
стоятельная работа. Необходимо повторить м активно закрепить теоретический ма- 
термал, получить достаточную практику в решении задач. Для этого нужно время. 
Поэтому начимайте готовиться к приемным экзаменам, не отиладывая, особенно 
осям вы собираетесь поступать в мнститут уже через полгода! 


Г. В. Дорофеев Отношения отрезков, 
площадей и объемов 


Программа школьного курса геометрим построена, мак известно, так, что учащиеся 
девятых м десятых классов решают в основном задачи по стереометрим, а планм- 
метрические задачи появляются в мх практике пишь в связм с применением триго- 
мометрим. Это, конечно, совершенно естественно, однако на вступительных экза- 
менах такое положение вещей сказывается далеко не лучшим образом: поступаю- 
щие, непясхо справляясь с задачами, поддающимися прямому [иногда весьма гро- 
моздкому]) тригонометрическому расчету, становятся в тупмк перед `сравнительно 
простыми задачамм, для решения которых требуется лишь активное владение стан- 
дартмымм м, в общем, хорошо им известными теоремами планиметрии. 

Отсюда вытекает очевидный вывод: при подготовке к вступительным экзаменам 
особое внимание следует уделить вктивизации геометрических знанмй, попученных 
еще в $—8-х классах, следует решать больше задач, требующих ичисто геометрн- 
ческихя идей. 

Подчерккем сразу же, что здесь не мдет речк о каком-то противопоставленим чис- 
то геометрических м тригонометрических методов решення задач. Напротив, намбо- 
пее успешным может быть именно нх разумное сочетание, м тогда на экзаменах ко 
будет встречаться стремление с помощью головоломных вычисления решить про- 
стую геометрическую задачу илм, наоборот, рассматривать многочисленные подоб- 
ные треугольмики в задачах, где введенме тригонометрических функцый является. 
естественным м оправданным путем н решению. Научиться разумно сочетать эти 
методы — главная задача при подготовке к вступительным экзаменам. 

В этой статье мы рассмотрим задачи, связамные с депенмем отрезков, площадей и 
объемов в некотором отношении. Мы убедимся, что задачи подобного рода сов- 
сем не сложны м, во всяком случае, их объектманая сложность не соответствует тем 
затрудненням, которые они обычно вызывают у поступающих. 


Начнем с совсем простой задачи, ко- 
торую, однако, решили совсем немно- 
гие поступающие. 

Задача 1 (МГУ, геологич. ф-т, 
1964). Точка К делит медиану АР 
треугольника АВС в отношении 3: 1, 
считая от вершины. В каком отноше- 
нии прямая ВК делит площадь тре- 
угольника АВС? 

Не составляет труда заметить, что 
треугольники ВАЕ и ВЕС (рис. 1) 
имеют общую вершину, и их основа- 
ния лежат на одной прямой, так что 
нскомое отношение их площадей рав- 
но отношению длин отрезков АБ 
и ЕС, и таким образом, требуется 
узнать, в каком отношении прямая 
ВЕ делит сторону ВС. 


Представляется совершенно оче- 
видным, что прямой вычислительный 
путь (ввести, например, вспомога- 


"оби бы пионы 


тельные элементы — длины сторон 
илн величины углов) связаи с боль- 
шими трудностями и вряд ли приве- 
дет к успеху. В то же время есте- 
ственно отыскивается чисто геомет- 
рическая идея решения. В самом деле, 
нам нужно узнать, в каком отноше- 
нии делится одна сторона угла РАС, 
а известно, что его вторая сторона 
разделена на 4 равных отрезка. И те- 
перь уже не может не прийти на 
память теорема о деленин сторон 
угла паразлельными прямыми, и уж, 
конечно, совершенно естественно про- 
вести через точки делення медианы 
прямые, параллельные ВК. Тогда 
на стороне АС возникают четыре рав- 
ных отрезка. Что же касается пято- 
го отрезка РС, то ведь еще надо вос- 
пользоваться тем, что АР — меднана, 
так что РЕ — средняя линия тре- 
угольника ВСЕ, н следовательно, 
ЕС = ЕР. 

Таким образом, сторона АС раз- 
делена на 5 равных отрезков, и иско- 
мое отношение равно 3: 2. 

Если дополнительно обдумать 
предложенное решение, то станет яс- 
но, что таким же снособом можно 
решить и более общую задачу: вместо 
отношения 3:1! можно рассмотреть 
произвольное деление отрезка АБ, н 
более того, в решении существенно 
не то, что АР — медиана, а лишь 
то, что точка Р делит ВС в извест- 
ном отношении. 

Решнте самостоятельно эту б0- 
лее общую задачу. 


5$ 


Задача 2. На боковых сторо- 
нах АВ и АС равнобедренного тре- 
угольника АВС взяты точки К и 
так, что АК: КВ =2, АБ: ЕС = 
—= 1/2. В каком отношении пря- 
мая КГ. делит высоту АБ? 

Идея решения этой задачи — та 
же, что и предыдущей, а само реше- 
ние очевидно из рисунка 2: искомое 
отношение равно 2х: (х Ри), а по 


условию откуда Зх = 


ее 
ху 21 
—= 2у, и следовательно, 


2х 2 4 
О 
У» - 

И снова оказывается, что фактиче- 
ски мы решали более общую задачу: 
равенство сторон треугольника АВС 
понадобилось нам лишь для того, 
чтобы считать высоту АД меднаной, 
так что аналогичным способом можно 
решать задачу для произвольного тре- 
уголъника, в котором известно, в ка- 
ком отношеини делят его стороны 
точки О, Ки 4. 

Очень часто в задачах, предла- 
гаемых поступающим, возникает не- 
обходимость вычислить площадь от- 
секаемой частн многоугольинка или 
объем отсекаемой части многограннн- 
ка, если каким-то образом заданы точ- 
ки деления сторон или ребер. В этих 
задачах чрезвычайно полезны следую- 
щие утверждения: 

{1} Если в треугольнике АВС 
АК =с«АВ, АЕ, = ВАС, то 

$ лкг = “В АВС. 

(2) Если в треугольной пирамиде 
$АВС $К = а5А, $1, = ВЗВ, $М == 
= 7$С, то Узкем= аВУУ зльс. 

Утверждение (!) нанболее просто дока- 
зывается применением формулы площади 


треугольника $ = > фезт А, а утверждение 


(2) — методом чноследовательного - отсече- 
ния»: от пирамнды $ АВС надо перейти к пн- 
рамиде $5АВМ, затем к ЗАЕМ ик $ КЕМ. 
Эта идея приводит к простому решению сле- 
дующей задачи. 

Задача 3 (МГУ, геологнч. ф-т, 
1968). В треугольнике АВС проведены 
биссектрисы АР и СЕ углов ВАС 


и АСВ. Найти отношение площадей 
треугольников АВС и АЕО, если 
АВ = 21, АС = 28, СВ =Ж. 
Треугольник АЁР (рнс. 3) может 
быть получен из АВС следующим 
образом: сначала отсекается треуголь- 
ник АДВ, а от него — треугольник 
`АЕО. Для подсчета искомого отно- 
шения воспользуемся теоремой о том, 
что биссектриса внутреннего угла тре- 
угольника делит противоположные 
стороны на части, пропорциональные 
прнлежащим сторонам. Имеем 
29. ВА 3 9 5 5 
ВЕ с 4. РАЗ. 


откуда (с помошью производных про- 
порйий) 
вр 


К ВЕ ь в. 
ее в. 
Следовательно, 


7 из 
ЗлАЕБ = 15 `ЭлАвЬ =в-7х 


ХЗЛАВС =-5 ^АВС, 


так что искомое отношение равно 4. 

Задача 4 (МГУ, бнологич. ф-т, 
1970). Дан треугольник АВС площа- 
ди 1. На его медианах АК, ВЕ. и СМ 
взяты соответственно точки Р, О 
и Ю так, что 


АР-РК, ВО = -- 01, СЮ=1 ВМ. 


Найти площадь треугольника РОЮ. 

Пусть О — точка пересечения ме- 
диан (рис. 4); нскомую площадь под- 
считаем как сумму площадей трех ма- 


АИ, ВЕ ЗЕ —— 


Рис. 4. 


леньких треугольников с вершиной О. 
Треугольник ОР@ получается из тре- 
угольника ОДВ отсечением на его 
сторонах отрезков ОР и ОФ; при этом 


АР=-- АК, А0--—> АК. так что 


ОР-- = АК - = АО. — Аналогично, 


О — ОВ, поэтому 
| 
$ 5020 *-5- ЗлоАВ- 


С другой стороны, нетрудно вн- 
деть, что 5» Аов #—- $ двс, Так что 


1 
$2020 =. 


Подсчитав аналогично площади 
треугольников ОРЮ и ООК, полу- 
1 


чаем, что ЗлрРов с” 

Задача 5 (МГУ, химич. ф-т, 
1970). В прямой треугольной призме 
АВСА,В.С., у которой АС = 6, 


_АД, = 8, через вершину А проведена 


плоскость, пересекающая ребра ВВ, 
и СС, соответственно в точках М 
и М. В каком отношении делит эта 
плоскость объем призмы, если ВМ = 
= МВ.. а АМ — биссектриса уг- 
ла САС? 

Легко видеть, что отношенне объ- 
емов пирамид АСВММ и АСВВ.С, 
равно отношению площадей их осио- 
ваннй, а для нахождения этого отно- 
шения следует найтн, в каком отно- 
шении делит точка № ребро СС, 


57 


(рис. 5). Последнее отношение легко 
находится: по теореме Пифагора 
АС, = 10 и по теореме о биссектри- 
се СМ: МС, =3:5. 

Теперь нетрудно подсчитать, что 
Эсвмх : 5 свв,с, = Т: 16, и поэтому 


Улсвмх =-= Улсвв, С, - 
16 


С другой стороны, пирамида 
АСВВ,С, дополняется до всей приз- 
мы пирамидой АД,В.С,, объем кото- 
рой составляет М; объема призмы, 
так что объем пирамиды АСВВ,С, 
равен /; объема призмы. Следова- 
тельно, объем пирамиды АСВММ со- 
ставляет 7/›. объема призмы, н иско- 
мое отношение равно 7: 17. 

Задача 6 (МГУ, ф-т вычис- 
лительной математики и кибернетики, 
1973). Сфера проходит через точки А, 
В, С, О и пересекает отрезки $А, ЗВ, 
5С и $Р в точках А, В,. С. О, 
соответственно. Известно, что 5Р, = 
— 9:4, РР, = 47/36, отношение пло- 
щадей треугольников ЗАВ, и $АВ 
равно 15: 32, откошекие оббемов пи- 
рамид 5В.С.), и $ВСР равно 
1701 : 4096, а отношение объемов пи- 
рамид $5А,В,С, и $АВС равно 
ры : 256. Найти отрезки $А,, $В,, 

В. | 

Легко понять, что в задаче речь 

ндет о четырехугольной пирамиде 


Рис. 5. 


ЗАВСР, ина ребрах которой взя- 
ты точки А‚, В, С,, Б, (ис. 6). 
Для решения задачи запутанные дан- 


‚ ные об отношениях площадей и объ- 


емов сведем к отношениям соответ- 
ствующих отрезков. 
Составив снстему равенств 


5А: 58, 15 $8: 5С, $0, _ 1701 
А`58 7 32, 5$8В°`5С `` 5$” 40%6' 
Зи, 58, 56: №5 

ы $7 58 5-25 
н учитывая, что $Р, : 5Б = 81: 128, 
находим 
с м И Е Ш М. 
о В Жо ше - 


С другой сторопы, отрезки $А, 
$В, $5С, 5Ю являются  сехущими 
к сфере, о которой идет речь в усло- 
вин задачи, н поэтому произведения 
этих секущих на их внешнне части 
равны все квадрату касательной к 
сфере, проведенной низ точкн $ (здесь 
мы пользуемся очевидным, но ие до- 
казанным утверждением о касатель- 
ной и секущей для сферы, аналогия 
его с соответствующим утвержденнем 
для окружности не является, разу- 
меется, доказательством; докажите 


это утверждение самостоятельно). Та- 

5А,.5$А=ЗВ,-5В = 
9 198 _ 

14° 36 — 


ким образом, 
=5С,-3С $0, .$Р = 


Теперь не составляет труда найти 
требуемые отрезки: 


5А, = 5, $В, — р 6, $С, == у’7. 


Упражненкя 

1 (МГУ, биологич. ф-т, 1970). На сто- 
ронах выпуклого четырехугольника АВСО 
площади | взяты точки: К на АВ, Г на ВС, 
М на СО к № на ВА. При этом АК: КВ = 
—=2:1, ВЁ: [С =1:3, СМ: М1: 1, 
ОМ: МА = 1:5. Найти площадь шестк- 
угольннка АКССММ. 

2 (МГУ, биологич. ф-т, 1972). В тре- 
угольннке АВС биссектрнсы АБ и ВЕ пс- 
ресекаются в точке О. Найти отношение 
площади треугольника АВС к площадк че- 
тырехугольника ОРСЕ, зная, что ВС == а, 
АС-- В, АВ =: с. р 

3 (МГУ. хнмич. ф-т, 1972). В треуголь- 
нике АВС угол А равен 45°, а угол С острый. 
Из середины стороны ВС опущен перпендику- 
ляр ММ на сторону АС. Площади треуголь- 
ников ММС ин АВС относятся как 1:8. 
Найтк углы треугольника АВС. 

4 (МГУ, биологич. ф-т. 1972). В парал- 
лелограмме АВСО точка Е делит пополам 
сторону СО, биссектриса угла АВС пере- 
секает отрезок АЁ в точке 0. Найти пло- 
щадь четырехугольиика ОВСЕ, зная, что 
Ар — а, ДЕ =, 2АВО -- а. 

5 (МГУ, химнч. фт, 1970). Плоскость 
пересекает боковые ребра $А, 58, $С пи- 
рамиды ЗАВС п точках К, Ё, М соответст- 
венно. В каком отношенин делит эта плоскость 
объем пирамиды, если $К ; КА = $5Ё: [8 = 
= 2:1, а медиана $/Л№ треугольника 5$ВС 
делится этой плоскостью пополам? 

6 (МГУ, хнмич. ф-т, 1970). Плоскость 
пересекает ребра А,8,. В,С, и ВС треуголь- 
ной призмы АВСА,В,С, в точках М, МиР 
соответственно. В каком отношенки де- 
лнт эта плоскость объем призмы, если 
ВМ: АВ. = 1:2, В.М: 8,С, = 2:3, 
ВР: СВ = Т: 32 

7. Сформулируйте утверждения |} и? 
нз статьи (с. 56) для случая, ногда точки К, 
1, М лежат ие на самих сторонах (ребрах), 
а на их продолжениях. 

8. (МГУ, ф-т вычислительной математнкн 
и кнбернеткки, 1973). Точки А, 8, С, Р.Е, Е 
лежат на сфере раднуса ИУ?- Отрезки АО, 
ВЕ к СЁ пересекаются в точке 5, находящей- 
ся на расстоянки | от центра сферы. Объемы 
пирамид ЗАВС н ЗРЕЕ относятся как | : 9. 
а ЗАВЕЁ к $)ЕС как 4:9, пирамид 
ЗАЕС к $РВЕ как 9 : 4. Найти отрезки $А, 
58, 5С. 

9. Точки К, [, М делят ‘стороны АВ, 
ВС н СА треугольннка АВС соответственно 
в отношении © : В, у:6, р: 0 (считая каж- 
дый раз от вершины, упомянутой первой), 
причем © {+ В = ф-+ 6 =р- с -== 1. В ка- 
ком отношении прямая КМ делнт отрезок 
си В каком отношении прямая ВЛ! делит 


Квадраты 
из монет 


1. На плоскости распо- 
ложено 9 одинаковых монет 


так, как показано на ри- 
сунке 1. 

Какое мнинмальное чис- 
ло монет нужно убрать, что- 
бы ие осталось ни одного 
квадрата с вершинами в 
центрах монет? 


2. Та же задача, если 
монет 16, н они расположены 
так, как показано на рн- 
сунке 2. 

В. Е. Колосов 


У 


Задачи 
о воздушных шарах 


Л. ПН. Баканина 


В наш век самолетов и ракет, для 
которых доступны любые высоты над 
поверхностью Земли, воздушные ша- 
ры, громоздкие, ненадежные и не- 
управляемые, уже отошли в прошлое, 
хотя когда-то именно они дали чело- 
веку возможность подняться в Е03- 
дух. Впрочем, в некоторых случаях 
воздушные шары очень удобны, они 
нспользуются и сейчас. Например, 
с аэростата удобно обучатЪь прыжкам 
с парашютом, а метеорологи иссле- 
дуют давление, температуру и воз- 
душные потоки в атмосфере с по- 
мощью  шаров-зондов. 

Задачи о воздушных шарах дают- 
‚ся иногда на вступительных экзаме- 
нах. Обычно их можно разделить на 
два тина: 

1) задачи, в которых нужно найтн 
связь между габаритами и наполне- 
ннем шара и подъемной снлой, дей- 
ствующей на шар у поверхности 
Земли; 

2) задачи, в которых нужно опре- 
делнть максимальную высоту подъ- 
ема шара; при этом задается какая- 
нибудь модель атмосферы, то есть 
закон изменения давления и темпе- 
ратуры с высотой. 

По существу, задачи обоих тн- 
пов — это задачи на статику. Для их 
решення нужно уметь применять 
уравнение состояния газов и найти 
условие равновесия шара, на который 
действует сила притяжения Земли и 
выталкивающая снла со стороны ок- 
ружающего шар воздуха. Если вы- 
талкивающая снла больше силы при- 


тяжения (разность этих сил назы- 
вают подъемной силой), шар поднн- 
мается вверх. Но по мере подъема 
уменьшается плотность окружающего 
воздуха, а следовательно, уменьшает- 
ся и выталкивающая сила, по закону 
Архимеда равная 


Е = ОБИ, 


где р — плотность воздуха, а У — 
объем шара. На некоторой высоте 
выталкивающая сила окажется 
равной силе притяжения — это и 
будет максимальной высотой подъема 
шара. 

Разберем теперь несколько кон- 
кретных задан, которые в разные го- 
ды предлагались на вступительных 
экзаменах в Московский физико-тех- 
нический институт. 

Задача |]. Сферическая обо- 
лочка воздушного шара сделана из 
материала, квадратный метр кото- 
рого имеет массу 6 = 1 кг/м. Шар 
наполнен гелием при нормальном ат- 
мосферном давлении. При каком ми- 
нимальном радиусе шар поднимает 
сам себя? Температура гелия и тем- 
пература окружающего воздуха оди- 
наковы и равны 0`С. Молекулярная 
масса воздуха 29 ке]кмоль, молекуляр- 
ная масса гелия 4 ке/кмоль. 

При увеличении раднуса шара 
выталкивающая сила растет проиюр- 
цнонально кубу раднуса, а вес обо- 
лочкн — пропорционально квадрату 
раднуса. бледовательно, выталки- 
вающая сила растет быстрее и, начн- 
ная с какого-то значения раднуса, 
станет больше, чем вес оболочки. 
Тогда шар начнет подниматься. Обо- 
значим этот радиус оболочки через 
г. При этом 


йо. @ -3- луз б-р. 8 3, 


откуда 
Е 
би — Вне ° 


Г-З 
Плотности воздуха р, и гелия рн. 


при данных условиях найдем с по- 
мощью закона Менделеева — Клапей- 


_ М __ РИя 
Вы [7 = РТ , 
Рин: . р 
Рне= ВТ? Рв-— Рис = рт (Ив нь) 


Окончательно получаем 


36-ЮТ 


== и Ннь) 259.8 м. 


Задача 2. Объем воздушного 
шара равен У =230 м3, масса обо- 
лочки М=145 кг. Шар наполнен го- 
рячим воздухом при нормальном ат- 
мосферном давлении. Какую темпе- 
ратуру должен иметь воздух внутри 
оболочки. чтобы шар начал подни- 
маться? Температура наружного 
воздиха & —0°С. 

Прн нагреванин воздуха его вы 


ность уменьшается, т 


(см. задачу 1). Шар начнет подни- 
маться, если робУ > Ма Нрву (— 
плотность наружного воздуха). Под- 
ставляя выражения для плотности 
наружного воздуха и воздуха внутри 
шара г, получаем 


(г -т)>м. 


Отсюда 


= — 
так как | > 


значит, 
Ти == 2То == 546 °К = 273°С. 


Задача 3. Для удержания на 
поверхности Земли метеорологического 
шара-зонда с массой М = 20кг не- 
обходимо приложить силу Е = 
= 1000 н. Шар поднимается до такой 
высоты, где его объем увеличивается 
в 0ва раза. Температура воздуха, 
измеренная на этой высоте с помощью 
зонда, оказалась равной Ё = —43 °С. 
Вычислить давление воздуха на этой 
высоте, если на поверхности Земли 
давление рь = 754 мм рт. ст., а тем- 
пература & = +17 °С. 


Условие равновесия шара у по- 
верхностн Земли записывается так: 


Г — ро8 У — МЕ. (1) 
где У — объем шара у поверхности 
Земли, а р-= т — плотность воз- 


духа. При этом масса шара М вклю- 
чает в себя массу оболочки, приборов 
и газа, заключенного внутри оболоч- 
ки. Из условия известно, что объем 
шара прн подъеме увеличивается. 
Следовательно, оболочка шара мяг- 
кая н герметичная. Объем увели- 
чивается потому, что прн мягкой 
оболочке давление газа внутри долж- 
но быть таким же, как давление окру- 
жающего воздуха, которое умень- 
шается с высотой. Если оболочка 
герметичная, масса шара не изме- 
няется при подъеме и максимальная 
высота его подъема определяется 
условием 

рё-2У = Мё, (2) 


‚Решая совместно урав- 


нення (1) и (2), 


— НЕЕ ==79 мм рт. ст 
РР эта ЕМе) р 


находим 


Задача 4. — Шар-зонд, напол- 
ненный водородом, имеет герметич- 
ную оболочку постоянного объема У = 
= 50 мЗ. Масса шара вместе с водо- 
родом М = 5кг. Определить, на ка- 
кую максимальную высоту он сможет 
подняться, если известно, что атмо- 
сферное давление уменышцается в 
ва раза через каждые В = 5 км вы- 
соты. Температура в стратосфере 
{ == —60 °С. Молекулярная масса в03- 
духе 29 кгкмоль. Давление у поверх- 
ности Земли ро = Татм- 

На максимальной высоте вытал- 
кивающая сила равна весу шара- 


зонда: 
МЕ = рд\. 
Выразив плотность окружающего воз- 


духа через давление и температуру, 
получим 


Таким образом, давление воздуха на 


61 


этой высоте равно 


_ МАТ 


= —-=— .103 2 
р и 2; 6,12.103 н/м?. 
Посмотрим теперь, во сколько раз 
давление р меньше давления у по- 


верхности Земли ро: >. == 16. 


Из условия известно, что давление 
падает в два раза через каждые 5 ^м 
подъема, то есть ро/р = 2Н%, где 
Н — высота подъема, а А -— омм. 
В нашем случае 


онм =: 16 = 2. 
Отсюда 
Н = 4# = 20 км. 
Задача 5. Нерастяжимая 
сболочка шара-зонда объема У = 


= 75 м3 имеет в нижней части не- 
большое отверстие. Масса оболочки 
т = 7 кг. Шар наполнен водородом. 
Определить, на какую максимальную 
высоту сможет подняться этот шар- 
зонд, если известно, что атмосферное 
давление уменьшается в два раза че- 
рез каждые й = 5 км высоты. Темпе- 
ратура воздуха в стратосфере Е = 
—= —60 °С, температура водорода рав- 
на температуре окружающего воз- 
духа. Давление у поверхности Земли 
ро = Т атм. 

Эта задача отличается от преды- 
дущей тем, что оболочка шара не 
герметична, а нмеет отверстне. Сле- 
довательно, давление внутри шара 
все время равно давлению в атмосфе- 
ре, и по мере увеличения высоты 
подъема шара водород вытекает из 
атверстия. Будем, считать, что подъ- 
ем пронсходит достаточно быстро н 
можно пренебречь диффузней воз- 
духа внутрь оболочки, тогда условие 
равновесия шара на максимальной 
вы соте 

тя - Рн,ЕИ = рь&У. 


П лотности водорода и воздуха мож- 
но найти из уравнения Менделеева — 
К лапейрона: 


Ни,Р 


рр 
рн, Г} > 


В» — ЮТ ы 
образом, давление на максн- 


Таким 


мальной высоте 


_ МАТ ны 
р— 9 Н/44^. 
Отношенне о. == 16, и следовательно, 


высота подъема Н = 20 км (см. реше- 
ние предыдущей задачн). 

Высота подъема в задаче 5 полу- 
чилась такая же, как для герметич- 
ного шара в задаче 4, но не следует 
забывать, что мы рассматривали раз- 
ные шары, с разными объемами и 
массами. А если оба шара совершенно 
одинаковы и отличаются только тем, 
что у одного оболочка герметичная, 
а у другого имеет отверстие, — какой 
из шаров поднимется выше в этом 
случае? 

Выталкивающая сила будет одн- 
накова для обоих шаров, так как их 
объемы равны. Если начальные мас- 
сы шаров были одинаковы, то после 
подъема шар с отверстнем окажется 
легче, так как часть наполняющего 
его газа вытечет при подъеме. Следо- 
вательно, шар с отверстием сможет 
подняться на большую высоту. 

Обычно человеку, впервые заду- 
мавшемуся над этнм вопросом, такой 
результат кажется странным. Часто 
задают вопрос: «Как вообще в шаре 
с отверстием возникает подъемная 
снла? Ведь снизу, там, где отверстие, 
воздух и газ внутри шара находятся 
в равновесни». 

Давайте рассмотрим верхнюю точ- 
ку шара. Если в нижней точке шара 
давление воздуха ни газа равно ро, 
в верхней точке давленне воздуха 
р: = Ро — Рь6В, а давление газа р. == 
== рь — р‚.&й (й — высота шара). Ес- 
ли р. <р,, 10 р, >р, н, следова- 
тельно, на оболочку снизу действует 
большая сила, чем сверху — вознн- 
кает подъемная сила. Легко убедить- 
ся (вы сможете это сделать сами для 
тела достаточно простой формы), что 
именно эта разница давлений и дает 
результнрующую выталкивающую сн- 
лу, определяемую законом Архнме- 
да. Недоуменне часто возникает по- 
тому, что при расчетах плотности газа 


внутри шара обычно считают давление 
в шаре всюду одинаковым. Не нужно 
забывать, что это всего лишь приблн- 
жение. Если мы определяем саму 
величину 
Р? — Ро — ‚Ей, 

то, так как А мало — всего несколько 
метров, р:&й < ре, н мы можем счни- 
тать р: ^ ро. Если же нас интересует 
разность 


р: — Ри = Р.Й — рьвй, 

то здесь оба члена одинаковы по по- 
рядку величины, н учитывать их 
надо оба. Кстатн сказаФь, то, что 
мы Считаем р, и р; постоянными, — 
тоже приближение, на самом деле 
они уменьшаются с высотой по мере 
уменьшения давлення. Но учет этого 
обстоятельства дал бы значительно 
меньшую поправку к выталкивающей 
силе, этой поправкой можно прене- 
бречь. 


Упражнення 


1. Определить подъемную снлу воздуш- 
ного шара, и котором находится ле г водоро- 
да. Оболочка шара герметичная н сделана 
нз легкого неупругого матернала, который 
может свободно растягнваться. 

2. На сколько градусов нало нагреть воз- 
дух внутри сообщающегося с атмосферой 
воэдушного шара, сфернческая оболочка ко- 
торого нмеет днаметр 10 м и весит 10 кг, 
для того чтобы шар взлетел? Атмосферное 
давление 735 мм. рт. ст., температура ок- 
ружающего воздуха -{27 °С. 

Воздушный шар представляет собой 
баллон постоянного объема, наполнеиный 
гелнем. Через отверстие в нижней части шар 
сообщается с атмосферой. Как нзменнтся 
максимальная высота подъема шара, еслн 
гелий нагреть до температуры Т,? Темпера- 
ТУРУ атмосферы считать постояниой н равной 

о. а давление изменяющимся по закону 
р = Ро (1 — ай), где а — постоянная, # — 
высота подъема, р, — давление у поверх- 
ности Землн. 


Геометрические 


задачи 


1. Высоты АК, В и 
СМ остроугольного треуголь- 
ннка АВС продолжены до 
пересечения с описанной ок- 
ружностью п точках О, Е, Е 
соответственно. Пусть Р, (©. 
Е — такие точки окружио- 

| 
сти, что „АР = 3 -АВО, 
1 

ВО = ; ВСЕ, ‹-СВ = 
— 3 >САР, причем все дуги 
имеют одно и то же направ- 
ление. Доказать, что`_^АВ == 


1 

а 9 Аср. СО = 
=Н СВЕ, `—ВР=\`.ВАЕ, 
а треугольник РОК — равно- 
сторонний. с 

2. Дана трапеция АВСО 
с параллельными сторонами 
АВ н СО, АВ < СО. Цыр- 
кулем и линейкой построить 
точку Я ва боковой стороне 
трапецин такую, что пря- 
мая НК, параллельная осно- 
ванию трапеции, делит ое 
на части, площади которых 
относятся так м: п. 

3. Пусть О — центр ок- 
ружности, опнсанной вокруг 
треугольника АВС, ЮВ — ее 
ралнус, Н — точка пересече- 
ния высот треугольинка АВС 
и 0, ИУ, \ — точки пересе- 
чения описанной окружности 
& прямыми АЯ, ВН вн СН. 
Доказать, что прямые, про- 
веденные через точки У, У, 
\ параллельно прямым ОА, 
ОВ ни ОС соответственно, пе- 
ресекаются в одной точке Р. 
Доказать также, что еслн 
Н'’ — точка на продолжеини 
отрезка ОН, такая, что 6 == 


=НН', то РН" = : 

4. Постронть вписанный 
в окружность треугольинк, 
зная одну его вершину А 
н точку Н пересечения высот 
треугольника. 

5. Заданы окружность, 
прячая линия АВ к точка Х 
на прямой. Построить окруж- 
ность, касающуюся прямой 
АВ в точке Х, так, чтобы 
общая касательвая данной 
н проведенной окружностей 
нмела заданную длину {[. 


Н. В. 


Московский 


инженерно-физический 
институт 


Подробно о Московском ордена Трудового Красного Знаменн ынженерно-физнче- 
ском институте мы рассказывалм в «Кванте» М 1 за 1973 год. 


Ниже приводятся варманты пмсьменного энзамена по математике м задачи устного 
экзамена по фмзыке. в 1974 году. Содержанке теоретическых вопросов по физике 


полностью соответствует программе вступительных экзамеков 


в вузы. 


Математика 
Варнаит 1 


1. Из пункта А отправилась моторная 
лодка вверх по Волге, я из пуикта В одновре- 
менно вышел плот по течению. Через а часов 
они встретились н далее денгались без оста- 
новок. Дойдя до пункта В, лодка. ие задер- 
живаясь, повернула обратно и догнала плот 
в пункте А. Предполагается, что собственная 
скорость лодки была все время неизменной. 
Сколько времени находились в плавании плот 
н лодка? 

2. Радиус основания конуса равен г, 
а образующая наклонена к плоскости осно- 
вання под углом ф; около этого конуса опи- 
сана пнрамнда, имеющая в основании прямо- 
угольный треугольник с острым углом &. 
Определить объем и боковую поверхность 
пирамиды. 

3. Решить неравенство 


104 (Их -- 3—х) >0. 
3 


4. Решить уравнение 
$11 х -—— с05%х {| - Ут 2х -|. п -= 0. 


Варнант 2 


1. В куске сплава массой Е 6 кг сояер- 
жится медь. В куске другого сплава мас- 
сой 8 кг содержится меди п пронентном отно- 
шенин влвое меньше, чем в куске первого 
сплава. От первого куска отделили некоторую 
часть, а от второго куска отделнли часть, 
вдвое большую по массе, Чем от первого кус- 
ка. Каждую из отделениых частей сплавили 
с остатком другого куска, после чего полу- 
чилн два новых сплава с одннаковым процеит- 
ным содержанием меди. Какова масса каждой 
из частей, отделенных от кусков первоначаль- 
ных сплавов? 

2. Дана окружность раднуса А. з сс 
центра проведены два раднуса ОА и 08, 


дпя поступающих 


образующие угол &. В меньший сегмент кру- 
га, отсекаемого хордой АВ, вписан равносто- 
ронний треугольник, одна из сторон которого 
пернендикулярна к хорде АВ. Найти сторо- 
ну этого треугольника. 

3. Решить неравсиство 


0-ю, «++ 
з з 
|- ; 5 — 
| Юз (5 х) < 1. 
4. Реанить уравиение 
д ) | 


У (х т] ===. 


а 7 - ЫПх соб х}. 


Варнант 3 


1. Из пункта А в нункт В одновременно 
отправляются пешеход и велосипедист. До- 
ехав до В, велосипедист поворачивает обрат- 
но и встречает пешехола через | час после 
начала движения. После встречи пешеход 
продолжает идти м В, а велоснпедист повора- 
чнвает и тоже едет в В. Досхав до В, велосн- 
педист снова поворачивает обратно и встрс- 
чает пешехода через 40 мннут после первой 
встречи. Определить, за какое время пешеход 
пройдет расстояние от А до В. 

2. Вычислить объем правильной тре- 
угольной пирамиды, если плоский угол прн 
вершиие равен ©, п радиус окружностн, опн- 
санной около боковой грани, равен г. 

3. Решить уравнение 
Юр | 10.108: (х? — Зх -| 2). - 


УТ-х 
— —2-+Нюя 


, 10.10 (х — 3). 


Тя 
4. Решить уравнение зп? х := @* $11? Зх 
(@> 0). 


Рис. |. 


Физика 

1. Рамка плошадью 5$ = 1 дм? из иро- 
волокн с сопротивлением Ю-= 0,45 ом 
врашается с угловой скоростью в = 
— 160 рад’с п однородном магиитиом поле 
с иплдукцией В-= 0,1 тл. Ось вращения 
рамки лежит п ее нлоскости и перпендику- 
лярна к вектору магнитной нндукнии В. 
Найти количество тепла ©, которое выделит- 
ся в рамке за Л = 103 оборотов. Самонидук- 
цкей пренебречь. 

2. На тележке смонтированы изотронно 
излучающий точечный источник свста н линза 
в оправе, прикрепленной к одному  кон- 
цу пружинки жесткостью Ё == 2мм (бус. |. 
Другой коиеи пружинки прикреплен к тележ- 
ке под нсточинком света. Оправа с линзой 05- 
щей массы из == 200 г может без трения нереме- 
щаться вдоль тележки, движущейся перпен- 
дикулярко к вертнкальной стенке. Олреде- 
лите ускорение а. с которым должна двн- 
гаться тележка, чтобы пучок света, выходя- 
щий из линзы, создавал на экраие централь- 
ное светлое пятно, оспещенность которого не 
изменялась бы во время Движения тележки. 
Источник света нахолится на главной оптн- 
ческой оси лнизы с фокусным расстояннем 
Е = 8 см. Длина нерастянутой нружникн 
| =9 см. 

3. Небольшой 


шарнк, заряд которого 


на невесомой изолн- 


9 = 1 мкк, подвеиюн 


Рис. 3 


Рис. 3. 


рующей пружинке жесткостью Е=9 н’м. 
Из бесконечности медленно приближают дру- 
гой небольшой шарик с таким же зарядом 
ни помещают его в точку. где первоначально 
находился шарик на вружинке. Какую рабо- 
ту совершили, при этом электрозтатнческие 
сны? 

4. Заряженный шарик массы т == 1® 2, 
нодвешенный на нзолнрующей нерастяжимой 
нити, движется с постоянной угловой ско- 
ростью @ = [0 радс по окружности раднуса 
г 5 см (рис. 2). Под точкой подвеса А ва- 
ходится другой, неподвижный заряженный 
шарнк 8, причем расстсяння АО и ВО до 
центра окружности О одинаковы, п угол 
 —= 45. Заряды обоих шариков одинаковы. 
Найти нх велнчину 9. 

5. Колебательный контур состоит из 
катушки индуктивности я конденсатора, хо- 
торый представляет собой трн металлические 
пластины площадью $ = 10 см? каждая, 
разделенные днэлектриком толщиной 4 
= 1 мм с диэлектрической проницаемостью 
# = 4. Пластины конденсатора ‘подключены 
К коитуру, как показано на рисунке 3. При 
каком значении индуктивности катушки 2, 
контур будет настроен на длину волны 
А-= 25 км? 

6. В вертикальном цилиидрическом со- 
суде с гладкими стенками под поршнем с мас- 
сой т = 10 ме и сечением 5$ -= 50 см? на- 
хОдиТСя газ. Прк движении сосуда по вер- 
тнкали с ускорением а-=- 1 м. высота 
столба газа нод поршием уменылается ина 
{— 5% ис сравнению с высотой в покоя- 
щемся сосуде. Считая температуру газа в со- 
суде нензменной, определите наружное лав- 
ление р.. Поршень герметично прилегает 
к стенкам сосуда. 


А. НМ. Забов, Г. Н. Пантюхов. 
В. И. Ростокин, Н. В. Шолохов 
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Спрашивайте — отвечаем 


Редакция «Квантак попучает много писем от свомк читатепей. В некоторых пысьмах 
нам задают вопросы, отаеты на которые представпяют несомненный мнтерес не 
только дпя автора письма, но и дпя других чмтателей. Такие вопросы м ответы на 
них мы будем помещать на страницах журнала под рубрикой «Спрашивайте — от- 
вечаемк. 

Возможно, некоторые мз вас не решаются писать в редакцню мз боязни задать 
оглупыйю вопрос, допустить а письме ошибки мля неточкостн. Конечно, пучше нх 
не допусмать, но ведь анализ мных ошибок может оказаться м плодотворным, нм 
интересным, м поучительным. В науке нередко анапмз ошибок приводит даже к 
отирытлиям. 

В этом номере мы помещаем ответ на вопрос нашего читателя А. Сиднева. 

Вот что пишет А. Смднев: 


Уважаемая редакция 


В жирнале «Квант» № 2 за 1974г. помещена статья «Необычное пу- 
тешествие», в которой излагается идея так называемого «гравилето», пред- 
ложенная В. В. Белецким и М. Е. Гиверцем. 

Не противоречит ли эта идея закону сохранения энергии? Ведь если 
«гравилет» будет выведен на геоцентрическую орбиту с первой космической 
скоростью 9, = 8000 м/с, а уйдет в мировое прсстранство со второй 
космической скоростью 9. == И 000 м/с, то при массе т = 1000 кг за пе- 
риод пребывания на орбите он должен приобрести знергию 


Е => (2—1) =285. 108 дж. 


Откуда «гравилет» возьмет эту энергию? 


Напомним, что в статье «Необычное путешествие» рассказывалось о космическом 
корабле и виде гантели, шары которой можно сдвигать или раздвигать. В статье было 
показано, что такой корабль, движущийся вокруг Земли, можно разогнать до второй 
космической скорости, если каждый раз в точках пернгея быстро разводнть шары, а В 
точках апогея — сдвигать нх. 


Ниже мы публикуем ответ автора статьн «Необычное путешествие» И. И. Во- 
робьева. 
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Противоречие с законом сох- 
ранения энергии действительно 
было бы, если бы раздвижение 
массивных частей корабля не 


требовало затрат энергни. Рас-. 


смотрим разведение шаров в пе- 
ригее. Будем считать разведение 
быстрым (так что перемещением 
по орбите можно пренебречь) и 
происходящим перпендикуляр- 
но плоскости орбиты. 

Пусть г — расстояние от 
Земли до центра масс корабля 
(см. рис. При разведении на 
угол © расстояние от каждого 
из шаров до центра Землн станет 


1 
55 (2) Работа против 


сил гравитации (минимальио ие- 
обходимая работа для разведе- 


р — 


Напомним, что при движении по орбите 
угол & удерживается постоянным. Поэтому 
сила, действующая на гантель (гравилет 
с раздвинутыми шарами), отличается от си- 
лы, действующей на материальную точку 
той же массы (гравилет со сдвинутымн ша- 


[#2 
рамн). постоянным множителем со5$ —5`. 


ния шаров) равна 
тм тм тмМ Г ные 
- А = = (- 77) =* Е ( — (05 - 


То, что надо совершать работу, ясно, потому что имеется составляю- 
щая силы притяжения, направленная против перемещения частей грави- 
лета. Эта работа ндет на увеличение потенциальной энергии корабля в гра- 
внтацнонном поле Земли. Таким образом, увеличение потенцнальной 
энергии корабля происходит за счет затрат энергин внутренних источни- 
ков на разведение шаров. 

При сдвиге в апогее, наоборот, работа совершается гравитационными 
силами (можно даже запасти энергию в источниках). Но так как расстоя- 
ние до корабля в апогее больше, то эта работа меныше «перигейной». Так 
что в целом за цикл приходится затрачивать энергию, которая и идёт в ко- 
нечном счете на разгон корабля. 

Нанменьшее необходимое количество энергии для ухода с орбиты ‘оди- 
наково при любом способе разгона. Однако, может оказаться, что гравилет 
в энергетическом отношении более эффективен, чем, например, ракетный 
двигатель. Ведь очевидно, что при реактивном движении часть энергин 
тратится впустую — переходит в кинетическую энергию выброшенных 
газов. 
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Новый прием 
во Всесоюзную заочную 
инеотмлии = [МаТтематическую школу 


Во Всесоюзную заочную математическую школу (ВЗМШ) принимаются ученики седьмых 
классов. Школьники, нроживающие в Москве. Ленинграде и их пригородах, п ВЗМШ пе 
вринимаются. 

Занятия начиутся с 1-го сентября. Обученне в школе бесплатное. 

Учащиеся, прииятые в нзколу, будут регулярно (прнмерно раз п месян) получать 
задання, которые содержат объяснення теоретических вопросов и задачн для решения. 

Во Всесоюзной заочной математнческой школе три курса обучения. 

Желающие поступить в ВЗМШ должны выслать решения задач ие позднее 20 марта 
1975 года. После проверки работы (примерно в июле 1975 года) будет сообщено, приняты 
ли вы в ВЗМШ. Пренмуществом ирв поступлекин пользуются школьники, проживающие 
п сельской местности и рабочих поселках. 

Хотя некоторые нз вступительных задач но внешнему виду отличаются от обычных 
школьных, для их решения не требуется никаких дополнительных знаний но математнкс. 

Для того, чтобы быть принятым и школу, не обязательно решить все задачи без нсклю- 
чения. Прин оценке работы будет учитываться не только количество решенных задач. но 
н качество решения. Решение каждой задачи должно быть обосновано. Ответ без всяких 
объясненнй может быть ие засчитан. Если п задаче возможны несколько разных ответов, то 
надо указать их все. 

Работа должна быть выполнена на русском языке в ученической тетради п клетку. 
Вступительные работы обратно не высылаются. 

В конверт вместе с тетрадью нужно вложить лнсток бумаги размером 14; 6 см с вашим 
почтовым адресом (мы накленм его на конверт, когда будем нобылать вам ответ). 

На обложку тетради наклейте лист клетчатой бумаги. разграфиа и занолниа его по 
следующему образиу (иначе ваша работа проверяться на будет): 


Область Вологодскоя 
Фамилия, имя Ивонов Петр 
Год рождеиня 1961 2. 
Класс 7-й каасс 
Школа (полное название) икола № 2 г. Тотьмы 
Фамилия, нмя, отчество Никаноров Владимир 
учитеня математикн Алексеевич 
Место работы и должность Отец — шофер аовтобозы № 8 
одителей Мать -- Зомашыяя хозяйка 
олный почтовый адрес г. Тотьча. ул. Ленина, 9. 3. кв. 23 


Результаты проверки 


Школьинки, проживающие ий Архангельской. Вологодской, Калининградской, Денин- 
градской. Мурманской, Новгородской н Псковской областях, Коми п Карельской АССР, 
Белорусской, Латвийской, Лнтовской и Эстонской ССР, должны присылать работы по 
адресу: Ленинград, П`228, ул. Савушкина, 61. Специнтернат при ЛГУ. Заочная матема- 
тическая школа. На конкирс. 

Учащнеся, проживающие в Воронежской, Белгородской, Тамбовской, Курской п Ли- 
пецкой областях, должны высылать работы по адресу: г. Воронеж, Университет, ФЗМШ. 
На конкурс. 

Школьники, проживающие в остальных областях РСФСР и других союзных реснуб` 
лнках, должны присылать работы по адресу: 11/7234, Москва, В-294, МГУ, мех.-хат. 
ВЗМ. На конкурс. 
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Задачи вступительной 
контрольной работы 
в ВЗМШ в 1975 году 


1. Можно ли расположить на плоскости 
шесть точек и соединить их отрезкамн так, 
чтобы каждая точка была соединена отрезка- 
ми © четырьмя другими точками и отрезки 
не пересекались друг с другом? 

2. После окончания снектакля «Ревизор» 
Бобчинский п Добчинский начали препи- 
раться на сцене по иоводу того, кто первый 
сказал «3». 

Бобчинский: Это Вы. Петр Ина- 
нович, первый сказали $3'». Вы сами раньше 
так говорили. 

Добчинский: Нет, Петр Мванович, 
я так нс говорил. Это Вы семгу первый зака- 
залн. Вы н сказали «Э!». А у меня зуб во 
рту со свистом. 

Бобчинский: Что я семсу первый 
заказал, это нерно. И верно, что у Вас зуб 
со свистом. Но все-таки это Вы первый ска- 
зали «Э». 

Выясиите, кто первый сказал  сЭ"», 
если известно, что из девятн нроизнесенных 
п этом разговоре фраз нечетное чнело верных. 

3. Найдите четыре числа, если известно, 
что произведенне любых трех из них на 
120 болыше оставшегося числа. 

4. Докажите. что если и треугольнике 
совпадают какие-иибудь две точки из сле- 
дующих трех: 

1) центр вниисанного круга, 

2) центр описанного круга, 

3} точка пересечения медиан, 
то треугольник равиосторонний. 

5. Четыре девочки — Катя, Лена, Мана 
н Нина — участвовали в концерте. Они пели 
песин. Каждую песню исполняли три де- 
вочки. Катя спела 8 песен -- больше, чем 
всс остальные, п Лена 5 песен — меньше, 
чем все остальные. Сколько песен было снето? 


6. Верно ли, что при любом натураль- 
ном м число п*-- (л- 1% простое? 

7. Найдите величкну чгла В треугаль- 
ника АВС, сслн длина высоты СН вдвое 
меньше длины стороны АВ, я величина угла 
А равна 757 

8 Лопишите к числам 10, 12, 15 еще 
семь целых чисел так, чтобы наибольший 
общий делитель любых двух из десятин напи- 
санных чисея встречался среди этих чисел 
и накменьшее общее кратное любых двух 
ваписанных чисел тоже встречалось среди 
этнх чисел. 


9. Докажите, что если 2? (6 —с) + 
са) -- с (4—6) =0, то какие-то 
два из трех чисел а, 6, с равны друг другу. 

9. Найдите все значения ри 9, ирн 
которых многочлен 

х* -1- рхЗ-- 17 х? -|- дх -- 16 
может быть представлен в виде квадрата не- 
которого квадратного трехчлена от х. 


11. Элемектами множеств А, Ви С 


служат числа 1. 2,...,’9. Иэзвестио сле- 
ДУЮщЩес: 
АПВ — 1, 2}, 
ВПС = 13, 71, 
А\}8 = |1, 2, 3, 6, 7, 81, 


А.С =: 11, 2, 3, 3, 5. 7. 9}. 
Найдите множества А, В и С. (Здесь 
АПВ — пересечение множеств А и В, 4|] 

{| В — объединение этих множеств.) 


12. Про некоторую фигуру на плоскости 
известно, что при повороте вокруг точки О 
на угол 48? ока переходит п себя. Можно ли 
утверждать, что она перейдет в себя при по- 
вороте вокруг точки О на угол 

а) 90? 

6) 72? 
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РЕЦЕНЗИИ. 
БИБЛИОГРАФИЯ 


Всесоюзный конкурс 
общества «Знание» 


на лучшие произведения 
научно-популярной литературы 


Всесоюзное общество «Знание» ежегодно 
проводнт открытый конкурс на лучшие на- 
учно-популярные книги м брошюры по всем 
областям современной пауки и техники. 
В конкурсе участвуют центральные н рсс- 
публиканские издательства, выпускающие 
научно-популярную литературу: «Молодая 
гвардия» и «Детская литература», «Про- 
свещение» и «Радяньска школа». «Атом- 
издат», «Наука». «Наукова лумка». «Бела- 
русь» н десяткн других издательств. Цель 
конкурса — активизировать работу низла- 
тельств по созданию научио-нопулярной лй- 
тературы для широких кругов читателей, и 
также для специалистов, интересующихся 
развитнем сыежиых отраслей науки, новы- 
сить качество выпускаемой литературы. 


В 1974 году на конкурс было представ- 
лено около 400 книг и брошюр, выпущенных 
в свет в 1973 году. Жюри конкурса под пред- 
седательством академика А. Л, Яншинла 
отметило лучшие из них премиями и поощ- 
рительными дипломами. Средн награжден- 
ных имеется несколько ккиг и броиюр, по- 
священных различиым проблемам матема- 
ткки, физики н астрономии. О иих-то мы н 
хотим кратко рассказать нашим читателям. 


Диплом первой степени 
ежегодннка, регулярно выпускаемые изда- 
тельством  «Зиание» — «Наука и челове- 
чество» и «Будущее науки». Первый ежз- 
годннк популярно рассказывает о круп- 
нейшнх достижениях современной нзукн. 
В .1973 году в ием были помещены статьи 
академкка А.Н. Скринского «Физика ›ле- 
ментарных частиц и встречные пучкия, ака- 
демика С.Н. Журкова «Физические осно- 
вы прочиости», лауреата Нобелевской  прс- 
мии Французского физика А. Кастлера «Нс- 
резонансные взанмодействия между атома- 
ми и электромагнитным излучением», члена- 
корреспондента АН СССР Ю, Н. Денисюка 
«Голография», доктора физнио-матечаткчс- 
ских наук М. Я. Марова «Современные пред- 
ставления б Венере» и ряд других. О втором 
ежегодикке подробио рассказано в этом же 
номере нашего журнала (см. с. 71). Такой 
же диплом присужден коллективу авторов 


получили два 


под руководством академика И. В. Петря: 
нова-Соколова, подготовившему третнй том 
Детской энииклопедин. В этом томе расска- 
зывается п веществе и энергии. 

Диплом первой степени и денежную 
премию за прекрасную научно-популярную 
книгу «Вселенная, жизнь, разум», выпущен- 
ную издательством «Наука» третьим изда- 
нием ш 1973 голу, получил известный соаст- 
ский астрофизик член-корреспондент 
АН СССР И. С. Шкловский. Рассказ об этой 
книге помещен в десятом номере нашего жур- 
нала за 1973 год *). 

АЛипломами второй степени и денежными 
премиями награждены профессор Я. Е. Ге- 
гузнн за книгу «Капля», с которой мы рас- 
сказывали в яевятом номере «Кванта» за 
1974 год, и член редакционной коллегин 
нашего журнала доктор физико-математи- 
ческих наук Ю. Н. Ефремов за книгу «В глу- 
бнны Вселенной». Рассказ о ней вы найдете 
в доснадцатом номере «Кваита» за 1974 
год **). 

Такой же диплом получила весьма ори- 
гинальная книга известного популяризато- 
ра наукн профессора А. И. Кнтайгородского 
«Реннкса», вышедшая вторым изданием в 
издательстве «Молодая гвардня». В ней ав- 
тор разоблачает антинаучные сенсацин, про- 


никшисе на страницы газет н журналов 
последние годы. 
Название КНИГИ занмствовано \ 


А. П. Чехова. В пьесе «Три сестры» учнтель 
гимназнн Кулыгин рассказывает о таком 
случае: «В какой-то семинарин учитель 
написал на сочниенин «чепуха», л ученик 
прочел «реникса» —- думал. что по-латыин 
нааясано, .» 

Поощрительные дипломы получили кин. 
гя «Извечные тайны неба» А. Л. Гурштейна 
{выпущена в свет издательством «Просвеще- 
ние») и «Загадки микромира» В. А. Чернн- 


*) См. сталью НЕ. Евгеньева 
«Книга п Вселенной». «Квант», 1973, № 10. 
**) См. статью Е. И, Левитана «Прн- 
глашевие 8 дальний космический рейс», 
«Квант», 1974, № 15. 


ковой (выпущена в свет издательством «Мо- 
лодая гвардия»). 

Среди научко-популярных брошюр дип- 
лома первой степени и денежной премик уло- 
стоена брошюра академика АН УССР 
Б. В. Гнедеико «Беседы о теорин массового 
обслуживаиия». Она содержит восемь не- 
больших бесед п различных проблемах этой 
сравиительно молодой ‘области прикладной 
математики. Телефонная связь, обслужива- 
кне механизмов, работа морских и речных 
портов, скорая медицииская помощь — вот 
некоторые примеры областей применения 
этой теории. Она требует существенного из- 
менения традиционных методов работы мио- 
гих сфер обслуживання, открывая огромные 
возможности совершенствования их деятель- 
ноств. 

Такая же награда присуждена еще од- 
ному члену редакционной коллегии нашего 
журнала профессору Я. А. Смородинскому 
за научно-популярную брошюру «Частицы, 
кванты, волны». Это — популярный рассказ 
© квантовой механике, как говорит сам автор 
в обращении к читателю, своеобразная про- 
гулка по главным проспектам огромного го- 
рода, в который превратилась эта наука. 

Несмотря на то, что квантовая меха- 
ннка скоро будет отмечать свое 75-летие, 
она все еще сохраняет репутацию весьма 
сложной науки, далеко отстоящей от той 
физики, © которой написано в школьных 
учебниках. Дело в том, что законы, управ- 
ляющие явлениямн я микромире, совер- 
шенно отличны от законов, с которыми мы 
имеем дело в обычном мире. О законах 
микромнра к рассказывается в этой бро- 
шюре. Ну я чнтать ее могут все, кто, по 
словам автора, хотя бы в общих чертах 
зигком со школьным курсом физики. 

Диплом второй степени и денежная пре- 
мня присуждены авторам Е «Чарльз 
Бэббедж» Р.С. Гутеру ни Ю. Л. Полунову- 
Они калисали бнографню создателя одной из 
первых действующих вычислительных 
машин, выдающегося английского матема- 
тнка н изобретателя ХХ века Чарльза 
Бэббеджа. ричем написали ее весьма до- 
ступво, жнво н увлекательно, с большой 
любовью к своему герою. 

Все упомянутые здесь брошюры вышли 
в издательстве «Знанне». 

Поошрительные дипломы присуждены 
председателю Комитета по атомной энмергин 
А. М. Петросянцу и внце-президенту 
АН СССР А. А. Логунову за брошюру «Фи- 
зика высоких энергий и ускорители заря- 
женных частиц» (издательство «Знание», 
Л. М. Письмену за брошюру «От чуда к 
числу» (издательство «Педагогнка») к ряду 
других авторов научно-популярных брошюр. 


В. А. „Лешковцев 


Будущее науки 


В начале 1966 года иа прилавках книжных 
магазинов появилась к вскоре была раскуп- 
лена небольшая кинжечка с привлекательным 
казванием «Будущее каукн». На титульном 
листе подзаголовок: «Перспективы. Гипоте- 
зы. Нерешенные проблемы». А п предисловии 
было написано следующее: 

«Трудно кайти сейчас человека, кото- 
рого не интересовало бы, что даст людям 
наука через пять, десять. а то я через сто 
лет. Роль наукн в нашей жизии возрастает 
так стремительно, что ее будущее становится 
неотделимым от будущего самого человече- 
ского общества. 

Ежегодник «Будущее кауки» — первое 
в нашей стране популяркое изданне, целиком 
посвященное перспективам развития и нере- 
шениым проблемам науки. На его страницах 
выступают ведущие советские и зарубеж- 
кые ученые, которые делятся своими мыс- 
лями а путях познания н технического 
прогресса, рассказывают о новых гипотезах, 
о грядущих победах разума. 

Участие нанболее авторитеткых снецниа- 
листов служит гарактней максимальной обос- 
нованности высказывасмых прогнозов и пред- 
положений. 

Ежегодник рассчитан на самые широкие 
круги читателей, нитересующихся современ- 
ным состоянием п перспективами развития 
науки». 

Первый выпуск ежегодника открывался 
статьей академнка И. Е. Тамма, в которой 
популярно рассказывалось о современиом 
состоянии и перспективах развития физики 
злементарных частиц. Статья называлась «На 
пороге новой теорки». Далее шли статьи 
академика Е. К. Завойского «Пути изучения 
плазмы», английского физика Д. Д. Кокроф- 
та «К лучшему пониманию сил природы», 
академика Г. Н. Флерова «Будущее синтеза 
н изучеиня трансурановых элементов», про- 
фессора Л. Д. Розеиберга «Новое научное 
направлеиие — квантовая акустика». Пре- 
зидеит Академии наук Армянской ССР акзде- 
мик В. А. Амбарцумян напнсал статью об 
основных проблемах космогонии — науки и 
происхождении н развитни кебесных тел, 
а вкие-презудент Академик иаук Укранн- 
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ской ССР академик В. М. Глушков -— статью 
о ролк электронно-вычислительных устройств 
в автоматизации умственяого труда. Былн 
п этом сборнике также статьи. посвященные 
нерешенным проблемам биологни, гсографин, 
геологии н ряда других наук. 

С тех пор вышло в свет уже семь выпусков 
этого международного сжегодника. ИМ в каж- 
дом из них по несколько интереснейших ста- 
тей о перспективах развития газличных об- 
ластей физнкн, астрономии. кибернетикн. 

Ни один из любителей физики не отка- 
жет себе в удовольствии познакомиться со 
статьями на такие темы, как: «Можег ли 
кончиться физическая наука?» (автор — про- 
фессор А. С. Компанеен, вып. 2), «Макро- 
мнкросиммстрическая Вселенная» (академик 
М. А. Марков, вып. 6), «Физнка ХХ века» 
{В. Войскопф (США), вып. 4), «Рождение 
элементарных частини» (академик Я. ВБ. Зель- 
цович, вып. 5}, «Путин термоядерных иссле- 
дований» (академик Л. А. Арцимович, вып 6). 

Каждому любителю астрономин захочет- 
ся поскорее прочитать статьи «Полеты к ас- 
тероидам» (Х. Альвси (Швеция), вым. 6), 
«Настоящее п будущее астрометрии (член- 
корреспондент АН СССР М. С. Зверев, вып. 
6), «Энергетические проблемы астрофизики» 
(член-корреспоидеит АН СССР В. В: Соб»- 
лев, вып, 6), «Проблема дозвездной материи» 
(доктор физико-математических паук 
Я. В. Мирзоян, вып. 4), «Пульсары» 
(член- корреспондент АН СССР И. С. Шклов- 
ский, вын. 4), «Квазары» (В. Зонн {Польна}, 
вып. 5}. 

В опубликованиых выпусках рассказано 
о будущих ускорителях заряженных частиц 
{Статьи академиков А. Л. Минна, М. А. Мар- 
кова и Дж. Гамильтона (США)), п нерсыюен- 
ных проблемах физики элементарных частни 
(статьи Дж. Чу (США), А. Салама (Паки- 
стан)), о перспективах развитня квантовой 
электроннки (статьи академиков И. Г. Ба- 
сова. А. М. Прохорова, академика АН БССР 
Б. И. Степанова), о проблемах физнки твер- 
дого тела (статья академика И. М. Лифшица}. 
Проблемы общения человека и ЭВМ рас- 
смотрекны в статье члена- корреспондента 
АН СССР Н. П. Буслеико. 

Только математике в этих сжегодииках 
пока что не очень повезло. Ова представлена 
всего лишь двумя стальями —- статьен ака- 
демика АН УССР Б. В. Гисденко «О буду- 
шем прикладной математики» и статьсй ака- 
демика АН БССР Н. П. Ерутина «Матема- 
тика — барометр цивилизациих- 

В носледнем (седьмом) иомере сжегод- 
ника*) помещены статьи академкка Г. Н. Фле- 
рова и дохтора  физико-математических 
наук В. С. Барашенкова «Практические 


*) «Будущее науки», Международный еже- 
годник, выи. 7, М.. «Знаийе», 1974, 400 с., 
7! коп. 
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аспекты физики тяжелых нонов», члена-кор- 
респондента АН СССР Л. Д. Бахраха и 
каидидата  физико-математических наук 
Г. А. Гавралова «Голография в науке и тех- 
нике будущего», члена корреспондента АН 
СССР В. С. Троицкого «Поиски  внезем- 
ных цивнлизацийе, — члена-корреспондента 
АН СССР В. А. Крата «Телескопы в стра- 
тосфере» к другие интересные статьи. 

Редакционная коллегия ежегодника стро- 
го придержннается принннпсв, провозгла- 
шенных в предисловин п первому выпуску. 
Тематика статей актуальна, а авторами их 
являются широко известные советские п нно- 
странные ученые, которые внеслн большой 
вклад п развитие рассматриваемых областей 
науки. 

Молодежь активно интересуется нерешен- 
ными проблемамн науки. И это естественно. 
Ведь именно тем, кто сегодня еще сидит за 
школьной партой, придется в будущем ре- 
шать многие из этих проблем. Но из школь- 
ных учебников об этих проблемах можно уз- 
нать лишь немногое. Приходится обращаться 
к научно-популярной и научно-фантастиче- 
ской литературе. К сожалению, нередко 
в этих книгах, брошюрах, статьях встре- 
чаются «проблемы» ин «гипотезы», которые 
ничего общего с наукой не нмеют. Ежегод- 
никн *Будущее науки» мэбавлены от этого 
недостатка. Все, о чем они рассказывают, 
имест строгую научную основу, волнует 
н занимает внимание современных ученых. 

Сборннки «Будущее науки» написаны 
популярно. Большинство помещенных п иих 
статей достуниы для учащихся старших клас- 
сов. И мы охотно рекомендуем их нашим 
юным читателям. 

В. А. Рудж 


| 


«Квант» для младших школьников 


Задачи 


1. Старый пират, умирая, завещал 
наследнику найти зарытый на острове 
клад по трем орнентирам — часовне, 
дубу и вязу — следующим образом: 
сначала пройтн от часовни до дуба и 
от него направо под прямым углом на 
такое же расстояние, воткнуть на 
этом месте палку; затем пройти от ча- 
совни до вяза и от него налево под 
прямым углом на такое же расстоя- 
ние, воткнуть в этом месте еще одну 
палку, в середине отрезка, соединяю- 
щего палки, зарыт клад. 

Приплыв на остров, наследник 
увидел, что дуб и вяз на месте, 
а от часовни не осталось и следа. 
Помогите ему отыскать клад. 


2. Когда заказ умножили на 
99 999, получили число, три послед- 
ние цифры которого были 705. Какое 
число обозначено словом «Заказ»? 
(Одннаковые буквы заменяют одина- 
ковые цифры.) 

3. 100 фишек стоят в ряд. Любые 
две фишки, стоящие через одну, мож- 
но менять местами. Удастся лн рас- 
пояожить фишки в обратном порядке? 

4. Барон Мюнхгаузен рассказы- 
вает про следующий «правдивый слу- 
чай», произошедший с ним. 

Он разбежался, чтобы прыгнуть 
через болото. Во время прыжка он 
заметил, что не допрыгнет до противо- 
положного берега. Тогда, прямо в 
воздухе, он повернул обратно и воз- 
вратился на берег, с которого пры- 
гал. Почему это невозможно? 

5. Хулиган Вася отпилил от шах- 
матной доски два противоположных 
угловых квадрата размером 3х 
Хх 3 клетки. Можно ли остаток обой- 
ти конем и вернуться на исходное 
поле? 
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В.АЛихомирова Электризация 


Могут ли два одвоименно заряжен- 
ных тела притягиваться друг к другу? 

Можно ли с помощью одного за- 
ряженного тела зарядить другое тело 
так, чтобы его заряд был больше за- 
ряда первого тела? 

Чтобы ответить на эти вопросы, 
давайте разберемся в одном интерес- 
ном физическом явлении — явлении 
электростатической индукцин, или, 
другими словами, электризации тел 
через влияние. 

Рассмотрим такой опыт. К шари- 
ку А, заряженному ‘положительным 
зарядом дд, подносится незаряжен- 
ный металлический шар В (рис. 1). 
При этом на поверхности шара В 
появляются заряды: на ближней к 
шарику А стороне отрицательные, 
а на дальней — положительные. 
В этом можно наглядно убедиться, 
если шариком электроскопа касать- 


ся соответствующих участков поверх- 
ности шара В. Объяснить такое рас- 
пределение зарядов нетрудно. Дело 
в том, что свободные электроны, ко- 
торые раньше были равномерно рас- 
пределены по всему шару В, 
под влиянием зарядов шарика А 
приходят в движение и перераспре- 
деляются по шару так, что слева их 
оказывается больше, чем справа. Та- 
ким образом, в левой части шара 
нндуцируется, то есть наводится, от- 
рицательный заряд — дв, а в пра- 
вой части — положительный заряд 
--9в. В этом н заключается явленне 
электростатической индукции. Заме- 
тим кстати, что в нашем случае 
величина наведенного заряда дл, ко- 
нечно, меньше величины наводящего 
заряда 4., поскольку влияние на- 
водящего заряда распространяется н 
на другие окружающие его тела, где 


тоже индуцируются электрические за- 
ряды. 

Между заряженными телами всег- 
да действует электрическая сила. Так 
будет и с шарами А и В. Точнее 
сказать, в этом случае возникают 
две силы — сила притяжения Ё;р 
между шариком А и левой частью 
шара В и сила отталкивания Рух 
между шариком А и правой частью 
ара В (рис. 2). Поскольку .отрица- 
тельно заряженная часть находится 
ближе к шарику А, сила Ё„› больше 
силы Ре, и в результате шары будут 
притягиваться друг к другу под дей- 
ствием результирующей силы ЕЁ — 
ор а 

Что изменится, если шар В иред- 
варительзо зарядить некоторым -за- 
рядом 9,, причем тоже положитель- 
ным? Конечно, всё прежние рассуж- 
дения о наведении зарялов остаются 
в силе, но теперь надо учесть еще 
взаимодействие зарядов 9 ни 9в. 


Появляется еще одна сила В 


сила отталкивания зарядов 9 и 
9»: Окончательный результат будет 
зависеть от соотношения между ве- 
личинами сия Ри ЁР., вернее, от 
соотношения между величинами за- 
рялов 4н и 4,, так как чем больше 
величина’ заряда, тем больше сила 
электрического взаимодействия. 
Если величина наведениого заря- 
да 4 окажется больше величины 
имеющегося на шаре заряда 9), 
то в итоге одноименно заряженные 
все-таки будут притягиваться. 


Когда же это возможно? Мы уже гово- 
рилн о том, что величина наведенного 
заряда на проводннке меньше величи- 
ны влияющего заряда. Поэтому только 
если заряд 9д намного больше заря- 
да 9„, может оказаться, что величина 
заряда 4» будет больше заряда 9». 

Игак, два одноименно заряженных 
тела могут притягиваться друг к 
другу, но для этого заряд одного из 
них должен быть намного больше, 
чем заряд другого. 

Мы показали, что под влиянием 
заряженно! о тела на проводнике мож- 
но навести электрические заряды, 
но при этом проводник в целом 
остается электрически нейтральным 
(рис. 3). А нельзя ли его зарядить 
по-настоящему, так чтобы суммарный 
заряд не был равен нулю? Оказывает- 
ся можно, и даже совсем просто. 
Для этого достаточно проводник в 
прнсутствии заряженного тела за- 
землить на некоторое время, а затем 
убрать и заземление, и заряженное 
тело (рис. 4). При этом знак заряда 
проводника будет противоположен 
знаку заряда тела. Действительно, 
при заземлении свободные электроны 
под влиянием положительного заряда 
на теле приходят из земли и остаются 
на проводнике, заряжая его в целом 
отрицательно. 

Величину наведенного заряда 
можно существенно увеличить, прак- 
тически приблизив ее к величине 
наводящего заряда, если заряженное 
тело поместить внутрь длинного ме- 
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таллического цилиндра (нли шара) 
с небольшим отверстнем. В этом слу- 
чае влияние заряженного тела на 
другие тела почти исключено, по- 
этому на внутренней поверхности ци- 
линдра (или шара) наведется заряд, 
по величине практически равный за- 
рялу шарика, но противоположный 
по знаку, а‘на наружной поверхно- 
сти — такой же и по величине, 
и по знаку. Если заряженным телом 
коснуться внутренней стенки пилннд- 
ра, противоположные по знаку за- 
ряды нейтрализуются, и на цилиндре 
останутся заряды того же знака, что 
были на заряженном теле (рис. 5). 
Таким образом, можно практически 
целиком передавать заряд с одного 
тела на другое. 

Теперь попробуем ответить и на 
второй вопрос, поставленный в самом 
начале. Пусть у нас имеются: заря- 
женный шарик А, незаряженный ша- 
рик В. полый металлический шар 
и электроскоп, на котором мы хотим 
накопить заряд больший, чем заряд 
шарика А. 

Прежде всего зарядим по индук- 
ции шарик В (естественно, зарядом 
противоположного знака). Внесем на 
некоторое время шарик В внутрь 
заземленного шара, а затем уберем 
и заземление, и шарик В. На шаре 
останется заряд, равный по величине 
заряду шарика В, но противополож- 
ный ему по знаку, то есть совпадаю- 
щий со знаком заряда шарика А. 
Теперь передадим этот заряд электро- 
скопу. Если проделать такую опера- 
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цню многократно, то на электроско- 
пе, действительно, можно будет полу- 
чнть заряд того же знака, что и ис- 
ходный, но значительно больший по 
величине. 

В заключение попробуйге отве- 
тить на два вопроса. 

1. Незаряженный — проводящий 
шарнк С с номощью длинного гиб- 
кого проводника присоединили к 
левой части шара В (см. рис. 2). В 
результате на шарике появнлись по- 
ложнтельные заряды. Почему? 

2. На электросконе иместся не- 
болыной положительный заряд. Ес- 
ли к шарику электроскона приблн- 
жать сильно наэлектризованную 


. налочку. несущую болышой отрница- 


тельный заряд, то листочки электро- 
скопа будут сначала онадать. а по- 
том опять расходиться. Как это 
можно объяснить? 


Рисунки Н. Чернуского 


ОТВЕТЫ. УКАЗАНИЯ. 
РЕШЕНИЯ 


К статье «Отношения отрезков. площадей н 
объемов» 


1. 1112. Указание. 
гональ АС. 

„ то-то е-ь+о 

А аа 9) 
3. < С-= 45°. Указание. Опустить 


1 
высоту ВО, тогда СМ _-=МЬ == т АС, АР= 


Провести диа- 


| 
== ВБ =: 5 АС == СБ. 


4 3—6 : 
‘@-5 аб т 2а. 
5. 8:37. Указание. Рассмотрев 


А $8С. находим, что $ М: МС == 2:3. 

6. 7:29. Указание, Задаиная пло- 
скость пересекает грань АВС по прямой 
РК (К на АВ). параллельной МА. Отсюда 


легко найти, что ВК-: а. АВ; далес вос- 


пользоваться формулой 
пирамиды. _ й 

8.1. |/2,3, 1/2. Указание. Точ- 
ка $ лежит внутри сферы и $А-50 -- 
= 58.$Е =- 5С-5Е -= 1, по условню задачн 

$А 5В 

находятся три соотношения для 3 5ри 
5С 
ЗЕ} 
отрезков. 

9. {тур -- боВ):ао; ов: р. 


объема уссченной 


из которых находятся и длины всех 


К статье «Задачи о воздушных шарах» 
1. 13,5 тя. 
2. Не менсе чем 
а _ 94 То 
Тай. > 25 | эт, 


на 5“. 


К статье «Московский — инленерно-физи- 
ческий институт» 


Математика 
Ваонают [| 
1. Иусть г — скорость  тезения реки, 
х — собственная скорость м5101.51 лодки. 
тогда скорость нлота созвадьет со скоростью 
течения реки 5. Скорость моторной лодки 


вверх по течению реки равна х — 2, вниз 
по течению реки — х-^ и. Обозиачим рас- 
стояние между пунктами А н В через $. Из 
условий задачи получаем систему уравнений 


| (х— ца-+о-а- 5, 
$ $5 $ 


1 
хе тячь и‘ 


= $ . 
Искомое время равко ——. Первое уравнение 


системы преобразуется к виду ах-= 5, а 
второе уравнённе системы может быть све- 
дено к квадратному Уравнеиню относитель- 


Хх 
но отношения те 


2 ы # 
е-(Е)-1-° 
откуда 


си, уни 


2 


По условкю задачи х>и>> 0, поэтому 
второе решение ие удовлетворяет условням 
задачи. Теперь 


гы 
В 1 & {1 у у 2 ). 
2. Легко найти площадь основания пйи- 


| : х \Е 
рамиды 5 —= ты г? (1 — св =) (а. Впн- 


санный в пирамиду конус касается 
миды по трем образующим, каждая из ко- 
торых перлендккулярна к соотретствую- 
щим сторонам прямоугольного треуголь- 
ника и наклонена к плоскости основания 
нод углом $. Отсюда следует, что все 
грани пирамиды наклонены к плоскости 
основания под одним ни тем же углом. Но 
в этом случае 


иира- 


5 
Эбон. пов. = с0$ Ф == 


в 
= < 5) ее 
Легко найти высоту пирамиды: Н = 


| } ; 
—= 4 ф. Теперь У 3 #5 = 5 3 (1 + 


1 а ры 
м4 >) а Еф. 


3. Исходное неравенство равкоснльно 
следующей системе неравеиств: 


[ УЕ =>, (о 

хе 3>0. (2) 
Неравенство {!} представим в виде 

УЗ х+1. (3) 
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Если —3=х < -—1, то неравенство (3) 
выполняется (правая часть неравенства от- 
рицательна). При х >> —1 обе части нера- 
векства (3) положигельны, возводя их в квад- 
рат, получим | 
еНх—2<0. 
С учетом ограничений (х =. —1) последнее 
неравенство имеет решение —1 5х < |. 
Окончательно получаем —3=х< 1. 
4. Данное уравнение равносильно сле- 


дующему: 
{$112 х-2 со$? х)* — 212 х-с05 х — 

+ т 2х + а=0 
или 


$102 2х — 25т 2х — 2 (+ и =0. 
Решая это уравнеиие относительно т Эх, 
получим 


эт 9х = Е — 3 24, (1) 
зтх — 1 -+- /3 24. (2) 
Уравнения (1) н (2) могут иметь действитель- 
ные кории лишь прн @>> —-э°. Очевидно, 
что уравнение (2) имеет решение лишь при 
@ = — — н это решение совпадает с реше- 


нием уравнения (1) при этом же значении па- 
раметра. Из условня |чт 2х | < [для урав- 
нения (1 получим систему  керавенств 
относительно параметра а: 


} | — УЗ 2-1, 
[1 — ИЗ 2а=ь, 


которая совместна прн ——а == =. 


Окончательно получим ответ: 
1 1 
Пе бы Е 
х=—5 йа (—х 


Х агсзт (1 — У2а --3). 


3 1 
где # — целос, — 5 <а= —; ирн 


других а решений нст. 


Варкант 2 
1. 2,4 кг; 4,8 ке, 


К [и --- с05? | 


т 
ПИ 3 =“; 


ыы 


и 


й 
ву! — 7 + с0$— 


И. 


пря 
3. 2х5. 
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1 : 
4. м = 2ил, х, = -5- п 2Ал, п,й = 


О. Е. =2, -.›.. 
Влриант 3 
Т. 3 часа. 


2 а 
2. 3 3-3". с08 57. И 1-2 с05% . 


3. = 5. 


4. хо Ал ири ОЗазб: 


3 


1 
аа == о агссо$ == -- лл при 3 <<: 


Х: вл, 
| 1—а 
Х,- 2 2 игссо5 а -- ал, 
1 ] --а 
хх = —5 2108 | — 5 -- тл гри 1 = 
= (в. впе пеЮ, +1, Е). 


Физнка 

1. При вращении рамкн с постоянной 
угловой скоростью в однородном магнитном 
поле в ней возникает переменный ток, изме- 
чяющийся со временем по гармоническому 
закону. В этом случае действующее значение 
э. д. с. индукции Е связано с ее амплитуд- 


ным значением Со -- 85 ® известным соот- 
ношением 
р Ео Во 
Е=- == =. 
фе 12 
За время {-= АТ, где Т- -— —период пс- 


в) 


ременного гока, п рамке выделится количе- 
ство теплоты, равное 


—= лю^ (85)7/Л =-0,7 дм. 


ГВ 
о а 


Рис. 1. 


| 
ке 


< 

а 

® 

> 
слселес, 


5 
* 
# 
“ 
5 
у 


Рис. 3. 

2. Чтобы освещенность _ центрального 
светлого пятна на стенке оставалась неиз- 
менной, необходнмо, чтобы точечный источ- 
инк света иаходился в фокусе собирающей 
линзы, то есть длина пружинки при движе- 
нии тележки должна быть равна Р (рис. 1). 
Поскольку Ё < [‹, пружника будет сжата, 
н сила упругости Рупр = # (1—2), дейст- 
вующая иа оправу со стороиы сжатой пру- 
жинки, будет направлена вправо. Следова- 
тельно, ускореине оправы, п значит, н тележ- 
ки, направлено к стенке, а величина сго оп- 
ределяется нз уравнення движения оправы 


та = в (&—Р.). 
"Отсюда р 
в (и — 
а = и = 0,1 ж.с?. 


3. Работа А электростатических сил 
равна убыли потенциальной энергии взаи- 
модействия электрических зарядов: 


и о 
А= — (№. -—№,) = ем ео) = 
9? 


= = чаем 


где 4 — перемещение шарнка на пружин- 
ке, равное изменению длины деформиро- 
ванной пружники (рис. 2). = 

Для определения А запишем условия 
равновесия шарика на пружинкес п началь- 
в и конечный моменты (см. рис. 2, а 
я : 


Ё (АЙ. == та, 
# (АГ). -- Ру == ти 


г 


(Ри = 


талкивания электрических зарялов |. От- 


4? р , 
4леь (41 — кулоновская снла от- 


сюда 


3/ РЕ 

А = (А/), — (40, = ], ЧлеЗЕ 

Подставив полученное значение АР в. 
выраженне для работы А, получим 

ПРА 

| } 4л2о 

4. На рисунке 3 ноказаны снлы, дей- 

ствующие на заряженный шарик на нити, 

движущийся по окружности. Это — сила 

тяжести та, кулоновская сила отталкнва- 

ния Р, и снла Т натяжения ннти. Разло- 

жим силы на горизонтальные п вертикаль- 

ные составляющие и запишем уравнения 

дзижепия шарика по горизонтали и по 

вертикали: 


Т эта — Ри ята = мот, (1) 
Т с05 а -- Ек с05а — м =0. (2) 


7. 
== — 0,09 дж. 


Рие 4 - 


79 


Рис. 5. 


Причем (см. рис. 3) 


Ри (3) 


т 
4лео ( я 


Из равенств (1) — (3) находим 


т Г Та 
=+— и эл ( —= ее) 
9 — = эп | 207 \ со5 г эша/ — 


== + 0,13 икк. 


5. Используя формулу Томсонл дая не- 
риода электромагинтных колебаний п кон- 


туре 7 = 2л ИТС и известное соотношение 
^, — оТ между длиной волны А, скоростью 
распространения в и периодом электро- 
магнитной волны Т, находим 


0 1 
А-=ы9 ли ИС, и) 
где о- 3-10 м.с (в вакууме), С — емкость 
конденсатора п контурс. 

Эта емкость равна емкости параллель- 
но соединенных двух одннаковых плоских 
конденсаторов, образованных  поверхно- 
стями средней пластины п каждой из на- 
ружных пластни ‘рис. 4). Следовагельно, 

С -— 225 


< 


ат — 
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3. 
№ 


Подставив это выражение для емкости (2) 
в соотношенне (1), получим уравиение, из 
которого определим индуктивность катушки; 


а А 2 
= без (бло | =— 25 мен. 


6. Поскольку в движущемся сосуде дав- 
ление газа под поршием повышается, уско- 
рение а сосуда н поршия направлено верти- 
кально вверх. На рисунках 5, а и б пока- 
заны силы, действующие на поршень в по- 
коящемся н движущемся с ускорением сосу- 
де: снла тяжести тб, сила наружного дав- 
ления ро$ и силы давления газа иа нижиюю 
поверхность поршня — р,5 в локоящемся 
и р.5 — и движущемся с ускорением п 
сосуде. 

Запишем условне равновесия поршшя 
в покоящемся сосуде: | 


(р:—ро) $5—та = 0, $1) 
уравнение движения поршня. перемедаю- 
щегося вместе с сосудом с ускорением а: 

та —= (рз—ро) $5—тЕ (2) 
н закон Бойля — Мариотта для газа под 


поршнем: 
р.$Я = рз$ [№ {1—и) |. '3) 
Из соотношений (1), (2) п (3) находим 
наружное — давление: 
т | 


ев — =- 9] = 18 ни. 


К задаче «Равсиства из спичек» 


(сч. с. 39) 
ХНЕ..УИ УЕ 
УГ-УЕ 
ХУ 


К головоломкам 
(си. с. 39) 


28.28 — 784. 
1949 = Зы. 
98 -.98 = 9604. 


8-.: 18 ;-.18 = 5832. 
7 ТРУ 17 = 493. 


я 


Чеховский полиграфический комбинат 
Союзислиграфпромя 

ири Государственном комитете Совета Министров 
СССР во делам мадетельств, полиграфии 

п книжной торговли, г. Чехов Московской области 


Рукописи не гоэвращемтся 


Пять читателей, 
первыми 
приславшие ответы, 
будут премированы 
годовой подпиской 
на «Квант», 

а их фамилии 

будут опубликованы 
в журнале. 


224238 Вене 
ГОЛОВОЛОМОК 


На последией страиице обложки приведена одна из этих 
головоломок: нужно уложить все голубые фигуркн на жел- 
том поле. 

Давайте разберемся, как построена эта головоломка. 
Как вы виднте (см. рнсунок на обложке), желтое поле со- 
стоит из семи правильных шестиутольников. А как устрое- 
ны самн фигурки? Посмотрим, какие фигурки можно сло- 
жить, соединяя сторонами п правильных треугольинков. Из 
одного. двух и трех треугольников складываются по одной 
фигурке: треугольник, ромб н трапеция (рис. 1). Из четырех 
треугольников складываются уже три фигурки (рис. 2). 
Можно, правда, сложить н четвертую, но она является зер- 
кальным отображением третьей, н мы ее в расчет не берем. 
Из пяти треугольников складываются четыре фигурки 
(рис. 3). Из шести треугольников складываются двенадцать 
фигурок. Нарисуйте их самн. Из семн треугольннков скла- 
дываются двадцать четыре фигурки. Вот они и являются 
фигурками, нашей головоломки (проверьте это!). 

Некоторые фигуркн имеют назваиия: чаша, крюк. медведь 
и т. д. Средн фнгурок — 5 симметричных п 19 иеснмметрич- 
ных. Перевернув некоторые фигурки, вы получите новую 
головоломку. Всего переворачиваннями можно получить 29 
головоломок (почему?). Можно ли уложить какие-либо нз 
них на том же желтом поле? 

Попытайтесь также сложить еще какое-нибудь интерес- 
ное поле (например, ромб) из 12-ти различных фигурок, со- 
ставленных из шести треугольников каждая. 


ТА АЛ А 
о и. \/ М’ 


\ 7\ 
АТА Чу ААУ АУУ ДИТ 


Рис. 2. Рис. 3. 


На фотографин — две электростатическис 


машины из коллекцин 
музея истории 
(Нидерланды) 
Справа — электростатнческая машина, изго- 
товленная в 1788 году в Амстердаме Джо- 
ном Катбертсоном. Днаметр стеклянных 
кругов достигает 165 см. Машина соединена 
с лейденской банкой. Машина Катбертсона 
нитересна тем, что это — первая электро- 
статнческая машина, которая нспользова- 
„лась не только для генерирования игрушеч- 
ных молний. С ее помощью в 1799 году 
впервые был произведен электролиз воды. 


Государственного 
естествознання в Лейдене 


Современные демонстрациоиные электро- 
статнческне машины мало чем отлнчаются 
от машнны Катбертсона. 

Слева — старннная электростатнческая ма- 
шнна. В ней заряд накапливался на стек- 
„лянном глобусе под стеклянным колоколом. 
При откачиванин воздуха под колоколом 
возникал заряй. 

Работа электростатических машин основана 
на явлеинн электростатнческой — индукцни- 
О том, как происходит наведение зарядов 
при электризации через влияние, рассказы- 
вается в этом номере нашего журнала на 
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ОРОСТЬ СВЕТА: 
НЕЕ ИЗМЕРЕНИЕ 


А.В Елецний 


Многие законы современной 
физики содержат 
в качестве параметра 
скорость света 
Этз величина входит 
а уравнения 
электромагнитного поля, 
через нее выражается 
полная знергия вещества, 
уровни энергии 
электронов в атоме м т. д. 
Наряду с другими 
постоянными величинами, 
такими, например, 
как заряд электрона 
м гравитационная 
постоянная, 
скорость света относится 
к фундаментальным 
физическим постоянньмм. 
‚ Ясно, что точность 
физических законов 
э›пределяатся той точностью, 
< которой мэвестны 
значения 
соответствующих 
постоямных, 
единственным способом 
определения которых 
является эксперимент. 


Принцип измерения скоросли света 


Традиционный метод измерения ско- 
рости света, идея которого впервые 
была высказана еще Галилеем, ос- 
нован на измерении времени, за ко- 
торое световой сигнал проходит оп- 
ределенное расстояние. Развитие это- 
го метода — от астрономических наб- 
людений Рёмера до филигранных ин- 
терферометрических измерений Май- 
кельсона — было подробно описано 


‘в нашем журнале *). Согласно изме- 


рениям такого рода значение скоро- 
сти света было принято равным 
299 792,6+0,25 ‘км/с. Отметим, что 
нанболышая относительная точность, 
достигнутая при измерении скоростн 
света с помощью такого метода, по- 
лучена в 50-х годах нашего столетия 
н составляет около одной десятиты- 
сячной доли процента, или 10-8, 


Напоминм, что любое измерение можио 
характеризовать отиоснтельной и абсолют- 
ной ошибкамя. Абсолютная ошибка — это 
возможное отклонение результата нзмерення 


`от точного’ значения измеряемой величины. 


Такое отклонение может быть связано 2 не- 
совершенством измерительного прибора или 
процесса нзмерення и всегда должно оце- 
ниваться заранее. Относительная ошибка 
измерения — отношение абсолютной ошибки 
к самой измеряемой величине. Хотя зараиее 
очевидио, что при точных нзмерениях иужио 
стараться уменьшать как абсолютную, так 
и  относнтельную ошибку, в большиистве 
случаев наиболее важной характеристикой 
точности измерения является относнтельная 
ошибка. В самом деле, измерение, скажем, 
расстояния от Земли до Луны с абсолютной 
ошибкой +1 м — весьма точное измерение, 
а измерение. с той же абсолютиой ошибкой 
размера комнаты — всего лишь грубая оцен- 
ка. Это стало бы ясио сразу, если бы мы ука- 
залн, что в первом случае отиоснтельная 
ошибка составляла величину 10-8, а во вто- 
ром случае — 10-1". 


Дальнейшее повышение точностн 
измерения скорости света интерферен- 
ционными методами наталкивалось на 
принципнальные трудности. Расстоя- 
ние, которое мы можем. измерить с. 
высокой точностью (это расстояние 
сонзмернмо с эталоном длины — 


*) См. статью В. Винецкого «13- 
мерсние скорости света», «Квант», 1972, № 2. 


метром}, свет проходит за чрезвы- 
чайно малые промежутки времени, 
порядка 10-*с. Прн измеренни таких 
промежутков времени возникает зна- 
чительная ошибка. С другой стороны, 
время прохождения светом больших 
расстояний (скажем, свыше 10 км) 
может быть зафиксировано доста- 
точно точно, однако при измеренни 
самого расстояния с помощью эта- 
лона длины накапливается значи- 
тельная ошибка. В таком случае для 
измерения больших расстояний поль- 
зуются как раз оптическим методюм, 
но для его использования необходимо 
заранее знать величину скорости све- 
та. Получается замкнутый круг. 
Разрешить это противоречие уда- 
лось в последние годы, когда стало 
практически возможным использова- 
ние другого принципа измерения ско- 
рости света, основанного на том, 
что длнна волны А и частота » эле- 
ктромагнитных волн в вакууме свя- 
заны между собой фундаментальным 
соотношением 
С: Ам. (1) 

Измернив независимо друг от друга 
длину волны и частоту одного и того 
же электромагнитного излучения, мы 
могли бы простым умножением этих 
величин получить значение скорости 
света. Точность такого эксперимента 
будет весьма высокой, если мы смо- 
жем удовлетворить одновременно двум 
требованиям. 

Во-первых, мы должны уметь 
измерять длину волны и частоту 
электромагнитных колебаний с вы- 
сокой степенью точностн. 

Во-вторых, частота колебаний эле- 
ктромагнитного нзлучения, с которым 
мы собираемся экспериментировать, 
должна ноддержнваться возможно бо- 
лее постоянной. 

Из соотношения (|) следует, что 
для электромагнитной волны отно- 
сительные степени непостоянства ча- 
стоты и длины волны совпадают. 

В самом деле, пусть частота злектрочаг- 
нитной волны У наменнтась на малую неличн- 


ну .#х < У. Это повлечет за собой изменение 
длины волны па целячину 6%, так что пронз- 


Ва 


ведение нового значения частоты у -!- у на 
новое значение длины волны А, -:- 6А должию 
по-прежиему равияться скорости света с. 
Решая уравиение (1}, маписаниое для этого 
случая, относительно &А получим 


с с Е 
о Ум т 
сёх . 
кб = ^^ б 
Отсюда 
5% 6х 6% 
“а” 


поскольку бу < у. Таким образом, относи- 
тельные неточности в значениях частоты 
н длины волны противоположты по знаку 
и равны по величине. 

Итак, если мы имеем источник 
электромагнитных колебаний посто- 
янной частоты, то длина волны таких 
колебаний будет в той же степени по- 
стоянна. Это есть частный случай 
общего утверждения, что если две 
физические величины обратно про- 
порциональны друг другу, то их 
относительные неточности равны, если 
только коэффициент пропорциональ- 
ности (в нашем случае — <) считать 
точно известным. 

Создание электромагнитных ко- 
лебаний, длина волны и частота ко- 
торых остаются постоянными с вы- 
сокой степенью точности в течение 
длительного времени, стало возмож- 
ным в последние годы благодаря 
иоявлению лазеров — источников 
мощного монохроматического  излу- 
чения. Однако, хотя частота и длина 
волны лазерного излучения посто- 
янны с высокой точностью, их сов- 
местное измерение наталкивается 
на значительные технические труд- 
ности. Рассмотрим это подробнес. 


Эталон для измерения длины 


Всякое измерение сводится в конце 
концов к сравнению с некоторым эта- 
лоном. Существуют эталоны для из- 
мерения самых разнообразных нара- 
метров физических объектов и про- 
цессов: например, эталоны даины, 
времени, силы тока, массы вещества 
и т. д. Эталоны стараются выбирать 
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таким образом, чтобы их значения не 
зависели от внешних факторов, та- 
кнх как температура и давленне воз- 
духа, высота над уровнем моря ин т. п. 

В частности, современный эталон 
длины связан с длиной волны элект- 
ромагнитного излучения, возникаю- 
щего при переходе электрона в атоме 
криптона из одного возбужденного 
состояния в другое. 


Электроны в любом атоме могут находять- 
ся п различиых состояйиях, отличающихся 
друг от друга энергией. Если для определен- 
ного атома известен полный иабор таких 
состояний, то говорят, что известен спектр 
атома. Для физика атомы различных химя- 
ческих элементов отличаются друг от друга, 
главным образом, своими спектрами, так 
что спектры служат «портретами» атомов. 
Из состояния © большей энергией Е, элект- 
роны могут самопроизвольно (спонтанно) 
персходить п состояняе с меньшей энергией 
Е,. При этом знергия Ё, — Е, выделяется 
п винде кванта электромагнитных колебаний. 
Частота \ этих колебаний связана © выде- 
ляющейся энергией соотношением 

Е. — Е, 
й 1 (2) 


у -- 


где й —- постоянная Планка. 

Поскольку энергия состояний, в 
которых могут находиться электроны 
в атомах, крайне слабо подвержена 
воздействию внешних условий, ча- 
стота излучаемых атомами колебаний 
оказывается постоянной © высокой 
степенью точности. А так как сте- 
пени постоянства частоты и длины 
волны электромагнитных колеба- 
ний совпадают, длина волны излу- 
чаемого света оказывается также стро- 
го постоянной. Поэтому такой свет 
удобно использовать в качестве весь- 
ма точной «лннейки» для измерения 
длины. 

По определению междунаропный 


эталон длины — метр — содер- 
жит 1 650 763, 73 длин волн излуче- 
ния, возникающего  прн переходе 


между двумя определенными  со- 
стояннями атома криптона. Это из- 
лучение нспускается газоразрядной 
лампой, заполненной криптоном при 
строго определенном давлении и ра- 
ботающей при строго определенном 
токе и напряжении питания. Крип- 


тоновая лампа выбрана потому, что 
она относительно проста в изготовле- 
нни и имеет большой срок службы. 


Измерение длины волны лазера 


Измерение длины с помощью крип- 
тонового эталона основано на явле- 
нии интерференции света. 

В каждой точке пространства, где 
распространяется световая волна, воз- 
никает электромагнитное поле, прн- 
чем величины векторов напряженно- 
сти электрического поля и индук- 
ции магнитного поля изменяются по 
гармоническому закону. Когда через 
некоторую точку пространства в од- 
ном направлении проходят два коге- 
рентных световых луча, то суммар- 
ный эффект будет зависеть от того, 
в каких фазах происходят колебания 
векторов напряженности — электрн- 
ческого (нли индукции магнитного) 
поля обоих лучей в этой точке. Если 
фазы колебаний совпадают, то есть 
векторы напряженностей направле- 
ны одинаково, — то интенсивность 
света в этой точке максимальна. Если 
же, наоборот, фазы колебаний проти- 
воположны, то есть векторы напря- 
женностей направлены противополож- 
но друг другу, интенснвность света 
в точке мннимальна. Таким образом, 
если два луча света одинаковой ча- 
стоты с постоянной разностью фаз 
(то есть с постоянным соотношением 
между векторами напряженности 
электрического поля или индукции 
магнитного поля) направнть на эк- 
ран, то мы увидим на экране чередую- 
щиеся светлые и темные полосы — так 
называемую интерференционную кар- 
тину. 

Одна из возможных схем для 
измерения длины предмета, в кото- 
рой используется интерферометр Май- 
кельсона, показана на рисунке 1. 
Световая волна от источника 1 раз- 
деляется в полупрозрачной пластин- 
ке 2 на две волны. Одна волна отра- 
жается от нижней поверхности ила- 
стинки и идет вверх, отражается. от 
неподвижного зеркала 3, проходит 


Рис. [. 


пластинку 2 н линзу 6, попадает на 
экран 7, расположенный п фокаль- 
ной плоскости линзы. Вторая волна, 
пройдя пластинки 2 и4, отражается 
от зеркала 5, укрепленного на тс- 
лежке, возвращается к пластинке 3, 
отражается от се инжней поверхпо- 
сти и нлет к экрану. Пластинка 4 нуж 
па для того, чтобы уравнять оптиче- 
ские пути обенх волн. Действитель- 
но, первая волна три раза проходит 
пластинку 2, а вторая волна — толь- 
ко один раз. 

В результате интерференции двух 
лучей па экране возникает интерфе- 


ренционная картина,  иредставляю- 
шая собой чередованне темных нп 
светлых полос. При передвижении 


тележки с зеркалом вдоль предмета, 
длину которого нужно измерить, ин- 
терференционная картина также бу- 


Дет как бы перемещаться по экрану. 
Например, при передвижении тележ- 
ки на расстояние, равное половине 
длины волны света, — используемого 
в опыге, все темные полосы на экра- 
не станут светлыми п наоборот 
(рис. 2). Поэтому каждая точка экра- 
на по мере перемещення тележки бу- 
дет попеременно темной или свет- 
лой, то есть будут возникать «вспыни- 
ки» одна за одной. Причем число 
«вспышек» равно числу воли, которые 
укладываются на длине измеряемого 
предмета. Подсчет числа «вспышек» 
удобно нроизводить в центральной 
точке интерференциониой картины. 
Величина освещенности в центре ин- 
терференционной картины фиксиру- 
ется фотоприемником, который сое- 
динен со счетчиком импульсов. Та- 
ким образом, процесс измерения мож- 


но автоматизировать. Высокая чув- 
ствительность фотопрнемника позво- 
ляет измерять длину объэкта с точ- 
ностью до ОлНоЙ сотой длины волны 
оптического излучепня. что состав- 
ляет около 10-8 м. То есть предметы 
данной около метра можно измерять 
с относительной ошибкой  порял- 
ка 10%. 

Длину волны лазерного луча лег- 
ко определить, измерив длину одно- 
го п того же предмета сначала с по- 
мощью криптонового эталона, а за- 
тем с помощью лазера ин посчитав, во 
сколько раз отличается число «вспы- 
иск» в первом п во втором случаях. 

Мы подробно рассмотрели, как 
измеряют длину волны лазерного из- 
лучения. Благодаря тому, что эта- 
лои длины —- метр — оспован иа 
длине волны излучения атомов крин- 
тона в видимой области спектра, 
гочность такого измерения примерно 
соответствует точности самого эта. 
лона длины, то есть равна 10“. 
Это напболее высокая точность, какой 
можно достичь в Настоящее время. 
Повысить эту точность можно будет 
только после взведения нового, более 
точного эгалона длины. 


Цезиевый эталон частоты 


Гораздо сложнее дело обстоит с из- 
мерением частогы лазерного излу- 
ЧЕеНИЯ - 

В качестве эталона частоты неполь- 
зуется излучение цезиевого мазера — 
квантового генератора электромагнит- 
ного излучения с длиной волны, ле- 
жащей и области радиоволн. Прин- 
цип работы цезиевого мазера состоит 
н следующем. Атом цезия обладает 
магнитным момеитом, то есть пред- 
ставляет собой мельчайний магни- 
тнк. При обычных условиях сущест- 
вуег два сорта атомов цезня, отлича- 
ющихся друг ог друга величиной 
магнитного момента. Другими сло- 
вами, магнитное подле, создаваемое 
атомом одного сорта, несколько бэль- 
не, чем поле, создаваемое атомом дру- 
гого сорта. Если такие атомы номе- 
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стнть в магнитное поле (например, 
между полюсами магнита), то сила 
взаимодействия магнитных моментов 
атомов с полем будет зависеть, во- 
первых. от величины внешнего маг- 
интного поля, а во-вторых, от того, 
какой величиной магнитного момента 
обладает даиный атом. Чем больше 
сила, тем больше н потенциальная 
энергия атомов цезия. Таким образом, 
в магинтном поле два сорта атомов 
цезия будут отличаться энергиями. 
Обозначим эти энергин, зависящие 
от величины взеннего магнитного 
поля, через Е; н Е. (Е, <Е.). 

Подвергнем пары цезия действию 
электромагнитного излучения, энер- 
гия квантов которого йу равна раз- 
ности энергий Ё.—ЁЕ,: 


Ву-=Е,—Е\. 


Тогда атомы первого сорта. энергия 
которых равна ЁЕ,, поглотив такой 
квант, увеличат свою энергию до 
значения Е„, то есть превратятся в 
атомы другого сорта. Поскольку раз- 
ность энергий атомов цезия при опре- 
делениом значении магнитного поля 
весьма слабэ подвержена воздействию 
внешних условий, такое излучение 
можно использовать в качестве эта- 
лона частоты. Но для этого надо уметь 
отделять атомы одного сорта от ато- 
мов другого сорта. Такая сортировка 
возможна с помощью магнитного поля. 
Еслн пучок атомов обонх сортов иро- 
нускать через неоднородное магнит- 
ное поле, то траектории атомов раз- 
ного сорта будуг различными, так 
как. различны энергии взанмодей- 
ствия магнитного момента атома с 
полем. Отсортированный таким об- 
разом пучок атомов цезия подверга- 
ется воздействию электромагкитного 
поля. Если частота колебаний полл 
соответствует разности энергий Е.— 
—Е,„, тоатомы переходят в другое сос- 
тояние, так что их траектория в неэд- 
нородном магнитном поле изменяется. 

Значение частоты электромагнит- 
ных колебаний, при которой происхо- 
дит такой переход, может быть заре- 
гистрировано с относительной  пог- 


реннюстью пюрядка 1-12. Это значе- 
ние, определенное при сгрого фикси- 
рованной величине внешнего магнит- 
ного поля. равно 9 192 631 770,0 гери 
и является, по соглашению, Меж- 
‘дународным эталоном частоты. 

Возникает вопрос: и как пользо- 
ваться таким эталоном частоты? Как, 
папример, проверить по нему точность 
хода наних часов? Ведь маятник часо- 
вого механизма делает 1-10 колеба- 
ний в секуилу, а ситиал цезиевого 
эталона представляет собой электро- 
магнитную волну, интенсивность ко- 
торой изменяется за секуиду пример- 
но НУ“ раз. Как с помощью незне- 
вого эталона частоты можно из- 
мерить частоту лазера, излучение 
которого происходит с частотой по- 
рядка 10 гк? 

Ясно, чго прямое сравиение столь 
различных по масштабу частот яв- 
ляегся задачей такой же безналежно 
трудной. как. например, точное из- 
мерение расстояния ог Земли до /Ту- 
ны с помощью метровой линейки. 
Точнее измерение возможно только 
прн сравнении близких и масштабу 
величин. Поэюму для измерения с 
номэщью пезиевого эталона частот 
различных колебаний  неэбходимо 
прежде всего приблизить измеряе- 
мую частоту к частоте эталона. В на- 
сгоящее время эта задача решается 
использованием техники нелниейного 
преобразования частоты электромаг- 
нитного излучения. 


Нелинейная система 


Преобразоваине частогы путем много- 
кратного ее умножения происходит, 
например, при воздействии сипусон- 
дального колебания иекоторой ча- 
стоты у на нелинейный элемент. Для 
того чтобы понять, что такое нелиней- 
ный элемент, вспомним закон Ома, 
связывающий напряжение 4{/. при- 
ложенное и проводнику с сопротив. 
лением К, н ток /, протекающий через 
этог проводник: М -/Ю. Если вели- 
чина А не зависиг ни от тока; ня 
ог напряжения, говорят, чго пра- 


водник является линейным элемен- 
том. НМ  паобэорот, сэиротивление 
пелинейных элементов зависит лн- 
бо от приложенного напряжения, 
инбо от протекаюнго через них тока. 
Например, обычные сопрогивления 
представляюг собой линейные эле- 
менты, я полупроводниковый диод — 
нелинейный — элемент. 

Важнейшей характеристикой лю- 
бой системы, как линейной, так п 
нелинейной, является связь между 
сигналом, подаваемым на вход такой 
системы, п сигналом, возникающим 
на ‘се выходе. Для линейных систем 
возможно только изменение амнили- 
туды снгнала при неизменной завн- 
симости величины сигнала от времени. 
Зная коэффициент пропорционально- 
сти между амиплитудами сигналов и 
характер входного сигнала, мы одно- 
значно определим выходной сигнал 
(в случае линейных сопротивлений, 
подчиняющихся закону Ома, таким 
коэффициентом служит величина сон- 
ротивлення КЮ). Поскольку свойства 
нелинейных сисгем сами зависяг от 
подаваемого па их вхол сигнала, фор- 
ма выходного сигнала уже ие будег 
повторять в точносги форму сигна- 
ла, подаваемого па вход. Для того 
чтобы охарактеризовать нелинейн\ю 
систему полностью, недосгаточно за- 
дать коэффициенг пропориионально- 
сти, связывающий величины входного 
п выходного сигналов. Необходимо 
сще знать зависимость этого коэффи- 
циента от величины входного сигнала. 


Например, «ели растягивать кусок упру- 
гого материала, то хвеличение его длины 
АГ будет связано с приложенным усилием 
Е законом Гука: К = АА. При малых значе- 
ниях Г зависимость лннейная, то есть коэф- 
фициент Л от Ё не зависит, и рассматривае- 
мый образец является лннейнон системой .- 
При увеличении приложенной снлы лнней- 
ность нарушается. Оказывастся. при боль- 
зинх значениях 2 все матерналы становятся 
нелинейными, то есть становится существеи - 
най зависимость # (Л). 

Среди нелинейных элементов болыное 
место занимают нелинейные колебательные 
снстемы. Тмпичным примером колебательной 
системы с нелинейными свойствами является 
морская понерхность. Пока амплитуда колс- 
баннй (В даниом случае — это высота волн) 
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невелика, форма полн — синусонда. Прн 
достижении достаточно болылой амплитуды 
колебаннй волны становятся нелинейными, 
то есть нх Фарма определяется их амплиту- 
дой — возникают «барашки». При дальней- 
щем увеличении амплитуды волны и вовсе 
теряют сходство с синусондой. 

Число примеров неличейных колебаний 
систем, существующих п природе ин п технике, 


может быть продолжено. 
Общим свойством всех пелиней- 
ных элементов является нх способ- 


ность искажать подаваемый на их 
вход сигнал. В частности, если вход- 
пой сигнал является сннусоидальным 
с частотой у, на выходе он таковым 
уже не являегся. При подаче на вход 
такого преобразователя колебаний 
некоторой частоты ух, на выходе 
возникают колебания не только часто- 
ты у;. но и гармоники, то есть коле- 
бания частот 2%, Зу, и т. д. Поэтому 
такие элементы называют неяиней- 
ными прсобоазователямн частоты. 

Рассмотрим п качестве примера нслиней- 
ного преобразователя частоты полупроводни- 
ковый днол, вольтамперная характеристика 
которого может йПыть аппроксимнроваяа 
нараболой: 

= а фи + си". 


где а. биг — некоторые константы. Пусть 
напряжение и, подаваемое на диод, меняется 
но закону 


и = (.с05 в: = (с0$ 2дУ1. 
Тогда 


= р - 60 0505 2 + сс? 2 лм =: 
0% 
2 


= а 50, с0$ 2л\ё + {1 - с0$ 4лу%1) = 


2 
= («+ >) + 80 со 2ам + 


си 
+ 2 60$ 4лм!. 


Таким образом, ток через рассматрива- 
емый преобразователь ие является гармони- 
ческим. а представляет собой сумму трех 
компонент: ностоянной составляющей, ко’ 
лебаний с основной частотой у п козебаний 
< удвоенной частотой 2%. 

Если зависимость # (:)} является более 
сложной и поэтому она должна быть пред- 
ставлена болышим числом слагаемых; 


6 @-- фи-- си ан... г Ш, 
то выходной сигнал будет содержать гораздо 
болыше высших гармоник (2%, 3%,..., А\). 


Еще более сложная картина полу- 
чается на выходе, если на вход пелн- 
нейной системы поступает сигнал 
более сложный, чем синусондальный. 
Особый интерес представляет слу- 
чай, когда входной сигнал являстся 
суммой двух синусондальных сигна - 
лов с частотами м, нм». Оказывается, 
что на выходе в этом случае возни ка- 
ют не только гармоникн каждой из 
частот, но и так называемые комбина- 
ционные частоты: %1-Р\., У, 2%, -- 
м2 ИТ. д. (это можно показать, прове- 
дя рассуждения, аналогичные выше- 
приведенным). В общем виде комбнна- 
ционные частоты можно представить 
так: пу ту,, где ли т — любые 
целые числа. 


Измерение частоты излучения лазера 


Теперь мы можем вернуться к конк- 
ретной задаче — как измерить ча- 
стоту лазерного излучения. Но сна- 
чала познакомимся с общим прин- 
цином измерения частот, близких 
к эталонным. Исследуемые колеба- 
ния вместе с эталонными подаются на 
нелинейный преобразователь. Как мы 
уже говорили, на выходе возникают 
различные комбинацнонные частоты, 
среди которых есть частота у,—\., 
называемая частотой биений. При 
условии, что частоты %; и у. близки 
друг другу, частота бнений оказыва- 
ется очень малой и ее можно измерить 
обычными методамн (например, с 
номощью осциллографа). Прн этом, 
хотя относнтельная ошибка измере- 
ния частоты колебаний с помощью 
осциллографа  ловольно большая 
(> 10-*), абсолютная ошибка изме- 
рення оказывается порядка | — 
— 10 гц. А поскольку эталонные ча- 
стоты имеют величину примерно 
101° гц, то относительная ошибка 
нзмерения таких высоких частот бу- 
дет 10-8 — 10-%. 

Для измерения частот, сильно от- 
личающихся от эталонной, кроме це- 
зиевого эталона, являющегося пер- 
вичным этаядоном частоты, необходн- 
мо иметь набор вторичных эталонов. 


Значення частот вторичных эталонов 
изменяются плавно, что позволяет 
добиться большюй близости частот п 
лолучить как можно меньнгую частоту 
биений. Точность вторичных  эталмо- 
нов не хуже, чем точность первичиого 
эгалона, так как онн постоянно про- 
веряются с помсшью цезневого эта- 
лона. 

Итак, если сравниваемые частоты 
имеют различный масштаб, меньшую 
из частот путем многократного умно- 
жения повышают до значения, близ- 
кого к болыней частоте. При этом, 
если исследуемое колебание происхо- 
Анг С частотой, меныней эталонной, 
умножают его частоту. Если же иссле- 
дуемое колебание более высокочастот- 
ное, как п случае излучения лазера, 
умножение надо производить для эта- 
лона частоты. 

Вот, например, как была изме- 
рена частота лазера на парах синиль- 
ной кислоты НСМ (длина волны 3,4х 
хК)-? см, частота 890 758 Мгц). Это 
нзлученине с помощью нелинейного 
преобразователя сменшивалось с две- 
надцатой гармоникой снгнала, ис- 
нускаемого генератором сверхвысоко- 
частотных колебаний (клистроном). 
На выходе нелннейного  пиреобразо- 
вателя возникали колебания разно- 
стной частоты, равной 30 кец. Частота 
‘клистрона находится в той же обла- 
сти снектра, что н частота цезневого 
эталона, поэтому ее можно измерить 
непосредственно. А зная частоту клни- 
строна п разность частот (частогу бне- 
ний), легко определить частоту ла- 
зериого излучения, 

После того как была измерена 
часгота излучения лазера на парах 
синильной кислоты, стало возможным 
измерение частоты более коротковол- 
нового излучения. Так, была изме- 
рена частота излучения лазера на 
парах тяжелой воды О).О (злина вол- 
[9 8.4. 10-2 см, частота 
3 557 143 Мгц; которая близка к 
четвертой гармонике излучения пре- 
дыл, щего лазера (890 758 Мгц х 
< 4—3 963 032 Моац). Затем были из- 
мерены частоты лазера на углекис- 


лом газе (длина волны КРТ см, часто- 
та 28 305 251 Мгц). 

Недавно удалось измерить часто- 
ту гелий-неонового лазера с длиной 
волны 3.39 мкм. Она оказалась рав- 
ной \- (88 376 18627 + 50) . 10 гц. 
Точные измерения длины волны А, то- 
го же излучения, выполненные с по- 
мощью кринтонового эталона длинны 
ннтерферометрическим методом, дали 
результат ` ^- (3.392231376 + 
3 0.000500012} мкм. Пользуясь 
уравненнем (1), на основании этнх 
результатов удалось получить зна- 
чение скорости света с небывалой точ- 
ностью: с- (299 792 456,2 1, 'с. 
Относительная ошибка такого резуль- 
тата составляет величину 3,5 - 10-%. 
Такая точность в сотни раз выше, 
чем максимальная точность измере- 
ния скорости света прямым методом, 
основы которого были заложены еще 
Галилеем. 

Таким образом, развитие лазер- 
ной техники привело к уточиению зна- 
чения одной из основных фуидамен- 
тальных постоянных -- скоростн све- 
та — более чем п сто раз. 


ТРАНСПОРТНЫЕ СЕТИ 
И ЗЛЕНТРИЧЕСВИЕ ЦЕДИ 


`'А.Б. Хацет 


1. Решение должно быть 
оптимальным 

В населенный пункт В необходимо 
организовать бесперебойную достав- 
ку грузов из пункта А. В пункте А 
имеется достаточное, практически 
неограниченнсе количество  автома- 
нии различного тониажа, но коли- 
чество грузов, отиравляемых из А 
в В вединицну времени, ограничено 
из-за дорожных условий. 

Пункты А и В связаны сетью до- 
рог. схема которой приведена на 
рисунке 1. Номером / на этой схеме 
обозначен пункт отправления А, 
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номером 5 — пункт назначения В, 
номерами 2, 3, 4 — иромежуточные 
пункты -—- перекрестки дорог. На- 
правление движения указано стрел- 
ками. Каждый участок нуги может 
пропустить за единииу времени це 
более определенного числа тонн гру- 
зов (обусловливаемого шириной уча- 
стка пути п его ианболее узком ме- 
сте, характером покрытий, состояни- 
ем мостов и др.). Назовем это число 
пропускной способностью и будем 
считать его известным для каждого 
нз участков иути, соединяющих ка- 
кне-л1160 два пункта на нанюй схеме, 


Рис. 1. 


Пропускную сиссобиссть участка, ве- 
дущего низ пункта ф в пункт } {участ- 
ка Г -- }}, обозначим через а,;4Г час). 

Донустим, что мы стремимся от- 
правлять в каждую едниииу времени 
нз Ав В грузов как можно болыше. 
Не следует, однако, думать, что для 
этого нужно стнравлять ежечаспо 
а,; тонн по участку -2 н а,з тонн 
по участку /—3: ведь может оказать- 
ся, что из-за недостаточной пропуск- 
пой способности других участков пути 
п каких-то промежуточных пунктах 
образуются «пробки», в результате 
чего движение варушится или пре- 
кратится совсем. Например, если 
@:» >а,3 1 а.:. ТО «иробка» воз- 
иикнет на перекрестке 2. Значит, 
для паилучшей организации транс- 
портировки грузов из А в В*) нам 
нужно решить такую задачу: опрелс- 
лить, сколько тонн грузов нужно еже- 
часно провознть по каждому участку 
дорожной сетн, связывающей пункты 
А иВ, чтобы при этом не превысить 
пропускной споссбностн ни одного 
из участков сети, не создать ни одной 
«пробки» п промежуточных пунктах 
п чтобы количество грузов, ежечасно 
доставляемых п В, было навбольшим. 


*) Гакую оргапизацию снабжения пазы - 
вают оптимальной. 


Нскомое количество грузов, иро- 
ввозимых по участку {--— ежечасно 
(объем перевозок), обозначим через 
А; { Гочас). 

Итак, задача поставлена. Ио как 
се решить? 


2. Листая старые номера «Кванга» 


Просматривая комилекг журнала 
«Кванг» за 1970 год. в разделе «Сети 
ни потоки» статьи М. И. Башмакова 
«Парссочетания и траиснортные сети» 
находим нашу задачу, только а не- 
сколько более «ученой» одежде. 
Оказывается, схемы, составленные 
из точек и стрелок (как ма рисунке 1). 
называются орнентнрован- 
нымн графами, причем точ- 
ки —_ вер иннамн, а стрелки -* 
дугами графа. Каждая дуга име- 
ег определеннсе направление (отсю- 
да и название орнентированный 
граф). исэтому одна из сосднняемых 
ею вершин — начальная. дру- 
гая -- конечная; говорят также, 
что дуга выходит из начальной 
вернины п вх одит в конечную. 
Вершина, являющаяся для всех свя- 
занных с нею луг начальной {коцеч- 
ной}, называется входом (вы- 
ходом) графа (на рисунке | — 
вершины А и 5 соответственно}. Орие!- 
тированвый граф с одним входом 
и одним выходом — это \гесть т ран- 
спортная сеть цименно гаков 
граф на рисунке 1). Вершины транс- 
портной сетн, не являющиеся входом 


или выходом, называются  про- 
межуточны мн. 
Остановим па минуту этот поток 


терминов н переведем дух. Конечно. 
замена слов «сеть дорог» — «транс- 
портная сеть», «нункт» — «вершина», 
«участок пунк» — «луга» нас к реше- 
вню не приблизнла. Зато выяснн- 
лесь, что мы ие первые заинтересо- 
вались подобной проблемой. Проявн- 
те еще немного териення — н вы 
придете к широко известной в мате- 
магике формулировке нашей задачи. 

Искомую величину объема пере- 
возок х;; называюг потоком по 
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дуге :—}р а сумму нотоков по всем 
лугам, выходящим из входа сети 
{в нашем случае  хХ.» -- Хз}, — п О- 
током по сети. Теперь, нако- 
нец, нашей задаче можно придагь 
«нарадиую форму». 

Задача о максималь 
ном потоке. Дана трамчспорт- 
ная сеть, для каждой дуги которой 
указана пропускная способность. Гре- 
буетсч определить потоки по дугам 
сети, не превосходящие соотвепиствую- 
цих пропускных способностей, так, 
чтобы для любой промежуточной вер- 
Нины сумма потоков по входящим 
Дугом была равна сумме потоков по 
выходящим Оугам («условие непрерыз- 
ности потока») и 
сети был наибольшим из возможных. 

Итак, наша задача — частный слу- 
чай задачи о максимальном потоке 
(условие непрерывности потока —это 
знакомое нам условие отсутствия 
транспортных «пробэок»). Пользуясь 
введенными обозначениями, се мож- 
но сформулировать так: 

Найти такие величины хз} пото- 
ков по дугам, при которых достигает 
максимума величина потока по сети 

Х - ха: - хз (1) 
при следующих условиях: 

а) пораниченность пропускных спо- 
собностей дуг 
Хз = @уз, Х;3 = Ч, 
Хоз = 9.1. Хз: = аз 


Хз3 < @5з, 
Хз, = азь, (2) 
Хз =, 
6) непрерывность потока п промс- 
жуточных вершинах 


Хз Е 
Ха —^ Хза — Ув = 0: (3) 
При установившемся потоке ко- 
личество грузов, вывозимых из вхо- 
да /, должно быть равно количеству 
грузов, постулающих за то же время па 
выход 5 (иначе нарушялось бы усло- 
вне иенрерывиости нотока): 
1 "7 Хц- (3) 
Раз мы нашли в статье М. И. Баш- 
макова формулировку нашей задачн. 
естественно там же поискать и реше- 
ние. И дейсгвительно — углубившись 


А = 5 
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чтобы поток по 


в чтенне, находим изложение алго- 
ритма Форда — Фолкерсона, © по- 
мощью когорого можио определить 
все значения х,; (предполагая, прав- 
да, что это целые числа). Надо толь- 
ко запастись терпеннем; чтобы разоб- 
раться п алгоритме и суметь приме- 
нить его, придется изрядно нотру- 
днться. Не удивительно, есди у чн- 
тателей, недолюбливающих вычисле- 
ния, вознякнет в этом месте вопрос: 
а нельзя ли как-нибудь иначе? 


3. О пользе аналогий 


Послютриге внимательно на уравие- 
ния (3). Чем-то они нам очень знако- 
мы... Ба, да ведь если транспортную 
сеть считагь электрической цепью, 


- а объемы неревозок х;; -— величина- 


ми токов ш соответствующих ветвях 
цепи, то уравнения (3} выражают 
просто {1-й закон Кирхгофа для про- 
межугочных узлов цеин: алеебранче- 
ская сумма токов а узле равна нулю 
{то есть сумма токов, втекающих 
п узел, равна сумме токов, вытекаю- 
щих из узла)! 

Правда, эта аналогия не полная, 
поскольку закон Кирхгофа обычно фо- 
эмулируется длязамкнутой це- 
ни н относится клюбом у се узлу; 
у нас же цепь ие замкнута, а усло- 
вия. типа (3} неверны для крайних 
узлов / н5. Однако можно так видо- 
изменить задачу о потоке, что отме- 
ченное расхождение устранится. С 
этой целью введем п транспортную 
сеть дополнительную дугу 
из выхода во вход сети (на рисунке 2 
это красная дуга). 

Пропускную способность новой ду- 
ги ограничивать не будем, а ноток по 
ней примем равным Х, то есть ното- 
ку по сети. По полученной обэбщен- 
ной сети поток будет совершать уже 
замкнутый путь от входа к выходу 
но заданной транснортной сети, а за- 
тем — от выхода па вход но допол- 
ннтельной дуге. 

Тогда нашу задачу можно пере- 
формулировать так: определить такие 
объемы перевозок ху. при которых 


Рис. 2. 


достиеает максимума величина Х (по- 
ток по сети) при оераничениях (3) 
и условиях (3) н (4) непрерывности 


потока во всех узлах: . 
А — Хх, — Хз 0. 
М М: — № О, 

913 — Лаз — Хз — а 0 {5} 
Ха -* Аз, — Хы * 0, 


Ав ® Хы А 0. 

Получилась полная аналогии с за- 
коном Кирхгофа. и поэгому возникаег 
воирос: а нельзя лн посгроить элеки- 
рическую модель транспортной сети, 
в которой искомым лотокам`пно дугам 
соответствовали бы токи н ветвях, 
определяемые неносредетзенным из- 
мерением без каких-либо вычислений? 
Мы покажем, что такую модель по- 
строить можно. 

Естественно, чго дугам сети п этой 
модели должны соответствовать ветви 
элекгрической цепн, а вершинам — 
узлы нценн. 

Замечание. Мы будем пользоваться 


следующичи обозначениями: Е 
така указанного Направления, &- 


+2 


о ветви; «— 


‚сила тока 
— неточник иараиииы. 
№ велнчина папряжения [о везвн . 
—31— — — дмюд. пропускающий ток в нв- 
правлений слева направа. 

Для прохождения тока но цени 
необходимо наличие п ней некоторой 
электродвижущей силы. Поэтому 
включим п дополнительную ветвь 
ценн источинк единичного напряже- 


ИСТОчИНК 


НЕЯ батарею, создающую в вегви 
2—/ напряжение (1 (положитель- 
ный контакт бётарен соединим с уЗ- 
лом /). Чтобы модель соответствовала 
задаче, нужно обеспечить прохожде- 
ние но каждой из основных ветвей 
цепи (соответствующих дугам исход- 
ной транспортной сети) тока лишь 
заданного направления, не иревы- 
нающего определенной величины 
{равной пропускной способносги ду- 
ги сети). С этой целью дугу Г -] 
заменим в модели ветвыо Е —| 
электрической ицени с нараллельно 
включенными днодом (пропускающим 
ток в нужном направленни) и источ- 
ком тока, сила которого численно 
равна пропускной = способности а;; 
этой ЛУРИ. 

Все указанные элементы цепи считаются 
ндеальными: предполагается, что 
источник тока обеспечивает постоянную снлу 
тока в ветви (независимо от напряжения на 
её концах}; источиик напряжения поддержи- 
вает постоянное капряженис п ветвы (иеза- 
висимо от силы проходящего по ней тока); 
днол пропускает ток лишь п одиом направле- 
лин м при этом не оказывает сопротивзения 
{т. е. при прохождепии и этом направлении 
тока через двод ие происходит падения 
нотенциала). Кроме того. все проводники 
в цепи также считаются идеальными, их 
сопротивления нолагаются равными ную. 

Понятно, что элементов, идеальных в 
этом счыеле, п действигельности не о ществу- 
ет. Однако п пределах ограниченной точности 
модели сделанные нами предположения до- 
пустимы, тем более, что нас здесь интересуют 


принципиальные возможности модели, п не 
ее техническая реализация. 

Итак, мы заменили дугу #—} 
ветвью электрической цепи, схема 


которой изображена па рисунке 3. 


Рис. 3. 
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Рис. 4. 
При этом в схеме ветви появились 
узлы @ и В, которых в транспортной 
сетн не было. Направление и величн- 
на тока в ветви @ — 1 — В, содер- 
жащей источинк тока, вполне опре- 


деляются этим источником; направ- 
лепие тока в ветви < — № — В опре- 
деляется днодом; величину тока в ней 
обозначим /;;. Токи п ветвях 7—“ 
и В — / сбозначим через х;; 
соответственно, направления этих то- 
ков указаны на схеме. 

Применение закона Кирхгофа дает: 

К а узле а: ху +1 = ав или 


[)- ав Ху цю свойству днода 
В; > 0. следовательно, ' 
ху за, (6) 
2} в. узле ро еб Ру 
то есть _ 
У Хы. (7) 


Значиг, по основной ветви #- | 
испи идет ток заданного направления 
(от узла г к узлу 7), величина которого 
х,) „не превосходит пропускной спо- 
собности @;; соответствующей дуги 
транспортной сети. 

Веедем теперь в рассмотрение по- 
тенциалы узлов цепи, обозначая че- 
рез р; потенциал {-го узла. Разность 
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ну, - 


потенциалов (напряжение) между уз- 
лами фи } будем обозначать и;уи;) == 

‚р; — В+. В снлу сделанного пред- 
положення на ветвях  — ми В — у 
нет падения потенциала, поэтому и;;- 
=> Чов- 

По свойству идеального `днода, 
еслн ток /;; >20, то разность потен- 
циалов Иов =-ин = 0. При #1, =0 
и; может принимать любое, но неот- 
ринательное значение, так как по 
цени ток не может идти из {-го узла 
о ГИ. Учитывая, что Г; - а; — 
— хн. можно написать 

н @и— хи -- 9 чиы 0. (8) 

Это соотношение понадобится нам 
в дальнейшем. 

Теперь мы уже можем построить 
модель всей транспортной сети. Ее 
схема представлена на: рисунке 4, 
Ток п напряженне и донолнительной 
ветви обозначены через Х и И соот- 
ветственно; но правилам построения 
модели И = 1. : 

Мы утверждаем, что токи х;} 
устанавливающиеся в основных вет- 
вях электрической модели транспорт- 
ной сети, численно равны объемам 
перевозок по соответствующим дугам 
и дают решение задачи о максималь- 


ном потоке для этой сети. При этом 


ток Х в дополнительной ветви модели 
численно равен максимальному пото- 
ку по сети. 

Если нам удастся это доказать, то 
построенная модель полностью реша- 
ет нашу задачу: достаточно, приведя 
модель в действие, измерить ампер- 


метром токн х;; п ветвях! 


4. Итак — за работу 


Чтобы убеднться, что числеиные зна- 
чения токов х;; п ветвях модели яв- 
ляются объемами перевозок, дающи- 
ми решение задачн О максимальном 
потоке, нужио показать, что прн 
х): Хы выполняются условня (2) 
и (3) я что величина потока Х в сети 
приннмаст нанболынее нз возможных 
зиачений. 

Но первую часть этого утвержде- 
ния мы уже доказали. В самом деле, 


нанисав неравенства (6) для всех 
ветвей модели х.з < а@;:. Хз < аз, 
Кэз < Я5, Ха = @- Хзз =: Язь 


Ха < @з, Хы Заз (9) 
нолучим, что для токов Хы УСЛОВИЯ 
(2} выполнены, а применив }-й закон 
Кирхгофа ко всем основным узлам 
модели, получим для токов х;; пять 
соотношений 


Х = жа: — Хз ь 0, 


Хз — ха = (19) 
№ мех  — м и 

трн средних из которых свидетель- 
ствуют о выполненни условия {3). 

Значит, осталось только доказать, 
что величина Х в электрической цепи 
есть наибольшее из возможных зна- 
чений потока Х, совместимых с ус- 
ловиями (2) и (3). Доказательство 
этога факта состоит из двух часгей. 

}. Покажем сначала, что для лю- 
бых значений переменных х;), удов- 
летворяющих условия (2) и (3), вы- 
полняется неравенство 

Х = хи, -Е хз < 


(1#) 


Х аврил 
1,7 


где и; — численное значение напря- 
ження в ветви # -— {, а сумма берется 
по всем ветвям электрической цепи *), 
то есть покажем, что при любых до- 
пустимых объемах перевозок ио дугам 
транспортной сети поток Х по сети 
не превышает числа УХ а;4;. 
1.7 
В силу неравенств (2) и неотрица- 


тельности и;; (см. (8)) имеем хин; = 
= аи) ‘ следовательно, 
У хим = Х ци (12) 
г.) г.1 
Всиомним теперь, что и; р; — Рнь 
где р; р; — потенциалы соответст- 
вующих узлов. Поэтому 
Х хии 
#.1 
| > ИР” -Р)  хы фр.-р) г 
хз (р, —Рз) Е х.з р. —Рз) Г 
-Хаз (р. --Р4) - Хаз (Рз — ра) Г 
-Нхзь (рз — Р5) 1 хи (Р-Р _ 
Ра (х.. | Ха) — р: (-\,. \ 
хз | Хз) Р ра С-З аз Г. 
[Хз Хз) 1 Р.Х за РЕ 


Иа) РЕ ТЕ — Хаь,)- 
Выражения в скобках нри р.. Р» 


и р, равны нулю (см. (3); при р, 
п р. равны Х и —Х (см. 9). 
р. — лу И 1; поэтому 
$ хичы р. —р.Х 
г, й р 
(р,- -рь) А: +13) 

Учитывая (12), получаем нужное 

неравенство _ 
А = Ха: 


г.7 
2. Теперь покажем, что при зна- 


чениях х,; = х;у, то есть для объемов 
неревозок, численно равных токам 
в вствях построенной электрической 
модели, имеет место равенст:- 
во ы 

Х =: Х ацин. (14) 
#.7 


*“) Символ У 

й 
рассматриваемого вида, соответствующих 
всем возможным для данной задачи наборам 


обозначает сумму членов 


значеннй индексов г. }, В нашем случае 
Хану @узнаа^Р из ^^^ @ззмаз Г 
й 

' . В 

г за о4 -— @зайза СГ Озузь Го @4внаь. 
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Рис. 5- 

Это и будет означать, что Х — нан- 

большее из возможных значений Х. 
Для доказательства равенства (14) 


воспользуемся ° соотношениями (8), 
описывающими свойства ндеального 
диода: 
ь 
ними — мА По мно аяцря 
= Хр. 


Отсюла иеносредственно следует, что 
у (15) 


УХ ани == Х ху 

я с 
Поскольку для токов х;;, А выполне- 
ны те же соотношения ({), (4), что 
н для хуи Х. то 


(16) 


у с / 
= Хи : Х. 
1,1 


(Из (15) и {16) следует равенство (14). 
Это завершает доказательство того, 
что токи, установившиеся п ветвях 
построенной электрической модели 
транснортной сети, дают решенне за- 
дачи о максимальном потоке. 
Заметим, что форма транспортной сети, 
фигурировавшей и нашей задаче, для до- 
казательства ие существенна. Оно остается 
в силе для произвольной транспортной сети. 


5. Попробуйте сами 


Из тех же (нидеализированных!) эле- 
ментов — источников тока, источни- 
ков напряжения п диодов — можно 
построить электрические модели для 
решения п других оптимизационных 
задач, связанных с транспортнымн 
сетямн. Рассмотрим здесь одну такую 
задачу, имеющую большое значение 
в экономике. 
Задача о минимиза- 
цин транспортных зат- 
рат. Пусть дана транспортная 
сеть и известно, что стоимость пере- 
возки единицы груза по дуге Г — | 
равна с;; (см. рис. 5). Гребуется опре- 
делить объемы перевозок х;; по ду- 
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гам сети, при которых из входа сети 
в ее выход будет перевезена 1 единица 
груза, п суммарная стоимость пере- 
возок будет минимальна. 

Перевозка х;; единиц груза по 
дуге { — 7 стоит суху. 

Поэтому общие затраты на неревоз- 
ку равны 

$ ыы С; Хн. (17) 
Е.1 

Нужно найти такнё значения вели- 
чин х,;. при которых $ принимает 
наименынее из возможных значений 
и которые удовлетворяют условиям: 

а} испрерывнссти потока в про- 
межуточных узлах (см. 13)): 

6) нестринательности сбъемов ие- 
ревозок: х;;- 0; 

в) равенства единице суммарного 
потока по сети: 


Х = Ат > + хз = хх хук = 1. (18) 


Для исстрсения электрической моде- 
лн транспортной сети этой задачи 
нужно заменить каждую дугу Г —} 
ветвью с последовательно включен- 
ными днодом н источником напряже- 
ния, величина которого численно рав- 
на с;;, а п дополнительную ветвь из 
выхода на вход сети включить еди- 
ничный источник тока. Соответствую- 
щая схема представлена на рисунке 6. 

Можно доказать... 

Но нам уже пора поставить точку. 
Читатели, заинтересовавшиеся этими 
вопросами, могут попробовать свон 
силы, решая следующие 


У пражинения 

|. Докажите, что токи хм: которые 
хстананливаются в ветвях электрической 
исни, нзображенной на рисунке 6, дают ре- 
шенне задачи мниимизении траиспортных 
затрат. 

2. Докажите, что каждый ненулевой ток 
но ветви этой цепи обязательно равен |], 
т. ©. что в действительности ток ие разветвля- 
ется п узлах, и идет от входа к выходу по 
определениому иути («путь манимальных 
затрат»). 

3. Используя задачу п  мниимизанин 
транспортных затрат, нокажите, как с но- 
мощью той же моделн (рис. 6) можно опреде- 
лить кратчайший нуть по дугам транспортной 
сети. ведущий от входа к выходу. 


по Квас №2 


На сборе в пятом-б 


--- Сегодня я нокажу вам 
фокус. — объявила  пнонер- 
вожатая ела. — Согласны? 

— Согласны! — послы- 
шались голоса пятикласс- 
инков, 

— А какой фокус? — 
спросиз Сережа. — И теже 
знаю. фокус С иголкой. -- 

— Я покажу арифмети- 
ческий фокус. — сказала 
Лена — Пусть кеждый из вёс 
задумает какую-нибудь циф- 
ру. Только мне ие гово- 
рите, - объявнла Лена. 
Теперь умножьте это число 
на 5- К произведению прн- 
бавьте 4 п удвойте получен- 
ную сумму. Готово? 

—— Теперь прибавьте 
еще 99, — сказала Лена, — 
ву каждого из вас получит- 
ся трехзпачное число. Ос- 
тавьте в этом чнеле только 
последнюю цифру, а первые 
две зачеркните. 

— Как это: заперкиуть? — 
спросил Юра- 

— Например. у тебя по- 
лучилось число 364, — ска- 
зала Лена. — Если зачерк- 
нуть первые дне цифры, то 
сстанется только 4. 

— Ктаму, что ссталось, 
продолжала Лена. — прк- 
бавьте 28, а потом раздели- 
те на 5. 

Соня, сидевшая на по- 
стедией . парте, быстро со- 
считала н рассмеялась. 

— Почему ты смеешь- 
ся? — спрссила Лена. — 
Цди сюда. — И она чихойъ- 
ко сказала Соме на ухо: 

— У тебя получилось 7. 

-— Верно, — обрадовз- 
лась Соня. — ^ как ты узиа- 
ла? 

—- Ау меня сколько пс- 
лучилось?  —  иетерпеливо 
спросил Сережа. 

Лена подошла к нему 
н Тихопько сказала: 

— Утсбл получилось 7. 

Потом Лена подошла ко 
всем по очередн н каждому 
сказала: 

— У тебя получилссь 7. 

Г 

Как Лена могла узнать, 
что у каждого получилось 
семь? 
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ДИФРАКЦИОННАЯ 
ОКРАСКА НАСЕКОМЫХ 


В ИАрабадни 


Дифракционная (структурная) —ок- 
раска птиц, бабочек и жуков весьма 
распространена в природе. Большое 
разнообразие в оттенках дифракин- 
онных цветов свойственно павлинам, 
фазанам, черным анстам, колибри, 
бабочкам тропической зоны н многим 
видам жуков (средн них рогачи, дол- 
гоносики, листоеды н др.}. Дифрак- 
цнонную окраску животных изучали 
не только биологи, но н физики, на- 
пример Релей, Вуд, Майкельсон. 

Внешняя поверхность оперения у 
многих птиц и верхний покров тела 
бабочек пи жуков характеризуются 
регулярным повторением элементов 
структуры с пернодом от одного до 
нескольких микрон. У некоторых жи- 
вотных подобные структуры могут 
покрывать тело в несколько слоев, 
образуя многоэтажную (объемную) 
дифракционную решетку. 

Наряду с дифракднионной живот- 
ные могут иметь и чисто интерферен- 
цнонную окраску, образующуюся на 
тонких и прозрачных внешних по- 
кровах (клинообразных по сечению 
вдоль основной оси симметрни) с 
толщиной олтически деятельного слоя 
от десятых долей микрона до несколь- 
ких микрон. 

На рисунках Ги 2 вы видите 
снимки крыла бабочки-переливницы 
н спинки жука — азнатского листоеда 
(выбраны участки с дифракцнонной ок- 
раской). Снимки 1, 2, 3 получены с по- 
мощью микроскопа со стократным } ве- 
личением. Для выявления элементов 
структуры использовалось  боко- 
вое освещение На сним. 


ках четко видно повторение элемен- 
тов структуры. 

Цвет поверхностного покрова мо- 
жет изменяться в зависимостн от 
того, под каким углом падает свет 
на поверхность решетки, как ориен- 
тированы лучи света по отношенню к 
элементам структуры, под каким уг- 
лом рассматривается поверхность. 

Очевидно, что окраска поверх- 
ности” связана с отражением лучей. 
Рассмотрим количественно дифрак- 
цию в отраженном свете. Пусть лучи 
света падают на решетку под углом 0. 
п отражаются от нее под углом @ 
(рис. 4). Разность хода лучей Ги 2 
равна 

А =А,—А, = азт 6, —а3м 6, (1) 
НлИ 


9, -- 0 


О 9, — 9 
А == 24 с0$ © — 


зт — =. () 
Поскольку для дифракционных мак- 
симумов А = АА (Ё-= 1,2,...), то 


= ыы 
АА = 24 со. (3) 
Нанбольшая энергия  локализо- 
вана в первом дифракционном мак- 
симуме (А -- 1). Для этого максиму- 
ма, полагая, что @ близко к 6,, из 
выражения (3) получнм 


Х — (0,0) 4 соз 6, (4) 


Пусть 60, = 657 (в рассматривае- 
мом случае дифракция в отраженном 
свете набяюдается при наклонном 
падении лучей), а 0.—9 = 3` (при- 
мерно 0,05 рад). Тогда, например, 
для 4- 2.1073 см длина волны дн- 


Рис. 1. 


Рис. 4- 


Рис. 3. Структура центральных 


глазков 
хвостового оперения павлина. Цвет 
глазков меняется в зависимости от 
того, как падает на инх свет, под каким уг- 
лом мы на них смотрим. (На фотографии. 
помещенной на первой странице обложки, 
эти глазкн синие.) 


фрагированного света из уравнения 
(4) равна 2 == 0,4.10-* см. 
Полученная величина 7. соотвег- 
ствует синей области спектра. Чаще 
всего дифракциюнная окраска в при- 
роде наблюдается в зеленом, синем 


9 


Рис. 5. 
пли голубом свете. Из формулы (4) 
видно, что длина волны ^ зависит 
от угла падения света 8,. Действи- 
тельно, если освещать поверхность 
под разными углами, окраска может 
изменяться. 

В случае многослойной  дифрак- 
цнонной решетки условие образования 
дифракционных максимумов описыва- 
ется уравнением _ 


А 9 65$ В, (5} 


где ! — расстояние между соседними 
слоями решетки. Это уравнение по- 
лучается иутем определения разности 
хода А АА, между лучами |! 
и 2 (рнс. 5} и замены А для дифрак- 


ционных максимумов через А?. 
Полагая А |1, из выражения (5} 
НолУЧИМ 


^ 
с0$ 9, —7. (6) 


Отсюда следует, что дифракция па 
многослойной структуре возможна 
при 21 > А. 
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МАТЕМАТИЧЕСКИЙ 
КРУЖОН 


Прямая Эйлера 


Э. Г. Готман 


Свойства треугольника были хоро- 
о изучены еще древними греками. 

В знаменитых «Началах» Евкли- 
да доказывается, что центром окруж- 
ностн, описанной около треугольни- 
ка, является точка пересечения сере- 
динных перцвендикуляров к его сто- 
ронам. 

Архимед, определяя положение 
центра тяжестн однородной треуголь- 
ной пластинки, установил, что он 
лежит на каждой из трех меднан. 
Точку пересечения медиан треуголь- 
ника называют центром тяжести 
или центроидом треугольника. 

Позднее было доказано, что трн 
высоты треугольннка также пересе- 
каются в одной точке, которая назы- 
вается его — ортоцентром. 

Закономерность в расположенин 
этих трех замечательных точек тре- 
угольника — центра О описанной ок- 
ружности, центроида С и ортоцент- 
ра Н — впервые обнаружил знаме- 
нитый математик Леонард ЭЙ- 
лер (1707—1783). Рассмотрим сна- 
чала один частный случай:  прямо- 
угольный треугольник АВС (рис. 1). 
Середина О гипотенузы АВ является 
центром описанной около него ок- 
ружности. Центроид С делит медиа- 
ну СО в отношении 2:1, считая от 
вершины С. Катеты АС и ВС явля- 
ются высотами треугольника, по- 
этому вершина С ярямого угла сов- 
падает с ортоцентром Н треугольни- 
ка. Таким образом, точки О, (С, Н 


—- 


лежат на одной прямой, причем ОН == 


-: 300. Пользуясь методом коорди- 
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нат, Эйлер доказал, что такая же 
связь существует между тремя ука- 
занными точками любого тре- 
угольника. Мы докажем этот факт с 
помощью векторов, причем от читате- 
ля требуется знакомство лишь с про- 
стейшими операциями: сложением 
векторов ни умножением вектора на 


^ ЧИСЛО. 


Деление отрезка в данном отношении 


Пусть А, В и О — данные точки: 
плоскости, и известно, что точка С 
делнт отрезок АВ в отношении А: 
дб — 
—; == А (рис. 2). Выразим вектор ОС 
СВ 


через векторы ОА и ОВ. Для этого 


подставим в равенство АС -: Х ОВ 


выражения всех векторов через 
Об. ОА и ОВ: 06—0А = (ОВ—00). 


Решая это уравнение относительно 


—- 


ОС, получим 


-.  0А-- &0В 
ОА (1) 


Например, еслн С — середина от- 
резка АВ, тох -1и 06=5(ОА-+-ОВ) 


Теорема 0 пересеченни медиан 
треугольника в одной точке 


Здесь мы попутно получим одно 
векторное равенство, которое пона- 
добится нам в дальнейшем. 


Теорема 1. Медианы тре- 
уеольника АВС пересекаются а одной 
пишке Ц и деляапия ею п отношении 
З: |, считая от вершины. причем 


ЗРС РА-РВ-РС. 1) 
де Р — любая пика плиекости вт 
пространства. 

Показательство. Вэзь- 


мем на меднане СО трехголышка АВС 
точку С, определяемую соотношением 
ВО: ШТ т Виета 5 
класно формуле (№, 


откуда 


Рб --'РА+ РВ РС. . 


Вычисляя вектор РО с коном в 
точке С’. делящей любую из двух 
других медиан треугольника в от- 
ношении 2:1 (считая от вериниы), 
мы получим справа то же самое выра- 
жение; 


рб’ РИ РВЫРС|. 


поэтому РО’ РО. и точка С’ совиа- 
дает с точкой (С. Следовательно, все 
три медианы треугольника ипересс- 
каюгся в одной точке С. опрелеляс- 
мой соотношеннем (2. 


Теорема о высотах произвольного 
треугольннка 


Теорема 2. Высоты треуголь- 
ника ЛВС пересекаются в одной точ- 
ке Н, причем 
ОН ОА ОВ ОС, {3} 
где О — центр окружности. описан- 
ной около треугольника. 
Доказательство. (Ис, 
АВС — треугольник, отличный от 
прямоугольного (рис. 4). — МЧайдем 


сумму векторов ОЛ и ОВ. Лля этого 
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построим точку М, симметричную О 


относительно стороны АВ, тогда 


ОМ - ОА--ОВ. Затем построим точ- 
ку Н, для которой 

ОН - ОМ-0С = ОА--0В-ОС, 
и докажем, что точка Н н есть орто- 
центр треугольника АВС. 

Действительно, но построению 
прямые СН и ОМ параллельны, 
ОМ — серединный периендикуляр к 
отрезку АВ, следовательно, прямая 
СН также перпендикулярна к прямой 
АВ, и точка Н лежит на высоте тре- 
угольника АВС, проведенной из вер- 
шины С. | 

Если повторить 


_- 


чнная с векторов ОЛ и ОС, то полу- 
чится та же точка Н, но те же рассуж- 
дения показывают, что теперь точ- 
ка Н лежит на высоте треугольника, 
проведенной нз вершины В. Анало- 
гично получим, что точка Н лежит 
на высоте, проведенной из верши- 
ны А. Следовательно, высоты тре- 
угольника АВС пересекаются в точ- 
ке Н, определяемой соотношением (3). 

Легко проверить, что теорема 2 
справедлива и для прямоугольного 
треугольника. 


ностроение, на- 


Прямая Эйлера 


Из доказанных теорем | и 2 вытекает 
интересующее нас свойство замеча- 
‘тельных точек треугольника. 

Теорема 3. Центр О опи- 
санной окружности, центроид Сб и 
ортоцентр Н любого треугольника 
лежат на одной прямой, причем точ- 
ка С лежит между точками Ои Н 
[и 104:: ЮНГ = Г: 2. 

Доказательство. По тео- 
реме 1 


306 - ОА- ОВ+ОС. 
Сравнивая это равенство с равенст- 
вом (3), получим 

ОН - 300. 
Следовательно, векторы ОН и ОС, 
имеющие общее начало О, располо- 
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одной 


061: ЮН1:-1:2. 
Прямая, на которой лежат точки 
О. Си Н, называется прямой Эйлера. 


* № * 


В стереометрии простейший мно- 
гогранник — тетраэдр (треугольная 
пирамида) играет ту же роль, что и 
треугольник в планиметрии. Свойства 
треугольника и тетраэдра во многом 
схожи. Попробуем распространить 
свойство замечательных точек тре- 
угольника на тетраэдр. 


Сфера, 


Известно, что около всякого тетра- 
эдра можно описать сферу, ее центр О 
лежит на перпендикулярах к граням 
тетраэдра, восставленных в центрах 
окружностей, описанных около гра- 
ней. 


жены иа прямой н 


описанная около тетраэдра 


Медианы тетраэдра 


Отрезок, соединяющий вершину тет- 
раэдра с центроидом противополож- 
ной гранн, называется  медиамой 
тетраэдра. Свойства меднан тетраэдра 
аналогичны свойствам медиан тре- 
угольника. 

Теорема 4. Четыре медианы 
тетраэдра АВСО пересекаются в 0д- 
ной точке С, которая делит каждую 
из них в отношении 3:1, считая от 
вершины тетраэдра, причем 


4РС - РА--РВ--РС--РО, (4) 
где Р — любая точка пространства. 

Доказательство. — Возь- 
мем на медиане ОС, тетраэдра АВСО 
точку Ц, определяемую соотношением 
26|: 66—31 рис. 5). С> 
гласно формуле (1), 


Учитывая, что центроид С, треуголь- 


ника АВС удовлетворяет соотноше- 
нию ЗРС, -: РА `-РВ--РС, получим 


Рб 1 РА--РВ :‚.РС-.РО". 


Вычисляя вектор РО’ с концом 
п точке С’, делящей любую из трех 
других медиаи гетраэдра в отношении 
3:1 (считая от вернишиы), получим 
то же самсе выражение. А это озна- 
цаег, что все четыре медианы тетра- 
эдра пересекаются в одной точке С, 
удовлетворяющей соотношению &. 
Точка С называется центрам тяже- 
гп Чили центроидом) тетраэдра. 


Высоты теграэяра 


Высоты треугольиика всегда пере- 
секаются в одной точке. По аналогии 
можио предположить, что высоты лю- 
бого тетраэдра также пересекаются 
в одной точке. Однако это не так. 

Для примера рассмотрим тетра- 
элр АВСР с прямым двугранным уг- 
лом ири ребре АВ. в котором !АС | 

1ВС |, но |АБ |= |ВО | црис. 6). 
Высоты СЁ и ОРГ тетраэдра лежат 
соответственно в гранях АВС и АВО. 
но точка Е - середина АВ, а ЕЁ -- 
нет. Если бы длины ребер РА и рВ 
были равны. то основания Е и Ё 
высот совпадали бы, но две другие 
высогы теграэдра не могут проходигь 
через точку ЕЁ. 

Таким образом, даже две высоты 
тетраэдра могут ие иметь общей точкн. 

Тем не менее существуюг и тет- 
раэдры, все четыре высоты которых 
пересекаются п одной точке. Таким 
будет. например, тетраэдр АВСО с 
прямыми плоскими углами при вер- 
шине О. Ребра РА, ОВ и ОС явля- 
ются его высотами, а вершина В — 
ортоцентром точкой пересечения 
всех четырех высог). 

Попробуем найти все тетраэдры, 
у которых высоты пересекаются в 
одной точке. 

Пусп,ь высоты тетраэдра АВСО, 
проведенные из вернши С и О, пере- 
секаются н точке Н (рис. 7). Тогда 
СНГ АВ и ОН. ‚ АВ. то есть пря- 
мая АВ перпеидикулярна к двум 


Рис. 8. 


пересскающимся прямым, лежащим 
в плоскости СОН, следовательно, 
АВ: СР. Аналогично < доказывает- 
ся, что если две другие высоты тет- 
раэдлра АВСО проходят через ту же 
точку Н, то АС ВО и АБ ВС. 
Итак, если все высоты тетраэдра 
псресекаются в одной точке, то про- 
тнвоположные ребра тетраэдра вза- 
имно перпендикулярны. Такой тет- 
раэдр называется ортоцентрическим. 

Теорема 5. Четыре высоты 
ортоцентрическией тетраздра АВЕО 
пересекаются в одной точке Н, при- 
чем. если О — центр сферы, описан- 
ной около тетраздра. те 


ОЯ :- --1 ОА -- ОВ +-ОС-- ОБ}. (5) 


Доказательство. Пусть 
АВС — ортоцеитрический тетраэдр, 
ПС, — его медиана, ОН, — его вы- 
сота (рис. 8}. Тогда С, — центроил, 
а Н, -- ортоцеитр треугольника ЛВС 
{докажите это самостоятельно -— 
именно здесь используется  перпен- 
днкуляриссть противоположных ре- 
бер тетраздра), иричем точки О, 
(центр окружиостн, оинсанной сколо 
греугольника АВС), С, и Н, лежат 
на одной прямой. Заметим, что 
центр О сферы, описанной — около 
тетраэдра АВСО, лежит на перпен- 
дикуляре к плоскости треугольника 
АВС, воссгавленном в точке О.. 

Будем доказывать 
же способом, что н теорему 2 зля 
треугольника: строить разными спо- 
собами точку Н, удовлетворяющую 
соотношению (5}. 


Вначале сложим векторы ОА, ОВ 
и ОС: 
ОМ - ОА--ОВ-НОС. 
По теореме | 0б,:-5(ОА-+-0В-+ 


+-0С). ноэтому ОМ - 30С, 


ИЛИ 


@,М 200. Точки О, ОЕ Н\ ле- 
жат на прямой Эйлера треугольника 


АВЕ, причем Н.С, Е: 26,01. Сле- 
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теорему тем. 


довательно, 


——.» ——- 


НИ бе Н.С, ---С.М хе 7 {С.0, - 


--ОС,) -2(06,-6.01) = 200.. 
Отсюда вытекает, что прямые НМ 
п ОО, параллельны, а так как пря- 
мая ОО, перпепдикулярна к плоско- 
сти АВС, то и прямая Н,М перпен- 
дикулярна к этой плоскости. Следо- 
вательно, точка М лежит на прямой 
ОН, цесли точки О и О, совиадают, 
то точки М и Н, тоже совпадают). 


— м 1 - >» , „> 
Пусть теперь ОН -= 5(ОМ--ОР)} = 
‘ОА -:- ОВ-- 0С -- ОБ! Из левого 
равенства следует, что точка Н явля- 
ется серединой отрезка ОМ, то есть 
точка Н лежит на высоте РН, тет- 


раэлра. 
Аналогично строится точка №: 
ОМ - ОА--ОВ-ОР и та же точка 
---> | -» м 
Н:ОН =--1ОМ--0С] п доказыва- 
ется, что точка НЙ лежит на высоте 
тетраэдра, проведенной из вершины С, 
ИТ. Д. 
Следовательно, высоты ортоцент- 
рического тетраэдра пересекаются 


в одной точке Н, определяемой соот- 
ношением (5). 


Прямая Эйлера тетраэдра 


Теорема 6. Центр О описанной 
сферы, центроид С и ортоцентр Н 
ортоцентрическоео тетраздра АВСО 
лежат на одной прямой, причем точ- 
ки О и Н симметричны относитель- 
но точки 0. 

Доказательство. По фэр- 
мулам (4) и (5) 


он --(0А108+-06 00}, 


--ъ 


ОС 


1 0Я + 0В +- 0С-1- 081, 


откуда ОН == 200. Получениое ра- 
венство означает, что точки О, С, Н 
лежат на одной прямой, причем точ- 
кн Он Н симметричны относительно 
точки (. 


Прямую, на которой лежат точки 
0. 4, Н, можпо назвать прямой Эй- 
лера ортоцентрическое» тетраэдра. 


\Упраж нения 

Решнте с помошью скалярного произвс- 
деиня векторов задачи |4. 

|. а} Докажите, что сан О-- центр 
окружности. описанной около треугольника 


— — —. —— 
АВС. п ОН ОбА--ОВ (ОС, то ИН - 
точка пересечеикя высот треугольника. 
@) Докажите. что если О — центр сферы. 
описанной около  ортоцентрического тетря- 


эдра АВС. н он 1, . ОА ОВ : ос 


-^ 900). то Н — очка пересечения четырех 
высот тетраздра. 

—2. Локажите, что если А. В. С. пр. 
четыре произвольные точки пространстна, то 


АВ. Ср- ВС.АШ СА. ВЮ 0 
Пользунсь этим равенством. докажите, что 

а) три высоты треугольника пересекаются 
в одной точке; 

6} если противоположные ребра АВ 
и СО. АР и ВС тетраздра АВСО перпенди- 
кулярны. то ребра СА и ВР также пернен- 
дикулярны. 

3. Докажите, то &лн А.В, С, 2 — 
четыре произвольные точки пространства, 
то 


АВР КОР АР - ВСЁ 


2АС'ОВ. 
Пользуясь этим равенством. докажите, 
что 


2) сумма квадратов диагоналей трапеции 
равна сумме квадратон её боковых старан, 
сложенной с удьсениым произведением ос- 
нонаний: 


0) дизгонали четырехугольника пернен- 
дикулярны тогда и только тогда, когда суммы 
квадратов противоюложиых сторон равны; 


в) для того чтобы тетраэдр был ортацент- 
рическим, необходимо п достаточно, чтобы 
суммы квадратов сго протилоположных ре- 
бер были равны. 

4. Локажнте. что все плоские углы ирн 
одной вершине ортоцентрического тетраэдра 
либо однокременно острые, либо прямые, 
либо туные и хотя бы одна его грань являет- 
ся остроугольным треугольником. 

5. а) Докажите, что точки, симметрич- 
ные ортонентру Н треугольника АВС от- 
мосительно середин его сторон. а также точ- 
кк, симметричные ортоиентру Я относнтель- 
но прямых ВС. СА пи АВ, лежат па окруж- 
иости. снисаниой окрао этого треугольника. 

6) Пуль Я — ортоцентр тетраэдра 
АВОСЬ. С, и Я, — соотиетственно центроид 
п ортоцентр грани АВС, а С, п Н, -- такие 


точки, что НО,  ЗНОр и НН, ЗНН.. 
Локажнте, что точки С, ин Н. лежат на сфере, 
оцнсанией около этого тетраэдра. 

6. л) Докажите. что середины трех ©то- 
ром, основания трех высот треугольннка 
и середнны отрезков, соединяющих ормшентр 
с тремя першинами, лежат на одной окруж- 
ностн, а центр этой окружности (пезываемой 
окпужностью десяии точек} лежит па прямой 
Эйлера. 

@) Докажите, что центронды четырех гра- 
ней. основания четырех высот ортоцентриче- 
ского тетразрда и точки, которые делят 
каждый из отрезков. сседнияющих ортоцентр 
© вершинами. а отпоненин 1:2 (считая от 
ортоцевтра), лежат на одной сфере, а пентр 
этой сферы (называемой сферой двечадцати 
тсчек} расположен на прямой Эйлера. 

7. Докажите, что 

а) если основание одной из высот тетразд- 
ра есть ортоцентр соответствующей грани, 
то тетраэдр является ортонентрическим; 

6} оспование любой. нз высот ортоцент- 
рического тетраэдра есть ортонентр соот- 
ветствующей грани (эти свойства использова- 
ны при доказательстве теоремы 5). 


Предиоложну, что она пе- 


Где ошибка 


— Прямая тезрема рав- 
носильна теореме, протнно- 
ноложной обратной, — ска- 
зал ученик Крестиков. — 
Если АВ — прямая тео 
рема. то вместе с исй верна 
или веверна теорема В>ЛА. 

— А что такое Ви А? — 
спросил ученик Нуликов. 

— Так обозначаются от- 
рицания утверждений В и А. 

— А откуда ты знаешь, 
что они равносильны? 

‚— Могу доказать. 

— Давай. 

›— Пожалуйста. Пусть 
1сорема А-В верна. а теоре- 
ма В=А неверна. Тогда вер- 


на теорема ВА. Из этой 
верной теоремы и верной 
прямой теоремы следует. что 
В>В. Ты же понимаешь, 
что так не бывает! Значит, 


на самом деле, теорема В>А 
верна. 

— Понятно, — 
Нуликов. 

Они встретилнсь на другой 
день. 

—. Я доказал, ито из 
прямой теоремы следует 9б- 
ратная, — сказал Нуликов. 

— Этого не может быть! 
Бывает, что прямая теорема 
верна. а обратная нет. 

— А я тебе докажу! 

— Ха! Попробуй! 

— Пусть теорема АЭВ 
верна. Нам иадо доказать, 
что теорсма В-=>А тоже верна. 


сказал 


верна. Тогда верна теорема 


В=>А, ты сам говорил это в 
прошлый раз. Но ей равио- 
сильна теорема АВ, а зна- 
чит, она тоже верна. Полу- 
чилось, ето верны две такие 
теоремы: А>В н А=В, и это 
чепуха. Значит на самом 
деде теорема В-А верна. 
—Ничего не понимаю, — 
пробормотал Крестиков. 
— Я рассуждал так же 
как ты. — сказал Нудиков. 
А теперь ответьте 
1. Верно ли доказательство 
Крестикова? 
2. Верно лн доказательство 
Нуликова? 
3. Верно лн последнее за- 
явление Нулнкова? 


8. И. Рыжик 


задачник панта 


Решения задач мз этого номера можно посылать не позднее 4 апреля 1975 г. 
по адресу: 117074. Москва, В-74, Ленинский проспект, 15, издательство «Наукам, 
журнал «Квант». После адреса на коняерте напишите, решения каких задач вы 
посылаете, например: «Задачник  «Каантаь, 306, М307ь пм «...Ф 348». 
Решения зэдач по наждому мз предметоя [математике м физике), а также новые зада- 
чи просьба присылать я отдельных конвертах. Задачи мз разных номеров журнала 
присыпайте также я разных конвертак. В письмо вложите коняерт с написанным 
на нем адресом (в этом конверте вы получите результаты проверкн ваших реше- 
ний). Условия оригинальных задач, предпагаемых для публикации, присылайте 
з двух экземплярах вместе с яашимы решеннями зтнх задач (на конверте яо- 
метьте: «Задачник «Кванта», новая задача по физике» млм «..новая задача по 
математике»}. После формулировки задачи мы обычно указываем, кто предложил 


нам эту задачу. Разумеется, не все этм задачи публикуются вперяые. 
Наиболее трудные задачм отмечены звездочкой. 


Задачи 
№306 — М310;Ф318 — ФЗ22 


№306. Из шахматной доски (8х8) 
удалена одна угловая клетка (1х1) 
(рис. 1). На какое наименьшее чис- 
ло равновеликих треугольников (оди- 
наковых по площади) можно разре- 

зать оставшуюся часть доски? 
В. П. Федотов 


МЗ07. Плоскость разбита на оди- 
наковые шестнугольные комнаты 
(рис. 2). В некоторых стенах проде:- 
ланы двери так, что для любой вер- 
шины, в которой сходятся три стены 
(стороны шестнугольников}, двери име- 
ются ровно в двух стенах. Докажите, 
что любой замкнутый путь по такому 
лабиринту проходит через четное чис- 
ло дверей. 

В. П. Голубятников 


№308. Если при любом х 
а; с0$ ха, с0$ 2х +... 
аи с0$ ях > — 1, 
то для чисел а,, аз, ..., аи вынолне- 


но неравенство 
Е 

Докажите это утверждение а) для 
п = 2; 6) для п = 3; в} для любого 
натурального л. 

Ю. И. Нонин 

МЗ09. а) При каких п многочлен 
х?"-4-х-+-] делится на х2+х-[? 

6) При каких л чнсло 


10...00 ... 01 
я л 
делится на 37? 
В. Г. Шлейфер 
МЗ10. Докажите, что среди 


п-значных чисел найдется болес 8“ 
такнх, и десятичной записи которых 
инкакая грунпа цифр (в частности 
никакая цифра) не встречается два 
раза подрял. 

Г. А. Гуревия 


ФЗ18. При каком С, емкость си- 
‘стемы конденсаторов, показанной на 
рисунке 3, равна: а) С; 6) #С (= 1); 
8) С? 

Б. Б. Буховцев 

ФЗ19. На расстоянни 2Ё от соби- 
рающей линзы 1! с фокусным рас- 


Рис. 3. 


стоянием Ё находится светящийся 
предмет. Освещенность четкого изо- 
бражения предмета на экране при 
этом равна Ё „. Между экраном и лин- 
зой Л, поместили  рассеивающую 
линзу И, с фокусным расстоянием 
--2Е. Для получения четкого  изо- 
бражения предмета пришлось экран 
передвинуть на расстояние, равное Р. 
Определить освещенность изображе- 
ння предмета во втором случае. 
В. Е. Белонучкин 


ФЗ20. В откачаниом сосуде ем- 
костью \У- Та находится Те гид- 
рида урана УИ.. При нагреве до 
температуры # 400 С гидрид нол- 
ностью разлагается на уран (атомный 
весе А - 238) и водород. Найти дав- 
ление водорода в сосуде при этой 
температуре. 


ФЗ21. На горнзонтальную мембра- 
ну насыпан мелкий песок. Мембрана 
совершает колебания с частотой х = 
== 500 гц в вертикальной плоскости. 
Какова амплитуда колебаний мембра- 
ны, если песчинки подскакивают на 
высоту й.-3 мм по отношению к 
положенню равновесня мембраны? 


ФЗ22. Две звезды вращаются вок- 
руг общего центра масс с постоянны- 
ми по абсолютной величине скоро- 
стями и, и 2, с периодом Т. Найти 
массы звезд и расстоянне между ними. 

Б. А. Мугозцов 
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Решения задач 


М268— М272: Ф278—Ф284 


№263. В угу шахматной 
доски стюнт фигура. Первый 
иерок может ходить ею два 
раза подряд как обычным ко- 
нем (на два поля в одном на- 
правлении, на одно — и 
перпендикулярном). п вто- 
рой — один раз как конем 
© идаиненным ходом (на три 
поля в одном направлении п 
на одно — в’ перпендикуаяр- 
ном). Гак они ходят по оче- 
реди. Первый стремится к 
тому, чтобы поставить фи- 
гуру 8 противоположный угол, 
и второй — ему помешать. 
Кто из них выигрывает (раз- 
меры доски — пох л, где 
п 4? 


М269. Обозначим через Ту (а) 
симму произведений по К чи- 


селот | до н. Например. 
74): 1-2--1.3--1.4--2.4-- 
-=-3-4 2 35. 


а) Найдите общую фор- 
мулу дая Тул) и Тэуп).. 

6) Докажите, что Ть(п) 
выражается многочленом от 
п стелени 28 (для каждого 
нотурального т 2). 

в) Укажите метод на- 
хождения многочленов Тит) 
(#- 2,3, 4,....) и приме- 
ните его для отыскания мно- 
гочленов Тип) нп Тут. 


28 


: Пусть вначале конь находится п левом инжнем углу дос- 
ки. Понятно, что первый игрок первым же ходом может вы- 
нести коня из угла доски н поставить его на диагональ (см. 
рисунок ] — синий крестик —. это результат хода нервого 
игрока). Докажем, что первый игрок может каждым 
свонм ходом возвращаться на днагональ, причем все выше и 
вышс . 

Пусть первый игрок ноставил коня на какую-то клетку 
диагонали доски (рис. 2). Клетки, п которые второй игрок 
может сместить коня с диагомали, помечены на рисунке 2 
черными и красными крестиками. 13 клеток, помеченных крас- 
нымн крестиками, первый игрок может вернуть коня на дна- 
гональ доски, сдвинув его при этом вверх ровло на одну 
клетку (в направлении нужного угла). Мз клеток же, поме- 
ченных черными крестиками, первый игрок также может вер. 
нуться на днагональ, но уже не н следующую клетку, а через 
одну. Однако ясио, что ставить коия в клеткн, помеченные 
черными крестиками, н конце игры второй игрок не сможет: 
доска ограничена, н когда до верхнего угла останется одно 
илн два поля, верхняя п правая границы доски ‹отрежут» от 
получающейся конфигурации черные крестики — клетки 
(см. рис. 3); второй игрок будет вынужяси начать ставить ко- 
ня в клетки, помеченные красными крестиками. Понятно, 
что в таком случае первый игрок достигнет цели. 


И. Н. Клумова 


Ф 


Мы докажем, 
ветственно равны 
{1-- Плим — 0 (3я -1- 2) (#1 -- 192128 — 1) (п — 3) 
ЕСТ < Ея =: Е] 
(#1 лы -— И@-— 2) (п — 3) (513. 10л — 8) 
5750 


что ТГ. (п), Г. (п). Тм) а Т, (а) соот- 


- 1512 — 


(1-12 (1— (п — 2) {и — 3) (и — 4) (31 —л— 6) 


11520 
{попробуйте непосредственно доказать, что эТи числа — 
целые при любом целом дл}, а также, что при любом А 


числа Ти (п) являются значениями многочлена Г» степени 
. 2—1!) 
-.. (28) 
которого числа —1, 0, 1, .... (#—1) служат корнями. 

Заметим кстатн, что Т, (п) — сумма произведений чн-. 
сел от | до п «по одному» — равиа 


1-3.5 
2 (со старшим И. 253 } для 


1 
о Е пи 


Первый способ. Можно найти формулы для 
Ть (п). воспользовавшись известными формулами для сумм 
степеней натуральных чисел: 


с аа 
зРевоч.  чн- ПИ О ИО, 


) па (п — 1)? 
= 8-24... -- 2 — д ит. д. 


(см.. например, статьи В. С. Абрамовича в «Кванте» № 5, 
1973 и № 6, 1974). Рапример, из равенства 


(бе --2 № 


< 
следует, что Т. (п) равно 
ВИ = в (п 1) |= -л 21+ “ 
<! 2 В —5 |= 
ие я 
(проверьте, что Т,(2) == 2, Т:(3) = И. Тз(4) = 35, 
Т. 5} = 85}. 


Из равенстРа 


(398 = УЗ Ув МИ, 
ГГ < 


(5) СЯ) = ХВ -- Ху 


#1 
следует Т»з (п) = У -- 
< 
! ых а ы п" (п — 1)? 
= (1 — 3451 (7) + 253) в 


ван 28+! миа ем 2) 
г ——»—_ м в _- =———д—до„/„/„—’/«С«С/СА«А«—АААч— 
х|—8 аа] 48 : 

Ниже мы покажем, как можно найти Ть(л). не пользу- 
ясь формулами для сумм степеней. 

Рекуррентная формула. Если все слагас- 
мые суммы Т;(п) разбить па две группы: в одну включить 
те произведения, в которые входит п, в другую — остальные, 
то получится такая основная формула: 


Ть(и)—Ткп--- Пой Ть ("ШП (1) 
Опа вместе г очевидным равенством 
Ть()==1.2-.... КА! (2) 


позволяет последовательно определить все числа Ти) 
при п>.Ё., если Т»_,(я} уже известны. (Заметим, что ссли 
Ти и Ть_, — миогочлены, то формула {1} должна выпол- 
няться при всех п, а ие только при целых и, больших #; 
пользуясь этим, легко убедиться, что Ть(п) должно равнять- 
ся 0 при целых я от (—1) до (8—1), и найти значеиня Тип) 
при целых я. указанные в таблице 1.) Из формулы (1) можно 
было бы вывести, что Гд(и) — многочлен степени 2к. если 
справа стоит многочлен пГк_, ("—1) степени 2Е—Г отп 
(см. статьи В. С. Абрамовича, упомянутые выше, или статью 
В.Н. Вагутена в «Кванте» № 2, 1972); однако мы не будем 
доказывать это отдельно, а сразу получим формулы для ммо- 
гочленов Тд(п). 
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Таблица 1 


4—2 отгоза 5 в й 8 9 

1 в зто о [Юз 6 10 15 021 28 36 45 
2 | 25 го о о [2] и 35 85 175 322 5% | 870 
3 | 9015 то 0 в о [6] 50 225 735 190 4536 9450 
4 [361 2 то 0 0 0 о 13 274 162+ 6769 22449 63273 
$ 1966 го бо О Оо 176: 1332 67294 269325 
В этой таблице припедены числа ть {и} (в красную рамку 


заключегы числа Т (К) =&* 


Второй способ. Голожим 
хх... .б—т-е 
}-2.3.....т 
Мы будем рассматривать Су как многочлен степени т от х. 

Легко проверить, что при всех х 


с; = 


(За) 


СЕТ С", к — поте 0+ 490) 
Заметим, что 
(п-. 1)л 
Т, (п) = О эИ . (4а) 
Предположим, что при искоторых т, Е! ай. 
Фин ЗО, (46) 
и выберем ы так, чтобы для многочленов (46) и 
Ти") = 26 СИ (5) 
выполнялось равенство (1); поскольку, согласно (36), 
Тл(п) — Тип 1) = (Ст, — С”) = 
= ЗСТ 15, СМ, ПТ, (п 1) = пб! СИ 


= ЗИ д х;&—1 
- ты (и—т) с т и 
—1 гл -{- хьи— 
зи ‘(тЫ эраиваЕ, ы : 
а В &—1 г 
тя + ти )Ся 
(всюду суммы берутся по всем м), то (1) будет выполиять- 
ся, если положить 
р 1 &—1 
оп 1 тт "Та Вт). (6) 
При этом согласио (42а) 
} = - 
Бы: Е = 0, т. (7) 
Составьте таблицу чисел 5 ип докажите. что 
БА == 0, токи т ЗВ -- 1: в, = 1.3.5... (2—1); 
= м. (8) 
Поэтому равенство (2) для многочлена (5} также выпол- 
нено. Отсюда следует, что Т»(л) действительно задается фор- 
мулой (5), в которой коэффициенты 5 маходятся из равенств 


(6), (7). 
Совершенно так же можно хбедиться в том, что 
р. ВИ (9) 


где коэффнциеиты и 
= 1; 41 -- 0, шЯ 2; 
а — (тв -- па! 


т- 1 т 


определяются Условиями 


втч 1. {10} 


№270. Пусть АВ и СО -— 
две хорды — окружности, а 
точки К и Н построены ток, 
что все четыре угла КАВ, 
КСО, НВА п НОС — пря- 
мые. Докажите, что прямая 
КН проходит через центр 
окружности п через точку пе- 
ресечения АБ и ВС. 


№271. Можно ли расставить 
числа 1,2, 3,..., п в таком 
порядке, чтобы ни для каких 
двух чисел их полусумма не 
равнялась ни одному из чи- 
сел. поставленных между 
Кими? 


Хотя формулы (10) для коэффициентов 4 менее удобны, чем 
(6) — для Ь„, ко сами числа иесколько меньше, поэтому 


нменно из формулы (9) удобно получить Та(л) н Тыл) в том 
виде, п котором они указаны в начале решения. Напричер, 
найдя числа 4 и используя соотношения (3), получим 


Ра) = 
= (5 15) "8 -- 5) аа _ 1] с == 


= 65:1 (1503 -- 151? — 10% — 8).48. 


Совершенно аналогично преобразуется формула для Тып). 

Числа Т)(п) довольно Часто встречаются в различных 
задачах по комбинаторике и алгебре; отличающиеся от них 
знаком числа (--!)7+*-1 Т,(п) носят специальное название: 
числа Стирлинга. 

Применення этих чисел и связывающие их тождества 
описаны, например. в кинге Дж. Риордана «Введенне в ком- 
бинаторный анализ» (М., ИЛ, 1963 г.). 


Ф 


Прежде всего в условие нужно внести уточнение: хорды 
АВ н СБ должиы быть непараллельны (в этом случае поло- 
жение точек А н Н определяется однозначно), н прямые 
АБ:и ВС тоже непараллельны (обозначим их точку пересе- 
чеиня через 2). 

Вначале докажем, что прямая КН проходит через центр 
окружности. Пусть точка А{ равномерно двигается по прямой 
КН; обозначим через М(1) ее положение в момент времени { 
через А!’(0 в М'"(0 — проекции точки М({) ва прямые 
АВ н СБ соответствеино. Начало отсчета и еднинцу времени 
выберем так, что А(0) = К, М(!) == ИН; тогда М"(0} = А, 
М’) = 8, М”(0) = С, М”’а) = 0. Ясно, что каждая из 
точек Л1'(1) н М”(0 равномерно двигается по своей прямой. 


Прин Е —5 точки М'(и М” попадают в середины от- 


] 
резков АВи СО, следовательно, точка (5 зотолает в центр 


окружности — точку пересечения перпендикуляров К хор- 
дам АВ и СР. восставленных в их серединах. 

Докажем теперь, что прямая КА проходит через точку ЕЁ. 
При любом расположенни точек А, В. Сир на окружностн 
треугольинкн АЕВ н СЕО подобны (по двум углам), причем 
вершние А соответствует вершина С, вершине В — верши- 
иа ОР. Ясно, что прн преобразоваини подобия, переволящем 
А АЕВв А СЕР, каждая точка М’(6(АВ) переходит в точку 
М”(0Е(СЬ) (с тем же значением |). Но осиование Е’ высоты 
ЕЕ” трасика АЕВ при этом переходит в основание вы- 
соты ЕЕ” треугольннка СЕД, то есть для некоторого #=%& 
оорееННо Мк) = Е’ и М”(Ь) = Е", следовательно, 

()-= Е. 


Ф 


НЫ. Б. Васильев 


Докажем, что требуемое расположение возможно. 

Если целое число В равно полусумме целых чисел а нс, 
то а-- с— четное число, так что числа а и с имеют одну 
н ту же четность, то есть либо оба четны, либо оба нечетны. 
Поэтому, если расположить числа {, 2,.... л таким образом, 
чтобы сначала шли все четные, а Затем все нечетные числа, 
то число Ь может быть равно полусумме стоящих по разные 


я 


М272. Даны две окружности 
радиусов Е ип г, касающиеся 
внешним образом. Строятся 
различные трапеции АВС 
так. чтобы каждая из ок- 
ружностей касалась обеих 
боковых сторон и одного из ос- 
нований трапеции. Найдите 
наименьшую возможную дАн- 
ну боковой стороны АВ. 


$2 


стороны от него чисел а и с лишь в том случае, если все эти 
три числа имеют одну и ту же четность. Таким образом, оста- 
ется доказать. что требуемым образом можно расположить 
как четные чнсла от | ‘до п, так н нечетные. 

Но легко понять, что располагать числа 2, 4, 6,...,2К 
или же числа |, 3, 5,...-, 2—1 можно в том же порядке, 
2а-+ 2 


2 


что и числа !.2,..., Е. Действительно, если 26 = 


2а— 1) -- (2—1 а -:-с 
или р ЕЕ то в = 2. 


Таким образом, задача сведена к упорядочиванию тре- 
п 
буемым образом чисел |, 2,..., А ( = 5, еблил четно, и 


п-1 
Е —= ти если п ненетно}. Так как для п == {1 доказываемое 
утверждение справедливо, то справедливость его для любого 
натурального п вытекает из принципа математической ин- 
дукцин. 

Проведенное рассуждение даст конкретный способ пост- 


роения требуемого расположения чисел 1, 2, ..., п. В ка- 
честве примера проведем такое построение для п=16. 

1 

21 

423} 

8462 7351 

168124 146102 157 11313591 


Ф 


Без ограиичения общиости можно считать, что Ю> 
(если В = /, р АВСО становится прямоугольником 
со стороной АВ, равной 2 (Ю+|- г) = 4г). Центр окружности 
раднуса А обозначим через О,, а центр окружности раднуса 
г — через О,. Кроме того, будем считать, что окружность 
О, касается основания АР, а окружность О, — основания 
ВС. Пусть РО — общая внешняя касательная к этнм окруж- 
ностям (точка Р лежит на окружности Оз, а точка @ — на 
окружностн О», см. рис. 1). Легко вычисляется, что длина 
отрезка РО равна Зу Юг. 

Отложим иа прямой РО вне отрезка РО отрезки РА 
н ОВ н выясним, при каком соотношении между длинами этих 
отрезков касательная АА’ к окружности О, (отличная от АР} 
параллельиа касательной ВВ’ к окружности О, (отличной 
от ВО). 

Эти касательные параллельны при условии, что сумма 
величин углов ВАА’ и АВВ’ равна 180”. то есть О.В 
и 9, АР дополняют друг друга до прямого. Последнее условие 
означает равенство величии углов ВО,О н О: АР ин, следова- 
тельно, пропорцнональность 


1891 _10,Р] 
10:01 — ТАР1` 


Полагая х-= 84}, х’= [АР], условие параллель- 
ностн касательных АА’ и ВВ’ можно записать так: х.х’-= 
= АЮ.г. Длина отрезка АВ равнав этом случае х -+ 


г. ее 
ору г. 


Если условие параллельности выполнено, то, обозна- 
чив через О и С точки пересечения второй общей внеш- 
ней касательной к окружностям О, н О, г параллельными 
прямыми АА’ к ВВ’, мы получим трапецию АВСО, удов- 


Рис. 5 


Рис. 


Рис. 7. 


$218. Спутник Земли Фви- 
жется по круговой орбите на 
высоте Н- 760 км над 
поверхностью Земли. Ёго 
хотят перевести на Залип- 
тическую орбиту с макси- 
мальным удалением от по- 
верхности Земай Но 
:= 40000 км п минимальным 
расстоянием от поверхности 
| = 760 км. Насколько для 
этого необходимо изменить 
скорость спутни’“? Каким 
будет период  обрещения 
спутника по новой, эллипти- 
ческой, орбите? 


летворяющую условию задачи. Одиако это утвержденис, 
кажущееся бесспориым прн взгляде на рисунок 4, иуждается 
в уточиеиии. Посмотрите на рисунок 5. Если число х слиш- 
ком велико, трапецию получить не удастся. Понятио. 
что число х должны быть меньше длины отрезка ОВ на рн- 


че 
УА . 


сунке 6. Докажите, что г 
Таким образом, осталось решить следующую задачу: 


г 
найтн наименьшее значение функции #(х) =х- — + 


х 
ыы 2г = 
—2 'УВг на интервале 0<х< р; УЁг. Вместо 


Ю 
этой функции можно взять функцию # (х) =х-- —-. гра- 


фик которой (прн х >> 0) изображен ма рисунке 7. Она убы- 


вает при 0% х= ИР и возрастает т х>> УВЕ (до- 

г = А 
если т. И - уг. 
то наименьшее эначенне длины стороны АВ равно 


— 2 ИИ 
1СИВл=4 ИУВх. Если же $ — и И Вг= У Вг. то функ- 


2 — 
ция | ваименьшего значения на нитервале ]0, 5-— /А7[ 
не имеет. 


кажите это). Таким образом, 


2, 
Неравенство у— 


У Е! = У Ёг эквивалентно кера- 


венству Ю >> 3г. Таким образом, если г< Ю < 3х. иско- 


мый минимум равен 4 ]/ г, если же В >3г, нанменьше- 
го значения |АВ]| ие существует: длина стороны |А8В| 


ое 
может принимать любое значение. большее | и х 


— 9 2 
х Ув | = В И Кг. но самого этого значения ие 


О. И. Ионим. 


` 


достигает- 


Ф 


Для простоты будем считать, что скорость спутника яз- 
меняется за очень короткий промежуток времени (малый 
по сравнению с периодом обращения спутннка по круговой 
орбите). Минимальное расстояние от Поверхности Земли до 
эллиптической орбиты равно радиусу первоначальной кру- 
говой ‘орбиты, то есть обе орбиты спутинка имеют общую 
точку (точка / на рисунке 8), в которой н произошло изменение 
скорости спутника. Найдем скорости ис и из спутника в этой 
точке на круговой н на эллиптической орбитах, а затем и из- 
менение скорости Аи = и — в. 

Вначале определим скорость и, спутника прин двнженин 
по круговой орбите. Так как центростремительное ускорение 

4) 


“о 


а=р-ь {Е — раднус Земли) спутинку сообщает сила тяго- 
тМ 
тения Рт-:\ ее! — масса Земли, т — масса спут- 
о 
туб 
ника). то, согласно И закону Ньютона, Бе 
Юл 


тм 
У. ы 
(Е: Из этого равенства непосредственно найдем 


33 


Рис. 8. 


84 


что 


Уля 
ба = ТУВА. 


Для того чтобы определить скорость и, спутника, ког- 
да ои движется по эллиптической орбите на высоте Й над 
Землей, воспользуемся законом сохранения энергии и 111 
законом Кеплера*). Из аналогин между гравитационным н 
электростатическим полями можно заключить, что в тот 
момент. когда спутиник находится на расстоянии Я от 
Земли, он обладает потенциальной энергией П, = 


т 
=— ВИ. Кроме того, спутник имеет кинетическую 


2 
ти 
энергию К, =->-. На высоте Н от Земли спутник об- 
ыы тм 
падает потенциальной энергией П.= —Тр=еЕ н кине- 
ти? 
тической энергией К, = —5—, где и, — скорость спутника 


на высоте Н. Согласио закону сохранения энергин, 


ь Я 
пи эм ти тМ 


о 2 ТН. 

По второму закону Кеплера площади, заметаемые 
радиус-вектором спутимка за равные промежутки вре- 
мени, равны. На рисунке 8 это площади заштрихованных 
фигур- Если промежуток времени АГ мал, скорости двн- 
жения спутнике вблизи точек /н 2 можно считать по- 
стоянными. Тогда вместа секторов можно рассматривать 
соответствующие равнобедренные треугольники. Запишем 
равенство них площадей; 


1 1 
703 У АКА -- Я) = —5_ 9 «В --Н)- 


Из последних двух раренств найдем 


# } д 5 ВЕРЯ 
и-Р 2-Я а Ю-н° 
Тогда изменение скорости спутинка 


М 2(ю-—Н) ) км 
о о Ул т И В 
Теперь определим период 7 обращения спутинка по 
зламптической орбите. гласно И! закону Кеплера, от- 
ношение квадратов периодов обращения спутника равно 
отношению кубов больших полуосей его орбит. Поэтому 
т ВА И 
г ЕЕ 


21 (В+ #}) 
о 


о 


где То = — пернод обращения спутинка по 


круговой орбнте радиуса Ю -1- Я. Следовательно, 


Т=л(ю ЕН - 1) И ао. 


*) См., например, статью Е. П. Кузнецова «Кос- 


мические задачи ма вступительных экзаменах», «Квант», 
1974, № И. 


$279. Цилиндр, изеотовлен- 
ный из нетеплопроводящего 
материала, разделен  не- 
теплопроводящей ` перегород- 
кой на две части, объемы 
которых У, и У.. В первой 
части находится газпри тем- 
пературе Т, под давлением 
ра. Во второй части нахо- 
Эится такой же газ. но при 
температуре Т; и под дав- 
лением рз. Какая темпера: 
тура газа установится в 
цилиндре, если убрать пере- 
городку? 


$280. Источник света на- 
ходится ма расстоянии За 
от линзы с фокусным рас 
стоянием а. Во сколько раз 
изменится средняя освещен- 
ность пятна на экране, ко- 
торый находится на рас- 
стоянии ],ба от линзы, всац 
между линзой и источником 
поместить плоскопариллиель- 
ную стеклянную пластинку 
толщины 0,5 а? Поколитель 
преломления стекла равен п. 


Так как стеики цилиндра сделаны из нетенлопрово- 
дящего матернала, то, независимо от того, какой про- 
цесс пронсходит с газом в цилиндре при его перемешин- 
вании, из Закона сохранения энергии следует 


ст: (Т-—Т,) = ст. (Т.—Т). 


Здесь с — удельная теплоемкость газа, т, и т, — массы 
газа соответственно в первой и во второй частях цилиид- 
ра и ТГ — температура, которая установится у цилиндре 
после того, как наступит равновесие. Из этой формулы 


(уравнение теплового баланса} после несложных преобра- 
зований получим 


(тт) ТТ, 


рии. 


ть 


Т 


найти. 


п 
Отношенне т. Нетрудно воспользовавшись 
г: 


уравиением газового состояния. Лая таза п частях ци- 
линдра ло того. как убрали перегородку, можно записать 


7 


11 тя :; ы. 
М А п К р. 


Разделив первое равсиство на второе. получим 
п РУ, Т. 
т» = р:У.Т, ь 


Тогда окончательно 


т— ТТ. (ра, -- рзУ;) 
о риа РУ.Ть ^ 


Ф 


Средияя освещенность Ё иятиа па экраме зависит от евс- 
тового потокв Ф, проходящего черел лиизу н попадающего 
на экраи, и от площади А$ пятил ия экране: 


- Ф 
Бел 


$5 


Рис. 10. Линейный размер 
пятна на экрапе отличается 
от линейного размера изоб- 
ражевия па величииу 


ума). 


где А — радиме лиизы. й — 
размер изображения 6 =1,ба— 
расстоянне от лиизы до эк- 
рама, [;, — расстояние от 
Янизы 10 изображения. 


36 


Найде’л отдельно освещенности в первом и во втором случаях, 
а потом их отношение. 
В первом случае источник находится на расстоянии 


\ 


4 
} } 
4: = За от лиизы. Из формулы линзы ЕР а == = по- 


лучим, что изображение источинка находится на расстоянии 

я ра Я 

[= — Е = —5_@ от лиизы, то есть как раз на экраис. 
= 


Пусть площадь источника мала и равна А$ (размеры ис- 
точника, действительно, должны быть малыми по сравнению 
с расстоянием от него до лиизы, так как пользуясь формулой 
лиизы. мы рассматриваем только близкие к главной оптн- 
ческой оси лучи). Тогда можно считать, что световой поток, 
излучаемый с единицы площадн источника в едипичном те- 
лесном угле — обозначим его /, — есть величина постоянная. 
Таким образом, на лиизу от источника падает световой поток 
Ф, — ГА$®., где @, — телесный угол, в котором видна 
линза из точек источиика. Угол ®; измеряется отношением 
= ($ — площадь линзы, Ч, =— расстояние от линзы до ис- 
: 
точиика). Этот световой поток после линзы попадает на эк- 
ран. Площадь изображения Ая иа экране относится к пло- 


щали А5 источника как то есть 


Е. 
@’ 


Тогда освещенность экрана в первом случае равиа 


ри 
ПР: — 9 @` 


После того, как между источником и линзой помес- 
тили плоскопараллельную пластинку, источинком для 
линзы стало нзображелие источника, даваемое пластин- 
кой. Найдем положенне этого изображения (расстояние х 
на рисунке 9). 

Для этого построим ход двух лучей, выходящих, иа- 
пример, из точки А нсточника. Пусть один луч перпеп- 
дикулярен к пластинке, в второй луч образует с первым 
малый угол @&. Из треугольника А’СК отрезок СК равен 

/ 7 * 
СК =А'’К а = ГЕ ++ =) а. 
\ 


С другой стороны. 
СК -- СБ 4- КР =: -5- 166 4 Ива. 
Следовательно, 


ОХ ‘а 
[1-х] ше =—- «В Иа. 


288 
Отсюда х = 5 (1 — ча }- Так как углы © н В малы, то. 
В зп В 1 ‚Е. пу 
Ба ча. “о ее || а Таким образом, 


изображение источника, даваемое пластинкой, находится 


1 
от линзы на расстоянии 4, = За—х= > (6 + ен) . 


Рис. 1. 


$281. В гхеме.  июбрижен- 
ной на рисунке 11. а, первони- 
чально каюч К разомкнут. 
Э. д. с. первой батареи Е, 
виз | в. ш её внуиреннее со- 
противление т, 0.2 ом. 
3. 8. с. второй битареи Е ‚= 
3 а"). внутреннее сопро- 
тивчение г) 0.4 ом. Ем- 
кость конденситори С = 
== 10 ч^ф. На какую величи- 
ну изменится заряд конден- 
ситюра при замыкание каю- 
чи, еси диод помеет вольт: 
иинерную характеристику, 
покаланнию на рисунке 11, 6? 


*) В «Квантс» № 6 за 1974 
год в условии задачи Ф281 
была допущена ' лечатха. 


При этом размеры изображения такие же, как н источ- 
мика (см. рис. %. Световой поток Ф.. падающий на линзу 


от этого пового источника, равен ФФ, =: #А$0. = 
Я 
=7\5 —. 


Тенерь из формулы линзы найдем положение изобра- 
жения этого источника: 


Е би 1 
НАЧЕЕ: СВЕТ. 


Ясно. что четкое изображение паходится не ил экране. 
а иа экране видна размытое пяотио. Одмако, так как для 
стекла и лежит о пределах от 1,5 до 2. то [› принимает 
значения от 1.53 а до 1.57 а. То есть изображение нахо- 
дится от экраиа на расстоянии примерно 0.05 а. Это рас- 
стояние мало по сравнению с расстоянием 1,5 а от экра- 
па до линзы. Кроме того. размер иредмета и диаметр 
лиизы тоже малы (оуметим еше раз, что мы рассматри- 


ваем только узкие приосевые пучки). Поэтому можно 
снитать. что размеры четкого изображения не отлича- 
А5. 
ются от размерон пятна на экране (рис. 10) и 3$: 
5 
т 4$: 
а ЗИ: ° 


Тогда освещенность ЕЁ, экрана и этом случае равна 
Ф. 154$ Зп =. м и 


м отнашщение освещенностей 
Е» Ч ЗЕ 
Г [5 1 


Впачаие разность нотенниалов пластин Копденсатора 
равна Ё,. а заряд конденсатора й,: СЁ.. Послг замыка- 
ния ключа по цепи пойдет ток. и разность потенциалов 
пластии копденсатора (разность потенциалов точек В н 4} 
будет равна (, Е, —(Гг., где #— ток, идущий по цели. 
Найдем этот ток. 

Из польтампериой 
что при протекавин 
ния па нем всегда 
для полной исии: 


характернетнки 
тока через диод 
равно Ил 14. 


диода следует. 
падение папряже- 
Запнисм закойи Ома 


Ёё,. По ил И... 
Отеюла 
Е ЕС 


И и 4 г: | 


Тогда после замыкания ключа разность потенциалов ила- 
стин конденсатора будет равпа 
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Ф282. Найти частоту «сим- 
метричных» колебаний си- 
стемы, показанной на рисун- 
ке 12, а. Массы всех шаров т, 
коэффициенты упругости 
пружинок К 


© 
5 
75 
к 


К 


ы 
ит 


$283. Заряменные 
с Одннаковой массой. распо- 
зоженные ми расстоянии { 
Ориг от друга, отпустили 


шарики 
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а сго заряд 


Е: — Е =— Ил 
9- == СЫ. == СЕ, — Сл» и 
Следовательно, заряд конденсатора изменится на вели- 
чину 
с т № 
А9 = 9: — 9: => — Сл И, == — 5.1076 мкф. 


Прежде всего найдем силу, действующую на каждый 
шарик при его смещении из положення равновесия (рис. 12,6). 
Обозначим иачальное расстояние шарика от цеитра системы 
(точки 0) хо, новое расстояние — х, смещение шарика от 
положения равиовесия — Ах, начальную длину пружины — 
о, ее длину в растянутом состоянин — [, а изменение длины 
пружины — А{. 


т 


"ФО 


з 
2 
а) ини нен = „-.-30 

: И-П 2 
5 оне см 


Как ви дно из рисунка 12, 6, 
[5 == 2хо с0$ 30? и {= 2х с0$ 30°. 
Тогда каждая из пружин “ри смещении шариков окажется 
растянутой на величину 


Мей 98а: —хоусоЗОЗыи З Ах: 


Следовательно, на каждый шарик со стороны пружин будут 
действовать две равные по абсолютной величине силы: 
Е = М - УЗААх. 


Равнодействующая этих сил направлена к положению 
равновесия шарика и равна по абсолютной величиие (см. 
рис. 12, 6) Е’ 2Р с0$ 30` == ЗВАх, то есть пропоринональ- 
на смещению шарика от положения равновесия. Это озна- 
чает. что система эквивалентна системе из трех обычных 
пружинных маятников. соединенных в точке О и имеющих 
жесткость А’- ЗА каждый. Поэтому частота колебаний сн- 
стемы будет равиа 


®« - Е = 
Ф 


Шарики удаляются друг от друга под действием силы Р 
электрического отталкивания, равной (в системе единиц СГСЭ) 


| 


т .Где 9 — заряд каждого шарика, г — расстояние 


(без мачальной скорости). 
Через { секунд расстояние 
между ними удвоилось. Че- 
рез какое время удвоится рас- 
стояние между шариками, 
если их отпустить с расстоя- 
ния ЗВ 


Ах. 
5х, 


между шариками. Снла Ё, а значнт, и ускорение шариков 
меняются по величнне по мере нзыенення расстояния меж- 
ду шарнхами, поэтому двинженне шариков не будет равно- 
ускоренным. Для решения задачи придется проявить неко- 
торую изобретательность. 

Разобьем перемещення шарнков в первом и во втором 
случаях из одинаковое число участков таких, чтобы относн- 
тельные перемещення в обоих случаях были .одинаковымк. 
Обозначим начальное расстояние между шарнками Эх,„, 


х 
а в искоторый момент времени — 2х. Величина Ё ^-- и есть 
© 
относительное перемещение шариков. 


Ах 
Пусть А изменилось на величину АК ыы Тогда переме- 
9 
щение каждого шарика в первом случае (когда 2х. — 1) 


равно Ах, - АВ —. а во втором случае (когда 2х. = 30 — 


3 
Ах, = ДЕ — |. Отношеняе перемещений шариков равно 


Теперь сравним среднне скорости шариков. Для этого 
воспользуемся законом сохранения энергин. В начальный 
момент шарики обладают только потенциальной энергией 

2 


А 9- 
электрического взаимодействия Па -= 2х (в снстеме СГСЭ). 
й 


ВН тот момент, когда расстояние между  шари- 

ками равно 2х, ояи обладают — потенциальной 
з то: 

2 

(72 — масса шарика). По закону сохранения энергии 

4 . “ 

9—9 $ ти?. Отсюда 


энергией П > н кинетической энергкей К--2 


‚у уеюи 
2т хх — 2х%т 


Видим, что при одном и том же относительном перемс- 
щевии & скорость шарика в первом случае больше ско- 


и 
рости шарика во втором случае в ЕТ = УЗ раз., 
9" 3т 
Ясно. что нри изменении # на величину АЙ средине 


скорости шариков будут отличаться тоже п 1/3 раз; 
Сер. 1 и 
—а 3. 
Фер.: и 
Времена, за которые шарики перемещаются на Ах, 


н первом случие и на Ах. во втором случае, равны соот- 
ветственно 


Отсюда 


то есть при любом нзмененин величины А время движения 
в первом случае больше временн движения во втором слу- 
чае в 3 УЗ раза. 

Следовательно, когда расстояния между шариками 


р 


$284. Найти ускорение а, 
с которым падает круглая 
металлическая пластинка в 
однородном магнитном поле, 
параллельном › поверхности 
Земли. Пластинка падает 
вертикально вниз п ориенти- 
розана своей плоскостью па- 
раллельно магнитному полю 
п перпендикулярно к поверх- 
ности Земли. Голщина паас- 
танки 4 много меныме ее 


радиуса Ю. масса т, имдук- 
ция магнитного поля В, ус: 
корение свободного педения #. 
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удвоятся, полное время {, будет больше времени {: Тоже 
в3 |3 раза. То есть 


н=З УЗ =3 И$ 2. 


Ф 


Вначале рассмотрнм случай, когда пластинка падает 
вертикально вниз с постоянной скоростью у. На электроны, 
падающие вместе с пластинкой, со стороны магиитного поля 
действует сила Лоренца (рис. 13) Рл = гэВ (е — заряд элект- 
рона). В результате электроны будут смещаться к правой 
стороне пластинки. Перераспредеяение электровов внутрк 
пластинки приведет к возинкновению электрического поля, 
направленного слева направо (см. рис. 13). Смещение элект- 
ронов будет происходить до тех пор, пока сила Лоренца не 
уравновесится силой Р.. действующей со сторовы электрн- 
ческого поля: Ах == ЁРь, или егВ -= еБ. Отсюда напряжен- 
ность электрического поля Ё = #8. 

Так как толщина пластинки много меньше ее радиуса. 
то электрическое поле внутри пластинки можно считать 
однородным (можно пренебречь краевыми эффектамн). Это 
означает, что пластинку можно счнтать плоским конден- 
сатором, между пластинами которого разность потенциалов 
и = Еа -: Вей, заряд которого равен 


$ 
9 = Си = => Во -= 2,5 Во 


($ == лА?* — площадь пластинки). 

Этот заряд зависит от скорости движения пластинкн. 
При движенни пластинки С некоторым ускорением вместе 
со скоростью пластинки с течением времени будут меняться 
и заряды иа сторонах пластинки. Следовательно, при изме- 
нении скорости пластинки в ней возпикает электрический ток 


где и — ускорение пластннкн. Но, как мы знаем, на провод- 
ннк © током в магннтном поле действует сила. В нашем слу- 
чае эта сила равна по абсолютной величине Р — В! и на- 
иравлена вертикально вверх. Итак, кроме снлы тяжести 
на пластинку при ес падении со стороны магнитного поля 
будет действовать еще сила К. Запишем уравнение движення 
пластинки: 
та = тр-—В/а, нли та = ти— В*аеалК:*. 
Отсюда 
| 


— Вал? 
1 + НО 


а-в 


И. Ш. Слободецкий 


Окончание синска Начало см «Квант» 
\: 1. 1975 г 

Ь Ухурзаков (Киз Алма \тиискои обл } 63, 
Ф. Шакирова (Казань) 56, 59; С Шатаншви- 
ли Тбилиси) 58, 63; Е Шефтель (Чериигов} 
58. 59; А Шилель (Москва} 63, 64; Г Шме- 
лев (Ярославль) 56, 58, 59, 61— 63. 65; 
Н Шмырин {Реж Свердловской обт) 63; 
В Шпоековский (Пинкс Брестской обл) 
56, 62. 65; А Шульман (Кнев) 62 — 65; 
А Шиаков (Ленинград) 63; И. Юнус (Харь- 
ков} 56 — 59, 61 — 65; Б Юсин (Москва) 
56 — 59, 61—65; М Яникова (Москва) 
63: р Яцало (с Морочно [Ровенской обл) 
64. 


Правиленые решения залач Ф267 —Ф277 прн- 
слали следующие читатели (жнриые инфры -- 
послелние две цифры номера залачи}) Х АДб- 
буллин (Алма-Ата) 72, Н Агладзе (Тбилиси) 
73. 75.77. Д Азов (Челябинск) 72. Г Апйзим 
(Брест) 72, 77. Р Акбаров (Андижан) 68, 
70—73, 75, 76, С Актершев (Магнитогорск; 
68, 70—72, А Алексамдрин (Валуйки) 67, 
68. 70. Л Алексеев (Смолсиск) 72, Я Ан- 
намурадов (Байрам-Али) 72, М Аронов (Воло- 
ларек) 68, 70. 71, Ш Атобаев (п’о Найман 
Хорезмской обл) 68, И Бабакулов (Катта- 
Курган Самаркандской обл) 75, Р Бабчан- 
ник (п Манома-65 км Хабаровского кр} 
68, В Бакуров (Новоснбирск) 67, С Бала- 
ов (Москва) 75, 77. Р Басыров (д Н Кара- 
китяны ТАССР) 67, 68. 70, 73, 76, Г Бежиа- 
швили (Рустави) 73, 75, В Белоусов (Москва) 
67. Ю Бельский (Брест) 71, 72, 3 Бендь- 
кидзе (Тбнлиси) 70, | Бенхам (Казиннн) 70, 
75. У Беджиев (Карачаевск) 67, 68, 70—72, 
М Бирман (Саратов) 68, 70. М Бикти- 
миров (Ленниск) 73, 77, Ю Богомолов (Ка- 
зань) 68, 70, 72—74, 77, С Бодров (Реутов) 
67. 68, 71, 72, В Борисов (Воронеж) 68, 73, 
В Борю (Запорожье) 68—71. 73. 75. С Бос- 
танова (Карачаевск) 67. 68, 70—72, С Бу- 
рин {Боровск) 72, А Вакуленко (Москва) 68. 
70, 7, В Виноградов (Владивосток) 88. 
Н Винокуров (Москва) 68, 71, И Виняр 
(Оргеев) 68. А Волков (Челябинск) 72, 73. 
В Волчков {п Залегощь Орловской обл) 
67, И Воронин (Днепропетровск) 73. В Га- 
лунов (Фрунзе) 68, И Галинников {Волго- 
град) 68. 71—73, 75, М Гасилов (Ярославль) 
68, 70. 2 Гедалин (Тбилиси) 67, 75. 77. 
С Герц (Хуст) 68. 72, Б Гоберман {Баку) 
70. А Говяда (Киев) 67. И Голдонскии 
(Брянск) 68, 71, 73—75. 77.3 Голод {Пииск) 
68, 71—73. А Гончаров (Воронеж) 73—75. 
Е Горбатыи (Одесса) 68, 70. 72, 74-77. 
А Гордин (п Урень Горьковскон обл) 75, 
77. С Горишний (Таганрог) 68. 70, 73—75, 
А Григорьев (Грозный) 73, С Григорьев (Ес- 
сентуки) 68, 73, С Гродскии (Корсунь-Шев- 
ченковский) 73. 8 Грязев (Кокчетав) 68, 72. 
Е Гибамов (п Востряково Московской обл} 
70, 72. Е Гугель (Днепронетровск} 68. О Гуо- 
ьова (Одесса) 72. М Гиумимян (Ереван) 76, 


{ Лемихов (Усмань) 68, 73, У Джимания- 
зов (Хазараспский р-н Хорезмской обл) 68. 
К» Докичаев Ленинград) 67—76. В Лорохов 
(Понецк) 67. А Лробинин Евпатория) 68. 
70. 71, 75—77. Н Дубровский (Омск) 69. 70, 
Б Жук (Грозный) 70, Е Жуков (Волгодонов- 
ское  Целиноградской обл) 68, 72. И 3За- 
вертьин (Орс+.) 70, 72, 75, 76, П Золотарев 
(Ташкент) 67, 73. 75—77, В Зосимов (Элн- 
ста) 71, 72, 74, 75. Ф Ибрагимов (Кривой Рог) 
72, В Иващук (Киев) 67, 68, 70—75, 77. 
Т Нванова (Москва) 68, А Налиев (Москва) 
67. 68. 70. А Изчаилов (Баку) 68. 70—72, 
А ИНмернигивили (Тбилисн) 72. Н Имранов 
(Баку) 68. И Иовик (Магнитогорск) 68, 70. 
73, 75. А Казарова (Ереван) 76, А Карнаух 
(Белгород) 68, 70. 72, 73—75. А Каливец 
(Карпниск) 68, В Карпухов (Челябинск) 73, 
75, 76, А Карякин (Сарань) 73. Б Кацман 
(Мытиши) 67. 70. 72. 73. Г Каиникадз» 
(Тбилиси) 68, 72, А Керенцов (Бугульма 
ТАССР) 72,1 Клименко (Москва) 73, А Клоч- 
ко (Жуковскии) 68, 70, 71, 73. 75. 76, Н Ко- 
былецкий (Баку) 71. А Коган (Воронеж) 75. 
Я Коган (Глазов) 68. 71—74, 77. Р Козак 
(Винннца) 68. 70, 71, 73, 75, С Колобзарова 
{Вольск) 68, А Колост (Воронеж) 68, 70. 
А Колючки, (Симферополь) 68. 71, С Ко- 
ляда (Кнев) 68, 75, В Комаров (Ачинск) 
72. А Копнов (Новочеркасск) 73, 76, 77. 
С Копыловский (п Знобь-Новгородское Сум- 
ской обл) 67. 68, 70—75. 77. Г Корабзь 
(Львов) 77. И Корешкин (п Остер Смолси: 
ской обл) 71. М Кроль (Павлово) 73, 74. 
А Крохин (Харьков) 73, 75. 77, А Киузме- 
цоз (Калуга) 68, 72, В Куликовский (Москва) 
68. 70--74. В Куценко (Камышин Волго- 
градской обл) 76, М Лазурчак (Трускавец) 
68, В „Талекин (Гагарин Смоленской обл } 
68. 70—72, В Левитас (Кнев) 72. 77, А Лек- 
чинов (Шахты) 73, 75. Ю Листов (Казань) 
68—70. 72, А „Топатенко (Лнепропетровск} 
73. 75, 77, С Ляпин (Петриков) 67. 73, 
С Магомедов(е Кубра ДагАССР) 70, И Май- 
хруь (с Белобожница Тернопольской обл) 
70. 71, 73, 75. 77: В Малов (Ташкент) 77, 
Б Мамгд-Заде (Баку) 68, С Матвеенко (Мос- 
ква) 68—70. 72, 73. 75, 77, Г Ман (Ново 
сибирск) 76, В Мелехов (Кирово-Чепецкий 
Кировоградской обл ) 68, С Мельник (Харь- 
ков} 68, 70—77. А Менмилий (ст Старом- 
линская Краснодарского кр) 68. А Морозов 
(Новосибирск) 75, 77, А Морезовский (Кнев) 
72. 77. А Набатчиков (Курск) 70. 73. В На- 
зареулов (Стерлитамак) 75. К Николаев (Ал- 
ма-Ата} 68. Г Оганнисян (< В Арта- 
шат АрмССР)} 75, 77. А Оксак (Ворошилов- 
град) 75, Ю Онищенко (Люберцы) 68. 69, 
71—75, ТР. С Онучин (Пермь) 73, 75, А Осин 
(Камышин Болгоградской обл) 68, 69, 71, 
73. В Осипенко (п Знобь-Новгоролское Сум- 
ской обл } 68, 73, 75, С Остапенко (с Пуш- 
тулим Алтайского кр } 70; А. Остапов (Орд- 
жоникидзе) 72, С Островская (Харьков) 68, 
70, 72, 73. Е Павленко (Армавнр) 68, 73. 77. 
С Пантелеймонов (Хуст) 70, 73. А Паро- 


вичников (Обнинск) 68; В. Пахомов (Днепро- 
петровск) 73; Ю. Перфильев (Саратов) 70, 
72; В. Пестунов (Кировоград) 75; Н. Пив- 
торак (с. Соколовка Винницкой обл.) 68; 
А. Поблагуеве (Вииница) 67, 88, 70—72, 74, 
75. 77; М. Половинник (Мена) 67, 71. 14; 
Р. Портной (Черновицы) 68; А. Пресман 
(Москва) 75; Б. Рахманов (Хазараспский р-н 
Хорезмской обл.) 68; С. Рашшкеев (Солнечно- 
горск) 73—75. 77; Б. Рева (Тэллии) 68, 70, 
71, 73, 75; В. Решетняк (Киев) 68, 70; В. Ре- 
шеглов (Куйбышев) 67; Э. Розенкрани (Магни- 
тогорск) 73. 75: М. Розман (Псков) 74. 75, 
77: В. Рыжиков (Ахтубинск) 67. 70—73. 
75: Н. Сапрыкин (Фрунзе) 68; В. Свиридов 
{ВНИНСС  Рамонского р-на  Воронеж- 
ской обл.} 67; Р. Сергеев (д. Перебродье Ви- 
тебской обл.) 68. 70—73, 175; Р. Сирота 
(Харьков) 68, 71, 73, 75. 76; В. Смоленков 
(Ленинград) 68; Ю. Смоленцев (Ессентуки) 
68. 70, 71; В. Смолко (Кишннев) 68; А. Смык 
(Красноярск) 68, 70, 75; И. Соколов (Москва) 
73, 75. 77; В. Солдатов (Ногинск) 73, 715; 
С. Сорокин (Грозный) 73; П. Субботин (с. Го- 
родище Белгородской обл.) 72. 77; Л. Сургу- 
ладзе (Тбилиси) 74, 15; В. Тарасов (Ленинграл) 
76: В. Татаренко (Киев) 73; В. Татарин 
{Теребовля) 75, 76; Л. Требулева (Ташкент) 
67, 68, 71, 73, 75. 76; А. Туровский (Псков} 
73—75, 77: М. Тяпин (по Мекса Волгоград- 
ской обл.) 76; А. Уваров (с. Знаменка ЦПеи- 
зенской обл.) 75; Б. Умирзаков (Коспелен- 
ский р-н Алма-Атинской обл } 73; С. Утна- 
супов (Элиста) 67. 88, 70, 72; Н. Федин (Омск) 
67. 68, 70—77; 1. Фоменко (Днепропетровск) 
67, 68, 70—72; А. Хомич (Брест) 77; „7. Цим- 
ринг (Горький) 73, 76, 77; И. Цифра (с. Веля- 
тнно Закарпатской обл.) 68; М. Чанкаев 
(аул Каменномост Карачаевского р-на) 73, 
75, 77; Ю. Черныш (Минск) 67—89. 71-73, 
75, 77; А. Шакиров (с. Б-Ока БашкАССР)} 68, 
71; Г. Шмелев (Ярославль) 68, 70, 73; А. Шму- 
левич (Винница) 75, 77: Н. Шмырин (Реж) 87. 
68, 73; Е. Юдин (Ессентуки) 68, 73, ТТ: 
А. Юнусов (Кишинев) 868. 
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Вычислительная 
машина Джона 
Непера 


Джона Непера, барона Мер- 
чистона (1550—1617), уро- 
женца Шотландии, изобре- 
тателя логарифмов и одного 
нз изобретателей десятичных 
дробей (он ввел знак, разде- 
ляющий целую н дробную 
часть) по справедливости 
считают первым из выдаю- 
щихся  англныйскнх матема- 
тиков. 

Этн изобретення стали 
частнией общей человечес- 
кой культуры. И десятичны- 
ми дробями, и логарифма- 
ми должен в настоящее вре- 
мя владеть каждый культур- 
ный человек. 

Но Джон Непер поза- 
ботился также и о своих сов- 
ременниках. которые пло- 
хо умели умножать и делить 
многозначные числа. В год 
своей кончины он издал кни- 
гу, которая называлась «Каф- 
доюй:а». В этой книге изло- 
жен остроумный способ ме- 
ханического умножения и де- 
ления с помощью  «костя- 
ных дощечек» Непера. Вы 
самн сможете нзготовить Та- 
кие дощечки из фанеры илн 
плотного картона (см. рис.) 


ВАРАРАРАН 
аоосы0О 
АННАН 
РИ 


8 
Е ЕАН В 
БАНАНА АРА НА РОИА 


Хорошо вам известная 
таблица умножения Пифаго- 
ра записана на девяти до- 
щечках. Каждый из квадра- 
тнков табянцы разделен 
диагональю на «верхний» и 
«нижний»  треутольники. В 
нижием — число единиц про- 
изведеинй. п верхнем — 
число десятков. 


{Окончание см. с. 96) 


ПРАНТИНУМ 
АБИТУРИЕНТА 


Казалось бы, нет более знакомого 
абитуриентам материала, чем во- 
просы, относящиеся к исследованию 
квадратного  трехчлена. Ни один 
экзаменатор не сомневается в том, что 
каждый поступающий в вуз без тру- 
да решит  квадратнсе уравнение, 
помнит теорему Виета и справится с 
квадратным неравенством. И, тем не 
менее, практика приемных экзаменов 
вновь н вновь обращается к этой те- 
ме, а экзаменующиеся не всегда до- 
биваются успеха. Их нередко подво- 
дит стремление использовать сведе- 
ния, лежащие на поверхности, п 
с их помощью как можно быстрее 
перевести задачу на формальный 
язык. Однако такой 
далеко не всегда является оптималь- 
НЫМ. 

Часто большую помощь оказывает 
графическсе представление условий 
задачи. Оно дает возможность взгля- 
нуть на все условия в совокупности 
н отыскать наиболее простой способ 
решения. 

Покажем это на примерах. 

Задача 1. Лри каких действи- 
тельных значениях а корни х, и х. 
уравнения 


х2—9х—а-| -0 
лежат между корнями х, их урав- 
нения 
х?—2 (а-| 1) ха (а—1) 0? 
Требуется найтн все такие а, что 
соответствующие им значения х,, х., 
х, нх, удовлетворяют цепочке нера- 


венств 


Хх, < Хх, = Хх. <х.. 


путь решения, 


Когда помогают 
графики 


Е. Б. Ваховский, А. А. Рывкин 


Начать естественно с попытки решить 
данные уравнения и переписать эквивалент- 


ную задаче цепочку неравеиств для ненз- 
вестного параметра а. 
Корни первого уравиения х;,. 1+ а, 


корни второго: х, 2- а '-1 р За 1, 
Поскольку ке ясно, какое из чисел 

| — м или | и болыше, придется рассмот- 

реть два случая. Если | а= |1 --а, то 


задача сводится к системе х, «1 —а, 
х.> 1 га. Если ж Г га<{!-а, то 
получнм другую систему. х <1-' а, 
я. 21 -а, 

Итак, предстоит решить совокупность 
двух систем иррациональных неравенств. 
Проделайте это самостоятельно и сопоставьте 
с другнм решением задачи, которое мы сейчас 
приведем. 

Пусть [(х) н 2 (х) соответственно 
левые части первого и второго урав- 
нений. Графики функций у = }{(х) 
ни =- & (х) — параболы, обращенныг 
ветвямн вверх. Обозначим через х, 
и х, корни уравнения [ (х) = 0, а 
через х; и х, — корни уравнения 
& (х) - 0. Для всех хе, х,) будет 
в (х) < 0. Если х, <х, < х, <х,, 
то в (х,) <Оня(х.) <0. Верно и 
обратное: если р (х,) <Оир (х,) < 0, 
то х, <х;, <«х, <х,. Таким обра- 
зом, задача своднтся к решению си- 
стемы неравенств 

(8 (х,) < 0, 


(= (х.) < 0. 
Подставив х.з = 1-а в в (х), полу- 
чим систему 


| (1 — а) —2 а) -—а) -- 


га (а- 1) <0, 
(1 -1- а) —2@е+0а-—а) + 
та{а—1) < 5. 
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| 
Решая ее, найдем —Я <а<. 


Следует отметить, что такое ире- 
образование задачи целесообразно, ес- 
лн выражения для х; и х, достаточно 
просты. 

Однако обращение к графикам нс 
всегда проходит так гладко и легко, 


как в разобранном только что при- 
мере. 

Вот еще один пример. 

Задача 2 (МАИ, 1970). При 
каких действительных значениях па- 
раметра т корни уравнения 

_ Изм) х—Зтх-4т ' 0 
подчиняются условию 2х5? 

Перескажем здесь решение задачи, пред- 
ложенное одним абнтуриентом. График квад- 
ратного трехчлена может быть обращен 
ветвями вверх нли ветвями вниз, @ зависн- 
мости от знака коэффициента при х*. И в том, 
и в другом случае значения квадратного трех- 
члена | (2) н [ (5) будут одного знака, то 
есть } (2). 7} (5) >> 0. Однако кори х, н хь 
могут быть расположены либо оба левее 2, 
либо оба правее 5. М в том, и п другом случае 
[(2) . Е(5) будет больше пуля, но абсцисса 
вершины нараболы х, окажется вне отрезка 
[2.5]. Поэтому потребуем, чтобы она была 
внутрн этого отрезка. Остается записать, что 
данное ураннение имеет действительные кор- 
ни, и свести решение задачи к решению сн- 


стемы неравенстн 
| # (2) - (5) 22 0, 
| 2<л<5. (1) 


Приведенные рассуждения не лншены основа- 
ний, но, к сожалению, говорят п недостаточ- 
ной аккуратности. Замену первоначальной 
задачи системой (1) нельзя признать обосно- 
ванной. Для произвольного квадратного 
трехчлена {}{х} она просто не верна (см. 
рис. |}. А ведь кроме этого может случиться, 
что коэффициент при х* обратится и нуль, 
и тогда графиком функции будет прямая. 

Чтобы получить аккуратное реше- 
ние задачи, нужно найти способ, обес- 
печиваклщий нсчерпание всех возмож- 
ных ситуаций. С этой целью удобно 
начать с коэффициента при х?. Он 
может быть либо ‹ отрицательным, 
либо равным нулю, либо положнтель- 
НЫМ. 

Когда 1-|-м - 0, то есть = —1, 
уравнение принимает вид 3х—4 -- 0. 
Его корень х - “/з не удовлетворяет 
м задачи, он не лежит между 
о иь: 
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Рис. 1. 

Если 1-15 0, то левая часть 
уравнения — квадратный трехчлен, 
а его график — парабола. Так как 


у трехчлена должиы быть действи- 
тельные корин, то ОР 0, то есть 
Эт?—16т (т--1) = 0. Отсюда 0= 
этер—8. 

Теперь воспользуемся тем, что 
абсцисса вершины параболы должна 
лежать между её корнями, то есть 


Зт 
25Этт т < 5. 


Мы 
а потому величина 


уже обнаружили, что т < 0, 


Зт - 
изо УТ по. 


ложительной линь при т7Я1 < 0. 
Таким образом, случай, когда ветви 
параболы обращены вверх, рассмат- 
ривать не нужно. Решим полученное 
неравенство и найдем, что 


10 
—ЧЕ Е — >. 


Рис. 


Рис. 3. 


Сопоставив его с первым ограниче- 
нием на т, получим —167 тс 
< —10:7. График нашей параболы 
прн таких значениях т изображен 
на рисунке 2. Ее ветзи направлены 
вниз, а корни будут лежать в интер- 
вале (2, 5) тогда и только тогда. ког- 
да }(2} <би}(5) < 0, то есть 
4-2 0. 25 Мм < 0. 

Отсюда т < —2. = Окончательно 
—16.7 = тм <-—8. 

Задача 3 (МАМ, 1970}. При 
каких действительных значениях Ё 
одно из действительных решений сн- 
стемы 


ху 2 (2-1). (2) 

| ху = — ЗА — | (3) 
удовленворяет условию | Ь 
и > 


Наряду с системой (2), (3} естест- 
венно рассмотреть соответствующее 
ей квадратное уравнение 

2—2 (Ё-3 1) 2+#24 3—1 - 0. (4) 
Оно тесно связано с данной систе- 
мой, решения которой получаются с 
помощью корней г, и 2, уравнения (1): 
(2,22), (21. 24). 

Легко переформулировать зада- 
чу для уравнения (4): при каких 
действительных Е один из действи- 
тельных корней уравнения (4) нахо- 
Зится в интервале (—1, 1),-в другой 
корень расположен вне этого интер- 
вала. 

Так как у квадратного трехчле- 
на (4) должны существовать два раз- 
личных действительных корня, то 
р >0, п график левой частн уравне- 


ния (4) — парабола, пересекающая 
ссь 2 в двух различных точках 2, 
На (2, < 

Условию задачи удовлетворяет 
только такое расположение корней 
квадратного трехчлена, когда один 
из них лежит внутри интервала (—1, 
|). а другой вне этого интервала 
(рис. 3). Если перевести это на фор- 


мальный язык, то получим такие 
системы: 

[ 2—1, | 65) 
[| —лааеет, | 29. 

Чнсто технические трудности, воз- 


никающие прин их решении, неоправ- 
дано велики. Изучение же геометри- 
ческой карткны может подсказать 
нам менее громоздкий прием. Не- 
трудно заметить, что парабола рас- 
положена одним из тех способов, ко- 
торые изображены на рисунке 3, 
тогда и только тогда, когда значения 
многочлена } (2), стоящего в левой 
части (4}, в точках —1и | вмеют раз- 
ные знаки, то есть 
7) о (6) 
В самом деле, пусть значение А удов- 
летворяет условию задачи. Тогда 
уравнение (4) нмеет два действитель- 
ных кория. Если один из корней 
совпадает с —1 или 1, то левая часть 
неравенства 16) обращается в нуль. 
Исключим эти варианты из дальней- 
шего рассмотэения. 
Составим теперь таблицу знаков 
значений } (—1) }(1) для возмож- 
ных случаев расположения 2, и 2. 


относительно интервала (—1. |) 
(21 < 2,) 
215 —1 | —1<2,<1 | 2,1 
а-я | с -ь=+ 
12. < 1 — реа |= 
21 >! ы = ере=+- 


Поскольку исчерпаны все возмож- 
ные варианты, то одновремевно уста- 
новлена необходимость и достаточ- 
ность условия {6}. Остается решить 


45 


неравенство 
(2+5 +2) (2-82) < 0, 
или 


(#+ о] р УИ 5х 
ЖЕ 2) (Е—1) < 0. 


Ответ: 


— ИТ рае, 


Е << 1. 
Задача 4 (МГУ, мехмат, 
1971). Найти все значения а, при 
которых система неравенств 


щи (7) 
х? —4х— ба = 0 (8) 


имеет единственное — решение. 

Неравенства (7) н (8) могут иметь 
решения лишь в том случае, когда 
дискриминанты В; и О. их левых 
частей неотрицательны. 

Начнем со случая, = 0, то есть 
а == 1. Неравенство (7) принимает 
тогда вид 1х--1)2 = 0 и имеет един- 
ственное решение х = —1. При най- 
денных значениях хи < неравенство 
(8) удовлетворяется. Следовательно, 


©, —- | — одно из искомых значе- 
ний @. 

Пусть теперь О, = 0, то есть 
«== — 3. Единственным решением 


2 
неравенства {8) при @&-= — 3” будег 


х- 2; неравенство (7) при этих а 
и х не удовлетворяется. 

Телерь можно — предположить, 
что В, >бир, >0. Чтобы данная 
система имела единственное решение, 
необходимо и достаточно наличие у 
интервалов |х:. х.| и [х, х.| ре- 
шений неравенств (7) и (8) единст- 
венной общей точки. Это может про- 
изойти либо при х. = х,, либо при 
ХХ . 

График левой части (7) — пара- 
бола с абсциссой вершины х, = —1, 
график левой части (8) — парабо- 
ла с абсциссой вершины х, =- 2. 
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Рис. 4. 


Поэтому, если а удовлетворяет 


ус- 
ловиям задачи, то параболы распо- 


ложены именно так, как показано 
на рисунке 4. Следовательно, оста- 
ется единственная ВОЗМОЖНОСТЬ 
Хх = хр 7о есть —14 Иа 


=2 —у4--6а. Решая это иррацио- 


нальное уравнение, найдем единствен- 
ный его корень < = 0 (значение а = 
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= ча’, Которое тоже возникает в про- 


цессе решения — посторонний корень). 
Итак, & =- 0. 

О мнт: 0: 1. | 

Задача 5 (НГУ, мехмат, 1968). 
Для каждого действительного а сре- 
ди всех точек плоскости, координаты 


которых х, у удовлетворяют системе 
неравенств 


{у—2х 20. 
| —^--2ах-ата--1-у>0, 


найти точки с наибольшей ордина- 
той у. : 
Перелншем систему в виде 


(у>/®. (9) 

(у<$(), (10) 
где { (х) == Эазфх) == —2-а&— 
—а?*-а11. График кривой у-= 
= ф (<) — парабола, обращенная 


ветвями вниз, а все точки, удовлет- 
воряюцие неравенству (10), нахо- 
дятся не выше этой параболы. По- 
скольку при каждом п нас интересует 
решение системы, имеющее наиболь- 
шую ординату, неравенство (10) мож- 
но заменить уравнением у = ф (х). 


График у = }(х) — прямая, прохо- 
дящая через начало координат, п 
все точки плоскости, удовлетворяю- 
щие неравенству (9), лежат не ниже 
этой прямой. Таким образом, для 
каждого а должна быть найдена точ- 
ка параболы и = ф (х), лежащая не 
ннже прямой и = 2х и имеющая наи- 
большую ординату. Возможны два 
случая взаимного расположения па- 
раболы и прямой: либо вершина па- 
раболы лежит не ниже прямой у= 2х, 
либо она находится под этой прямой 
(см. рис. 5). В первом случае реше- 
нием задачи будет точка (х., Ио), 
являющаяся вершиной параболы, во 
втором — точка (х,, и,), координа- 
ты которой удовлетворяют одновре- 
меннэ уравнениям прямой и парабо- 
лы. Уравнение параболы позволяет 
легко найти координаты ее вершины: 
х= а, у=а-|. Мы видим, что все 
вершины параболы у -= Ф (х) прн 


Рис. 6. 


различных значениях параметра а 
лежат на прямой у = х- |, и, обрат- 
но, каждой точке (х., и,) прямой 
у=х-1 соответствует парабола 
у=‹@, имеющая в ней свою 
вершину — достаточно взять @=Х». 
Нанесем прямые у = х+1 и у = 2х 
на однн график (рис. 6}. Пересече- 
нием этих ДВУХ прямых является 
точка (1, 2). При а = 1 прямая у = 
— х| будет располагаться над 
прямой у = 2х и решением задачи 
будет точка (а, а-- 1). Если жеа > 1, 
то решением является точка (х, и), 
удовлетворяющая системе 


ух =0, 
—х2 4+ 2ах — тат 1-у=0; 
отсюда 
у = 2х и х?—2 (9—1) ха? —а— 
—1 == 0. 
Уравнение имеет два  действи- 


тельных корня. когда Э=2—а == 0, 
то есть а = 2. Из них условию зада- 
чи удовлетворяет — больший: 


х,-а-1+и2—а. 


Ответ: при @ = 1, х-а, у= 
ва--|, 
при 


1<а=<2, ха-—1 ту 2-а, 


у=2 (а— + 2ра- 1, 
прна >2 решений нет. 
Однако не всегда «формальное» 
решение оказывается более трудо- 
емким. Иногда оно более целесооб- 
разно, чем графическое. 
Задача 6 (МАИ, 1970. При 
каких действительных ° значениях 
т неравенство 


х—9Этх--2 и—т|+2<0 


имеет по крайней мере одно решение? 
Преобразуем данное неравенство 
к виду 


(х—т)?-+2 цх—т |--2—т? < 0, 
ЯЛН 
[у -2у--2— т? < 0, 
[у=0, 


(11) 
(12) 
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где у —= |х—т|- Система (11), (12) 
имеет хотя бы одно решение тогда 
и только тогда, когда дискриминант 


левой части (9) неотрицателен, а 
больший корень у, не лежит левее 
нуля: 


| т— |0, 
| — 1+2 — 10. 
т? >|, 


то есть 
т?>2. 


Ответ: т = Я ть? . 


Итак, мы видим, что в ряде залач 
удобно - привлечь на помощь графи- 
ческое представление квадратного 
трехчлена. Такой подход может 
оказаться полезным и для других 
зависимостей; он помогает обнару- 
жить более простой и более содержа- 
тельный путь решения. Однако . все 
рассуждения относительно графи- 
ков могут стать частью решения толь- 
ко в том случае, когда они проведе- 
ны 5 самом общем виде. В задачах 
с параметрами следует ссобенно вни- 
мательно отнестись к виду зависи- 


мости, поскольку при некоторых 
значениях параметров вид графика 
может существенно измениться (в 


примере 2 мы видели, 


что при 1 =: 
графиком квадратного трех- 
члена будет не парабола, а прямая). 
Использование графиков при реше- 
нии задачи не является самоцелью, 
что наглядно подтверждается —по- 
следним примером. Нужно, прежде 
всего, тщательно проанализировать 
все особенности конкретной задачи, 
подумать о наиболее рациональном 
использованин ее условий — это по- 
может вам найти наиболее удачное 
решение. 


Упражнення 


1, (МАИ, 1970). При каких действитель- 
ных значениях а числа | н а заключены меж- 
ду числамн х, и у,, где (х,, и.) — решение 


системы 
|] ху 1=24, 
| 2ху = а? — а. 
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2. (МАИ, 1970). Найти эсе действитель- 
ные значения т, при которых корни урав- 
нения 

№ — 2 (т — И х--2т--1:=0 
будут разных знаков и каждый по модулю 
меныше четырех. 

3. (МАИ. 1970}. Найти все действитель- 
ные значения т, при которых корни урав- 
нения 
(т — 0108 (х — 2)— 


—2 т!) ю (2 - 
меньше Трех, 
1971). 


т— 3—0 
4. (МГУ, мехмат, Найти все 
значения &, прн, которых решения системы 
[ х* -!- бл 7--а= 0, 
хе 4х "7 = 42. 


образуют замкнутый интервал (отрезок) дли- 
ны, равной единице. 

5. (МГУ, эконом, кибернетнка, 
Найти минимальный член 
ности 


ап == 21? — 24п =. 


1970: 
последователь- 


9 
+ 69 — вита (И == 1.2,3, зв) 


6. (МГУ, физфак. 1964). Майти все 
действительные значения лм, для которых 
неравенство мл? — 4 х-- 3Зт -- [> 0 удов- 
летворяется при всех положительных зна- 
чениях х. 

7. (МАМ, 1975. Найти все действитель- 
ные значения а, при которых для всех поло- 
жительных значений х >> — 2 удовлетворя- 

[ 


ах -- а- 


4 
ах — 1 3 


8. (МГУ, филфак, 1968). Найти все те 
значения параметра а, прн которых оба 
корня квадратного трехчлена х” — ах -- 2 
действительны н находятся между би 3 
(исключая крайние значения). 

9. (МГУ, физфак, 1965). Найти все зна- 
чения а. при которых корни уравнения 
хё -|-- х-- @ -= 0 больше а. 

10.` (МГУ, мехмат, 1966). Найти все 
значения а, для которых при всех х, не пре- 
восходящих по модулю единицы, справед- 
ливо неравенство 2х? — 4 а*х — а* -- 1 >> 0. 


ется неравенство 


Московский 


физико-технический 
институт 


Подробно п Московском ордена Трудового 
Красного Знамени физико-техническом ин- 
ституте было рассказано в «Кванте» № 10 
1973 года. Ииже приводятся некоторые бнае - 
ты вступительных висьменных экзаменов в 
МФТИ по математнке и физике в 1974 году. 


Математнка 
Вариант 1 


1. Решить уравкение 


Юз (108. х — 9} =2+ 1094 (1 --- 4 06,4}. 
2. Решить уравнение 


с05х ‹6055х РИ а 
Олд р #8 х ы <. . 
с05 3% — ©05Х Ар 
3. Равнобедрениая трапеция с основа- 
ниями АД н ВС (АО ВС) опислиа около 
окружности, которая касается стороны СБ 
в точке М. Отрезок АЛ пересекает ок- 
ружность и точке А. Определить отноше- 
Ар АХ - 
ние Вс. если ууу = А. 


4. Решить систему уравнений 
5+1 сози-Н 51 —Х-<ти + В = 
= 5711. мпу— 51-Х. сс$ у, 
5 ти -- 2.5'-Х.с05у +4 = 
= 51-Х. 5т У+ 2.51 1 Х, соз и. 

5. В ссповании прямой призмы 
АВСА,В,С, лежит прямоугольный треуголь- 
ник с катетами АВ = 8 дм и ВС = 6дм. 
Гипотенуза АС является диаметром основа- 
ния прямого кругового комуса, вершина 
которого расположена на ребре А,В,. Бо- 
ковая поверхность конуса пересекаст ребро 


АВ в точке М так, что АМ = 5 дм. Опреде- 
лить объем конуса. 


Вариант 1 
1. Решить уравненне 
$ = = Е 
Их? рух + ИХ =2. 


2. Сумма членов и разность арифмети- 
ческой нрогрессни положительны. Если уве- 


личить разность прогрессии на 2, ие меняя 
ее перного члена, то сумма ее членов увеличит- 
ся н 3 раза. Еслн же разность исходной прог- 
ресени увеличить в 4 раза, не меняя первого 
члена, то сумма членов прогрессни увеличится 
п 5 раз. Определить разность исходной прог- 
рессии. 

3. Сторона основання правильной тре- 
угельной призмы АВСА, ВС, равна а. точки 
Оно, являются центрами оснований АВС 
и А, В,С, ссответственио. Длина ортогональ- 
ной проекции отрезка АО, на прямую В.О 


равна--—. Определить высоту призмы. 


4. В треугольнике АВС пернендикуляр 
к стороне АВ, проходящий через ее середину, 
пересекает прямую ДС в точке М, а перяен- 
днкуляр к стороне АС, проходящий через 
ее середину, пересекает прямую АВ в точке 
№. Известно, что МЛ - ВС и прямая ММ 
перпендикулярна к прямой ВС- Определить 
углы треугольника АВС. 

5. Рещить систему уравнений 


1 эта 


©0$ х-60$ У +3, 


(Ех. Ши = 


зтх ь 
с0$у-с052 ^^“ 


ну г = 


эт и 


НХ созрсовх — 


Вариант 3 
1. Решить уравнение 
4 мп Зх -!- зп 5х — 2 5х. 605 2х -= 0. 

2. Первая из двух окружностей проходит 
через центр второй н пересекает ее и точках 
А н В. Касательная к первой окружности, 
проходящая через точку А, делит вторую 
окружность в отношении л:л (т«п). В ка- ` 
ком отношении вторая окружность делит 
иервую> 

3. Решить систему уравнений 


м Ты 


—х 


О О 


4. Вдоль дороги ясследовательно рас- 
положены пункты А, В, С. Четыре пешехода 
выходят одновременно: первый и второй 
нз Ав С, третий из В в С, четвертый из С 
в А. Второй пешеход обогнал третьего в том 
же месте дороги, где встретились первый 
к четвертый пешеходы; первый лешеход обог- 
нал третьего в том же месте, где встретилнсь 
нторой и четвертый пешеходы. Третий пеше- 
ход шел в п раз медленнее четвертого, первый 
ч второй шли с разными скорсстями. Опреде- 
лить отношение расстояния от А до В к рас- 
стоянию от В по С (скорости пешеходов по- 
стояинны). 

Б. Основанием ирнзмы АВСОА,В, СО 
служит трапеция АВСО, в которой АВтСВ 
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1. 


н СР: АВ = п<1. Диагональ АС, пере- 
секает днагонали А.С н Д.В соответствен- 
но в точках М и \, а диагональ ОВ, пересе- 
кает днагонали А,С ин О,В соответственно 
в точках О нР. Известно, что МИРО — 
правильный тетраэдр. Определить отношение 
объема тетраэдра к объему призмы. 


Физика 
Ъ имет 1 

1. Мешок с мукой сползает без начальной 
скорости с высоты Я по гладкой доске, накло- 
ненной под углом ‘= 60° к горизонту. После 
спуска мешок попадает на горизонтальный 
пол. Коэффициент трения мешка ю пол 

== ©,7. 

Где остановится мешок? 

2. Цилиндр, закрытый сверху подвиж- 
ным поршнем, соедннен короткой тонкой 
трубкой с откачанным сосудом (рис. 1). При 
закрытом кране под горшень вводится не- 
которое количество газа. Объем, занимаемый 
этим газом в нилиидре, равен объему инжне- 
го сосуда. Какая часть газа останется в цн- 
лиидре после того, как кран открыли? 

Температура газа в цилиндре поддер- 
живается равной — 173°С. а в сосуде - 
+ 127 С. 


3. С помощью камеры Вильсона, поме- 
щекной в магнитное поле © нидукцней В, 
наблюдают упругое рассеяние а-частнц на 
ядрах дейтерия. Найтн начальную энергню 
х-частнцы, если радиусы кривизны началь- 
ных участков траекторий ядра отдачи и рас- 
сеянной @-частицы оказались одинаковыми 
к равными г. Обе траектории лежат.в плоско- 
сти, перпендикулярной к линиям индукции 
магнитного поля. Заряд протона е, его мас- 
са А. 


4. На рисунке 2 кзоб ражена схема опыта 
Френеля по наблюденню  интерференцин. 
Два одинаковых плоских зеркала образуют 
угол 2 = 0,1 рад. Точечный источник $ 
находится на биссектрисе угла на расстоянии 
{ = 20 см от линии пересечения зеркал. 
При каком миннм альном размере зеркал 
а на удаленном экра не Э могут наблюдаться 
интерференционные полосы? Прямые лучн 
от источника на экран не попадают. 


Билет 2 
1. Два тела с массами ти Зт движутся 
по взаимно перпендикулярным направлениям 
(рис. 3). После соударення тело массы т 
остановилось. Какую часть его энергни со- 
ставляет выделившееся прн ударе тепло? 


Рис. 3. 


$0 


Рис. 4. 


2. В настоящее время представляется 
возможным достижение давлений (напри- 
мер, с помощью специальным образом сфо- 
куснрованного лазерного излучения), при 
которых все линейные размеры твердых тел 
можно уменьшить п 10 раз. 

Во сколько раз у такого «сверхнлотного» 
вещества критическая масса меныше, чем 
у обычного? 

В критическом состоянии, когда начина- 
ется нелная реакция, число вторичных нейт- 
ронсв, рождающихся и веществе, равко 
числу нейтронов, покидающих его через по- 
верхность. (Вторичными называются нейт- 
роны, возникающие прин взанмодействии с 
делящимся веществом уже нмеющихся в кем 
нейтронов. } 

3- Плоский алюминиевый электрод ос- 
кещается ультрафиолетовым светом с длиной 
волны А -: 8,30. 10-8 м. На какое максималь- 
ное расстояние от поверхности электрода мо- 
жет удалиться фотоэлектрои, если вие элскт- 
рода нмеется задержнвающее электрическое 
поле напряженностн Е = 7,5 в/м? 

Красная граннца фотоэффекта для алю- 
миния соответствует длине нолны А, 33,2Х 
хХН-* м. Постоянная Планка А - 6.6% 
х10-33 дж.с, заряд электронае - 1,6. Ю-!?к. 

4. Раднус кривизпы гыпуклото сйжон- 
ческого зеркала равеи А= 40 см. Какую 
лиизу следует приставить вплотную к зерка- 
лу, чтобы получивиаяся оптическая система 
давала прямое мнимое изображение предме- 
тов и натуральную величину? 


Билет 3 


1. В цеигр шара массы ЛП ==300 г, ле- 
жащего на краю стола. нонадает горнзон- 
тальшю летящая пуля массы Мое=10 2 м иро- 
биваест его насквозь. Шар падает ша рас- 
стоянии г, =6 м от стола, а пуля — ил рас- 
стоянии 52215 м Высота стола Н=| 
Определить первоначальную скорость нули 

2. Электрический утюг с терморегуля- 
тором. = установленным п положение 
«шерсть», нагревается до температуры = 
== |40°С. При этом н установившемся ре- 
жиме регулятор включает утюг на время 
1=30 г через промежутки времени Т, = 
—5 мин. В положенни «лен» утюг вкаюча- 
стся на те же 30 с через более короткие 
промежутки времени Г2=ж3 мин Опрелелнть 
тсмиературу утюга при регуляторе, уста- 
новлелном в положение «лен». Температур- 
ной зависимостью сопротивления нагрева- 
теля пренебречь Гемпература в комиате 
= 20° С. 

$ В одной из моделей молекулярного 
иона водорода Н2* предполагается, что элек- 
трон движется ио круговой орбите, лежа- 
щей в илоскостн, перпенликулярной к лннни, 
соединяющей протоны. Расстояние межлу 
протонамн А. заряд электрона е, его масса 
п+-- Найти скорость. с которой движется 
электрон. 


4 Олна из поверхностей тоикой линзы 
пасеребрена. На расстоянии а=98 см от 
линзы на ее осн пахолится точечный источ- 
ник света. Если лииза обращена к нсточни- 
ку иосеребренной стороной, то расстояние 
между источииком и его мнимым низображе- 
нием оказывается равным 56 см. Если лин- 
за повериута к нсточнику другой стороной, 
то она дает параллельный пучок лучей. Оп- 
редслить фокусное расстояние несеребрев- 
ВОЙ ЛИНЗЫ. 


Билет 4 


1. С номощью лнизы получено изображе- 
нне Солица. Диаметр изображения равен 
{ == 3 мм, и расноложено оно на расстоянии 
1. =- 32 см от линзы. Известно, что расстоя- 
ние от Земли до Солнца равно А = 

150 млн. км, а продолжительность земного 
года Г_ 365 сут. Вычислить с помощью 
этих данных ускорение свободного падения 
у поверхностн Солнца. 

2. Один моль идеального газа переводят 
из состояния 1 и состояние 3 по изохоре 
|--2 и затем по изобаре 2—3 (рис. 4). На 
изохоре газу сообщается такое же количест- 
но тепла © -- 3675 дж, какое выделяется на 
изобаре. Найти конечную темнературу газа, 
если его начальная температура 2° == 27*С. 
Теллсемкость газа Су -- 21 дж/моль.град. 

3. Лва пеболыших проводящих шара 
раднуса г расположены на расстоянин А 
друг от друга. Шары поочередно ка некоторое 
время заземляют. Определить потенциал ща- 
ра. который был заземлен первым, если пер- 
воначально каждый шар имел заряд 9. 

4. Оптнческая система состонт из двух 
лийз, имеющих фокусные расстояния РЁ, == 

— 1Ю сми ЁР, -- -- № см, раздвинутых 
на расстояние & 7: 5 см. При каких положе- 
ниях нредмета (со сторопы Л,) эта система 
будет давать действительное изображение? 


В. Е. Белонучкин, В. И. ЧЕхлов 


Е Е рп ое пиано = 
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| 
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РЕЦЕНЗИИ, 
БИБЛИОГРАФИЯ 


Математики 
о математике 


Под таким названнем в изда- 
тельстве «Знание» в 1972 го- 
ду была выпущена броито- 
ра *), содержащая две статьн, 
переведенные с английского. 


*) Математнки о математике 
(сборник статей). Состави- 
тель проф. В. И. Левин. Пе- 
ревод с английского канди- 
дата илософских ` иаук 
В. Н. р м., а 
ние», 1972. (Новое в жизни, 
науке, технике. Серня «Ма- 
тематнка, кибериетнка», 12.) 


Эти статьн образуют главу 
под названием «Неразум- 
ность математики» в третьем 
томе четырехтомной  анто- 
логни «Мир математики», вы- 
шедшей в США в 1956 году 
ив Англии п 1960 году. Ав- 
торами статей являются из- 
вестные ученые. 

Первая статья называ- 
вается «Потерянный н най- 
денный парадокс»; она на. 
лнсана Эдвардом Кас - 
нером в Джеймсом 
Р. Ньюменом. Начинастся 
она так: «Вероятно,  вели- 
чайший парадокс состоит в 
том, что в математике име- 
ются парадоксых. 

Первый — тип нарадок- 
сов — это противоречия и аб. 
сурдные утеерждения, —яв- 
ляющиеся — следствием не- 
правильного рассуждения. 
Затем — парадоксы — стран- 
ные, кажущиеся невероят- 
нымн, но, как показывают 
строгие доказательства, — 
истинные. «Третий и нанбо- 
лее важный тип парадоксов 
связаи с теорней множеств’ 
такого типа парадоксы прн- 
вели к пересмотру оснований 
математики. «Логические пз- 
радоксы весьма  озадачили 
логиков н математиков и по- 
ставилн проблемы, касаю- 
\щ\иеся самого существа ма- 
тематики, проблемы, — кото- 
рые до сего дия не получили 
удовлетворнтельного `реше- 
ния». 


В статье сначала рас- 
сматриваются примеры пара- 
доксов второго типа. Прн- 
ведем один из них. Две рав- 
вые монеты лежат на столе, 
касаясь окружностямн. Пер- 
вая (пусть левая} монета, 
оставаясь ма плоскости сто- 
ла, катится по ободку вто- 
рой (неподвижной) монеты. 
Когда точка касания монет 
пройдет половину окружнос- 
тн и окажется в днаметраль- 
но противоположной точке 
неподвижной монеты спра- 
ва, то подвижная монета 
совершит ке полоборо- 
та, а полный оборот (цифра 
на ней опять окажется в нор- 
мальном положении)! 


Говоря в геометрических 
заблуждениях, авторы лншь 
упомннают 06 оптических 
нллюзиях и приводят при- 
меры ошибок не психологн- 
ческого, а математическсго 
характера. Шапрнмер, пред- 
лагается такой парадокс 
(мы даем его п сокращенин): 

АВСВ — прямоугольник 
(см. рисунок). СН=НВ; 
НО :СВ;: АЕ-АВ; СК- 
КЕ; КО1СЕ- 

ДОАЕ- ДОСО (по трем 
сторонам). Отсюда ХОДС-- 
== ХОДЕ. Но хОЛА- 
—< ОА (углы при осиова- 
нин равнобедренного  тре- 
угольника). Следовательно, 
%АРС- ХРАЕ (прямой 


угол равен тупому’). 


Как это измерить? 


В последние годы выну- 
цено довольно много за- 
дачников по физике. А если 
подсчитать, сколько «поче- 
му» в них содержится, 
то получится весьма вну- 
шительное число. — Вопрос 
«почему» очень часто зада- 
ется не только в задачииках, 
но н в учебной к популярной 
литературе. Например, за- 
мечательная книжка М. Ильн- 
на так ин называется — 
«Сто тысяч ПОЧЕМУ». 
А вот вопросу «как» повезло 
несколько  меныше — зада- 
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ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ 
ФИЗИЧЕСКИЕ 

ЗАДАЧЫ 

НА СМЕКАЛКУ 


чн, п которых предлагается 
указать способ измерения 
той нли иной физической ве- 
личины, встречаются отно- 
сительно редко. А ведь 
«как» может быть не менее 
интересно, чем «почему». 
Яркую иллюстрацию этому 
можно найти шп воспо- 
мннаинях о выдающем- 
ся физике Энрнко  Фер- 
ми *), где речь ндет г первом 
испытанин атомной бомбы. 
«Ферми встал и иачал сы- 
пать маленькие — кусочки 
бумаги. Он подготовил про- 


*) Э. Сегре, «Энрико 
Ферми — физик», М., «Мир», 
1973. 


Изложение этого нара- 
доксн авторы  закаичивают 
так: «Можете ли вы найти 
здесь ошибку? Дадим совет: 
сделайте чертеж < максн- 
мальной аккуратностью». 

Однако в даином пара- 
доксе найтн ошибку. со- 
держащуюся п чертеже, мож- 


но с помощью логического 
исследования. Поскольку 
ОВ--ОС и ОЕ-ОС, то 


ОВ=ОЕ. Точка О лежит на 
серединном перпеидикуляре 
отрезка ВЕ. а этот перпен- 
дикуляр проходит через точ- 
Ку А (потому что АЕ-АВ). 
Значит, треугольники ОЛВ 
и ОАЕ расположены сим- 
метрично относительно пря- 
мой ОЛ, а не накладываются 
частично. М поэтому ра: 
венство прямого и тупого уг- 
лов не получается. 

Рассматривая арифметн- 
ческне парадоксы, авторы 
статьи отмечают что, ис- 
пользуя деление на нуль. мож- 
но доказать. что любое число 
равно любому лругому. Не- 
соблюдение алгебранческого 
правила о том, что квадрат- 
ный корень кз положнтельно- 
го числа имеет два протиеопо- 
ложных значения, также при- 
водит к ошибкам и протнворе- 
чням. Читателю предлагает- 
ся самостоятельно  разоб- 
раться в парадоксе 


= -1| 


о ъенраыь 


Приведены примеры бес- 
конечных числовых радов. 
в частностн знаменитый ряд 
АННЕ... Д- 
ставивший немало хлопот 
„Лейбницу, а: также ряд, 
эквивалентный  натурально- 
му логарифму числа 2: 
= ЩИ, ЩИ, | 

* 8 3: 
М —М,,. я 0,69315. 

Путем некоторых пре 
образований, недопустимых 
с точки зрения теории бес- 
конечных рядов *), можно 
получить парадоксальные 


*) В «Кванте», 1974, № 9 
быаа опубликована статья 
М. Л. Гервера «От перемены 
мест слагаемых». В цей дают- 
ся нредварительные спеде- 
ния из теорния бесконечных 
рядов. Прочитав эту статью, 
вы легко сможете объяснить 
причнну этих парадоксов. 


результаты: 
ии: 
ЩИ... = 0. 
ГВ АН} От 
п —.-.. 1. — Следова- 


тельно 0 -И 


Понятие бесконечности, 
сыгравшее важную роль в 
развитии математики, по- 
родило новые проблемы н 
парадоксы, — в  частностн, 
в теории бесконечиых мно- 
жеств. Дело в том, что при 
работе с бесконечностью 
нужны свон специальные 
правила. 

Средн логических пара- 
доксов приведен парадокс 
о парикмахере, который 
бреет всех тех, кто не бре- 
ется сам, и в соответствии с 
этим правилом не может себя 
ни брить, ни не брить, и 
другие. 

Авторы показывают, ка- 
ким образом новый подход 
к вопросу о мере плоской 
фигуры, основанный на тео- 
рин множеств, привел к не- 
разрешимым противоречиям 
в связн с нроблемой меры 
произвольной ‘ поверхности 
н мерой объемного тела. Не- 
мецкий математнк Хаус- 
дорф. а затем польские 
математикн Баиах м 
Тарский получили оше- 
ломляющие выводы, Если 
серьезнейшему результату 
польских математнков прн- 
дать шуточную форму, то 
получится примерно сле- 


стой экспернмент для опре- 
деления энергни Взрыва: 
в спокойном воздухе клоч- 
ки бумаги упали бы к его 
ногам, а когда через не- 
сколько секунд после взры- 
ва придет фронт ударной 
волны. они упадут несколь- 
кимн сантиметрамн дальше 
в направлении распростране- 
Иня волны. По расстоянию 
от точки взрыва и смещенню 
воздуха под действием удар- 
ной волны можно вычислить 


знергию взрыва. Этн гы- 
числения Ферми проделал 
заранее, подготовив табли- 


цу, по которой он мог сря- 
зу же определить энергию п 
результате такого грубого, 
но простого измерения... Ха- 


рактерно, что его ответ ока- 
зался очень близким к ре- 
зультату аккуратно прове- 


деилых официальных изме- 
рений. Но последний появил- 
ся через несколько дией пос- 
ле нзучения записей, а Фер- 
ми получил свой через не. 
сколько секунд». 

Часто в физике, да и не 
только в физнке, разработка 
простых н нестандартных ме- 
тодов измерения определяет 
успех экспернмента, помога- 
ет разобраться в природе 
нзучаемого явления. Прн- 
ходится только жалеть, что 
вопросу «как» не очень пока 
везет в литературе — для 
школьников. ИМ именно по 
этой причние следует привет- 


ствовать кыпуск небольшой 
кииги В. Н. Ланге  «Экспе- 
риментальные физические 
задачи на смекалку» (серня 
«Библиотечка физнко-матема- 
тической школы», «Наука», 
М., 1974). 

Во всех 11/6-ти задачах 
этой книги задается вопрос 
«как». Это не сбычный за- 
дачник. где все распределено 
по разделам: механика, элек- 
тричество, оптика, ведь для 
решения многих экспернмен- 
тальных задач требуется 
знать больше, чем одну гла- 
ву школьного учебинка. На- 
звания разделов звучат не- 
привычно: «В домашней об- 
становке». «На озере», 
«На прогулке», «В космо- 
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дующее: шар размером с 
Солице можно Так разре- 
зать на отдельные части, не 
нмеющие общих точек, н 
затем так сложить этн час- 
ти, не сжимая нм не растя- 
гивая ни одну из них, что и 
результате Солнце превра- 
тится и горошинну и помес- 
тится и задием кармане брюк. 
Горошина же в свою очередь 
может быть так разрезана 
н сложена опять, что она за- 
полнит всю видимую Все- 
ленную, прнчем не будет нн- 
каких пустот, Никакая сказ. 
ка, ннкакая  фантазня не 
создали бы того, что дала 
строгая математическая ло- 
гика. Этн результаты «пред- 
ставяяют собой постоянный 
вызов воображению н явля- 
ются вкладом п развитне ма- 
тематических понятий». 
Вторая статья - «Кри- 


зис нитунции» — принадле- 
жит математику Гансу 
Хану; статья посвящена 


свойствам интунции, ее ро- 
ли В математике, ее способ- 
ностн порождать парадоксы. 
Автор рассматривает, какова 
роль интуиции в геометрии, 
н показывает. что «даже в 
той ветви математики, ко- 
торая считается основной и 
первоначальной, роль нитуи- 
ции постепенно сходит на нет, 
чтобы. наконец, окончатель- 


но исчезнуть». Например, 
кривую лниню г древиих вре- 
мен поннмали как геометрни- 
ческую фигуру. вычерчивае- 
мую движущейся точкой. 
Но итальянский математик 
и логик ДжузеппеПе- 
ано доказал, что такая кри- 
вая может включать в себя 
целые участки плоскости 
(движущаяся точка может. 
например, пройтн через каж- 
дую точку квадрата). В 
статье приводятся примеры 
кривых, обладающих и не 
обладающих  «связностью в 
малом». дается  предста- 
вленне о предложенном 
голландским математнком 
Л. Брауэром = способе 
построения карты, в кото- 
рой все граничные точки бу- 
дут  тройными. 06 идее 
определения размерности то- 
чечных миожеств, ю кри: 
вых, состоящих целиком из 
точек ветвлення, существо- 
вание которых доказал поль- 
скнй математик В. Сер- 
пинский. 

Автор статьн утвержда- 
ет, что обычная геометрия 
является высшим проявле- 
нием нашей интунции. одна- 
ко эта геометрия’, как и дру- 
гне математнческне ин физн- 
ческне понятия, представля- 
ет собой логическую струк- 


туру. 


се» — интересные физнче- 
скне задачн могут возник- 
нуть везде. 


Вот несколько задач из 
этой книжкн- 

1. Имеются две линзы: 
одна — собирающая, вто- 
рая`— рассенвающая. Как 
определить. какая из них 
обладает большей  оптиче- 
ской снлой, не прибегая к 
помощи инкаких приборов? 

2. Вы хотите определить 
ширнну реки в шагах Как 
это сделать, разумеется, 
приблизительно, с помощью 
сорванной иа берегу  тра- 
винки? 

3. Как с помощью силь- 
ного магнита (лучше лпод- 
ковообразного) определить, 
постоянным нли перемениым 
током питается электричес- 
кая лампочка? 
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Отмечается. что нена- 
дежиость интунции была яс- 
но понята такими выдающин- 
мнся математиками, как 
О. Кошн, Б. Больцано, 
К. Вейерштрасс, Г. Кантор. 
Р. Дедекинд. Онн считали, 
что каждое новое понятие в 
математнке должно опреде- 
ляться логически и каждое 
доказательство должно нс- 
пользовать лишь строгую ло- 
гику. Однако задача полной 
формализацин математики и 
сведения ее к логике сложна 
и трудна, поскольку требует 


перестройки всей древней 
науки снизу доверху. 
Мы рассказали здесь 


лишь о немногих вопросах, 
затрагивземых в книге «Ма- 
тематикн о математике». Кин- 
гз очень полезна для стар- 
шеклассинков, она знакомит 
читателя с некоторыми важ- 
нейшимн идеямн большой 
наукн и, несомненно, спо- 
собствует расшнренкю кру- 
гозора юного читателя и 
повышению его интереса к 
математике. 


Н. В. Метелоский 


Тот, кто ие сможет решить 
задачи сразу. найдет в книге 
не только подробные реше- 
ння, но и раздел «Подсказ- 
ки». Воспользовавшись им, 
можно ие лишать себя удо- 
вольствня решить залачу са- 
мостоятельно. 

Правда. в кикге много 
искусственных задач. Не 
слишком ли сложно, напрн- 
мер. определять скорость ве- 
лсснпеда по количеству цин- 
ка, растворенного в элемен- 
те Грене? (в задаче 9[ оян- 
сывается устройство этого 
элемента). 

К сожалению, н нгкоторые 
ренения также не вполне 
удовлетворительны . Так, 
скажем, в решенин задачи 
18 для определення высоты 
дома нужно  воспользовать- 
ся пустой коисервной баикой 


и секуцдомером. При этом 
учитывается конечность ско- 
рости звука, но не обращает- 
ся внимание на ие менее су- 
щественный фактор -— со- 
противлекне воздуха. 

Но все же в целом книж- 
ка вполне интересна и не- 
стандартна, хотя в ней до- 


вольно много простых 
задач: Большое число 
нростых задач. конечно, 


нельзя считать недостатком 
кинги. Она вполие доступна 
школьникам, — только прн- 
ступающим к нзучению’ фи- 
зики. н может помочь нм 
выработать физическую ни- 
тунцию. 

Нет сомнения в том, что 
эта кннга окажется полезной 
н школьникам. и учителям. 


К. И. Кугель 


Новые книги 


В 1975 году мы продолжа- 
ем публннацию матермалов 
в разделе «Новые кымгм». 
Как н в прошлые годы, и 
этом разделе мы будем 
публиковать кратные анно- 
тацым ма уже вышедшмые 
кымгм м на кнмгм, которые 
выходят в 1975 году м пред- 
ставляют интерес для на- 
шых чытателей. В связм с 
многочисленными просьба- 
мм читателей мы также бу- 
дем  публмыковать  аннота- 
цмм ма некоторые кныги, 
сыходящие в издатепьствах 
«Молодая гвардмя», «Дет- 
ская лытератураю. «Мир» м 
«Знанме». 

В эзом номере мы публику- 
ем амнотацим ма кнмгм, вы- 
ходящыме в Г квартале 
1975 года. 

Заназы на нимгм надо свое- 
временно оформлять через 
специализмровамные  мага- 


зммы мян магазыны «Кныга- 
почтойм. 


Математика 
Издательство 
«Наука» 

1. Маркушевич ДА. И., 
Целые функции. Объем 5 л.. 
тираж 30000 экз., пена 15к.. 
нэдание 2е, 

Эаементарные функции, 
нзучаемые в средней школе, 
являются либо целыми функ- 
циями. либо частными двух 
целых функций, либо об- 
ратными функциями по от- 
ношенню к этнм функциям. 

Настоящая книга  зна- 
комит читателей с общей тео- 
рней целых функций, с нх 
важнейшими свойствами. 

Книга написана инте- 
ресно и занимательно. Она 
интересна для учащихся 
старших классов, а также 
будет полезна учителям ма- 
тематики. 

2. Мостеллер Ф.. Пять: 
десят занимательных ве- 
роятностных задач. Объем 


6 л.. тираж 100000 экз., 
цена 30 к.. изданне 2-ое. 
Большинство задач, 


представленных в этой кни- 


ге, решаются элементариым 
путем. Для их решения 
вполне достаточио  знаннй, 
полученных в средней шко- 
ле, н лишь некоторые из них 
требуют знаний курса ана- 
лиза. выходящих за рамкн 
школьного курса математи- 
кн. 

Книга будет полезна 

учащимся старнгих классов, 
учителям математики и фи- 
зикн. 
3. ВоробьевН. Н., При- 
энаки делимости. Объем 4 л.. 
тнраж 50000 экз.. цена 14 к., 
издание 2-е. 

В книге изложены неко- 
торые элементарные вопро- 
сы теорни чисел, в частностн, 
вопросы теорни делимости. 
Излагая признаки делимос- 
ти, автор затрагивает неко- 
торые вопросы теории отно- 
шений н теории алгоритмов. 
4. ФомннС. В., Системы 
счисдения. Объем 3 л., ти- 
раж 50000 экз., цена 10 к., 
издание 3-е. 

В этой небольшой бро- 
шюре автор нодробно рас- 
сказывает о различных си- 
стемах счисления. В доступ- 
ной и весьма занимательной 
форме автор рассказывает об 
истории возникновения, 
свойствах и применениях 
различных систем счисления. 

Кинга будет очень полез- 
на учащимся старших клас- 
сов и учителям математики 
н физики. 


5. Виленкин Н Я,, 
Популярная комбинаторики. 
12 л., 100000 экз.. 40 к. 


Комбинаторика -—— один 
нз разделов математики. 
знание которого необходимо 
представителям самых раз- 
ных специальностей. С ком- 
бннаторными задачамн при- 
хозится нметь дело физикам, 
хнмнкам, бнологам. лишВи- 
стам, спецналистам во ко- 
дам и многим пругим. Ком- 
бннаторные методы лежаг в 
основе решевия многих за- 
дач теории вероятиостей н 
ее приложений. В книге в 
нонулярной форме расска- 
зывается об цитереспвых ком- 
бинаторных задачах п мето- 
дах их решения. 


Издательство «Мир» 


6. Дьюденни Г. Э., Из- 
бранные задачи ш головолом- 


ки. Объем 25 л., тираж 
100 000 экз., цена 1 руб. 
49 к. 


В данной книге представ- 
лено более 500 задач и голо- 
воломок известного англий- 
ского ученого — и нонуляри- 
затора математики. 

Книгу с болыцим удо- 
вольствнем и болыцой поль- 
зой прочтут все читатели, 
любящне математику. 


Физика 
Издательство 
«Наука» 


1. Баканина Л. П., 
Белонучкин В. Е.., 
Козел С. М. и др.. Сбор- 
ник задич по филике. Объ. 
ем 2Г л., тираж 300 000 экз.. 
цена 67 к.., издание 3-е. 

Этот сборник задач по 
элементарному курсу физн- 
кн содержнт задачи повышен- 
ной трудности, не выходя- 
щне, однако, за рамки про- 
граммы средней школы. 
Все задачи снабжены реше- 
ннямн илн подробными ука` 
заниями. 

Большякство задач это- 
го сборника были нсполь- 
зованы при проведении всту- 
нительных экзаменов в Мос- 
ковский физнко-технический 
институт. 

Киига рассчитана на 
учащихся старших классов, 
учителей физики и лини, 
самостоятельно  готовящих- 
ся к нстунительным  экза- 
менам в вузы. 

2. Демин В. Г., Судьба 
Солнечной системы. Объем 
13 л.. тираж 20000 экз., 
цена 45 к.. издание 2-е. 

«Распадается лн Солнеч- 
ная система?» — таков сс- 
новной вопрос, рассматривае- 
мый в ЭТОЙ книге. 

Книга рассчитана на 
учащихся старших классов 
н учителей физики и астро- 
номии. 

3. Паулн В. Физические 
очерки. (Сборник статей.) 
15 л.. 20000 экз. 95 к. 

В сборицк вошли вауч- 
во-понулярные статьн одно. 
го из крупнейших физиков- 
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теоретиков нашего века 
Вольфганга Паули (1900— 
1958). В них отразнлись 


главные этапы развития сов- 
ременной фнзнки: принци- 
пы запрета и симметрин, 
развитие кваитовой электро- 
динамикн, исторня нейтрино. 
Включепы статьи п творче- 
стве Эйнштейна, Зоммер- 
фельда, Эренфеста, а также 
почти неизвестная у нас 
статья а замечательном есте- 
ствоиспытателе ХУГ в. 
Иоганне Кеплере. 
4. Франкфурт У. И. 
Френк А. М. У истоков 
квантовой механики. 10 л.. 
30 000 экз., 65 к. 

В книге рассказывается 
© замечательном периоде в 
нисторин  физнки  (1895— 
1925). богатом крупнымн от- 
крытнями, когда всследова- 
тельская мысль стремилась 
раскрыть тайны строения 
вещества. 

Обнаружение электрона 
н изучение его свойств, нс- 
следование электрических 
разрялов п газах. учение о 
квантах света, создание тео- 
рин относительности Эйн- 
штейном и теорин атома 
Бором — все это вехн ма ну- 
тн создання волновой и 
квантовой механики, осве- 
зиение историн которых чи- 
татель найдет в кнвге. 


Издательство 
«М олодая гвардня» 
1. Ходанов М., Как не 
надо себя вести. Объем 8 л., 
тнраж 200 000 экз., цена 44 к. 

Это кинга о хорошем то- 
ие, о том, как надо и как пе 
надо себя вестн. Это кннга п 
культуре поведения, — кото- 
рая связана с внутренней 
культурой человека. 
Научно-фантастическая 
литература 
2. АдамовА., Злым вет- 


ром. Объем 18 л., тнраж 
100 000 экз., цена 1 руб. 
Ю к. 


Эта остросюжетная кни- 
га продолжает серию книг 
Адамова, ранее выпущенных 
в этом издательстве. 

3. Приключения, 75. Объем 
25 л., тираж 100000 экз., 
цена Г руб. 50 к. 

Книга представляет со- 

бой траднинонный сборник 
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приключенческих повестей и 
рассказов советских авто- 
ров. 


Издательство 
«Детская литература» 


4. Войскунский Е., 
Лукодьянов И., Ур, 
сын  Шами. Объем 25 1., 
тираж 100 000 экз., нена 87к. 
Фантастнческий роман о 
человеке,  роднвшемся на 
другой планете н вернувшем- 
ся на Землю. 
5. Свердлов А., Схват- 
ха с оборотнем. Объем 15 л., 
тнраж 100 000 экз., пена 61 к. 
Приключенческая = по- 
весть о работе сотрудников 
КГБ. 


6. Стругацкий А., 
Стругацкий Б., Пол- 
день ХХ! ака. Малыш, 


Объем 30 л., тираж 100 000 
экз., цена | руб. 

Этн две повести извест- 
ных советских фантастов по- 
священы миру будущего. 


Мы 
КИНГ, 


приводнм  списох 
нмеющихся в нали- 
чин. Заказы направлять по 
адресу: 103050, Москва. 
К-50, ул. Медведева, 1, от- 
дел «Кинга-почтой» магази- 
на № 8 Москниги. 
1. Воробьев Н. Н., 
Теория рядов, «Наука». 
1973, 208 стр., 38 к. 
2. Градштейн И. С.. 
Прямая и обратная теорема 
(элементы алгебры логики), 
«Наука», — 1973, 128 стр., 
24 к. 
3. Кантор И. Д.. Со- 
лодовников А. С., Гы- 
перкомплексные числа, «Нау- 
ка», 1973, 144 стр.. 22 к. 
4. Лампертк Д., Ве- 
роятность, перев. с англ., 
«Наука», 1973, 184 стр., 33 к. 


5. Яглом А. М., Яг- 
лом И. М., Вероятность 
и информация, «Наука», 


1973, 512, стр.. 1 руб. 11 к. 
6. Парнов Е. И., На 
перекрестке  бесконечностей, 


«Атомиздат», 1967, 460 стр., 
46 к. 
7. Ромер А., — Неугомон- 


ный атом, «Атомиздат», 1963. 
128 стр.. 18 к. 


Т. С. Петрова, 
М. Л. Слмолянский 


Вычислительная 
машина 
Джона Непера 


Покажем ({см. рис.), как 
выполнять на эточ приборе 
умножение, скажем, число 
3579 на 6. Положим подряд 
п коробке дощечки с номе- 
рами 3, 5, 7, 9 ив 6-й строке 
прочтем искомое число. Нам 
придется, правда,  преодо- 
леть небольшую сложность. 
Число десятков  последую- 
щей дощечки входит в тот же 
десятичный разряд, что 
н число единиц предыдущей 
дощечки, Эти два чнсла при 
получении произведения 
нужно складывать. 


Поэтому — пронзведение 
может быть эзалисано так; 
1.10% +: (8 -- 3).10° + 
+ © 4). 102 -- (2 5)х 
Хх Ю-4-== 21474. 

С помощью этого прибо- 
ра можно также выполнять 
деление вн извлекать квад- 
ратные корни. 

В.Н. Березим 


Пятая математическая 
олимпиада МЭСИ 


ИНФОРМАЦИЯ 


Олниминада нроводится в два тура: 1--тур — заочный и — очно- 
заочный. 

К участию во втором очно-заочном туре будут допущены школьники. 
уснешно справившиеся с задачами [| тура и ирнславшие решения не 
позднее 15 марта 1975 года {по штемпелю почты}. Школьники Москвы 
для проведення очного тура будут ирнглашаться в МЭСИ. Иногород- 
нне школьники участвуют во втором туре заочно. Каждый участник 
олимпиады, доиущенный ко второму туру, будет об этом извещен. Что- 
бы ускорить получение ответа нз института. приложите к письму кон- 
верт с вашим адресом. 

Адрес МЭСИ: 119435, Москва, Б. Саввинский пер., 14, «Олимпиада- 
75». 

Решенне задач выполняется па русском языке в ученической тетра- 
ди. Проверка всех работ, представленных на олимпиаду. будет лроизво- 
диться ЭВМ. Поэтому просим в конце тетрадн поместить ответы к за- 
дачам, заполнив следующую таблицу 


Номера задач | 2 


[А 
> 
сл 


Ответы 


Задачи первого тура: 
1. Найти целую часть числа 


2. Рещить систему неравенств: 
[ИЗ -- 4х—9|-— 8 =3* —4х—1, 
хи. 


3. Найти (в градусах) нанменышее положительное значение ху, 

если 
{И 1х) (ши) =2. 

4. Из вершины прямого угла греугольника опущен иернендикуляр 
на гипотенузу. На этом периендикуляре, как иа диаметре, построена 
окружность. Из концов гинотенузы к этой окружности проведены каса- 
тельные, касающиеся се в точках М и Л! и пересекающиеся ири продол- 
женин в точке 2. 

Найти длины касательных М2 и МА. если гипотевуза равна 6. 

5. Шар раднуса 2.5 касается грани АВС пирамиды АВСО в точке С 
п ребра ВД в точке В. Продолжение ребра АБ вторично пересекает 
поверхность шара в точке К так. что СК.— диаметр шара. 

Найти объем пирамиды. если ВБ =10. АС=12. 


И. Г. Венецкий, Ю. И. Соркин 
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«Квант» для младших школьников 


Задачи 


1. В городе Васюки каждая семья 
занимала отдельный дом. В один 
прекрасный день каждая семья пере- 
ехала в дом, ранее занимаемый дру- 
гой семъей. В ознаменование этого 
дня горсовет решил покрасить все 
дома в красный, синий или желтый 
цвета, причем так, чтобы для каждой 
семьл цвета старого н нового домов 
не совпадали. Удастся лн горсовету 
это сделать? 

2. Вы с приятелем спускаетесь в 
глубокую-глубокую шахту. У вас 
в руках рычажные весы, на которых 
уравновешен груз в 1 кг. У вашего 
приятеля — пружинные весы, на ко- 
торых висит груз массой тоже 1 кг. 
Изменятся ли показания весов, ког- 
да вы спуститесь очень глубоко? 

3. По кругу выписаны 1974 циф- 
ры. Если прочесть их по часовой 
стрелке, начнная с некоторого места. 
то получится число, делящееся на 
27. Доказать, что если его прочесть 
с любого другого места, то тоже по- 
лучится число, делящееся на 27. 

4. Вам надо подогреть на спиртов- 
ке. воду. Для этого предлагается 
два стакана: один из толстого стекла, 
другой из очень тонкого сгекла. Ка- 
кой стакан вы выберете? 

5. Могут ли три человека, нмея 
один двухместный мотоцикл, преодо- 
леть расстояние 60 хм за три часа? 
Скорость пешехода равна 5 км/ч, 
скорость мотоцикла {с грузом или 
без груза) — 50 км/ч. 


Рисцики Э. Нозерова 


[Оловоломки 
и графы 


М.П.Барболин 


Всем известны задачи на разливание, 
переправы; дележн. Они прочно во- 
шли в практику математических 
кружков, викторин, математических 
вечеров и т. д. Обычно такие задачи 
решаются «в уме» и требуют немалого 
остроумия и смекалки. Найти реше- 
ние такой задачи каким-либо одним 
способом бывает не сложно. Гораздо 
сложнее указать самый короткий спо- 
соб или все возможные способы ре- 
шения. 

Ответы на, эти вопросы можно дег- 
ко получить с помощью графических 
схем, состоящих из точек, соединен- 
ных между собой стрелками. Такие 
схемы называются графами. 

Задача 1. Два человека имеют 
полный кувшин молока в 8 литров, 
а также два пустых кувшина в 5 
ив 3 литра. Как они могут разделить 
молоко поровну? 

Для решения задачи воспользуем- 
ся графами. Присвоим каждому кув- 
шину номер: кувшину в 8л — № 1, 
кувшину в 5л- №2, кувшину в 
Зл — № 3. Рассмотрим возможные 
варианты наполнения кувшинов, по- 
лучающиеся в результате одного пе- 
реливания. | 

В начальный момент кувшин № 1 
наполиеи, а №2 и № 3 — пусье. 


Нзобразим это состояние точкой 
(8.0.0.) (рис. Г). Теперь из кувши- 
на № 1 можно перелить вв кувими 
№ 2 пять литров или в кувшин № 3 — 
трн литра. В результате получается 
два новых варианта наполнения кув- 
шинов (3.5.0.) и (5.0.3.). Их также 
мзобразим точками, а стрелками по- 
кажем, что они получаются из исход- 
ного варианта (8.0.0.) (рис. 2). Дру- 
гих вариантов одним переливанием 
получить нельзя. 

Делаем второе переливание. Что- 
бы не пропустить ни одной возмож- 
ности, рассмотрим кувшины в порялд- 
ке номеров. Берем варнант (3.5.0.) 
(в кувшине № 1 — 3 литра, в кув- 
шине №2—5 литров, кувшин 
№ 3 — пуст). Из кувшина № 1 мож- 
но перелить молоко только в № 3, 
в результате получится новый ва- 
риант наполнения: (©.5.3.). На графе 
от точки (3.5.0.) ведем стрелку к 
точке (0.5.3.) (рис. 3). Из кувши- 
на № 2 можно перелить молоко в 
№ 1 нли в № 3 (переливание в два 
кувиина считается как два последо- 
вательных переливания!), но пере- 
ливание в кувшин № | не дает но- 
вого варианта (получающийся при 
этом вариант (8.0.0.) уже рассмат- 
ривался), поэтому делать перелива- 
ние нецелесообразно. Переливая мо- 
локо из № 2 в № 3, получаем новый 
вариант (3.2.3.), показываем это на 
графе точкой (3.2.3.} (рис. 3}. Кув- 
шин с номером три пустой, поэтому 
его можно не рассматривать. 

Далее переходим к варианту 
(5.0.3.). Рассуждая аналогично пре- 
дыдущему, получим еще один зариант 
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(5.3.0.) и соответственно достроим 
граф. 

Теперь ясно, что процесс решения 
сводится к «выращиванию» графа- 
дерева. Продолжая рассуждения, дой- 
дем до графа, изображенного на ри- 
сунке 4. ь 

. На нем видны две цепи, идущие 
из точки (8.0.0.) и заканчивающиеся 
искомым вариантом (4.4.0.). Они соот- 
ветствуют двум различным способам 


(3.5.0.) (5.0.3. 
(8.0.0.) 


Рис. 2 


(3.5.0.) (5.0.3.} 


(0.5.3.) {3.2.3.) (5.3.0. 


(8.0.0.) 


(1.5.2. 


(1.4.3.) 


60 


нскомого разливания: 
| способ: (8.0.0.) — (3. 
— (3.2.3.) -— (6.2.0. 
(1.5.2.) (1.4.3) > 6.4.0.) 
П способ: (8.0.0. ра (5. 


ре 
----} 


Задача 2. ` Перевозчики у (П) 
нужно переправить через реку волка 
{В), козу (К) и мешок с капустой (М). 
Лодка так мала, что кроме перевоз- 
чика можно взять только один из 
объектов. Кроме того, капусту нель- 
зя оставлять вместе с козой, а козу — 
вместе с волком. Как осуществить 
переправу? 

Пусть дяя определениости в на- 
чальный момент все находятся на ле- 
вом берегу (Л. Б.). Изобразим ис- 
ходную ситуацию точкой и обозна- 
чим ее так: (В.К. М.П. | —) 
(рис. 5). В первый рейс перевозчик 
может взять только козу (так как 
ее нельзя оставить ни с волком, ни 
с капустой). В результате получим 
новую ситуацию: (В. М. || К. П.). 
(волк и мешок на левом берегу, коза 
и перевозчик — ма правом). Изобра- 
зим ее точкой и проведем к ней стрел- 


(В.К.М. ПН. —) 


(В. ММК. п. } 


{В.М. ПИК. ) 


(ВЛП.М.К. ) {МИП.В.К.} 


{В.П.КИМ.) (П.К.М/В.) | 
(КЛП.В.М.) 


(П.КИВ.М.) 


(И.К. В.М.) 


Рис. 5. / 


ку из точке (В. К. М.Н. |), по- 
казывающую, что она получена из 
ситуации (В.К. М.Л. | —) за од- 
ну перевозку. Обратно перевозчик 
едет один (Еозвращаться к исходной 
ситуации — везтн козу обратно — не- 
целесообразно}. Возннкающую сн- 
туацию (В. М. П. ИК.) изображаем 
точкой на графе. Далее перевозчик 


имеет две возможности: везти или вол-` 


ка (В) или мешок (М). Получаем 
две возможные ситуации: (В. | П. 
М. К.} или (М. (ГП. В. К.). Каждую 
из них изображаем точкой на графе. 
Рассматривая аналогично каждый из 
полученных вариантов, мы придем 
к требуемой ситуации: (— |! Л. К. 
В. М.) (рис. 5). Две (частично совпа- 
дающие) цепи на графе соответствуют 
двум различным способам решения 
задачи. 


Упражнения 

1 (Задача Пуассона). Известному фран- 
цузскому математику Симону — Пуассону 
(1781—1810) в юности предложили задачу. 
Заинтересовавшись ею, Пузассой увлекся 
математикой и посвятил этой науке всю свою 
жизнь. Вот эта задача. 

Некто имезт 12 пнит вина (цинта — мера 
объема) и хочет подарить из этого количества 
половину, но у него иет сосуда п б линт. 
У него два сосуда: один в 8, другой в 5 пннит. 

Каким образом налить 6 нинт внна в со- 
суд на 8 пинт? Какое наименьшее число пере- 
ливаний необходимо при этом сделать? 

2. Имеется 4 бочки. В первую входит 24 
ведра, емкость второй — 13 ведер, третьей — 
1} ведер, четвертой — 5 ведер. Вначале на- 
полнена только первая бочка. Требуется ее 
содержимое разлить на три равные части так, 
чтобы первые Три бочкн содержали по 8 ведер, 
а четвертая осталась пустой. | 

3 (Старинная задача). Три солдата и 
три разбойника должны переправиться через 
реку. Они нашли лодку, в которую помеща- 
ется только два человека. Нельзя оставить 
на берегу больше разбойников, чем солдат. 
Как им всем шестерым переправиться через 
реку? Найти все возможные способы. ®\ 


*) Разрешается оставлять па берэгу од- 
них разбойников вли одних солдат. 


ОТВЕТЫ, УКАЗАНИЯ. 
РЕШЕНИЯ 


К статье «Арифиетико-геометрическая 
прогрессня» 
{см. «Кванть, 1975, № Г) 


|. На рисунке | изображены остроуголь- 
ные треугольник А„ВзС; и описанный около 
него треугольник а. Выразим 
угол Ап: через угол Аз. Раднусы ВзОл и 
С„О„ окружностн, описанной около тре- 
угольника А„В»Сл. перпендикулярны к 
сгоронам Ад+,Сл+ин Аз+:Впь+, треуголь- 
ника Ал+.Вл+,Сп+: и образуют угол 
В„О„Си. равный 22Ап; поэтому 
2 Апь, ”* 2 ВА, +, Сл = 

о Ве, 
те сеть 

2Ав+, = —22А + 1. 

Согласно формуле (2) (с. 37) находим 


& ан =(—2)" (#45) +3-. 


Соответственно найдем 


= — 2)" (= в: — 


> Впь 
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2. Нз рисунке 2 изображены треуголь- 
ники АдВаСя и Ал Ви Сл ч. Заметим, что 
Ап+, Сл перпендикулярна к ро. Ал. В.— 
перпендикулярна к В.О» (О„ — центр впн- 
санной ш треугольник А„ВиСа окружности. 
Ав+:Сл иАв+,В„— биссектрисы внешинх 
углов треугольника, СОл и ВлО„ — бис- 
сектрисы — соответствующих — внутренних 
углов). Поэтому . 
<; Апы = < ВпАпн С, = 1 — ВлОпСи-= 


=д— (л— < 9ВлСь — <. ОвСиВп) = 


ще оба п бы 
о. р ры 


то есть , 
й 
< Ан — 2 Аа т 


Из формулы (2) получаем 
м Н 1“; л Л 
< Ала =(->) (А, — 3+3. 


Аналогичные выражения — для 2 Вау, 
н =Си+,. При 1-20 величины углов тре- 


л 
угольника АшВтСиа стремятся к —$ . то есть 
треугольник Ат ВтСт стремится к правиль- 
ному. 

3. На рисунке 3 изображены окружность 
н вписаниые в нее треугольники АзВиС, и 
Ап+:Вл+,Сп+и. Имеем 
<: Ап: = Вл Ап Спа = 

< Вы Альа Ал -- < АлАп Сан 

— Я Виа Вв Ав -- > АбиСи 

1 | л 
те > — 5 


то есть 


1 ы 
Арни — о На». 


Последовательность велични углов | -3 Ад! 
вновь образует арифметико-геометрическую 


Рис. 4. 


прогрессию, н поэтому 


Ап = [ -=|-(^ > =] +8. 


Ацалогичцио получим 


В” [-3= (в, 3] + 


н 
л 


Е 1 п . д 
о Е: 
’4. Имеем (см. рис. 4) 

7 Арт < Вл Ап Са 


| | 
—75_ < Ван Сл —5 (л— Аи). 


По формуле (2) 


< Апьл ( -=[-(^— 3+3. 


К статье «Транспортные сеги 
н электрические цели» 

1. Доказательство аналогично приведсв- 
ному и статье для задачи а максимальном по- 
токе, Сперва нужно проанализировать одну 
ветвь : — | и показать, что р: —2/ сьупри 
Хх} > бир; — р;= си при ху = 0, то есть. 
что 

рЕ— ру = си 


и бу — фр] хи = 0. (0 
Доказательство ‘утверждения, сформулиро- 
ванного в задаче, состоит из двух частей: 
1} установления неравенства 

У сихит> Ра — Рь (2) 

[7 
для любых значений х;) удовлетворяю- 
цих условиям а), 6), в) (см. с. 17) задачи 
б мниимизации транспортных затрат; 2) дока- 
зательство того, что для токов х;) в ветвях 
модели неравеиство (2) переходят в равенство 
(при этом используются соотношения (1)). 


2. Если хоть бы для одного. х;} выполня- 
лось неравенство 0«х;; < №, то Хер == = 


= 2 —РЛхи < о —рл= а — 2». 


что противоречит равенству Хех = = р: 


— Рь. Здесь учтено, что если ‘по Ретви & — } 
идет ток ху> 0, то р; — ру > 0. 


3. Достаточно принять стонмости затрат 
перевозки единицы груза с;; раввыми длинам 
{:} соответствующих дуг. Решение задачи 
определит мниимальное значение суммы 


ыу Пух: равное г (ихн. Из результата зада- 


чн 2 следует, к оС ледняя сумма равна длни- 
не кратчайшего пути из входа к выходу сети, 
а сам этот путь определяется ветвями, по 
которым проходит ненулевой ток. 


К статье « Прямая Эйлера * 


--> => 


Для краткости радиус-векторы ОД, ОВ, 


р 


оС, . -. будем обозначать через А, В,С,... 


Согласно правилу вычитания векторов, АВ -= 


= В — А. Эта формула используется при 
решенин задач 1—5. 

1. 6) Пусть за начало векторов принят 
центр О сферы, описанной около тетраэдра 


АВСО. Учитывая, что {В -- © (В _© = 


= В* — С2:= В: — В -: 0, где К — радиус 
сферы, найдем АН.СВ :- -; 20.СВ. 


Так как АД : ВС, то АБ-ВС -- ди, следова- 
тельно, АН.ВС- 0. то есть АЯ; ВС. 


логично получим. что АН, СО. Значит, 
точка Н лежит на высоте тетраэдра, прове- 
денной из вершины А. Точио так же доказы - 
вается. что точка Н принадлежит трем дру- 
гим высотам тетраэдра. 


2. Считая началом векторов любую точ- 
ку О пространства. нмеем 


Ана- 


АВ.СО -- ВС.АД + СА -вО 
-8-2Ф—9- С-В @-№- 
- Я-ОФ- В: 0. 


а} Пусть высоты треугольника АВС, 
проведенные из вершин А н В, пересекаются 
п точке р. Тогда ВС- АД = 0. н СА.ВР — 0. 
Значит, АВ.СО = 0 и св. АВ. то есть 
точка Д также лежит на высоте, проведенной 
из вершины С. 


3. Приняв за начало векторов любую 
точку О, получим 


—- >> 


МЕР + |< МОР [вс в = 
—@-в+ С бу—А—0)*— 


—-> —> 


-—-(8—б= 2 (А - [5 {5 — В) = 2 АС.08. 

4. Примем вершину 2 тетраздра АВСР 
за начало векторов. Обозначим ВВА = <, 
СВА =- В, АБВ == у, тогда 


Е ЖЯ со В = ый _- 
[81 .[С1* [41.[<1' 

со5} — а 

[а]. |8] 


> 


Так как АС ВО. 1оА. В-В.С в А—© = 


—-> —- - 


- АС.ВО = 0, откуда А.В= ‚В. С. А нало- 


Гично, ВЕСА. Поэтому с05$@, с0$ В, 
с05 } одновременно либо положительны, либо 
равны пулю, либо отрицательны, то есть 
углы &, В, фт одновременно либо острые, 
либо прямые, либо тупые. 

Если хотя бы при одной вершине плоские 
углы прямые или тупые, то все остальные 
плоские углы тетраэдра являются острыми, 
поэтому грань, протнволежащая этой верши- 
не, является остроугольным треугольником. 

5. 6) Выберем за начало векторов центр 
О сферы, описанной около ортоцентрического 
р АВСО, и вычислим раднус-вектор 


точки Е условия следует, что |НС, |: 
: [С1С, : 2. Пользуясь О Ы (1) 
У ‚2Н 
(в статье). найдем 6. == —— ‚ откуда 


> 


в,= 36, —2Н. Учитывая, что 3 С. 3 А -Р 
--В--Си ЗН- А+В-С- О. полу- 


чнм ОС.:-= — 00. Следовательно, точки 
С пр симметричны относительно центра 
О сферы, опнсанной около тетраэдра, обе 
лежат на оф н ОС. — диаметр этой | сферы: 


ВЕ как НН, = ЗНН,, то НН, НН, Н.— 
:2. Из подобия треугольников ЯН 15. 
и НН, вытекает, что НН 20° = ВН ‚6, = 
90°, то есть диаметр ОС, сферы виден из 
точки 'н, под прямым углом. Следовательно, 
точка Н также лежит на сфере. 


6.6) Воспользуемся результатом пре- 
дыдущей задачи при тех же обозначениях. 

Гомотетия с центром гомотетин Ди а 
фициентом М; переводит точки С,, Н 
соответственно п точки С\, Н,, Ду, где 2 _. 
точка, Делящая отрезок НЬЮ в отношении 
\:2, считая от ортоцеитра Я. Так как точки 
б,, Н, О принадлежат сфере, описанной 
около тетраэдра, то указанная гомотетия 
переводит эту сферу в сферу, проходящую 
через точки С,, Н,, О, (сферу 12 точек), 


и ее центр О — в центр О, сферы 12 точек 


так, что НО, =-5 Н0. 


К статье «Когда помогают графики» 


1. 0<а<5. 


9 1 
2. —16<п"<->. 


4. &«—1. 

9 
5. а, -- 3-9. 
6. тш>1. 


К задачам «Квант» для младших 
школьников» 
(см. «Квант», 1975. № Г) 

1. Пройтн половину расстояния от дуба 
до вяза, повернуть налево под прямым 
углом и пройти такое же расстояние. В этой 
точке и закопан клад. 

2. заказ = 59 259. 

3. Нет, не удастся. Каждая фишка сме- 
щается на четное число мест, и поставить 
первую фишку на последнее место (сместня 
ее на 99 мест) не удастся. 
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4. Иэменить направление дьнжения на 
противоположное без взаимодействня с дру- 
гими телами невозможно. 

5. Нет. Конь на каждом ходу понадает 
на поле другого цвета, поэтому должен прой- 
тн равиое число черных и белых полей, п 
хулиган Вася отпилил неравное число чер- 
ных п белых полей. 


К геометрическим задачам 


(см. «Каачть», 1975, № 1, с. 63) 


1. Указание. Легко проверить, что 
точки А, В, С делят пополам дуги ЕЁ, ЕБ.ОЕ. 

2. Разделить сторону ВС точкой РЁ в от- 
ношении т: п. На ВС описать полуокруж- 
ность н восстановить к ВС п точке Е перпен- 
дикуляр РС (точка С — на полуокружностн). 
Продолжить СВ и ОА до пересечення п Е. 
Провести окружность с центром Е п раднусом 
ЕС, пересекающую ВС п Н. Через НМ провестн 
ИК параллельно СО. 

3. Указание. Легко видеть, что И — 
центр окружностн, вписанной в ИУ. Зна- 
чнт, ОД :У\ (так как А делит пополам 
ИМ). 

4. Провести хорду АЛ через Н н раз- 
делить НМ пополам точкой О. Через Р про- 
вести хорду ВС перпендикулярно к АМ. 
Треугольник АВС — искомый. 

5. Провести прямую А’Х”В” параллель- 
но АХВ на расстоянни с от нее (ХХ'` АВ), 
где с — раднус данной окружности. Соеди- 
нить центр О окружности в Х’ и разделить 
ОХ‘ точкой О так, что О9.ОХ’ —= Е. Про- 
вести окружность с центром Е, касающуюся 
А’В’в Х'’н проходящую через @. Окруж- 
ность с центром ЕЁ ин радиусом ЕХ“” + с — 
искомая (знак у с зависит от того, по одиу 
сторону от АВ лежат точки Е н О или по 
разные). 


Чеховский полиграфический комбинат 
Союзполиграфпрома 

при Государственном комитете Сомета Министров 
СССР по делам издательств, полиграфии и кинж- 
вой торгойалн. г. Чехов Московской области 


Руколиги не вознращцаются 


КРОССВОРД 


По горизонтаян 

6. Итальянский физик, лауреат Нобелевской 
премни. 7. Светотехинческая единица. 8. Ан- 
глийский ученый, разработавший теоретиче- 
ские осиовы акустики и изнкн колебаний. 
11. Русский физнк. 12. Советский ученый, 
конструктор ультразвуковых дефектоскопов. 
13. Основная часть двигателя внутреннего 
сгорання. 16. Русский физик. 18. Француз- 
ский физик, установивший закон взаимодей- 
ствия электрических варядов. 19. Дополни- 
тельиая шкала па измернтельном ипнструмен- 
те. 20. Сплав. применяемый в электротехни- 
ке. 24. Изобретатель логарифмов. 25. Еднин- 
ца магиитной индукции. 26. Строительный 
матернал. 30. Советский авиаконструктор. 
31. Электрол полупроводникового трнода. 
32. Подвижиая часть электрических машин. 
33. Руссквй физик н электротехник. 34. Де- 
таль подщшипннка. 


ная лампа, 


По вертнкалн 

1. Приспособленне, обладающее олиосторон- 
ней проводнмостью. 2. Единица снлы тока. 
3. Элементарная частица. 4. Английский уче- 
ный ХУГ века, родоначальник опытиого ес- 
тествознания. 5. Двухэлектродиая электрон- 
служащая для выпрямлення 
переменного тока. 9. Известный немецкий 
физик ХПХ века. 10. Единица давления. 14. 
Количество движения. 15, Английский физик 
ХХ века, создавший одни из гальванических 
элементов. 17. Амернканский ученый — осио- 
воположник кибернетики. 18. Единица веса. 
21. Советский физик, лауреат Нобелевской 
премни. 22. Русский ииженер, усовершен- 
ствовавший электросварку. 23. Бесцветная 
вязкая жидкость. 26. Электрод. 27. Совет- 
ский физик, лауреат Нобелевской премии. 
28. Элементарная частица. 29. Термопласти- 
ческая масса. 


Составитель Ш. Сархетоз 


На верхней фотографии изображены «ко- 
стяные дощечки Нецера» в медной коро- 
бочке. изготовленные в 1617 году — п том 
самом году, когда они были изобретены. 
Это своеобразное вычислительное устройст- 
во. прининн действия которого использует 
очевидные свойства Пифагоровой Таблицы 
умножения, представляя ес в «разъемиом 
варнанте». С помошью изобретения Джома 
Непера, перекладывая «дошечки», можно 
выполнять умножение. деление целых чисел 
И лаже извлекать квадратные корин. Умно- 
женне производится особенно просто а 


практически, благодаря «дощечкам», заме- 
няется сложением. Поэтому современниками 
высоко оценены «костяные дощечки». На 
недостатки прибора, в том числе, па то об- 
стоятельство, что составные частн его лег- 
ко рассмотреть, обладатели понбора абра- 
тили винмаине позже. 

Настоящий ирнбор входиг в коллекцию 


Парижского музея Прикладных искусств. 
[@) том, как пользоваться вычислительным 
устройством  Неиера, рассказывается в 
«Кванте» № 2, с. 42. 
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С. В. Ковалевская [1850—1891] 


НЯ Виленнин 
В ПЛишевсний 


‚ СОФЬЯ ВАСИЛЬЕВНА 


НОВАЛЕВСНАЯ 


(н 125-летию со дня рондения } 


Первая премня 


В 1888 году Парижская академия 
наук присуждала премню за лучшую 
научную работу, посвященную дви- 
женню твердого тела, имеющего од- 
ну неподвижную точку. Эту задачу 
называли также задачей о движении 
волчка — ведь все точки быстро вра- 
щающегося волчка находятся в дви- 
женни, за исключением конца ост- 
рия, которым волчок касается пола. 
Издавна волчки (или, как их еще 
называют, юлы) были любимыми иг- 
рушками детей. Но они прнвлекали 
к себе внимание и солидных уче- 
ных — слишком  уднвительны были 
свойства вращающихся тел. Непо- 
нятно было, почему ось быстро вра- 
щающегося волчка сама совершает 
медленное вращение. Удивнтельным 
казалось и стремление оси волчка 
сохранять свое направление при дей- 
ствии на волчок внешних сил, при- 
чем измененне направления осн шло 
в направленни, отличном от направ- 
ления этой силы. Интерес к движе- 
нию волчка не был пустым любопыт- 
ством. Объяснения свойств этого дви- 
жения ждали астрономы, интересо- 
вавшиеся такими громадными волч- 
ками, как планеты и звезды, 
оружейники, давно заметившие, что 
пули и снаряды точнее попадают в 
цель, если придать им не только по- 
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ступательное, но и вращательное двн- 
жение, техники,  разрабатывавшие 
новые модели велосипедов, и многие 
другие. 


До начала ХУИН века ученые, 
рассуждая о свойствах волчков, да- 
вали лишь объяснения, похожие на 
слова мольеровского персонажа, ут- 
верждавшего, что морфий усыпляет 
потому, что в нем содержится усы- 
пительная снла. Но после работ 
Г. Галилея, объяснившего законы 
падения тел, и Х. Гюйгенса, инте- 
ресовавшегося движением маятника, 
возникла новая ветвь механики — 
динамика. Одной из ее задач стало 
объяснение таинственных — свойств 
волчка. В конце ХУП века И. Ньютон 
н Г. Лейбниц, создав дифференцн- 
альное и ннтегральное исчисления, 
дали в руки ученых «золотой ключ», 
позволявший сводить задачи дина- 
мики к решению уравнений, содер- 
жавших нскомые функции и их про- 
изводные, — так называемых диф- 
ференциальных уравнений. Сила ме- 
тодов нового исчисления была про- 
верена на задачах небесной механи- 
ки: с их помощью И. Ньютону уда- 
лось объяснить кеплеровскне зако- 
ны движения планет, а его последо- 
вателям — предсказать время воз- 
вращения одной из самых ярких 
комет — кометы Галлея. 


= Е. 


Рис. 2. 


Естественно, что ученые иопы- 
тались применить новые методы к 
нзученню движения волчка. Им при- 
шлось для этого ввести ряд новых 
понятий — момента инерции, играв- 
шего в объясненин  вращательных 
движений ту же роль, что масса те- 
ла в объяснении ^ ноступательного 
движения, эллипсоида инерцин, ко- 
торый показывал изменение момен- 
та ннерции при изменении оси вра- 
щения, и т. д. Так, член Петербург- 
ской академин наук, однн из вели- 
чайиих математиков ХУ] века 
И. Эйлер изучил движение тела вок- 
руг его центра тяжести (рис. 1). 
Это имело большое значение, так 
как позволило объяснить причниу 
так иазываемого «предварения рав- 
ноденствий», связанного © измененн- 
ем оси вращения земного шара, дви- 
жение вращающихся орудийных сна- 
рядов и т. д. Исследования Эйлера 
были дополнены французским уче- 
ным Л. Пуанео. После этого волчки 
стаян нзлюбленисй моделью, к ко- 
торой прибегали физикн, стремясь 
объяснить те нли иные явления. Да- 
же Дж. Максвелл, строя теорию 
электромагинтных явлений, прибе- 
гал к механическим моделям. боль- 
шую роль в которых играли волчки, 
помещенные в каждую точку про- 
странства. 

Но теория Эйлера —- Пуансо пе 
могла объяснить движение волчка, 
которым любят играть малыши — 
его точка опоры находится це в цевт- 
ре тяжести. Волчок такого типа нме- 
ет форму тела врашения. а точка 
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Рие. 3. 


опоры находится на оси симметрии 
(рис. 2). Задачу о движении волчка 
такой формы решил Ж. Лагранж, 
нзложивший свое решение в книге 
«Аналитическая механика»; книга 


эта прославилась ие только глуби- 


ной изложения, но и тем, что и ней 
не было ни одного чертежа — Лаг- 
ранж считал механнку наукой о ре- 
щении дифференциальных  уравне- 
ний и к наглядным  представле- 
ниям не прибегал. Решение Лаграи- 
жа развил и усовершенствовал 
С. Пуассон. 

После Эйлера, Лагранжа, Пуансо 
и Пуассона многие ученые пытались 
найти еще хотя бы одну форму волч- 
ка, при которой решение уравпений 
сго движения можно свесги к вычис- 
лению интегралов. Мо никому не 
удавалось продвинуться вперед ни 
на шаг. Это было особенно удиви- 
тельно, потому что как раз в ЖМХ 
веке в трудах К. Гаусса, М. В. Ост- 
роградского, К. Якоби, О. Коши, 
Б. Римана и многих других были 
созданы новые математические  ме- 
тоды, позволившие решить самые 
трудные задачи математической фи- 
зикн. А глубже иознать законы дви- 
ження волчка было нужно п для прак- 
тнки. Хотя в те времена гироско- 
ны че играли особой роли в технике, 
как сейчас, когда без тироскомпиче- 
ских приборов не обходятся ин ко- 
рабан, нн самолеты, ни ракеты, 
проницательные техники уже пони- 
мали, что время гироскопов пе. за 
горами, а нет ничего более практич- 
ного, чем хорошая теория. 


Поэтому следует признать, что 
выбор Парижской академией наук 
темы для конкурса был удачен. Изу- 
чив присланные рукописи, жюри при- 
знало лучшей работу под девизом: 
«Говори. что знаешь, делай, что дол- 
жен, будь, чему быть». В ней содер- 
жалось решение задачи о движенин 
несимметричного волчка, центр тя- 
жести которого лежит на эквато- 
риальной плоскости эллиписоида инер- 
цин, длины осей которого нодчинены 
условию А -- В -= 2С (рис. 3). Автор 
работы проявил не только болыной 
математический талант, ио и неза- 
урядную эрудицию: в работе были 
использованы самые новейшие до- 
стиження математики того време- 
ни — теория функций комплексного 
переменного, гиперэллиптические ин- 
тегралы и т. д. Выполненное иссле- 
дование так понравилось членам жю- 
рн, что они решили хвеличить сум- 
му премии с 3000 франков до 5000 
франков. Когда вскрыли конверт с 
именем автора, неожиданно оказа- 
лось, что самую лучшую работу на- 
нисала сдинствеснная женщина, за- 
нимавшая в то время яолжность про- 


фессора математики, — Софья 
Васильевна Ковалев - 
ская. 


Детство и юность 


Долог и труден был путь  Софьн 
Васильевны к этому триумфу. сра- 
зу поставившему ее выше всех жен- 
щин, занимавшихся до нее матема- 
тнкой — и гречанки Гнпатии (У век 
нашей эры), читавшей лекции по фи- 
лософии ин математике, и францу- 
женки Эмилин дю Шатле, перевед- 
шей в начаяе ХУИ]|] века на фран- 
цузский язык «Начала» Ньютона, и 
нтальянкн Марии Гаетаны Аньези, 
в честь которой одна из кривых была 
названа «локон Аньези». 

Софья Васильевна роднлась в Мо- 
скве сто двадцать пять лет назад 
3 (15) января 1850 года. Ее отец — 
геНёрал В. В. Корвин-Круковский, 
начальник московского арсенала, 


вел свой род от венгерского короля 
Матвея Корвнна. Мать, Елизавета 
Федоровна, происходила из ученой 
семьи — ее отец Ф. Ф. Шуберт был 
почетным членом Академин наук, в 
дед, академик Ф. И. Шуберт, извест- 
ным астрономом и математнком. 

В 1858 году Василий Васильевич 
Корвин-Круковский был уволен в 
отставку в чние генерал-лейтенанта 
и перебрался вместе с семьей в свое 
имение Палибино Невельского уезда 
Витебской губернин. Своим детям 
он дая домашнее образование. На- 
ставниками Сони были англичанка 
М. Ф. Смит н домашний учитель 
И. И. Малевич. Но интерес к мате- 
матике ноявился у девочки нод влия- 
нием дяди, Петра Васильевича Кор- 
вин-Круковского. «От него услыша- 
ла я, например, в первый раз о квад- 
ратуре круга, об асимитотах, к ко- 
торым кривая постоянно приближа- 
ется, никогда их не достигая, н о мно- 
гнх других вещах подобного же ро- 
да» *). —. вспоминала впоследствин 
Фофья Васильевна. 

Помимо бесед с дядей, было еще 
одно обстоятельство, довольно курь- 
езное, пробудивнюе интерес Сони к 
математике. Вот как описала этот 
эпизод С. В. Ковалевская в своих 
воспоминаниях. 

«Когда мы переезжали на житье в 
деревню, весь дом пришлось отде- 
лать заново и все комнаты оклеить 
новыми обоями. Но на одну из 
наших детских комнат обоев не хва- 
тило... Эта обиженная комната так 
ни простояла много лет с одной сто- 
роной, оклеенной бумагой. Ио, по 
счастливой случайности на эту иред- 
варительную оклейку пошли имен- 
но листы литографированных — лек- 
ций Остроградского о дифференциаль- 
ном и интегральном исчисленни, прн- 
обретенные монм отцом в молодости. 


*) Здесь п далее цитируется по кинге: 
С. В. Ковалевская. Воспоминания 
н письма. М., изд. Академии наук СССР. 
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Листы эти,  испешренные  стран- 
ными непонятными формулами, ско- 
ро обратили на себя мое внимание. 
Я помню, как я в детстве проводила 
целые часы перед этой таинственной 
стеной, пытаясь разобрать хотя бы 
отдельные фразы и найти тот поря- 
док, м котором листы должны бы сле- 
довать друг за другом. От долгого, 
ежедневного созерцания внешинй ВН 
многих из формул так и врезался в 
моей намяти, ла и самый текст остз- 
вил по себе глубокий след в мозгу, 
хотя в самый момент прочтения они 
остался для меня непонятным. 

Когда много лет спустя, уже пят- 
иадцатилетней девочкой, я брала пер- 
вый урок дифференциального исчис- 
ления у известного преподавателя в 
Петербурге, Александра Николае- 
вича Страннолюбского, он удивил- 
ся, как скоро я охватила и усвоила 
себе понятия о пределе и о производ- 
ной, точно я наперед их знала». 

Увлечение Сони математикой ири- 
вело к конфликту в семье. Генералу 
Корвин-Круковскому совсем не хо- 
телось, чтобы его дочь стала «синим 
чулком» или, того хуже, стриженой 
курсисткой, о которых говорили, что 
«они в бога не верят ин живых лягу- 
шек режут». Поэтому Соне часто 
приходилось заниматься математи- 
кой тайно. Идя спать, она клала нод 
подушку полученный от Малевича 
«Курс алгебры» Бурдона, а когда все 
засыпали, прн свете ночника читала 
его почти до утра. 

Помог Сониным занятиям сосед 
Корвин-Круковских по имению — 
профессор физики Н. Н. Тыртов. 
Однажды, заехав к соседям в гости, 
он услышал от Сони, что она прочи- 
тала его учебник элементарной фн- 
зикн и все там поняла. Тыртов ей 
сначала не поверил. Но, побеседо- 
вав с девочкой, настолько удивился 
ее способностям, что отправился к 
генералу и стал убеждать его._в не- 
обходимости учить девочку самым 
серьезным образом. Тыртов даже 
сравнил Соню с Паскалем, который в 
детстве сам вывел многие теоремы 
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евклидовой геометрин. И генерал со- 
гласился на то, чтобы Соня продол- 
жила свои занятия математикой. Ее 
стал учить математик А. Н. Стран- 
нолюбский. В течение одной зимы 
она прошла с ним аналитическую гео- 
метрию, дифференциальное и инте- 
гральное исчисления. 

Но не только Соня доставляла 
хлопоты почтенному генералу. Не- 
ожиданно он перехватил письмо, ко- 
торое направил его старшей дочери 
Анне петербургский писатель и жур- 
налист Федор Михайловнч Достоев- 
ский, совсем недавно вернувшийся в 
столицу после долгнх лет каторж- 
ных работ, к которым он был при- 
говорен за участие в революционном 
кружке Петрашевского. В письме 
высоко оценивались литературные до- 
стоинства повести, написанной Ан- 
ной и посланной ею в журнал, ко- 
торым руководил Достоевский. Скан- 
дал был невероятный — дочь уважае- 
мых родителей тайком от них пере- 
пнсывается с незнакомым человеком, 
ла еще вчерашним каторжником! 

Анне и Соне стало ясно, что для 
дальнейшего развития своих спо- 
собностей они должны вырваться из- 
под родительской опеки. Самым рас- 
пространенным в то время снособом 
эмансипацин (освобождения) жен- 
щин был фиктивный брак, после ко- 
торого фиктивные мужья предостав- 
ляли свонм женам полную свободу. 
Осенью 1868 года Соня вступила в 
фнктивный брак с будущим выдаю- 
щимся палеонтологом Владимиром 
Онуфриевичем Ковалевским (1842— 
1883) и в следующем году уехала 
вместе с ним и старшей сестрой Ан- 
ной в Германию для продолжения 
образовання — в Россин доступ жен- 
щннам в университеты был закрыт. 


Молодой доктор философии 


Вначале Софья Васильевна посе- 
лнлась в Гейдельберге, где в мест- 
ном  уннверситете слушала лекции 
видных естествоиспытателей — Кирх- 
гофа, Дюбуа-Реймона и Гельмгольца. 


Но еще более интересными казались 
ей лекции профессора Кенигсберге- 
ра, ученика крупнейшего немецкого 
математнка того времени Карла 
Вейерштрасса. Получать знания из 
вторых рук было не в характере Софьн 
Васильевны, и она решила учиться 
у самого Вейерштрасса. 

Это были годы расцвета научной 
н педагогической деятельности Вей- 
ерштрасса. Глубокое и системати- 
ческое развитие идей, заложенных 
нм еще в первой работе, привело к 
результатам важнейшего значения. 
Основные работы Вейерштрасса бы- 
ли посвящены теории эллиитических 
интегралов, которую создали и раз- 
вивали Абель, Якоби ин другие мате- 
матикн предшествовавшего  ноколе- 
ния. Еще Абель заметил, что неко- 
торые из эллиптических функций 
можно записать в виде отношения 
двух степенных рядов, суммы кото- 
рых существуют при любом значении 
аргумента, то есть в виде 
а, в: а (х—х,) Е. - 21а в © Е Зе ль: 
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Дальнейшее развитне этой идем по- 
требовало систематического и глу- 
бокого изучения степенных рядов 
н функций, изображаемых такими 
рядами. 

Со степеннымн рядами матема- 
тики встретились в ХУИ веке. Ока- 
залось, что в их теории есть тайны, 
связанные с бесконечностью числа 
слагаемых, а неосторожное обра- 
щение с бесконечнымн суммами ве- 
дет к недоразумениям, ошибкам, 
парадоксальным результатам. Толь- 
ко после работ Коши и Абеля бес- 
конечные степенные ряды стали на- 
дежным орудием в руках матемагн- 
ков. 

Вейерштрасс изучал свойства 
эллиптических и аще более общих 
функций с помощью степенных ря- 
дов. При этом он исследовал свойст- 
ва таких рядов не только прн дейст- 
‘вительных, но и при комплексных 
значениях аргумента. В результате 
этих исследований возникла одна из 


‘беральном 


замечательных глав математики — 
теория функций комплексного иере- 


менного, находящая сейчас важные 
приложения в самых разных обла- 
стях человеческой — деятельности: 


аэро- н гидродннаминке, теорнн упру- 
гости, картографии п т. д. Подход 
Вейерштрасса к теории аналитиче- 
ских функций был характерен стро- 
гой логичностью. Вейерштрасс счи- 
тал, что сущность математического 
познания — в абсолютной полноте 
его обоснования. Гениальные рабо- 
ты Римана, нногда заменявшего стро- 
гую логику ссылкой на нагляд- 
ность, были глубоко чужды Вейер- 
штрассу. В то же время он хорошо 
понимал практическое значение ма- 
тематических — исследований и ве- 
рил, что его исследовання по эллип- 
тнческим функциям сыграют свою 
роль и в приложениях математики. 

Лекции Вейерштрасса по теорни 
аналитических и эллиптических функ- 
ций привлекали толпы слушателен. 
Ведь только на этих лекциях можно 
было познакомиться с его идеями — 
великий математик обладал стран- 
ным отвращением к типографской 
краске н не позволял не только пе- 
чатать, но даже литографировать свои 
лекции — их можно было лишь пе- 
реписывать от руки. Софья 
Васильевна решила стать студенткой 
Берлинского универснтета. Но по- 
рядки в столице Пруссии были куда 
реакционнее, чем в сравнительно ли- 
Гейдельберге — женщин 
не допускали на лекции даже в ка- 
честве вольнослушательниц. Поэтому 
Софье Васильевне пришлось решить- 
ся на крайний шаг — обратнться пря- 
мо к Вейерштрассу с просьбой да- 
вать ей частные уроки математики. 

Когда Ковалевская пришла на 
квартиру к Вейерштрассу, то, чтобы 
проверить, насколько ‘она готова к 
занятиям математикой, Вейерштрасс 
дал ей несколько трудных задач и 
попросил подумать на досуге над 
ннми. Вероятно, в глубине души он 
считал, что больше никогда не уви- 
дит молодую русскую, обратившую- 
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ся к нему со столь странной прось- 
бой. Но как велико было его изум- 
ление, когда ровно через педелю она 
прннесла ему решения всех задач. 
Еще более поразился Вейерштрасс 
безукоризненно  логичному н точ- 
ному обоснованию всех решений. 
Как и он сам, Софья Васильевна на 
первос место ставила логику. На этот 
раз знаменитый математик внима- 
тельнее посмотрел на свою посетн- 
тельницу. Он увидел одухотворенное 
лицо, на котором живо отражалось 
радостное сознание преодоленных 
трудностей, темно-каштановые ко- 
ротко остриженные волосы, болыпие 
серо-зеленые глаза, в которых чнта- 
лись незаурядные ум и воля. 

Получив положительный отзыв о 
Софье Васильевне от Кенигсбергера, 
Вейнерштрасс дал согласие занимать- 
ся с нею. Так как ей не разрешали 
посещать Берлинский университет, 
занятня пришлось проводить дома. 
Эта совместная работа продолжалась 
четыре года. 

Сохранились письма Вейерштрас- 
са к своей ученнце, которые расска- 
зывают, как шлн эти занятия, как 
раскрывалнсь перед юной ученицей 
широкие горизонты новой теорин 
функций п ее приложений, как но- 
явились задачи для самостоятельных 
размышлений, и как шаг за шагом 
она преодолевала возникавшие труд- 
ности. 

Три проблемы поставил Вейер- 
трассе перед Софьей  Васильевной. 
Первая из них касалась решения 
уравнений в частных производных. 
Еще И. Ньютон заметил, что степен- 
ные ряды — могучее орудие для ре- 
шения дифференциальных уравне- 
ний. Но во времена Ньютона не за- 
думывались над вопросами: имеет ли 
всякий степенной ряд сумму. явля- 
ется ли эта сумма на самом деле ре- 
шением заданного уравнения. Новый 
подход Коши и Вейерштрасса от- 
крывал нути к построению строгой 
теорин, давал уверенность в том, что 
данное уравнение решается с по- 
мощью степенных рядов. С. В. Ко- 


валевской удалось доказать самую 
общую теорему. Она доказала, что 
решение систем уравнений очень об- 
щего вида аналитично, то есть вы- 
ражается через степенные ряды. Ис- 
следуя решение одного из важней- 
ших уравнений, описывающего рас- 
пространение тепла в стержне, Софья 
Васильевна обнаружнла — свойства 
этого решения, оказавшиеся неожи- 
данными даже для Вейерштрасса. 

Вторая проблема была тесно свя- 
зана с эляиптическими интегралами, 
третья касалась теории колец Са- 
турна. В последней работе Софья 
Васильевна уточнила исследования 
знаменитого французского матема- 
тика и механика Лапласа. 

Все эти проблемы были успешно 
решены, и в 1874 году по представ- 
лению К. Вейерштрасса Геттинген- 
ский университет за работы: «К тео- 
рии уравнений в частиых производ- 
ных», «О приведении одного класса 
абелевых интегралов третьего ран- 
га к интегралам эллиптическим» и 
«Дополнения и замечания к исследо- 
ванию Ланласа о форме кольца Са- 
турна» присудил заочно (без защиты) 
Софье Васильевне Ковалевской сте- 
пень доктора философии с высшей 
похвалой. Такой чести  удостаива- 
лись немногие. 


На родине 


В вюле 1874 года С. В. Ковалевская 
вернулась в Россию. В это же время 
на родину приехала и ее сестра Анна 
вместе со своим мужем Шарлем Вик- 
тором Жакларом, который был дея- 
тельным членом | Интернационала. 

Когда весной 1871 года разрази- 
лись события Парижской коммуны, 
Жаклары приняли в них непосред- 
ственное участие. Внктор был из- 
бран в ЦК Национальной гвардии и 
командовал ее 17-м легноном. Он 
руководил вооруженными — силамн 
коммунаров в районе Монмартра. 
Анна вместе с приехавшей из Берди- 
на п осажденный Париж Софьей уха- 
живала за ранеными. 


После разгрома Парижской ком- 
муны Виктор Жаклар оказался в 
тюрьме. Для спасения зятя в Париж 
приехал сам В. В. Корвин-Круков- 
ский, который лично знал Тьера. 
Старому генералу удалось несколь- 
ко облегчить участь мужа своей до- 
чери, и вскоре при помощи четы Ко- 
валевских и жены Анны Жаклару 
‘далось бежать из тюрьмы и пере- 
браться в Швейцарию. Вслед за му- 
жем уехала Анна. 


Так. три года спустя, все снова 
собрались вместе в Палибино. В ста- 
рой усадьбе царила атмосфера все- 
общей любви и дружбы. Софья бы- 
ла бы счастлива, если бы ие мысли 
о будущем. Как сложится ее даль- 
нейшая судьба? Получит лн она долж- 
ность преподавателя в университете? 
Ведь по законам Российской империи 
женщина могла преподавать  мате- 
матику только в начальных классах 
гимназии. 


Отдохнув в Палнбино, Ковалев- 
ские уехали в Петербург. Начались 
хлопоты о полученни места препо- 
давателя в каком-либо высшем учеб- 
ном заведении. Онн окончились про- 
валом. Софье Васнльевне не разрс- 
шили нреподавать даже на Высших 
женских курсах. 

Рассказывают, что во время сво- 
их скитаний по бюрократическим уч- 
реждениям Петербурга Софья Ва- 
снльевна как-то попала в кабинет 
одного чиновника. который в ответ 
на ее просьбу разрешить преподавать 
в университете ответил отказом, гру- 
бо прибавив: «У нас всегда этим за- 
нимались мужчины. Справляются онн 
со своими обязанностями, слава 
богу, хорошо, ин поэтому не надо 
нам ннкаких нововведений! На это 
возмущенная Софья Васильевна ска- 
зала: «Когда Пифагор открыл свою 
знаменитую теорему, он принес в 
жертву богам 100 быков. С тех пор 
все скоты боятся пового...» 


В жнзин Ковалевских происходнт 
важное событие. Дружба и взаимное 
уважение, связывающие Софью Ва- 


сильевну и Владимира Онуфриевича, 
переходят ня любовь и их брак ста- 
новится фактическим. В 1878 году у 
Ковалевских рождается дочь, кото- 
рую в честь матерн называют Софьей. 

В это время Софья Васильевна 
несколько отходит от занятий мате- 
матикой. Теперь она — журналист- 
ка и рачительная хозяйка. В перио- 
янческой печати появляются ее на- 
учно-популярные статьи, критиче- 
ские заметки, театральные рецензин. 
В гостеприимном доме Ковалевских 
бывают многие видные ученые и пи- 
сатели: Д. И. Менделеев. И. М. Се- 
ченов, С. П. Боткин, А. М. Бутлеров, 
П. Л. Чебышев, А. Г. Столетов, 
И. С. Тургенев, Ф. М. Достоевский 
п другие. 

В то время некоторая часть рус- 
ского общества была охвачена «ду- 
хом наживы и разных коммерческих 
предириятий. Это течение захватило 
и моего мужа ин отчасти, должна ио- 
каяться в свонх грехах, ин меня са- 
мое», — вспоминала впоследствии 
Софья Васильевна. Ковалевские хо- 
тели обеспечить себя материально, 
чтобы потом, не думая о хлебе на- 
сущном, заниматься наукой. 

Увлечение коммерцией  закончн- 
лось трагически. Владимир Онуф- 
рневич был выдающимся ученым, но 
никудышным коммерсантом. Его сб- 
манывали компаньоны, подрядчики, 
рабочие, — все, с кем он имел дело. 
Вскоре он окончательно запутался в 
долгах и. не видя выхода, покончил 
жизнь самоубийством. 


Печальная весть застала Софью 
Васильевну в Париже, где она хло- 
потала о месте преподавателя на 
Высших женских курсах. Получив 
известне о смерти мужа, она забо- 
лела. Оправившись, она поспешила 
в Петербург и добилась установле 
ния  непричастностн Владимира 
Онуфриевича к темным делам его 
компаньонов. Научный мир скор- 
бея о кончине доцента Московского 
универснтета, основоположника эво- 
люционной нпадеонтологни, когорого 
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многие ученые-палеонтологи 
лн свонм учителем. 


счита- 


Математик и литератор 


Б 1883 году Софья Васильевиа 
Ковалевская получила — приглаше- 
ние от шведского математика Г. Мит- 
таг-Леффлера (с которым она вместе 
училась у К. Вейерштрасса) занять 
должность приват-доцента в Сток- 
гольмском универснтете. В ноябре 
этого же года она выехала в Шве- 
цию. Так как Софья Васильевна не 
знала шведского языка, ей разрешн- 
лн в течение первого семестра чи- 
тать лекции на немецком языке. Че- 
рез несколько месяцев она уже снос- 
но владела шведским языком и могла 
вестн на нем преподавание. 

Летом 1884 года Софья Васнль- 
евна была назначена профессором 
Стокгольмского университета. За 
8 лет она прочла 12 различных кур- 
сов, в том числе теорию уравнений в 
частных производных, курс механн- 
ки, теорию алгебраических, абелевых 
н эллиптических фуикций и другие. 

Но не только математикой за- 
нималась в те годы Софья Васильев- 
на. Она проявила и незаурядный ли- 
тературный талант: написала ряд 
рассказов, повесть «Нигилистка», дра- 
му «Борьба за счастье» (совместно 
с сестрой — Миттаг-Леффлера, оста- 
вившей интереснейшие — воспомнна- 
ния о Софье Васильевне). Дом Кова- 
левской стал одним из центров ин- 
теллектуальной жизни Стокголь- 
ма — здесь бывалн известный по- 
лярный исследователь Нансен, Мит- 
таг-.Леффлеры, многие писатели, про- 
фессора. 

Много сил уделяла Софья Ва- 
снльевиа освободительному движе- 
нию. Она участвовала в социалис- 
тнческих конгрессах, была знакома 
со многими русскими  политическн- 
мн эмигрантами, активно боролась 
за равноправне женщин. 

В Стокгольме Софья Васильевна 
завершила свой главный труд — 
исследование двнжения волчка. За 
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это она, как уже говорилось, в 
1888 году получила премню Париж- 
ской академин наук. В следующем 
году она получает премию н 1500 крон 
от Стокгольмской академии наук за 
новую работу, также посвященную 
вращению твердого тела. 

Русские математики неоднократ- 
но нытались привлечь С. В. Ковалев- 
скую к научной и педагогической ра- 
боте на роднне, но безуспешио. Не 
помогло также и прошение, подан- 
ное родственником Софьи Василь- 
евны генералом А. И. Косичем на 
нмя президента Академии, в кото- 
ром он, в частности, приводил слова 
Наполеона в том, что «всякое госу- 
дарство должно дорожить возвраще- 
нием выдающихся людей более, не- 
желн завоеваннем богатого города». 

Но новые веяння проникали ин в 
Академню наук. 4 (16) ноября 1889 
года в Академни был принципиально 
решен вопрос «о допущении лиц жен- 
ского пола к избранию в члены-кор- 
респонденты». За это постановле- 
ние голосовало 20 человек (против 6). 
И вот 7 (19) ноября на физико-мате- 
матическом отделении по  предло- 
жению академиков П. Л. Чебышева, 
В. Г. Имшенецкого и В. Я. Буняков- 
ского в члены-корреспонденты Рос- 
сийской академии была избрана док- 
тор математики, профессор Сток- 
гольмского университета Софья Ва- 
сильевна Ковалевская. 2 (14) де- 
кабря 1889 года общее собрание Ака- 
демии утвердило это решение. 

Теперь Софья Васильевна поль- 
зовалась мировой славой.  Матема- 
тнки ждали ее новых работ о движе- 
нии твердого тела. Она была полна 
научных и литературных замыслов. 
Но все этн замысли остались неосу- 
ществленными. Возвращаясь в ян- 
варе 1891 года в Стокгольм из Фран- 
цин, где она проводила зимние канн- 
кулы, Софья Васильевна просту- 
дилась и 29 января (1Ю февраля) 
умерла от воспаления легких. 

На ее похоронах были препода- 
ватели Стокгольмского университе- 
та, студенты, многочисленные друзья 


и знакомые. Прощаясь с ней, ее од- 
нофамнлец М. М. Ковалевский ска- 
зал: «Софья Васильевна! Благодаря 
Вашим знаниям, Вашему таланту и 
Вашему характеру, Вы всегда были 
н будете славой нашей Родины. Не- 
даром оплакивает Вас вся ученая и 
лнтературная Россия... Вам не суж- 
дено было работать в родной стране, 
и Швеция приняла вас. Честь этой 
стране, другу науки!... Но, работая 
по необходимости вдали от Родины, 
вы сохранили свою национальность, 
вы остались верной и преданной со- 
юзницей юной России, России мир- 
ной, справедливой и свободной, той 
России, которой принадлежит бу- 
дущее...» 

С тех пор прошло более 80 лет. 
Имя Софьи Васильевны Ковалевской 
занимает достойное место в ряду имен 
великих русских ученых, которыми 
по праву гордится наша Родина. Пре- 
зидент Академии наук СССР С. И. Ва- 
вилов сказал 13 января 1950 года на 
торжественном заседании, посвящен- 
ном 10-летию со дня рождения 
С. В. Ковалевской: «Вклад, внесен- 
ный в науку Ковалевской за ее не- 
долгую жизнь, необычайно полноце- 
нен и многозначителен. Ее фунда- 
ментальное исследование по враще- 
нию твердого тела послужило осно- 
вой для дальнейшего развития важ- 
нейших вопросов механики в нашей 
стране и во всем мире. Ее тонкие 
нсследования по теорнн  дифферен- 
цнальных уравнений и по некоторым 
вопросам математической физики н 
теоретической астрономии сохраня- 
ют свое значение и на сегодня. В ис- 
тории человечества до Ковалевской 
не было женщины, равной ей по силе 
н своеобразию математического та- 
ланта... Ковалевская была не толь- 
ко математиком. Она проявила себя 
как писательница — автор романов, 
драматических произведений и рас- 
сказов — и как публицист. Она не 
замыкалась в узкую математическую 
специальность и глубоко понимала 
свой гражданский долг перед стра- 
ной, перед народом... 


Выдающееся 
творчества 


значение научного 
Ковалевской — высоко 
оценивалось всей передовой рус- 
ской интеллигенцией. Выражением 
этого было исключительное событие 
для старой дореволюционной Рос- 
сии — избрание Ковалевской  чле- 
ном-корреспондентом Академии наук 
в 1889 году. Для этого Академии 
пришлось ломать устав, решать сна- 
чала принципиальный вопрос о допу- 
щенни лиц женского пола к нзбра- 
нию в члены-корреспонденты... Ве- 
ликая Октябрьская — соцналнстнче- 
ская революция навсегда широко 
открыла двери высшего научного уч- 
реждения страны для женщин, и с 
каждым годом число женщин-уче- 
ных, работающих в советской Ака- 
демии, возрастает. Огромные твор- 
ческие научные силы русской жен- 
щины были впервые раскрыты перед 
всем миром С. В. Ковалевской». 
С. В. Ковалевская показала всему 
миру возможности женщин в области 
математического творчества. Через 
два года после ее смерти прусское 
правительство допустило женщин 
к слушанию лекций на правах воль- 
нослушательниц. В 1895 году англн- 
чанка Грэс Чизгольм получила вслед 
за Софьей Васильевной там же, в 
Геттингене, звание доктора мате- 
матики. Выдающиеся работы по ма- 
тематике написала в ХХ веке Эмми 
Нетер, являющаяся одной из основа- 
тельниц современной алгебры. В Со- 
ветском Союзе известны имена ака- 
демика П. Я. Полубарнновой-Кочни- 
ной, профессоров О. А. Ладыженской, 
О. А. Олейник н многих других 
женщин, которым принадлежат за- 
мечательные результаты в самых 
различных областях математикн. 
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С конца прошлого века ведутся экс- 
перименты по изучению проводимости 
жидких металлов. В нормальных ус- 
ловнях жидкие металлы встречаются 
не часто, но многие металлы легко 
образуют со ртутью жидкие раство- 
ры — амальгамы. Проводимость жнд- 
ких металлов интересна тем, что 
в электрический ток должны вносить 
вклад не только электроны проводи- 
мссти, НО и ионы. А с движением ио- 
нов связан перенос массы. 

Понробуем качественно предста- 
вить, что произойдет при подключе- 
нии к ванночке с чистой ртутью источ- 
ника напряжения. Ртуть — это смесь 
электронов проводимости и положн- 
тельных нонов. Казалось бы, все 
ясно — под действием электрического 
поля электроны будут двигаться от 
«минуса» к «плюсу», а положитель- 
ные ноны ртути — в противополож- 
ном наиравлении. Если электроны 
могут путешествовать по всей элект- 
рической цеии, то с нонами дело 
обстоит нначе, Они, подойдя к отри- 
пательному  электроду, вроде бы, 
должны здесь скапливаться, повысив 
уровень ртути в этом месте. 

Ничего подобного! Экснерименты 
показали, что уровень чистой ртутн 
практически всюду один и тот же, 
а небольшое повышение уровня, если 
" происходит, то у «плюса», а не у 
«минуса». В одних амальгамах ноны 
двигаются, как следует, по полю, 
а ноны других металлов — против по- 
ля! Это удивительно — как могут 
ноны двигаться не туда, куда их вле- 
кут электрические силы? 

Причина «странного» поведения 
НонОВ — ЭТО не учтенная нами непре- 
рывная бомбардировка иоков элект- 
ронами. Попробуем разобраться в су- 
ществе дела. Выясним, какое влияние 
оказывают взаимные соударения 
электронов и ионов на движение 
электронов и нонов ирн наличии внеш- 
него электрического поля. 

Для наглядности будем считать 
но! массивным упругим шаром, на 
который иалетает пучок легких ча- 
стиц — электронов (масса иона в не- 


сколько тысяч раз больше массы 
электрона). Пусть ло столкновения 
пучок частиц имеет среднюю направ- 
ленную скорость и и соответственно 
ненулевой импульс. После столкно- 
вения пучок рассеивается равномер- 
но во все стороны (рис. 1)*) (так 
же равиомерно во все стороны зер“ 
кальный шар рассеивает направлен- 
ный нучок света). То есгь сразу пос- 
ле соударения все направления дви- 
жения равновероятны, а значит, сум- 
марный имнульс элекгронов равен 
нулю. 

Раз импульс пучка из-за соударе- 
ний с ионами меняется, то это озна- 
чает, что па электроны со сгороны 
нонов действуст сила. Если и — 
средняя скорость электронов в пучке, 
то ли — средний импульс элек грона. 
Пусть время между столкновениями 
электрона с нопнами — т, тогда можно 
считать, чго именно за это время те- 
ряется средний импульсе лм каждого 


электрона. Так что средняя сила, 
отнесенная К одному электрону, равна 
ты 
Е = — Ш 


Потеря импульса электронами в цс- 
лом из-за столкновений © ионами 
н описывается средней тормозящей 
силой Ё. Конечно, на отдельный элек- 
трой действует не обязательно такая 
сила, но для движения нучка в нелом 
важна именно эта средняя сила. 
Хотя кроме направленного дви- 
жения со средней скоростью ци элек- 
тропам присуше и хаотическое тепло- 
вое движение, это пе изменит выраже- 
ния для силы торможения. Полный 
импульс большого числа электро- 
нов при беспорядочном тепловом 
движении все время равен нулю, 
поэтому изменение суммарного им- 
пульса связано только с потерей 
импульса упорядоченного движения. 
При наличин внешнего электрн- 
ческого поля напряженности Е зрас- 
сеянные» электроны «подхватываются» 


*) Строгое решение этой задачи ириводит- 
ся в курсе теоретической физики. 


полем, которое вновь упорядочивает 
них движение, сообщая им некоторый 
направленный нмпульс,  растрачи- 
ваемый при следующем соударенин, 
ит. д. Таким образом, можно сказать, 
что устанавливается некоторая по- 
стояиная средняя скорость движения 
электронного пучка. Иначе говоря, 
сумма сил, действующих на электрон- 
ный пучок, равна нулю. В расчете 
на одни электрон получаем 


ОЕ" —0 


В самом деле, если сила еЁ со сгороны 
поля вдруг превысит снлу {, средняя 
скорость электрона будет увеличи- 
ваться, а значит, будет расти и ве- 
личина снлы торможения /, пропор- 
циональная скорости, пока полная 


снла не обратигся в нуль. Если же 
скоросгь случайно окажется боль- 
шой, так что сила } превосходит силу 
еЕ. то нучок тормозится, пока опять- 
таки сила / по величине пе сравняется 


Ук. 


ое 


о к. 
ны ж, 
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Ус = \У = 
94о лосяв 
удара чдора 


РЕ. 2 т. 


с еЕ. Итак, при движении с устано- 
внвшейся средней скоростью, когда 
полная сила равна нулю, тормозя- 
щая сила со стороны ионов в рас- 
чете на один электрон равца (рис. 9) 
р 6. (+) 
А почему мы не учитываем соуда- 
рения между электронами? Де- 
20 в том, что сии не приводят к 
нзмененню средней скорости элек- 
тронов. Действительно, рассмотрим 
столкновение двух электронов. Пусть 
их скорости до удара у, ну,, а после 
удара — у; и У2. По закону сохра- 
неиня имиульса | 
У Г Я, тут | то, 
откуда 


У, 3 у, ы За, 
У. 


то есть средняя скорость до удара рав- 
на средней скоростн после удара 
(рис. 3). 

Какие же силы действуют на нио- 
ны? Рассмотрим чистый жидкий ме- 
талл, у которого все ионы одинаковы, 
иричем каждый атом отдал в общее 
пользование цо & электронов прово- 
димости. Электрическое поле дей- 
ствует на каждый ион с силой 
Ее Е. где 26| — заряд иона (за- 
ряд электрона взят по модулю, ибо 
ион положителен). Со стороны каж- 
дого электрона действует в среднем 
сила 

", —- 
(по третьему закону Ньютона). Если 
число нонов №, то на каждый ион со 
стороны одного электрона приходится 


сила >. Тогда сила. с которой 


на один нон действуют все электроны 
(их число 7^), равна 1. Мо сумма 
сил 
ЕР = Е + 26, 

равна нулю (рис. 4)! Чтобы в этом 
убедиться, подставим значение силы 
!,, отличающейся от # только знаком, 
из выражения (*): 


Р-= ДР Е еЕ 0. 
Итак, снлы, действующие на ноны 
в чистом металле со стороны элек- 


трического поля, компенсируются сн- 
лами, действующими со стороны чэлек- 
тронного ветра» (движущихся элек- 
тронов). Равенство полной силы нулю 
означает либо покой, либо равномер- 
ное двнженине. Но при течении жид- 
кости в сосуде возникает вязкое тре- 
ние (в конечном счете из-за взаимо- 
действня с0 стенками сосуда), оно 
н обеспечивает покой жидкости `от- 
носительно сосуда в случае компен- 
сацин остальных сил, действующих 
на жидкость- 

А если н металле имеется неболь- 
шая примесь «чужих» нонов? Пусть 
заряд чужака равен | |2’. Из-за 
того, что размеры примесного иона 
другне, изменится и число ударов 
электронов об него. Если площадь 
сечення иона примеси ©’, а «своего» 


‚ 


д 
нона о, то чужак подвергнется в -- 


раз большему числу ударов, чем свой 
нон. Во столько же раз изменится и 
сила, действующая на примесный нон 
со стороны электронов. Поэтому сум- 
ма снл поля и электронного ветра для 
чужака равна (рнс. 5) 


а’ 
а РР 
Подставив—- |е | Е вместо {,, получим 
ы 
Е’ ==| | [Рева |2 


0" - 
Если 2’ ;>2-„, то ионы примеси 


будут двигаться в направлении этой 
снлы, нх скорость будет направлена 


[е 
по полю. Если 2’< 2-5, то ионы 


будут двигаться против поля. 

Как же объяснить тот факт, что 
в чистой ртути поны движутся по 
направлению электронного ветра? Мы 
ведь показали, что в чистом металле 
ноны должны быть неподвижны! Де- 
ло в том, что предполагалась полная 
одинаковость всех ионов, но это не 
совсем так. Хотя большинство нонов, 
действительно, находнтся в одном н 
том же «нормальном» энергетическом 
состоянии, некоторые ионы всегда 
имеют энергию, больше нормальной. 


Такие ноны называют«активированны- 
ми». Вероятность столкновений элек- 
тронов с ионами увеличивается с рос- 
том энергии ионов. Можно сказать, 
что сечения активированных ионов 
как бы увеличились по сравнению с 
нормальнымн. Таким образом, ак- 
тивированные ионы можно считать 
чужаками с тем же зарядом, что и 
нормальный нон, но с большим се- 
чением. Такие ноны увлекаются элек- 
тронным ветром и сносятся к поло- 
жительному полюсу источника. На 
этом основано разделение изотопов 
ртути в электрическом поле. У ионов 
разных изотопов заряд н сечение прак- 
тнчески одинаковы, но активнрован- 
ные ионы легких изотопов сносятся 
электронным ветром быстрее, чем ак- 
тнвированные ноны тяжелых изото- 
пов, из-за их меньшей массы. Это 
приводит к увеличению их концент- 
рацин у «плюса», то есть, еслн около 
положительного полюса отсасывать 
ртуть, то она будет обогащенной лег- 
ким изотопом. 

Впервые «парадоксальный» — пе- 
ренос ионов в амальгамах ртути был 
обнаружен в 1907 году. Тогда же было 
н введено представление о взаимном 
трении нонов и электронов. В после- 
дующих теориях, просуществовавших 
до 1959 года, был сделан шаг назад: 
движения ионов и электронов счита- 
лись независимыми. Отчасти это 
объяснялось неубедительностью ре- 
зультатов экспериментов. В 1953 году 
был открыт эффект разделения изото- 
нов ртути постоянным током. После 
этого появился целый ряд рабэт по ис- 
следованию электропереноса нонов. 
Первые теоретические работы, где был 
вскрыт физический механизм дей- 
ствия электронного ветра, относятся 
к началу 1959 года. 

С электронным ветром связана 
целая группа ннтересных и важных 
эффектов как в жндкнх, таки в 
твердых металлах и полупроводнн- 
ках. 
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Гипербола 


И. Н. Бронштейн 


Что такое гиперболз? На этот 

вопрос отвечают по-разному. 
Школьник ответит: «График обратной 
пропорциональности». Знакомый с 
коническими сечениями скажет: 
«Сечение прямого кругового конуса 
плоскостью, которая задевзет обе 
его полы». А учащийся вуза или 
техникума даст ответ: «Множество 
таких точек на плоскости, что 
разность расстоямий каждой из них 
до двух фиксированных точек одна 
ы та же». В каждом определении 
используется какое-нибудь 
характернстнческое свойство 
гиперболы, а остальные свойства 
могут быть выведены из 
определения. 

В этой статье мы ыачнем со 
школьного определения 

гиперболы! — из него сразу 
выявляется ее форма. 


1. РАВНОСТОРОННЯЯ ГИПЕРБОЛА 


График обратной 
пропорциональностн 


Читатели знакомы с определением гн- 
перболы как графика обратной про- 
'юрицнональной зависимости. Как бу- 
дет видно, это — определение част- 
ного вида гиперболы — равносторон- 
ней гиперболы (происхождение тако- 
го названия выяснится позже). Имен- 
но этой кривой мы посвящаем первую 
часть статьи. Для краткости мы будем 
пока называть равностороинюю ги- 
перболу просто гиперболой. 

Две переменных х и у называют- 
ся обратно пропорциональными, если 
нх произведение постоянно: 

ху == К. (1) 
Будем сначала считать их положи- 
тельными (от этого ограничения мы 


скоро избавимся); тогда и А >>0. Од- 
но из них, например, х, может при- 
нять любое положительное значение, 
тогда другое у должно принять толь- 


|: 
ко одно значение у=-. 


образом, равенство (!} представляет 
собою при каждом А определенную 
функцию с областью задання х >0 
ни областью значений и >0. График 
этой функции, изображенный на рн- 
сунке 1, называется одной — ветвью 
равносторонней гиперболы, мы дая 
краткостн будем первое время назы- 
вать его просто гиперболой, не толь- 
ко пропуская слово «равносторонняя», 
но и не повторяя слов «одна ветвь». 

Наше определение опирается на 
понятне графика функции. Можно, 
однако, принять другую, «чисто гео- 
метрическую» формулировку: гилер- 
болой называется множество четвер- 
тых вершин М прямоугольников за- 
данной площади Е, у которых одна 
вершина О совпадает с вершиной дан- 
ного прямого угла, а 0ве — и № 
— лежат на его сторонах (см. рис. 1). 

Точка О называется центром ги- 
перболы — происхождение этого наз- 
вания выяснится дальше. 

Через каждую точку М, с коордн- 
натами х, и и,*) пройдет одна (но 
только одна!) гниербола —- именно та, 
для которой постоянная &, входя- 
щая в определение гниерболы, рав- 
на х;у,:. На рисунке 2 для красной 
гиперболы х, == 2,4, цу, = 3,5, №, = 
= 8.4. Если мысленно изобразить 
на общем чертеже все гинерболы (то 
есть, гиперболы при всевозможных /), 
то они заполнят всю «внутренность» 
угла ХОУ. На рисунке 2, кроме крас- 
ной гиперболы, изображено еще не- 
сколько: при # =- 1, 2, 3, 4, би 16. 
Таким образом, гнпербол — бесконеч- 
ное множество, каждая из них опре- 
деляется значением параметра #**). 

**) Термин лараметр (от древне-греческо- 
ю  рагатеетоп —- отмеривающий) — приме- 
ияется в математике и различных смыслах - 
Чаще всего это — величина, сохраняющая 


постоянное значение лишь п условиях дан- 
Ной Задачн. 


Таким 


Рис. [. 


Форма гиперболы, ее вершина 
и зсимптоты 


Гиперболы с различными значениями 
параметра А похожи друг на друга, 
но они не конгруэнтны — их нельзя 
хсовместнть наложением. Однако лег- 
ко доказать, что все они подобны, даже 
подобно расположены с центром по- 
добня О. Читателю предлагается до- 
жазать это, пользуясь рисунком 3. 

Опцишем форму гиперболы (точ- 
нее — одной ветви равносторонней Гн- 
‘перболы), то есть перечислим ее свой- 
«ства, прежде всего бросающиеся 
в глаза. 

Гипербола имеет бесконечное про- 
тяжение — она не может вся помес- 
титься на ограниченном куске илос- 
кости. Какое бы большое число А 
ни было задано, можно указать на ги- 
перболе точку, удаленную от точки О 
на расстояние, большее чем А (дока- 
жите). 


Рнс. 2. 


Гипербола симметрична относи- 
тельно биссектрисы ОТ угла ХОУ 
(рис. 4), то есть для любой точки 
М, (х.,. у.) гиперболы симметричная 
точка М, (хь, у.) также принадлежит 
этой гиперболе (докажите). 

Точка А пересечения гиперболы 
с ее осью симметрии ОТ называется 
вершиной гиперболы. Каждая коор- 
днната вершины гиперболы с парамет- 


ром Ё равна | К. Расстояние верши- 
ны от центра гнперболы (его будем обо- 
значать а} равиб ОА =. Вер- 
шина — ближайшая точка гниерболы 
от центра (докажите). 

В отличие от окружности, которая 
одинаково искривлена во всех своих 
частях, гипербола сильнее всего ис- 
кривлена в окрестности своей вершн- 
ны, а по мере удаления от нее в лю- 
бую сторону  «расирямляется». Мы 


не даем доказательства этого очевид- 
ного свойства гиперболы; не будем 


Рис. 3. 
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доказывать и другого важного свой- 
ства гиперболы — гладкости во всех 
ее точках *). Доказательства обоих 
свойств требуют знания основ диф- 
ференциального исчисления. 
Остановимся на наиболее замеча- 
тельном свойстве гиперболы, опреде- 
ляющем ее форму: точка, бесконечно 
удзляющаяся по Гиперболе в одну 
сторону будет неограниченно прибли- 
жаться к одиой оси координат, а точ- 
ка, бесконечно удаляющаяся в дру- 
гую сторону — неограниченно при- 
ближаться к другой оси координат **). 
Это свойство математически форму- 
лируют так: оси координат ОХ и ОУ 
являются ее асимптотами (от грече- 
ского аятрюю5 — несовпадающий). 
Докажем это свойство гиперболы. 
Возьмем на ней точку М,, лежащую 
правее вершины А (х,>[#), рас- 
стояние у,, которой до оси ОХ менъ- 
ше = (рис. 5). Это всегда можно сде- 


Е № 
лать, взяв х; > ——. Тогда М, М, — 


Ё 
= 4: = — ыы н для всех точек 
М(х, у) гиперболы, лежащих правее 
[- 
Мрилюрен Ш — < < в, тоесть 


ось ОХ является асимптотой гипер- 
болы. Из симметрии кривой следует, 
что и ось ОУ является ее асимптотой. 

Зная вершину гиперболы и ее 
асимптоты, можно довольно точно вы- 
чертить гиперболу от руки. 


Определение 
гиперболы. 


равносторонней 
Сопряженные гиперболы 


Изучая график обратной пропорцио- 
нальностн, мы считали х и у положн- 
тельными. Это делалось лишь для 


”) Кривая называется сладкой или плав- 
ной в данной ее точке, если в этой точке су- 
ществует касательная к кривой. 

**) Слова «иеограничеино приближаться» 
означают, что какое бы малое число >00 
ни задать, можно указать на гинерболе такую 
точку, что ее расстояние до оси координат 
станет меньше Е и при дальцейшем удалении 
будет оставаться меньше е. 


Рис. 5. 


удобства изложения. Функция, за- 
данная равенством (1), определена не 
только для положительных, но и для 
отрицательных значений х; число А 
также может быть отрицательным- 
График функции (1) мы и будем назы- 
вать теперь биперболой (равносто- 
ронней). Он состоит из двух одинако- 
вых частей (ветвей), расположенных 
при № >> 0, в] и 111 четвертях плос- 
кости, а при А < 0 — во Пн № чет- 
вертях. 

На рисунке 6 изображены две рав- 
носторонние гиперболы — красная и 
синяя; их параметры имеют один ‘и 
тот же модуль, но противоположные 
знаки. Такие равносторонние гипер- 
болы называются взаимно сопряжен- 
ными. 

Перечислим некоторые свойства. 
«полной» равносторонней гиперболы*} 
(они очевидны; читатель без труда 
проведет нх доказательства). Гипер- 
бола имеет центр симметрии О (поэ- 
тому мы и назвали эту точку центром 
гиперболы), две симметричные ветви, 
две оси симметрии РВ и $Т (биссект- 
рисы коордиматиых утлов), две вер- 
шнны (А и А’ для красной, В ин В’ — 
для синей гиперболы). Расстояние 
между вершинами гиперболы (АД’ = 


ВВ’ =2у/2Е)называется осью ги- 
перболы. Ее половину 1 2 (полу- 


*) Слово «полная» изято нами В кавычкн, 
чтобы подчеркнуть, что прежнее определение 
типерболы было неполным: оно относилось 
только к одной ветви гиперболы. 


Рис. 6. 


ось) обозначают а, таким образом, 


& =: =, где знак «--» для гипербо- 


лы, лежащей в [Г и | четвертях, 
а «—» — во Пи У. Обе сопряженные 
гиперболы имеют общие взаимно пер- 
пендикулярные асимптоты. 


‚Уравнение равносторонней гиперболы. 
- Гипербола и окружность 


Уравнение гиперболы. определяемой как 
график обратной пролорциональностн, это — 
“известное нам равенство ху -^ #. Мы запишем 
Него в несколько киой форме: вместо нпарамет- 
фа # введем в (!) нолуось о. Поскольку 
а? 
ЕЕ 
— для синей гиперболы, 
гипербол примут вид 


где знак «--» для красной. «—» 


уравиения обеих 


хутен-Е к {2 


| г. 


Каждое из этих двух уравненнй называется 
уравнением гиперболы относительно @асимп- 
тот. Этими словами выражают, что осями 
координат в данном случае являются асимп- 
тоты гиперболы. 

Уравнение любой линии зависнт ие 
только от ее формы н размеров, но и от того, 
как она расположена н плоскости коорди- 
нат. Возьмем теперь (рис. 7), в плоскости 
кроме системы координат ХОУ («старой»), 
другую систему координат Х’ОУ’, получаю- 
щуюся поворотом осей ОХ н ОУ на 45° 
против часовой стрелки. Возьмем любую 
точку М плоскости, на которой введены обе 
системы координат. Она имеет 4 координаты: 
старые (х. у) и новые (х”, у’). Можно дока- 
зать, что старые координаты выражаются 
через новые следующими формулами: 


153 У? 


2 # 
ео). =) @ 


9+ 


Рис. 7. 


Докажите это, когда точка М лежит виут- 
ри угла Х’ОУ — в этом случае все ее 4 коор- 
динаты положительны- 

Формулы (3) можно доказать и для всех 
других возможных положений точки М. 

Рассмотрим теперь сопряженные гипер- 
болы, асимптотами которых служат прямые 
ОХ ин ОУ (рис. 7), новые оси ОХ’ и ОУ’ 
служат осями симметрии этих гипербол). В 
старых координатах они ‘имеют уравиения 


а- 
ЗЕ —-. Если подставить н эти уравие- 


ния формулы (3), то получим уравиепия этих 
же гипербол в новых координатах, то есть 
уравнения двух сопряженных гипербол отно- 
сительчо осей симметрии: 
ху = ат. 

В дальнейшем мы не будем возвращаться 
к старым коордннатам и поэтому не будем 
ставить штрихов ни У иазваний осей коорди- 
нат, ни у самих координат точек наших ги- 
пербол; оси будем чертить, как обычно, го- 
ризонтально н вертикально (рис. 8). Урав- 
нения двух сопряженных гипербол будут 
такие 
х? — у — а? {4) 


И — у — 02 (или у — № = а?) 


Обе эти гиперболы «внерписаны» п квад- 
рат рдг$ со стороной 2а; общими их асимпто- 
тами являются продолжения днагоиалей рг 
н 495$ этого «фундаментального» квадрата. 


Изменяя параметр а, мы получим бесконеч- 
ное множество гниербол с общими асимпто- 
тамн. 

Интересно, ято окружность, вписаиная 
в фундаментальный квадрат. имеет уравке- 


ние. сходное с (4): 
х#-- ПЕ =: @*. {4а) 


Сравнение уравиений (4) и (4а) показывает, 
что равиосторонняя гнпербола и окружность 
и некотором смысле родственны между со- 
бой, несмотря ни то. что они совсем не похо- 
жи друг на друга. 


!. ГНПЕРБОЛА ОБЩЕГО ВНДА 


Определение Гинерболы общего вида 


Из статьи «Эллипс» читатели знают, 
что, если подвергнуть окружность 
преобразованию растяжения —сжа- 
тня (РС)*), то она перейдет в эллипс. 
Нас будет интересовать фигура, в ко- 
торую перейдет каждая из равносто- 
роиних гипербол, изображенных на 
рисунке 9 штриховымн линия, в ре- 
зультате РС относительно оси симмет- 


рии А’А. 
Фундаментальный квадрат р9г$ 
этнх гипербол перейлег в прямо- 


угольник РОК$ (ша рис. 9). его диа- 
гонали рги 95$ перейдут также в пря- 
мые РК и 0$. 

Сопряженные (красная и синяя) 
равносторонние гиперболы перейдут 
в результате РС в красную и синюю 
сплошные линии. Каждая из них так- 
же состоит из двух ветвей и симмет- 
ричва относительно средиих линий 
фундаментального — прямоугольника 
РОЮ5$, диагонали которого служат 
асимптотами этих кривых. Но эти но- 
вые линни уже не будут конгруэнтны. 
Мы будем называть их по-прежнему 
сопряженными! друг другу гипербо- 
лами. 

Кривую, состоящую из двух ветвей 
и полученную в результате РС «пол- 
ной» равносторонней гиперболы отно- 
сительно средней линии  Фундамен- 
тального квадрата, называют гипер- 
болой общего вида нли простог и пер- 
болой. 


*} См. «Квант», 1975. № 1, <. 2 
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Кривая,  рассматривавшаяся в 
первой части статьн, является ее 
частным случаем. Она называлась 
равносторонней, так как квадрат — 
это равносторонний прямоугольник. 

Вспомним, что эллипсом называ- 
ется линия. полученная в результате 
РС окружности. Гипербола (общего 
вида) — такой же родственннк равно- 
сторонней гиперболы, как эллиис — 
родствениик окружности. 

Можно определить ветвь гипербо- 
лы при помощи площади аналогично 
тому, как мы на с. 16 определяли 


Рис. 11. 


ветвь  равносторонней  гнперболы. 
А именно (рис. 10): гиперболой (точ- 
нее — одной ее ветвью) — называется 
множество четвертых вершин М па- 
раллелограммов заданной площади Ё, 
у которых одна вершина О совпадает 
с вершиной данного угла, а две —Ё и № 
— лежат на его сторонах. Это опреде- 
ление равносильно предыдущему (л0- 
кажите). 


Каноническое уравнение гиперболы 


Уравненне гиперболы общего вида, отне- 
сенное К © осям симметрин, зависит от Того, 
лежат ее вершины на оси ОХ или на оси ОУ. 
Получить уравнения обеих гипербол (крас- 
ной и синей) можно из уравиений (4) равно- 
сторонних гипербол совершенно таким же 
способом. как было получено уравнение 
эллипса из уравнений окружности *). Прн- 
водим эти уравнения: 


х2 2 
= —`ъ: `—\ Красная), (5) 
5 
к? у? 
т —1:- | (снияя); 
здесь ан В — полуоси сопряженных гипер- 
бол {см. рисунок 9). 


Уравнения (5) отличаются от уравнения 
-2 


х 
эллииса чт `ра = 1, вписанного в тот 


же фундаментальный прямоугольник, тем, 
что в левой частн у обонх членов разные зна- 
ки. Замечательное сходство эллииса и ги- 
перболы! 


*) См. «Квант» № 1, с. 5. Вывести урав- 
нение (5) из уравиения (4) предоставляем 
читателю. 


ИЕ ГИПЕРБОЛА — КОНИЧЕСКОЕ 
СЕЧЕНИЕ 


Сходство эллипса и гиперболы на этом 
не ограничивается. Известно, что эл- 
липс -— наклонное сечение кругового 


цилиндра. 
Докажем, пользуясь геометриче- 
ским определением гиперболы, что 


хаждая гипербола может быть полу- 
чена как сечение некоторого кругово- 
го конуса илоскостью, параллельной 


его оси. 

Прн доказательстве мы будем рассматри- 
вать только одну ветвь гиперболы — 
наше свойство для точек всей гипер- 
болы следует из симметрии обеих пол. 


Дана ветвь гиперболы и.ее асими- 
тоты ОХ п Оу’, пересекающиеся под 
углом в (рис. 11, а). По определению, 
для каждой ее точки площадь нарал- 
лелограмма ОММ1. одна и та же — 
она равна ОМ. ОР -5т ю. 

Обозначим произведение О№.ОГ., 
ностоянное для любой точки М ги- 
перболы, через Ё: ОМ.ОЁГ = МЬХ 
х ММ = #. Проведем через М пер- 
пендикуляр О(”’ к оси симметрин гн- 
перболы; он пересечет асимитоты ОХ 
и ОУ в точках би 90°. Произведение 
отрезков МО и МО’ — тоже постоян- 
но для любой точки ветви гиперболы 


М. Действительно, МО=2. ММ. 5т >, 


МО’ = ЭМГ. - т 


5 ‚ 
МО- МЧ’ = 4-5 -5- = (1), 
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где 2’ =2 УЁчп 0/2. Отрезок длиной 
®’, средний пропорциональный для от- 
резков МО и МО’, один и тот же для 
всех М может быть получен извест- 
ным построением: на отрезке 00’ как 
на диаметре, строим полуокружность 
ОР’ и проведем отрезок МР па- 
раллельно оси гиперболы, до пересе- 
чения с этой окружностью, МР =^'. 

Повернем теперь полукруг ОРС’ 
вокруг диаметра ©(’ на 90° (рис. 11,6) 
Отрезок МР станет вертикально над 
плоскостью чертежа 11а (будем счи- 
тать ее горизонтальной). Точка Р ста- 
нет над точкой М на расстоянии 
к’ от нее (Р“). Проделаем это с каж- 
дым полукругом, построенным ука- 
занным образом для любой точки ги- 
перболы. В результате вся гипербола 
поднимается над плоскостью, в ко- 
торой она лежала, на расстояние А’ 
н останется в одной плоскости. В то 
же время каждая полуокружность 
ОРО’, повернутая на 90°, будет ле- 
жать на круговом конусе, получен- 
ном вращением асимпготы ОХ ги- 
перболы вокруг ее оси (докажите). 
Следовательно, точка М нашей ги- 


перболы (в поднятом положении) ле-. 


жит и на поверхности конуса, и в 
плоскости, параллельной оси этого 
конуса, что и требовалось доказать. 


Рне. }2. 


24 


Это замечательное свойство отно- 
сится не только к сечению кругового 
конуса плоскостью, параллельной его 
оси, но и к любому сечению, задеваю- 
щему обе полы конуса. Этот факт, 
относящийся к общей теории кониче- 
ских сечений, мы здесь не будем дока- 
зывать *)}. 


Фокальное свойство гиперболы 


Известно, что эллипс обладает заме- 
чательным «фокальным» свойством: 
в его плоскости существуют такие точ- 
ки Л, и Р, (фокусы), что сумма 
расстояний каждой точки М эллипса 
до его фокусов одна и та же — она 
равна длине большой оси эллипса: 


Е, М + Е.М = 24. (5) 


Похожее свойство имеется иу ги- 
перболы. В ее плоскости существуют 
две точки (Фокусы гиперболы), что 
разность расстояний каждой точки 
М гиперболы для этих точек одна 
и та же — она равна расстоянию 
между вершинами гиперболы: 


ЕМ— Е.М =2а. — (7а) 


Здесь Р, — фокус, более удаленный 
от М, чем Ё, (рис. 12). Оба фокуса 
лежат на оси симметрии гнперболы, 
проходящей через ее вершины А и Д'; 
расстояние каждого фокуса от центра 
гиперболы равно 
ЕО. —= 230 =с =, 
где а и В — длины полуосей данной 
гиперболы и ее сопряженной **). Важ- 
ная связь между тремя «элементами 
гиперболы а, Бис 
и — ЕВ (8) 
аналогична связи с* = а? — 62 для 
эллипса. 
На рисунке 12 точка М лежит 
на правой ветви гиперболы; для лю- 
бой точки Л’ на левой её ветви фор- 


*) Об этом будет рассказано п «Кванте» 
№ 5. 

**) Доказывать фокальиое свойство гн- 
перболы мы здесь ие будем. Читателю пред- 
лагается получнть это доказательство само- 
стоятельно — см. задачу  М313 в этом 
номере журнала (с. 46). 


Рис. 13. 


мула (7а) будет иметь вид: 
Е.М—ЕР.М = 29а. (76) 
Для сопряженной ей гиперболы 
(синей) фокусами будут ЕР; и Р>. Все 
4 фокуса взаимно сопряженных ги- 
пербол лежат на окружности, центр 
которой — в центре гиперболы, а ра- 
днус равен половине днагонали ОО 
прямоугольника РОЮ$. фундамен- 
тального для обеих гипербол. 
'' Фокальное свойство часто принн- 
мается за определение гиперболы. 


Вычерчивание гиперболы 
непрерывным движением 


На фокальном свойстве основано вы- 
черчивание гиперболы при помощи 
двух нитей, аналогичное известному 
вычерчиванию эллипса. Положим 
лист бумаги на чертежную доску н на- 
колем на лист бумаги две канцеляр- 


ские кнопки РЁ, и РЁ. (рис. 13). Возь- . 


мем две нити, разность длин которых 
(2а) меньше расстояния между кноп- 
ками (26), конец каждой нити привя- 
жем к ножкам кнопок, а оставшиеся 
концы свяжем узлом (точка С). Дер- 
жа теперь узел в левой руке, заще- 
пим обе нити острием карандаша М 
и будем двигать карандаш на бумаге, 
так, чтобы обе нити ЕЁ, МС и ЕЁ,МС 
былин все время в натянутом положе- 
нии. Тогда острие М карандаша 
все время находится на одной ветви 
гиперболы с фокусами Ё; и РЁ, и дли- 


Рис. 14. 


ной оси 2а= Е М-—Е,М 
СМИ, >СМЕ)), 


Е. М-—Е.М = 
— (Е.М + МС) —(Е,М + МО) = 94. 


Для вычерчивания второй ветви сле- 
дует поменять местами кнопки с при- 
вязанными к ним нитями. Вычерчен- 
ные дуги гиперболы будут тем длин- 
нее, чем длиннее нити. 


(при 
так как 


Приложение гиперболы 
в военном деле 


Требуется определить на карте, как 
нужно направить орудие, чтобы пора- 
зить неподвижную звучащую цель, 
например, стреляющее орудие против- 
ника (рис. 14). 

По обе стороны орудия О распола- 
гают симметрично относительно О два 
пункта Р, и Ё., в которых фиксиру- 
ется время дошедшего до них звука 
выстрела вражеского орудия М. Пусть 
этот звук слышен в пункте Ё, в мо- 
мент #, а в пункте РЁ, — в момент 
{.. Если {, = Ё, то, очевидно, ЕР, М= 
= Е.М и орудие О следует направить 
по перпендикуляру ОК к ЁЕ.ЁР.›. Если 


2а 
же 5, то |1 — 2,1 еть о, де 


о — скорость звука в воздухе, а 2а 
— разность расстояний |Р.,М—Е,М | 
от пунктов АР, и Р,. Значит, орудие 
находнтся на одной ветви гипер- 
болы с фокусиым расстоянием Е,Ё., = 
=2с и расстоянием между вершинами 
2а =ч|{, —&5|, именно — на той 
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ветви, которая ближе к пункту, где 
звук выстрела услышен раньше. 
Асимптоты этой гиперболы легко пост- 
роить на карте: угол между асимпто- 
той и прямой Р,Ё, имеет косинус: 


и 
С0$ м = — 
[м 


Так как далекая точка М близка 
к асимитоте, мы можем практически 


Мы не объяенили названия гипер- 
болы (по древне - гречески Нурегфое 
значит «избыток», «преувеличение»*) 
(что здесь преувеличено?), не расска- 
зали о других важных свойствах этой 
кривой, общих для всех конических 
сечений — эллипса, гиперболы и па- 
раболы. Эти вопросы будут освеще- 
ны в «Кванте» № 5. 


принять с0$ х МОР, == с0$ х 


направить орудие под углом а к Е.ЁР.. в 


< * & 


а 
-— Н 
с 


гиперболой. 


*} Напомним, что оборот речи, состоящий 
чрезмерном 


преувеличении, называется 


Советы 
начинающим 
репетиторам 


Всякие уважающие себя па- 
па н мама считают святым 
роднтельским долгом  пре- 
поручить своих получивших 
среднее образование чад 
заботам репетиторов. Имен- 
но эти умные и обременен- 
ные знаниями люди представ- 
ляются нм ангелами небес- 
нымн, распахивающими пе- 
ред их наследниками райские 
вузовские врата... Потреб- 
ность в репетнторах растет, 
н скоро их днем г огнем нель- 
зя будет сыскать. Между 
тем каждый человек, незави- 
симо от образования, спосо- 
бен давать платные урокн. 
Н ссли ренетнторство. еще не 
прнняло массового характе- 
ра. виной тому отсутствие 
соответствующих = пособий. 
Предлагаемые советы при- 
званы Хоть в какой-то мере 
помочь начинающим репети- 
торам. 


Как найти клнента 


Нет лучшего способа изба- 
виться от матернальных за- 
труднений, чем заняться уче- 
никами. Правда, для созда- 
ния соответствующей клиен- 
туры следуег проявить оп- 


< Е 
ределенную 
ность ин сиоровку. Большую 
пользу вам окажет знакомый 
директор школы. Попросите 
его получше, и он оргаиизу- 


`ет вам целый поток абитури- 


ентов, от которых не будет 
отбоя. Не мешает также по- 
беседовать г завучем. Рас- 
скажите этой отзывчивой жен- 
щине со сдержанной, но яс- 
но ощутимой горечью о сво- 
см трудном матернальном по- 
ложейни, сковывающем ва- 
ши духовные силы. 

два лн не самым 5ф- 
фектнвным источником уче- 
ников служат объявления. 
Они должны привлекать вин- 
манне` прохожих, и поэтому 


нх следует выполнять на 
ватмане разиоцветной 
тушью. Постарайтесь, чтобы 
тскст был двусмыслеиным и 
интригующим. — Статистика 
оказывает, что наибольшим 
успехом пользуются сле- 
дующие два объявления: 
«Опытный преподаватель ву- 
та дает уроки по специаль- 
но разработаиной ускорен- 
ной программе, гарантирую: 
щей поступление», «Группа 
каидидатов наук готовит К 
коикурсным экзаменам по 
всем предметам во все вузы- 
Занятия в центре». 
Разумеется, любая про- 
грамма стара как мнр, а по- 
ступление в институт не мо- 
жет гарантировать ничто на 
свете. Но когда дело касает- 
ся детей. нет ничего проще, 
чем заставить родителей пове- 
рнть в чудо. Конечно, упо- 
мянутая группа состоит из 
вас одного, а живого каидн- 
дата наук вы н в глаза ие 
виделн. Но пусть эта свя- 
тая ложь ие смущает вас — 
отношения между родителя- 
ми и репетиторамн строятся 
нсключительно на доверин. 
Кстати говоря, если вы бе- 
ретесь за подготовку в уни- 
верситет, то вовсе не обяза- 
ны сообщать о вашей собст- 
венной неудаче в связн с по- 
ступлением в заочный мелно- 
ративный техникум. 


(Продолжение см. на с 35) 


ИП Стаханов 


МАССА И ЭНЕРГИЯ 


В ТЕОРИИ 
ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ 


Один из самых приятных моментов 
8 истории математики — это момент, 
когда выясняется. что два раздела 
математики. которые ранее рассмат- 
ривались отдельно и считались незави- 
симыми. в действительности яеляюг- 
сл двумя скрытыми формами одного 

ы того же. 
у. У. Сойер. «Прелюдия к 
математике» 


Сказанное в эпиграфе относится 
не только к математике, но и к физн- 
ке. Если бы около ста лет назад мы 
обратились к физику с вопросом, не 
являются лн масса и энергия прояв- 
лением одного и того же свойства 
физических тел, то в ответ он только 
пожал бы плечами, что означало бы: 
«Какие странные мысли могут иног- 
да приходить в голову профанам!» 
Из снисхождения к нашей необразо- 
ванности он мог бы разъяснить нам, 
что масса есть мера инертности тела, 
а энергия определяет способность тела 
совершать работу. Это совершенно 
разные свойства, потому что телу 
можно сообщить энергию, не меняя 
его массы. При этом он мог бы со- 
слаться на прямой опыт, напомнив, 
что масса холодного куска стали не 
меняется при его нагревании и плав- 
ленни. Действительно, даже самые 
точные измерення не обнаруживают 
никаких изменений веса прин нагрева- 
нии тела. Это было известно всем, и 


потому сто лет назад мы, по всей 
вероятностн, не задали бы такого 
вопроса. 


Итак, по представленням прошло- 
го века, масса — неотъемлемое свой- 
ство тела. У тела можно отнять всю 


энергию, но не массу. Можно пред- 
ставить себе тело покоящимся в кос- 
мосе вдали от других тел. Тогда его 
яемпература близка к абсолютвому 
нулю, а внешние поля, в том числе и 
поле тяготения, около него отсутст- 
вуют. Такое тело не может совершать 
работы *), то есть его энергия равна 
нулю, но его инертность останется 
такой же, как и на Земле. 

Наконец, физик прошлого сто- 
летия добавил бы, что энергию вооб- 
ще нельзя считать свойством, прису- 
щим только самому телу. Так, кине- 
тическая энергня стола, находящего- 
ся в комнате, равна нулю в системе 
координат, связанной с Землей, но 
в системе координат, покоящейся от- 
носительно Солнца, она во много раз 
превышает энергию летящего снаря- 
да (относительно Земли). Масса же 
определяется свойствами только са- 
мого тела. 

Таков был бы ответ на поставлен- 
ный вопрос до появления теорин от- 
носительности. Сейчас мы знаем, что 
механика ХХ века, которую обыч- 
но называют ньютоновской, класси- 
ческой или нерелятивистской меха- 
никой. применима только в том слу- 
чае, когда скорость тела мала по 
сравнению со скоростью света. Как 
же обстоит дело в релятивистской ме- 
ханике, где такого ограничения нет? 


*) Строго говоря. требуется еще, чтобы 
при этом не протекали химические реакцин. 
Ядерных реакций физнка прошлого века ие 
знала. 


Прежде чем ответить на этот во- 
прос, посмотрим, что можно сказать 
об инертной массе в нерелятивнстской 
механике. Из школьного курса фи- 
зики известно, что: 

1) произведение массы на ускоре- 
нне тела равно действующей на него 
силе; 

2) произведение массы на ско- 
рость тела равно его импульсу; 


3) масса тела не зависит от выбо- 
ра системы координат; 

4) масса изолированного тела со- 
храняется. 


Из пуикта 3 следует, что масса 
не должна зависеть от скорости. Дей- 
ствительно, скорость. одиого и того 
же тела в двух системах координат, 
движущихся друг относительно дру- 
га, различна. Если бы масса зависела 
от скорости, ее величина имела бы 
разные значения в этих координат- 
ных системах. В последнем пункте 
имеется в виду хорошо известный 
закон сохранения массы. Масса изо- 
лированного тела, на которое не 
действуют внешние силы, не может 
измениться в результате каких-либо 
внутренних процессов,  проибходя- 
щих в нем (например, вследствие из- 
менения относительной — скорости 
движения его частей, возникающего 
из-за их взаимодействия). 


Если масса тела не зависит от 
скорости, она не будет меняться и 
при действии внешних сил, ускоряю- 
щих тело. Таким образом, исполь- 
зование пункта 3 позволяет сформу- 
лировать закон сохранения массы 
более широко, чем это предполага- 
ется в пункте 4. Два фундаменталь- 
ных свойства, приведенных в пунк- 
тах Зн 4, объясняют, почему масса 
в ньютоновской механике оказывает- 
ся важнейшей характеристикой фи- 
зического тела. Именно благодаря 
этим свойствам масса считалась ме- 
рой количества материи,  содержа- 
щейся в теле. 


В релятивистской механике есть 
два понятия: релятивистская мас- 
са (т) и масса покоя (то), которые 
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связаны между собой следующим со- 
отношеннем: 


О 
т: ЕТ (1) 


где о — скорость тела, с — скорость 
света. Импульс р представляется в 


виде произведения релятивистской 
массы на скорость тела 
р = мм, {2) 
а энергия — в винде произведения 
Е = тё*. (3) 
Как н в ньыютоновской — механике, 


еслн на тело не действуют внешние 
силы, то импульс р и энергия Е, а 
следовательно, и релятивистская мас- 
са т этого тела остаются неизмен- 
НЫМИ. 

Посмотрим теперь, какую же ве- 
личину следует называть массой в 
релятивистской механике. Если им- 
пульс тела р за малый промежуток 
времени АЁ изменился на величину 
Ар, то по законам ньютоновской ме- 
ханикн отношение Ар к АЁ равно. 
действующей силе. Этот закон оста-, 
ется верным и в релятивистской ме-. 
ханике: 


Ар А (ту) 

АЕ (4) 

Однако согласно формуле (1) ве- 
личина т зависит от скорости и изме- 
няется за время А1{. Поэтому ее нель- 
зя вынести из-под знака А, то есть 
А (ту) 5 тАу. Поэтому из закона 
движения, описываемого уравнением 
(4), нельзя сделать вывод о пропор- 
цнональностн векторов силы и уско- 
рения. Следовательно, вопрос о 
свойстве, содержащемся в пункте 1, 
отпадает. 

Как видно из выражения (2), ре- 
лятивистская масса обладает свой- 
ством 2 ньютоновской массы. Кроме 
того, из закона сохранения энергии 
следует, что в системе, изолированной 
от действия внешних сил, релятивист- 
ская масса сохраняется. — Следова- 
тельно, она обладает н свойством 4 
ньютоновской массы. 


К сожалению, на этом аналогии 
кончаются, поскольку т зависит от 
скорости н соответственно от выбора 
системы ксординат. Таким образом, 
в этом отношении  релятивистская 
масса сходна скорее с энергией, чем с 
ньыютоновской массой: она не явля- 
ется характеристикой, зависящей 
только от исследуемого тела. 


В отличие от релятивистской мас- 
сы т, масса покоя ту определяет 
инертность тела, когда скорость те- 
ла п равна нулю. Отсюда следует, 
что т. не меняется при переходе к 
движущейся системе координат. Как 
и ньютоновская масса, масса покоя 
определяется только самим телом и 
не зависит от того, в какой системе 
координат это тело рассматривается. 
Однако масса покоя не равна отно- 
шению абсолютного значения импуль- 
са р к абсолютному значению ско- 
рости тела и и не является коэффи- 
цнентом пропорциональности между 
силой и ускорением. 


Но главное отличие ньютоновской 
массы от массы покоя релятивист- 
ской механики состоит в том, что 
последняя не подчиняется закону со- 
хранения. В качестве примера можно 
указать процесс аннигиляции элект- 
рона и позитрона, при котором эти 
две частицы превращаются в у-кванты 
электромагнитного поля (фотоны). В 
результате аннигиляции электрон и 
позитрон исчезают, н вместо них по- 
являются электромагнитные волны. 
Импульс р и энергия Е в такой систе- 
ме сохраняются. Таким образом, 
должна сохраняться и полная реля- 
тивистская масса системы т. В то 
же время масса покоя системы меня- 
ется, поскольку вместо двух частиц 
(электрона и позитрона) с массой по- 
коя, отлнчной от нуля, появляются 
\-кванты, масса покоя которых равна 
нулю. 


Другим примером является про- 
цесс деления ядер урана или плу- 
тонзя, который сопровождается обра- 
зованием более легких ядер с мень- 
шей суммарной массой покоя. 


Итак, масса покоя также сущест- 
венно отличается от ньютоновской 
массы. Строго говоря, в релятивист- 
ской механике вообще нет опреде- 
ленного понятия, которое можно бы- 
ло бы охарактеризовать свойствами, 
аналогичными свойствам «обычной» 
массы. Роль, которую нграет эта ве- 
личина в классической механике, рас- 
пределяется между двумя величи- 
нами, каждую из которых можно, 
по-существу, с равным правом счи- 
тать «наследником» — ньютоновской 
массы. 


Именно в такнх ситуациях часто 
коренится причина трудности пони- 
мания новых теорий. Приписывая 
соответствие с объективной реаль- 
ностью основным понятиям и терми- 
нам теории, мы, естественно, ожидаем 
от дальнейшего развития науки лишь 
уточнения этих понятий. В действи- 
тельности же новая теория иногда 
очень непочтительно обходится «с 
реальностями» старой. По-существу, 
каждая новая теория заново опреде- 
ляет тот арсенал понятий и терминов, 
с помощью которых она собирается 
описывать реальность. Аналогия меж- 
ду терминами различных физических 
теорий часто оказывается очень не- 
полной, и применение одинаковых 
названий при этом легко может ввести 
в заблуждение. 

Сходная ситуация возникает с тер- 
мином «кинетическая энергия». Не- 
релятивистская механнка знала толь- 
ко два вида энергни — потенциаль- 
ную и кинетическую. Кинетическая 
энергия обладает следующими двумя 
важными свойствами: 

а) она обращается в нуль, когда 
скорость тела равна нулю; 

6) если на тело не действуют внеш- 
ние силы, энергия остается неиз- 
менной. 

В релятивистской механике нет 
величины, которая обладала бы эти- 
ми двумя свойствами одновременно. 
Энергия Е, определенная равенст- 
вом (3), обладает свойством 6), но 
не обладает свойством а). При и = 0 
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она переходит в величину, называе- 
мую энергией покоя: 


Е. = тос*. (5) 


Выделим из полной энергии ве- 
личину, характеризующую механи- 
ческое движение тела: 


я —!)- (6) 


Энергия 7 обращается в нуль при 
0 --0. Однако она ие сохраняется, 
поскольку, как уже отмечалось выше, 
масса покоя (и соответственно Е.) 
может меняться даже в отсутствие 
внешних сил. 

Выходит, что и свойства обычной 
кинетической энергии распределились 
в релятивистской механике между 
двумя различными понятиями. Какое 
нз них следует называть кинетической 
энергией? Это в значительной стене- 
нн дело вкуса. Принято величину Г 
называть кинетической, а Е —- пол- 
ной энергией тела. 

До сих пор мы говорили не об 
объединении, я скорее о «расщепле- 
нин» понятий. Теперь пришла пора 
оправдать слова. сказанные в эпи- 


графе. 
Рассмотрим вопрос о — соотно- 
шении массы и энергии. Учитывая 


сказанное выше, необходимо уточ- 
нить, о какой массе н какой энергии 
идет речь. В дальнейшем, есаи не 
сделано специальной оговорки, мы 
под массой будем понимать реляти- 
вистскую массу т, а под энергией— 
полную энергию свободного тела Е. 
Тогда из соотношения (3) следует, 
что они отличаются лишь множите- 
лем с?, а этот множитель — мировая 
постоянная, то есть величина, кото- 
рая никогда н ни при каких условиях 
не может измениться. В таком случае 
любое утверждение, относящееся к 
массе, автоматически относится к 
энергия и наоборот. Например, лю- 
бое увеличение или уменьшение энер- 
гии тела, скажем, при нагревании и 
охлаждении или при излучении, 


должно приводить к  соответствую- 
щему изменению его массы*). С дру- 
гой стороны, любвя форма энергии, 
том числе электромагнитное нзлу- 
чение, обладает инертностью. 

То, что масса и энергия измеряют- 
ся различными способами (например, 
масса посредством взвешивания **), а 
энергия в калориметре), не может, 
конечно, считаться возражением про- 
тив совпадения физического смысла 
этих понятий. Ведь мы постоянно 
встречаемся с ситуациями, когда одна 
и та же величина может быть измере- 
на несколькими различными спосо- 
бами. Только теория может оконча- 
тельно решить вопрос в том, являют- 
ся ли две разные экспериментальные 
процедуры измерением. одной и той 
же величины или они дают сведения 
о разных величинах. 

Различие единиц, в которых вы- 
ражаюлся масса и энергия, также 
несущественно. Так, температура те- 
ла обычно выражается в градусах, 
но ее часто выражают и в эргах илн 
электронвольтах (энергетическими 
единицами для измерения температу- 
ры широко пользуются в термоядер- 
ных исследованиях). Различие еди- 
ниц не означает различия физического 
смысла величин. 

В теоретической физике часто ис- 
пользуют систему единиц, в которой 
принимается, что с = 1. В этой систе- 
ме скорость, конечно, оказывается 
отвлеченной величиной. Это означа- 
ет, что дюбая скорость измеряется в 
долях скорости света, принятой за 
эталон. Вследствие этого скорости 
всех тел и сигналов, которые, как 
известно, никогда не превышают с, 


`*\ Из формул (3) или (5) видно, что изме- 

нение массы тела при увеличении его энергии 

даже на значительную величнну АЕ (напри- 

мер, вследствие нагреваиня его до очень у 
ГА 


соких температур) ничтожно мало: А =2 г. 

**) При этом используется равенство 
инертной и тяжелой масс, которые согласно 
общей теорин относительности представляют 
собой физически одно н То же. 


представляются неименованными 
дробными числами от 0 до |. а наиме- 
нования длины и времени совпадают. 
Действительно, только при этом усло- 
вии скорость, то есть отношение рас- 
стояния ко времени, будет неимено- 
ванной (безразмерной) величиной. 


Несмотря на все сказанное выше, 
в нашем языке надолго, возможно 
навсегда, останутся два термина: 
энергия и масса. С точки зрения ре- 
лятивистской механики было бы це- 
лесообразнее употреблять для обо- 
значения величин, которые здесь име- 
ются в виду, какое-то одно название. 
Однако разговорный язык формирует- 
ся на основе повседневного опыта, 
а в нем релятивистские эффекты от- 
сутствуют. 


Полная энергия, или релятивист- 
ская масса, определяет лишь верхний 
предел работы, которую может со- 
вершнть данное тело. В действитель- 
ности в громадном большинстве слу- 
чаев в работу удается обратить лишь 
ничтожную долю этой энергии. Это 
верно даже для ядерных реакций- 
Исключение составляет только про- 
цесс аннигиляции вещества н антиве- 
щества, при котором энергия, 
заключенная в веществе, освобожда- 
ется полностью. Но аинигиляция пока 
осуществляется только с элементар- 
ными частицами. 


Из выражения (5) видно, что меж- 
ду энергией покоя и массой покоя су- 
ществует такое же соотношение, как 
и между Е н т, то есть эти понятия 
совпадают. А вот различия между 
энергией локоя Ё. и полной энергией 
(или, соответственно, между массой 
покоя и релятивистской массой} су- 
щественны. При определенных усло- 
виях энергия покоя может перехо- 
дить в другие виды энергии. Имея в 
виду этот процесс, нногда говорят о 
переходе массы в энергию. Это не- 
удачное выражение, хотя бы потому, 
что остается невыясненным, о какой 
массе и какой энергии идет речь. 
Только в ньютоновской — механике 
можно было недвусмысленно гово- 


рить о массе, не добавляя ничего к 
этому термину. 

В заключение обратимся еще раз 
к формулам (1), (3) и (6}. Невольно 
возникает вопрос: почему в чисто 
механических формулах такую важ- 
ную роль играет скорость распростра- 
нения электромагнитных волн? Дело 
в том, что в нашем мире существует 
абсолютная предельная скорость, рав- 
ная с, величина которой одинакова во 
всех системах координат. Естествен- 
но, что этот факт не может не иметь 
прямого отношения к законам дви- 
жения физических тел, к законам ме- 
ханики. Именно поэтому величина с 
и входит во все формулы релятивист- 
ской механики. Случайно оказалось, 
что возмущения в электромагнитном 
поле, в том числе и свет, распростра- 
няются с такой же скоростью. Пре- 
дельная скорость с называется ско- 
ростью света по чисто историческим 
причинам: просто потому, что впер- 
вые встретились с ней именно 
в оптике. 


Упражнения 


1. Определить зависимость энергии ча- 
стицы с массой покоя то от ее импульса р. 
Какой характер нмеет эта зависимость при 
малых н болыних значениях р? 

2. Определить зависимость энергим от 
импульса для фотона (скорость движения 
фотона равна скоростн света). 

3. Показать, что при ус выражеине 
(6) для кинетической энергин переходит 
в классическую формулу. 

4. Найти релятивистскую поправку к кн- 
нетнческой энергик искусственного спутинка 
Земли массой 10 т, вращающегося вокруг 
Земли со скоростью 8 км/с. 

Примечание. Удобно воспользо- 
ваться следующими приближенными выра- 
жениямн: 


прн < < | 
И-а=1- 5. 


1 
1—а 


21-2. -[р а?. 


5. Как будет меняться раднус кривизиы 
траектории заряженной частнцы в магнитном 
поле, когда ее скорость и приближается 
к скорости света? 


БРЕДЬТВА — 
ВЫЧИСЛЕНИИ 


Л.С. Хренов 


Стремление механизировать вычисле- 
ния с помощью различных средств 
возникло в глубокой древности. На 
Руси различные средства вычислений 
применялись уже при строительстве 
первых каменных храмов в Новгоро- 
де, Киеве и другие городах. 

За последние десятилетия в средст- 
вах вычислений произошли большие 
качественные изменения, которые 
трудно сравнить даже с таким эта- 
пом, как появление логарифмов. 

Такой качественный скачок в раз- 
витии вычислительной техники, и осо- 
Сенно счетных машин, был вызван 
развитием технического прогресса во 
всех отраслях народного хозяйства, 
что потребовало проведения в гро- 
мадных объемах различных вычис- 
лений. 

Теперь, в зависимости от точно- 
сти исходных данных и целей прове- 
дения вычислений, пользуются раз- 
личными средствами — номограмма- 
ми, таблицами, приборами и счетными 
машинами. 


Номограммы 


Номограммы, представляющие гра- 
фические изображения функциональ- 
ной зависимости, строятся для какой- 
либо одной формулы или одного 
уравнения. Поэтому эффективность 
их использования при вычислениях 
зависит от массовости вычислитель- 
ных операций по даиной формуле. 
Номограммами пользуются для быст- 


ЭКВМ «Мскра-110» 


рого выполнения расчетов, не тре- 
бующих большой точности (2—3 зна- 
чащие цифры), или для контроля бо- 
лее точных вычислений. Основным 
элементом каждой номограммы явля- 
ется функциональная шкала, графи- 
ческн изображающая некоторую 
функцию и == | (х) на линии*). 


Таблицы 


Таблица — это совокупность числен- 
ных значений данной функции, соот- 
ветствующих определенным, — после- 
довательно расположенным значени- 
ям аргумента. 


В Вавилоне еще за 2 000 лет до ци. з. 
былн созданы таблицы, содержащне значення 
п1, п?, п? - пз, }/п и других функинй. По- 
вышенне требований к точности вычнсленнй 
привело к ‘созданию в ХУ веке болышого 
количества различных таблиц. 

Быстрое развитие астроиомни в ХУ! ве- 
ке предъявляло повышенные требования 
к точности вычислений, что вызвало изобре- 


тение логарифмов. „Логарнфмы, которыми 
мы пользуемся теперь, были предложены 
незавнснио друг от друга шотландицем 


Дж. Непером (1550—1617) и швейцар- 
цем И. Бюргн (1552—1632). 

В 1703 году в Россин была опубликована 
«Таблица логарифмов на числа от | до 1000 
н сннусов, тангенсов. секансов к научению 
мудролюбивых тщатедей». 

Дальнейшее развитие науки и техникн 
вызвало необходимость разработки н созда- 
ния. особенно начиная с середины ХУИП ве- 
ка, таблиц, содержащих значения самых раз- 


*) См. для примера статью Ю. В. Ма- 
тнясевич «Первое знакомство с номо- 
граммами», «Квант», 1971, № 5. 


личных функций. А в первой половине 
нашего столетня всевозможных таблиц из- 
дано в несколько раз больше, чем за все 
предшествующие столетия. 

В практике вычислений широкое 
применение находят математические 
таблицы, представляющие функцин, 
главным образом, одного аргумента: 
у = [ (©), с шагом для аргумента, 
позволяющим применять линейную 
интерполяцию. 

Из таблиц, содержащих значения 
элементарных функций, широко ис- 
пользуются всемирно известные таб- 
лицы Барлоу, содержащие значения 

г Ре 
функций л?, лЗ, фтп; т 107, ул, и 
1/п для аргументов л от 1 до 15 000 с 
шагом в одну единицу. 


Из логарифмических наиболее 
часто применяются таблицы десятич- 
ных логарифмов чисел, их сумм н 
разностей, а также логарифмов трни- 
гонометрических функций; они со- 
ставлены с разным числом десятич- 
ных знаков в мантиссе, а наиболее 
употребительны —с 4—8. 


При выборе для вычисления 
таблиц логарифмов необходимо учи- 
тывать количество верных значащих 
цифр логарифмируемых чисел, пред- 
ставляющих обычно не точные, ‘а 
приближенные значення. Приближен- 
но можно считать, что абсолютная 
погрешность десятичного логарифма 
равна половине относительной по- 
грешности логарифмируемого числа, 
то есть следуег пользоваться табли- 
цами десятичных логарифмов с та- 
ким числом десятичных знаков в их 
маитиссах, сколько верных зиача- 
щих цифр имеет логарифмируемое 
число, или на единицу больше. 

Широкое использование различ- 
ных счетных машин привело к заме- 
не логарифмических вычислений не- 
логарифмическими В связи с этим 
особое значение приобретают табли- 
цы, содержащие натуральные зна- 
чения функций. 

В отличие от таблиц логарифмов, 
число десятичных знаков после за- 
пятой в таблицах натуральных зна- 


чений, скажем, тригонометрических 
функций, не вполне характеризует 
их точность. Такие таблицы содержат 
значения тригонометрических функ- 
ций, абсолютная погрешность кото- 
рых не превосходит 0,5 Хх 10-”, где 
п — число знаков после запятой. 
Относительная погрешность — их 
будет резко меняться. Пользование 
такими таблицами приводит к потере 
точности результатов при вычислени- 
ях с фуикциями малых углов. 

Так, наприм если в прямоугольном 
треугольнике АВС допустить, что его кате- 
ты соответственно равны АВ — 0,45 м, п 
ВС -= 103, 13 м, то при этих данных, поль- 
зуясь пятизначными таблицамн натураль- 


ных значений тригонометрических функций, 
получим 


АВ Е 
#7 АСВ == вс, < АСВ - а -9 5’, 
и гннотенуза 
вс 103,13 
АС = 05а = -6 99999 ==103,13 м, 
г другой стороны, 
АВ 0,45 
АЕ:: та = 6.00436 == 103,2] м, 


то есть получается разница в значенин 
стороны АС на 0,08 м. 

Если же пользоваться таблицами г пя- 
тью значащими цифрами, То относи- 
тельная погрешность будет в пределах 


0,5 % 10-5 = 45 =0,5 < 10% 


в пих с0$0° 15’ _- 0,99999, а яп 0° 15" -— 
0.0043633, и 


О озаае 
0.004363 == 103,13 м. 


то есть ошибки в вычислении стороны А 
не будет. 

При выборе для вычислений таблиц 
натуральных значений тригонометрических 
функинй следует отдавать предпочтение 
таблицам, в которых значения всех шести 
функинй даются с одинаковым числом знача- 
щих цифр, п не с одинаковым числом деся- 
тичных знаков. 

Первыми дошедшими до нас тригоио- 
метричсскнмн таблицами были таблицы, со- 
ставленные К. Птолемеем (1 в.) Онн 
былн помещены в его знаменитом сочнненин 
«Альмогест» — велнчайшем памятнике астро- 
номки. Осиовой же современных таблиц три- 
гонометрическнх функций являются фунда- 
ментальные таблицы, составленные Рэти - 
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косм — учеником Н. Коперника, рас- 
ширенные и дополненные в 1613 году не- 
мецким ученым Б. Питнском. 


Приборы 


Из приборов, применяемых для вы- 
числений, особое значение имеют ло- 
гарифмические линейки, без которых 
не обходится ни один инженерный 
расчет. Со времени их создания*) 
были предложены сотни различных 
конструкций, как универсальных, так 
и специально предназначенных для 
расчетов в определенных областях 
знаний, содержащих спецнальные 
функциональные шкалы. 

Наибольшее распространение име- 
ют универсальные логарифмические 
линейки. Из отечественных универ- 
сальных линеек наиболее совершен- 
ной является линейка «Ленинград» с 
двойными  логарифмическими шка- 
лами, позволяющими при расчетах 
пользоваться натуральными = лога- 
рифмами, показательными фуикция- 
ми, решать показательные и логариф- 
мические уравнения и быстрее, чем 
на обычных логарифмических линей- 
ках (ГОСТ 516} —57), вычислять сте- 
пени с дробными показателями. При 
пользовании двойными логарифмиче- 
скими шкалами следует учитывать, 
что на них длина отрезка [ от начала 
шкалы до штриха, соответствующего 
числу №, равна 

[= т (в Ш М — 1 во), 

где м — модуль двойной логарифми- 
ческой шкалы, ае = 2,718 ... — осно- 
вание натуральных логарифмов. 

На лицевой стороне кор- 
пуса линейки «Ленинград» нанесено 
четыре шкалы: К (х3), А (х?), О (хи 
ОТ (1:х). При помощи этих шкал 


*) Стремленне механизировать догариф- 
мические вычисления привело к использо- 
ванню для этнх целей логарифмической шка- 
лы — прямоликейного отрезка, на котором 
отложены логарифмы чисел и тригонометри- 
ческих функций, — предложенной Э. Гюн- 
тером примерно в 1620 году. Прототипом 
современной линейкн является конструк- 
ния прямоугольной логарифмической ли- 
нейки, предложенная англичанином 
Р. Биссакером в 1654 году. 


производятся те же вычисления, что 
н по авалогичным шкалам нормаль- 


НОЙ логарифмической — линейки. 
На обратной — стороне этой 
линейки нанесено шесть шкал: 


С (ех. Е, (е°°х), РЕм 1х, 
р (х), РЕ, ©) и Ш.. (е°7х) на корпусе 
и четыре шкалы СЁ (п вх), СЛЕ = 
= (1:лх), С7ГИ:х) и СПО) на 
ДвижЖкс. 

Двойные логарифмические шкалы 
Е, Ён ЕЁ. являются продолже- 
нием одна другой. При работе с эти- 
ми шкалами следует учитывать, что 
длина соответствующего отрезка на 
шкале О, равная т 16 х на двойной 
логарифмической шкале, будет 


т вх = м (616 М — в 60), 


У 
[ве › 


1х =] 


откуда 19 М -= хве или М№М=е. 

Для определения результатов на 
шкалах /./.,, ЬЁо и Ё[. значение сте- 
пени основания находят на шкале О 
корпуса и, совместив с ним основной 
указатель  визира, прочитывают 
под ним значение величины е’ на 
соответствующей шкале [/.,, [.[.. или 
Вр. 

Так, наирнмер, для определения и:-6%,%8 
совмещают основной указатель визира со 
штрнхом, соответствующим цифре 8 на шка- 
ле О, и под этим указателем на шкале 1.1.3 
прочитывают ответ у- 1,0833. Так же посту- 
пают и при нользовании шкалами ЁЁ, 
и ЁЁ.. 

Для вычисления у = е*, когда 
х >10, лоступают так. Показатель 
степени разбивают на несколько ча- 
стей, каждая из которых должна быть 
меньше 10, то есть выражение у = 
— ех представляют в винде произве- 
дения 


у = 5х, еАх, ... ев, 
где Ах — составная часть показателя 
степени. 

Затем для каждого члена произве- 
дения определяют значение е8Х = 
—= Ау. Таким образом, выражение х 
при х >> 10 можно представить в внде 
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произведения 


у— ды. Ау, . 
здесь у; = еА*+. 
Шкала ВЕ на корпусе и аналогич- 
ная ей шкала СЁ на движке пред- 
ставляют собой обыкновенные лога- 
рифмические шкалы, но только сдви- 
нутые каждая на величину л. Сле- 
довательно, числу х на шкале С со- 
ответствует число лх на шкале СР. 
Вторая снизу шкала С] на движке, 
как и шкала Ю на нормальной лога- 
рифмнческой линейке, являясь «об- 
ратной» шкалой, предназначена для 
вычисления значений \/х, то есть об- 
ратных значений чисел х, нанесен- 
ных на шкале С. 


Шкала СЁ служит для вычисления зна- 
чений величин 1/лх. Например, для вычисле- 
ния 94=1!/лх при х-=2,6 поступают так. На 
обратной стороне лннейки совмещают на- 
чальные штрихи движка г начальными штри- 
хами на корпусе и в таком лоложенни двнж- 
ка устанавливают визнр бегунка на штрих, 
соответствующий на шкале Ш’ задаиному 
числу 2,6 п на шкале СР, пользуясь визиром, 
читают число 0,1224, являющееся нскомым 
результатом, то есть 9—=0,1224. 


На лицевой стороне бегуика на- 
несены (кроме основного указателя- 
визира) два коротких красных штри- 
ха. Они нанесены так, что расстоя- 
ния между основным визиром и каж- 
дой из крайних линеек соответствует 
на шкале А отношению л/4 == 0,785. 
С помощью этих штрихов можно быст- 
ро вычислять, например, площадь 
круга. 

Так, для вычисления площади круга $ 
прн днаметре 4—5 м основной визир (можно 
любой из трех штрихов на бегунке) совме- 
щают со штрнхом 5 на основной шкале О 
лицевой стороны корпуса линейки, а по ко- 
роткому левому (красному) штриху прочи- 


тывают на шкале квадратов А значение пло- 
щадн $=:-19,63 м?. 


.. Ау», 


Счетные машины 


Сейчас создано несколько сотен типов 
различных машин. Однако все много- 
образие их можно разделить на две 
группы: машииы непре- 
рывного действия има- 
шины дискретного дей- 
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ствия, иначе называемые «счетно- 
цифровыми машинами». Для машин 
первой категории характерна срав- 
нительно ограниченная точность по- 
лучаемых результатов, в них матема- 
тические величины (входные, проме- 
жуточные и выходные) изображаются 
в виде конкретных физических вели- 
чин, количественные характеристики 
которых соответствуют изображаемым 
имн числам (например, длина отрезка 
изображается напряжением, пло- 
щадь — перемещением и т. п.). Са- 
мым простым примером вычислитель- 
ного устройства непрерывного дейст- 
вия является планиметр, при помощи 
которого на чертежах вычисляют пло- 
щади фигур *). 

В машинах дискретного действия, 
позволяющих в принципе получать 
результаты с неограниченной точ- 
ностью, решение задачи сводится к 
последовательному выполнению от- 
дельных арифметических действий. В 
таких машинах все математические 
величины (исходные, промежуточные 
и окончательные) изображаются как 
совокупности цифр в позиционной 
системе счисления. Это и служит осно- 
ванием называть такие устройства 
машинами дискретного действия. Они 
бывают с ручной и автоматической 
установкой исходных данных. 

Машины с ручной установкой ис- 
ходных данных делятся на суммирую- 
щие, предназначенные  преимущест- 
венно для сложения и вычитания чн- 
сел, и на малые вычислительные ма- 
шины; последние разделяются на ме- 
ханические (рычажные «Феликс» и 
клавишные «ВК-! арифмометры), 
электромеханические (автомат «ВММ- 
2» и полуавтомат «ВМП-2»), релейные 
«Вильнюс», «Вятка») и электронные. 
Из них наиболее современными явля- 
ются электронные клавишные вычисли- 
тельные машины (ЭКВМ), позволяю- 
щие автоматически выполнять не толь- 
ко все арифметические действия, но 


*) См. статью Л. Е. Садовский. 
А. Л. Садовский «Как измеряют пло: 
щадь», «Кваит», 1973, № 10. и 


и извлекать корни, вычислять нату- 
ральные значения тригонометриче- 
ских функций ин производить ряд дру- 
гих действий. 

Отечественной промышленностью 
серийно выпускаются различные 
ЭКВМ: «Искра», «Электроника», «Ге- 
лати», «Ваза», десятиклавишная 
электронная машина «ЭДВМ». 

«Искра-110» позволяет произво- 
дить (с учетом знака и запятой) че- 
тыре арифметических действия, а так- 
же вычисления типа а” -- Бр" и дру- 
гие. На ней все операции выполняют- 
ся с 8-разрядными числами; положе- 
ние запятой в числе устанавливается 
соответствующим переключением. 
На ЭКВМ «Электроника-ДД» мож- 


но производнть не только четыре 
арифметических действия, но и 
вычисления с процентами, извле- 


кать квадратные корни и выполнять 
различные комбинированные вычисле- 
ния. Для получения результаты вы- 
числений с определенным числом вер- 
ных знаков после запятой служат кла- 
виши положения запятой «0», «2», 
«4» и «б», расположенные на панели 
клавиатуры левее клавиш набора чи- 
сел. А наличие в этой машине блока 
памяти позволяет производить слож- 


ные вычисления и нолуавтоматически 
(без записи промежуточных результа- 
тов и повторного набора чисел) извле- 
кать квадратные корни по итерацион- 


ной формуле 
ея (и /, 
п! 


где х — подкоренное выражение, 
у„_1 — приближение корня. При этом 
итерации при вычислении заканчива- 
ются при получении лоследователь- 
ных приближений, совпадающих в 
требуемом количестве — разрядов. 

На рисунке 5 показана электрон- 
ная десятиклавишная счетная машина 
«ЭДВМ». На ней можно автоматически 
производить различные вычисления с 
16-разрядными числами, а также по- 
луавтоматически извлекать корни п-й 
степени, возводить числа в л-ю сте- 
пень и вычислять натуральные зна- 
чения тангенса и котангенса с 10 вер- 
ными знаками. 

В последнее время выпускается 
ЭКВМ «Электроника-70»,  позволяю- 
щая производить еще вычисление де- 
сятичных и натуральных логарифмов, 
показательных функций, тригономет- 
рических н обратных тригонометриче- 
ских функций. 


Советы 
начинающим 
репетиторам 


(см. с. 24) 


Как заннматься с клиентом 


Самое ответственное  заня- 
тие — первое. Нужио сразу 
же завоевать безоговорочное 
доверие поступающего. Для 
этого запаситесь какой-ни- 
будь монографией, предна- 
значенной специально для 
аспнрантов. Подбернте в ней 
вопрос, над которым ученые 
безуспешно бьются п теченне 
последних 15 лет. В резуль- 
тате вы отчетливо покажете 
абнтурненту, что без вашей 


3* 


тенденция 


помощн ему не на что рас- 
считывать. 
В последнее время у ро- 


днтелей наметилась 
подыскивать ре- 
петиторов из того вуза, ко- 
торый данное чадо намерено 


осчастливить. Пойдите им 
навстречу. Нечаянно обро- 
ненное имя ректора создаст 
необходимый эффект. Более 
близкие отношення с ректо- 
ром вы можете подчеркнуть. 
заметнв, что это очень мнлый 
и неглупый человек. 
Техника дальнейших за- 
нятий исключительно прос- 
та. Задача состоит лишь в 
макснмальном  уплотнении 
групп. Объединяйте по 10. 
15 учеников, пределов здесь 
нет. Забегая вперед, отме- 
тнм, что этот метод имеет нм 
определенный матернальный 
стнмул. Еслн, скажем, вы 
одновременно обучаете не од- 
ного, а тринадцать ученн- 
ков, 10 нетрудио < подсчи- 
тать, что н доход за каждый 
час увеличнвается в 13 раз! 


явная 


(Продолжение см. на с 33) 
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А. Б. Мигая Письмо школьникам, 
которые хотят стать 
физиками 


Учащиеся школы № 4 г. Лиды прислали письмо мзаестному советскому физику- 
теоретмку академику Аркадию Беянусовичу Мигдалу. В письме оны просили рас- 
сказать, кан началось его увпечение физикой м как подготовиться к этой профессим. 
Мы приводим ответ А. Б. Мигдала, так как надеемся, что он замнтересует всех на- 


ших читателем. 


Когда мне было 12 лет, я раздобыл 
книгу Доната «Физика в играх» и 
стал делать физические игрушки. Не- 
которые из них придумывал сам. По- 
том начал строить различные физиче- 
скне приборы. Сделал тепловой огра- 
ничитель тока собственной конструк- 
ции. Делал детекторные приемники 
(тогда никаких деталей в продаже не 
было). 

После окончания школы я в тече- 
ние года работал в школе лаборантом 
по физике. Тогда же опубликовал в 
журнале «Физика, математика, хи- 
мия в средней школе» заметку «При- 
способление, заменяющее — маши- 
ну Атвуда» (прибор для проверки 
2-го закона Ньютона). Но по-настоя- 
щему стал заниматься физикой лосле 
поступления в Ленинградский  го- 
сударственный университет. 

Как вы, наверное, зиаете, физикн 
делятся на два тнпа: физики-теоре- 
тики и физики-экспериментаторы. Мне 
уже с первого курса стало ясно, что 
я буду теоретиком. Физик-теорстик 
по характеру работы близок к мате- 
матику. Его инструменты — бумага 
п карандаш. Пользуясь уже извест- 
ными законами физики, он должен 
находить новые соотношения между 
различными величинами. Приведу два 
примера. 

Во время блокады Ленинграда 
теоретики рассчитали, при какой тол- 
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щине льда можно безопасно переправ- 
лять грузовики с людьми через Ла- 
дожское озеро. Это очень простая за- 
дача. Надо было только использовать 
найденный во многих экспериментах 
предел прочности льда и применить 
хорошо известные уравнения теории 
упругости. 


А вот задача неизмеримо более 
сложная, которая потребовала пере- 
смотра всех понятий классической 
механики. Великий физик-теоретик 
Альберт Эйнштейн, анализируя ход 
физических процессов в движущихся 
телах, пришел к заключению, что 
в быстро движущейся системе время 
течет медленнее. Позднее этот вывод 
блестяще подтвердился в эксперимен- 
тах по. изучению распада быстрых 
элементарных частиц (например, и-ме- 
зонов). У движущихся частиц рас- 
пад происходит медленнее, чем у по- 
коящихся, и зависимость временн 
распада от скорости в точности совпа- 
дает с той, которую предсказал Эйн- 
штейн. 


В данном примере задача экс- 
периментаторов состояла в провер- 
ке предсказаний теорни. Однако чаще 
происходит обратное — физики-экспе- 
риментаторы находят новую законо- 
мерность, не укладывающуюся в с)и 
ществующие теории, и это дает толи 
чок развитию теоретической физики. 


1 
| 
| 
| 
| 
| 
1 
1 
| 
| 
з 
1 
1 
1 
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Рнкс. 1. 


В случае теории относительности 
Эйнштейна, о которой только что 
упоминалось, таким толчком был зна- 
меннтый опыт Майкельсона, в кото- 
ром измерялась разность скоростей 
света в направлении движения Земли 
и перпендикулярно к нему. Было по- 
казано, что обе скорости с колоссаль- 
ной точностью совпадают. Этот ре- 
зультат противоречил существовав- 
шим в то время теорням распростра- 
нения света. Попытки объяснить ре- 
зультат опыта Майкельсона и приве- 
ли Эйнштейна к созданию теории от- 
носительности. Таким образом, тео- 
ретичеекая и = экспериментальная 
физика взаимно стимулируют друг 
друга. 

Будущий физик рано или поздно 
должен решить, какая работа ему 
ближе по складу ума — теоретическая 
или экспериментальная? Чем раньше 
придет это решение, тем лучше. 

Я расскажу о моей первой работе 
по физике. На втором курсе я попал 
на практику в лабораторию завода 
«Электроприбор» (ныне— завод «Виб- 
ратор»). Как раз в это вре- 
мя была забракована большая партия 
вольтметров из-за того, что при вклю- 
ченин приборов в сеть переменного 
тока положение конца стрелки раз- 
мывалось на несколько миллиметров. 
Я решил попытаться выяснить при- 
чину брака. Было ясно, что дело в 
резонансе. Нужно было выяснить, 
какая нменно часть стрелки входит 
в резонанс, и что следует изменить, 
чтобы от этого избавиться. 


Рыис. 2. 


Я вынул стрелку из прибора н 
закрепил ее на станине частотомера 
(прибора, измеряющего частоту пере- 
менного тока). Затем я подложил под 
стрелку миллиметровую бумагу и, 
меняя обороты генератора, дающего 
ток на частотомер, снял кривую зави- 
симости амплитуды колебаний конца 
стрелки от частоты подводимого тока. 
Получилась типичная резонансная 
кривая с максимумом на 70 периодах 
в секунду (рис. 1). Но почему 70? 
Ведь в приборе максимальное размы- 
тие было прн обычном токе, имеющем 
частоту 50 периодов в секунду. Я вре- 
менно отложил этот вопрос и продол- 
жал выяснять характер колебаний 
стрелки. Для этого я сделал  точеч- 
ные царалинки в различных местах 
стрелки и освещал каждую из них 
поочередно боковым светом так, что 
получалась движущаяся светящаяся 
точка. Наблюдая эти точки под уве- 
личением (с помошью микроманнпу- 
лятора), можно было определить ам- 
плитуду колебаний различных ча- 
стей стрелки. Таким способом удалось 
доказать, что резонанс соответствует 
скручиванию вертикального колена 
стрелки (рнс. 2), то есть что длинная 
часть стрелки поворачивается как 
целое вокруг оси, проходящей через 


. вертикальное колено. 


По жесткости материала нп распре- 
делению массы по стрелке можно бы- 
ло рассчитать частоту колебаний. Рас- 
считанная частота оказалась близкой 
к наблюдаемой, то есть составляла 
около 70 периодов в секунду. Так бы- 
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ло доказано, что характер колебаний 
установлен правильно. После этого 
надо было выяснить, в чем причина 
сиижения резонансной частоты при 
помещении стрелки в прибор. 

На станине частотомера стрелка 
была закреплена жестко, тогда как 
в приборе она скреплена с рамкой, по 
которой течет ток и которая сама мо- 
жет колебаться. Чтобы найти часто- 
ту стрелки при таком нежестком за- 
креплении, нужно было решить зада- 
чу о двух связанных колебательных 
системах. Расчет локазал, что часто- 
та стрелки, скрепленной с подвижной 
рамксй, действительно должна по- 
низиться с 70 до 50 периодов в секун- 
ду. Таким образом, причина брака 
была установлена. Осталось только 
рассчитать, как следует изменить тол- 
щину вертикальной части стрелки, 
чтобы уйти от резонанса. 

После этого была изготовлена се- 
рия в 1000 приборов с измененной 
стрелкой. Оказалось, что стрелка сто- 
ит как вкопанная, не происходит ни- 
каких вибраций. Только в двух при- 
борах из 1000 положение конца етрел- 
ки по-прежнему размывалось, но ког- 
да эти приборы вскрыли, то оказалось, 
что туда по ошибке поставилн старые 
стрелки. После этого мне предложи- 
ли работать в заводской лаборатории 
параллельно с занятиями в универ- 
ситете. Я согласился и за это время 
научился самостоятельно ставить и 
решать прикладные теоретические за- 
дачи. Это очень помогло мне в даль- 
нейшем. 

Как н большинству физиков-теоре- 
тиков, мне приходилось работать в 
различных областях физики. Атом- 
ная физика, космические лучи, тео- 
рия металлов, атомное ядро, кванто- 
вая теория поля, астрофизика — все 
эти разделы физики кажутся мне ин- 
тересными. Сейчас наиболее прин- 
ципиальные вопросы решаются в тео- 
рии элементарных частиц и в кванто- 
вой теории поля, но н в других об- 
ластях физики есть много интерес- 
ных нерешенных задач, 
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Чтобы ближе познакомнться с раз- 
личными областями физики, а глав- 
ное — почувствовать их взаимосвязь, 
очень полезно внимательно прочитать 
замечательные «Фейнмановские лек- 
ции по физике», которые написаны 
известным американским физиком Ри- 
чардом Фейнманом. 

Старайтесь читать активно, пы- 
таясь решать поставленные в книге 
задачи до того, как прочтете решение. 

Для того чтобы заниматься нау- 
кой, надо не только много знать и 
уметь, но и воспитать в себе опреде- 
ленные качества характера. Вот не- 
сколько советов. 

Не старайтесь с самого начала все 
понимать до конца. Понимание при- 
ходит постепенно, в результате упор- 
ного труда, по мере привыкания к 
иовым понятиям. Настоящее, глу- 
бокое понимание обязательно приво- 
дит к новым результатам, но прихо- 
дит оно только после того, как хоро- 
шенько поработаешь | данной 
области. 

Если придет в голову какая+ни- 
будь идея, надо не только стараться 
ее подтвердить, но в еще большей сте- 
пени стараться ее опровергнуть. Толь- 
ко так можно научиться добросовест- 
но и объективно думать. 

Главной движущей силой должен 
быть интерес к делу, а не стремление 
к эффектным результатам. Я знаю 
много примеров, когда талантливые 
люди теряли способность добросовест- 
но работать из-за стремления сделать 
«мировое открытие». 

Задача научного работника — 
упорное н добросовестное исследова- 
ние интересующего его явления, когда 
каждый малый шаг приносит радость. 
Открытие приходит только как по- 
бочный продукт такого исследования. 

От идеи, даже самой хорошей, до 
достоверной — научной — истины — 
тяжелый и трудный путь, идущий 
через сомнения и догадки, через про- 
валы и взлеты подобно восхождению 
на непокоренную вершину, с которой 
открываются новые горизонты. 


МАТЕМАТИЧЕСКИЙ 
КРУМОН 


Расстояние 
между центроидами 


двух систем точек 
3. А. Скопец 


Рассмотрим систему из п точек А,, 

2. --- › Аи, Пройзвольно расположен- 
ных в пространстве. Допускается, 
чтобы отдельные (или даже все) точ- 
ки этой системы совпадали. Порядок 
точек безразличен. 

Центроидом системы точек Ау, ... 
.... Ан Называется такая точка 0, 
для которой выполняется векторное 
равенство 


ОА, + ОА, +... + ОА, = 
-У ОА, =0. (1) 


{=1 
Из этого определения непосредствен- 
но не вытекает существование цент- 
роида. Поэтому докажем, что каждая 
система точек имеет центроид н при- 
том единственный. 

Выберем в пространстве систему 
точек Д,, А., ..., А„,зададим произ- 
вольно точку М, которую примем 
за начало векторов, и еще некоторую 
точку О (рис. 1). Тогда можно на- 
писать 


— > — 

ОА, И МА, Иа МО, 

— —> = 

ОА, = МА, — МО, 

Е 

ОА, = МА, — МО. 
Предположим, что точка О — центро- 
ид данной системы точек. Просумми- 


ровав почленно эти равенства, полу- 
чим с учетом (1) 


0 = МА, + МА, +... + 
— — 
-- МА, — п.МО. 


Отсюда находим 


— | => ее — 
мо = — (МА, + МА, + --- > МА,) == 


п 


ыы — 
= _— У МА, ` (2) 

#=1 
Проведя вычисления в обратном по- 
рядке, мы легко убедимся, что точ- 
ка О, определяемая равенством (2), 
удовлетворяет соотношению (1), то 
есть является центрондом. Таким об- 
разом, существование центроида до- 
казано. Остается доказать  единст- 
венность. В самом деле, возьмем точ- 
ку О’, отличную от О. Тогда 


речи — — — 
О’А, = 0'О+ОА,, ..., О’А, = 


— == 
= О’О-ОА,. 
Складывая эти равенства и учиты- 
вая (1), получаем 


— > => 
О’А, +... + О’А, = п-00°; 
так как точка О’ отлична от О, то 
- — — — 
О0’О 50 нл-0’О = 0, то есть 
А УМ и 

О’А, т ... + О’А, = 0. 
Таким образом, никакая отличная 
от О точка 0’ центроидом системы то- 
чек Д,,..., А, Не является. Этим 
завершено доказательство существо- 
вания и: единственности центронда 
системы л точек. Кроме того, указан 
метод построения центронда (см. (2)). 

Докажем теперь следующее 
утверждение. 

Теорема1. Пусть О, — цент- 
роид системы точек Ал,..., Ат и 
О. — центроид системы точек 


Рис. 1. 


В,...., Ва. Гогда центреид О систе- 
мы всех т - п точек А,..., Ам, 
В,...., В, лежит на  отрез- 
ке 0,0, и удовлетворяет условию 
10.01: ЮО, | =п: т. 
Доказательство. Для 
точки 0, лежащей на отрез- 
ке 0,0. ин удовлетворяющей усло- 


вню |0,0]|: 100. | = п: т, имеем 
О-—> —) > 
то0, + пОО, = 0. (3) 


Убедимся, что точка О — центроид 
системы всех 1 -- п точек. В самом 
деле, так как О, — центроид системы 
точек Д,,..., Аш, то согласно (2) 


имеем 
— — — 
ОА, -- ОА, -1- ... + ОА тЫ 


а 

—т.00, =0. (4) 
Аналогично, из того, что О. —- цент- 
роид системы точек Ву, ..., В», по- 
лучасм 


ОБЕОВ. В 


—п-00, = 6. 5) 
Складывая почленно соотношения (3), 
(4). (5), получаем 
Од 1 ОА» -- ОВ... 


о < > 
... + ОВи = 0, 
а это и означает, что О — центронд 


системы точек А,,..., Ам, В. 
В., в. ъ Ви: 
Следствие. ПубьА,, .. 


., Аш — некоторая система точек 
и А — натуральное число, меньшее 
т. Выберем из А,,..., Ам ка- 
кие-либо А точек, и пусть О’— них 
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Рис. 2. 


центронд, а О”— центронд оставшихся 
т — Ё точек. Тогда все получающие- 
ся таким образом отрезки 0’О”*) 
проходят через одну точку О (цент- 
ронд системы точек Д,,..., Ам) и 
делятся в этой точке в отношении 
(т —Ю: А. 

Из доказанной теоремы и этого 
следствия можно получить ряд выво- 
дов. Прежде всего из теоремы 1 
при т = п = ] находим, что цент- 
роид двух точек А, В совпадает с 
серединой соединяющего их отрезка. 
Далее» при т = 2, п = |1 получаем 
нз теоремы 1, что центроид О трех 
точек А,, А,, В лежит на отрезке, 


соединяющем середину Д  отрез- 
ка А.А, с точкой В, причем 
1020]: 0В| = 1:2. Отсюда сле- 


дует, в частности, если точки А,, А,. 
В не лежат на одной прямой, то цен- 
троид этой системы точек совпадает 
с точкой пересечения медиан треуголь- 
ника А. А.В (см. рис. 2; эту точку на- 
зывают центром тяжести — тре- 
угольника). 

Для случая четырех точек полу- 
чаем (при т = 3, п = 1!) следующее. 
Предположим, что никакие три из 
четырех точек А, В, С, не лежат 
на одной прямой, и соединим каждую 
из этих точек с центром тяжести 
треугольника, имеющего вершины в 
трех других точках; тогда эти четы- 


*) Их будет столько, сколькими способами 


можно выбрать А точек из т, то есть "Зы 


ре отрезка пересекаются в одной точ- 
ке О п делятся в ней в отношении 3 : 1 
Черев эту же точку О проходят еше 
три отрезка, получающиеся, если се- 
редины отрезков с концами в лвух 
точках соединить с серединами от- 
резков с концами в двух других 
точках. 

Заметим, что эти утверждения 
справедливы для четырех точек не 
только на плоскости, но и в прост- 
ранстве. Мз них, в частности, сле- 
дует, что две средние линии четырех- 
угольника и отрезок, соединяющий 
середины днагоналей, пересекаются 
в одной точке О, которая служит 
общей серединой всех трех отрезков. 
А. для точек в пространстве можно 
дать еще такую формулировку: от- 
резки, соединяющие вершины тетра- 
эдра с центрами тяжести протнволе- 


жащих граней, пересекаются в одной, 


точке О (называемой центром тяже- 
сти тетраэдра) и делятся в ней в от- 
ношении 3:1, считая от вершины; 
через эту же точку О проходят трн 
отрезка, соединяющие середины про- 
тивоположных ребер, причем О слу- 
жит общей серединой этих трех от- 
резков. 

Отметим еще случай пяти 
чек. 

Пусть 


то- 


А, В, С, О, Е — такие 
пять точек, ннкакие четыре из кото- 
рых не лежат в одной плоскости. 
Соединив каждую точку с центром 
тяжести тетраэдра, имеющего вер- 
щины в четырех оставшихся точках, 
получим пять отрезков, пересекаю- 
щихся в одной точке О; через эту же 
точку будут проходить еще десять 
отрезков, каждый из которых соеди- 
няет середину отрезка с концами в 
двух точках с центром тяжести тре- 
угольника, имеющего вершины в трех 
оставшихся точках. 


Формула Лагранжа 


Пусть О — центроид системы точек 
А,, ... ‚ Ами М — произвольная точ- 
‘ка. Тогда, как мы видели выше, 
‚справедливо соотношение (2). Беря 


скалярный квадрат*), получаем 


— В Е 
МОР -- ес (МА, -- сх -- МА„)? - 
= г. мя. к МА ыВ 
+25 МАМА, |. .6) 
#1“) 
Но 
| т -МА, - МА: |? 


СМА, — (МА, — МА 1 >= 


И, | МА, (2 — [42 Яр: 
вая эти соотношения для всех 
пар Г, /, ры г <, получаем 


2х МА; -МА, — 
<: ЧАЯ 
= (т — ОМА Р- 
2-Е ММА, р) УМА е. 6) 


<; 
Подставляя (6”) в соотношение (6), 


находим (после упрощений): 
— 1 > — 
[МОР =: ас (МАР --... Е МАР) — 


ь | — 
УМАР. @ 
< 

Соотношение (7) представляет собой 
нзвестную формулу Лагранжа, вы- 
ражающую квадрат расстояния от 
точки 11 до центроида О системы то- 
чек А,, ..., Ам через квадраты рас- 
стояний от точки М до точек Л; и 
квадраты расстояний |А,4; |. 


Расстояние между центроидами 

Пусть, наконец, даны две системы 
точек Д,,...., Ами В,,..., В». 
Вычислим расстояние 4 между цен- 
троидами О, н О, этих систем, пола- 
гая известными все взаимные рас- 
стояния между точками первой сн- 
стемы, все взаимные расстояния меж- 


. Ска, зярное произведение вектора а, на 


- -. 


вектор в обозначается через ` а-86; равно 


ра = > 

||. 18|.с0$%. где |а|-- длина вектора, 
> -> 

ася — угол между векторами аи 8; поэтому 


- > — > 
скалярный квадрат а. и == |6 =- |6}. 


Рис. 3. 


ду точками второй системы и взаим- 

ные расстояния каждой точки одной 

системы до каждой точки другой. 
Введем обозначения: 


А ‚А 21 = ау, В.В: | = Ь. 1. 


рВа |= Ср. 
Как выяснено выше (см. (7)), 
| 
* =10,0: -- = Ю.В. г 
0. В ——= Ув, 
4 
| 
[О, В, т (А, В.Р -... 
„Ву Ха, 8) 
<] 
(где А — любое из чисел 1, 2,. 


..., п). Подставляя соотношения (8) 
в формулу (8), получаем окончатель- 
но (после очевидных упрощений): 


2 
2 
= 0,0, эй - мл вы 029 ^ 
| ыы 
12 % ‚2 
— =». ги. Вы. (9) 
<} 5<1 


По этой формуле и вычисляется 
н самом общем случае расстояние 
между центроидами двух систем точек. 


Примеры 


1. Пусть дан треугольник 4,В,В.. 
Центронд О, системы, состоящей из 
одной точки А;, совиадает с А,, цент- 
роид О, системы точек В.В. совпа- 
дает с серединой [8В,В,| (рис. 3). 
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Рис. 4. 


Рис. 5. 


В этом случае [0,0,1 есть медиана 
треугольника А,В,В.. Имеем 


] 
“=; (А.В, [*+[^,8, р) — 


| 
2 
——18,В.[. 
2. Пусть дан  четырехугольник 
А,А.В.В.. Центроид О, системы точек 
А... совпадает с серединой отрезка 


А,Аь, центроид О, системы точек 
В,,В, совпадает с серединой от- 
резка В,В. (рис. 4). 

Воспользуемся формулой (9): 


2. (А, В, 2-1 А.В, | 


в А.В, |=. +14.8В АТА, А, |" — 
—| 8,8, |2). (10) 
Эта формула, выражающая квадрат 
расстояния между серединами протни- 
воположных сторон четырехугольнн- 
ка через квадраты его сторон и днаго- 
налей, известна как формула Эйлера. 
Здесь вид четырехугольника произ- 
вольный: он может быть выпуклым, 
самопересекающимся, неплоским. 
Если центроиды отрезков А.А, 
и В,В, совпадают, то четырехуголь- 
ник есть параллелограмм, и мы полу- 
чаем известную зависимость между 
сторонами н диагоналями параллело- 
грамма. Отметим, что (поскольку 
4—0) из формулы (10} следует, что 
11,8, 2-1 А, я ВЕ 
М.В > М.А, + В.В 
то есть сумма квадратов всех сторон 


-- 
1 


четырехугольника всегда не меныше 
суммы квадратов его днагоналей. Ра- 
венство имеет место лишь при @ =: 0, 
то есть в том и только в том случае, 
если А,А.В,В, — параллелограмм. 

3. Найдем расстояние от точки А, 
до центронда системы точек В,,В.,В. 
(рис. 5). В этом случае имеем (по фор- 
муле (7)) 


4 = (| А.В, |? --| А.В, [2+ 


А, В) — 5 В.В: Р-Е| ВьВз + 

+18,8В.[?). 
Это соотношение, выражающее рас- 
стояние от вершины А, тетраэдра 
А,В,В,В. до центроида. противоле- 
жащей грани В, В.В, через квадраты 
ребер тетраэдра, известно как фор- 
мула Лейбница. В частности, все че- 
тыре точки могут принадлежать одной 
плоскости или даже одной прямой. 


Упражнения 
1. Докажите, что сумма квадратов рас- 
стояний любой точки окружности, описан- 


ной около правильного многоугольника, до 
вершин этого многоугольника, постоянна. 


2. Докажите, что сумма квадратов всех 
сторон и всех днагоналей правильного 
п-угольннка равна л?А?. где АЮ — раднус 
описанной около многоугольника окружно- 
сти. 


3. Два треугольника АВС и А,В,С, 
нмеют общий центронд. Докажите, что сумма 
МАНИ В Е МС НВА, + |ВВ.Р- 
+ ВС, + [СА + СВР + СС не 
зависит от взаимного расположения данных 
треугольннков в пространстве. 


4. Дан треугольник АВС п окружность 
®. Докажите, что каковы бы ни были две 
диаметрально протнвоположные точки Р 
н О окружности ®, сумма |РАР-- |РВР -| 
+ РС -- ЮАР -- ЮВ| + ЮСР сохраняет 


постоянное значение. 


5. На окружностн даны п точек. Через 
цектроид каждых п—2 точек проводится 
прямая, перпендикуляркая к прямой, про- 
ходящей через две остальные точки. Докажи- 
те, что вы построенных прямых пересекают- 
ся в одной точке (ортоцентре данной системы 
точек). 

Сформулируйте и решите аналогичную 
задачу для случая, когда данные п точек 
принадлежат одной сфере. 


Советы 
начинающим 
репетиторам 
(см. с. 35) 
Но одновременно за 
ботьтесь о репутации боссе- 


ребренника. Никогда нелиш- 
не несколько раз подчерк- 


нуть, что вамн движет не 
корысть, в исключительно 
желание сеять разумное, 


доброе и, По возможностн, 
вечное. Нет большей радос- 
ти для вашей души, чем 
чувство, что вы умножили 


К середине занятия разгорит- 


ное из старых, давно забы- 
тых учебников и оформлен- 
ное в виде новых экзамена- 
цнонных билетов. Попроси- 
те учеников хранить содер- 
жимое билетов в танне. 
Это производит сильное впе- 
чатление. 

За качество занятий не 
беспокойтесь. Усвойте глав- 
ное— юноши н девушки при- 
шли к вам исключительно 
радн своих отцов и матерей, 
а данный предмет волиует их 
меньше всего. Единственное, 
п чем следует позаботнть- 
ся, — чтобы еще до наступ- 
ления экзаменов все расче- 
ты с родителями были за- 
кончены. 


общество еще на несколько 
достойных членов. 

Раздав вопросы, уй- 
дите в другую комнату и зай- 
митесь своим делом. Болес 
сильные ученики сначала 
справятся со свонм задани- 
ем, а затем помогут отстаю- 


щим. Это разовьет я них 
чувство коллективизма, 
столь необходимое в вузе. 


ся жнвая дискуссия на спор- 
тивные темы. Нн п коем 
случае не мешайте ребятам. 
Пусть онн, покидая вас, 
с нетеряением ждут следую- 
щей встречи, во время ко- 
торой можно будет продол- 
жить увлекательную беседу. 

В конце урока не за- 
будьте раздать домашнее 
задание. заранее переписан- 


В заключение этого важ- 
ного пункта еще два полез- 
ных совета. Поскольку вам 
совершенно безразлично, Ка- 
кой нменно предмет исполь- 
зовать для матернальной под- 
держки, рекомендуем › 0с- 
тановиться на математике. 


(Продолжение см. на с. 68} 
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8 соответстанн е решением Оргкомитета Всесоюзной олимпиады школьники, регу- 
лярно лрисылавшме особенно оригинальные ны полные решения задач «Задачника 
«Кванта», получают лраво участвовать в областных турах Всесоюзной олимпнады на- 
равне с победителями районных н городских опнмпиад. 

За прошлый, 1974 год, редакция получила более семя тысяч писем с решениями 
задач. Редколлегия журнала «Квант» совместно с членами Оргкомитета отобрала 
авторов правильных н наиболее интересных решения. 

Ниже публикуется список школьняков, — победителей конкурса «Кванта», — кото- 
рые получили право участвовать в областных олимпмадах 1975 года. 


Математика 


Д. АЗОВ — Челябинск, с. ш. 24, 10 кл. 

В. БАСМАНОВ — Воронсж, с. ш. 38, 10 кл. 

М. БИРМАН — Саратов, с. ш. 19, 10 кл. 

А. БЛОХ — Харьков, с. ш. 27, 10 кл. 

Ю. ВИННИЦКИЙ — Ташкент, с. ш. 103, 10 кл. 

В. ВИТЮКОВ — Орсл, с. ш. 24, 10 кл. 

С. ГОРИШНИЙ — Таганрог, с. ш. 34, 10 кл. 

С. ГРОДСКИЙ — Корсунь-Шевченковский, с. ш. 4, 10 кл. 
В. ГУСЕЙНОВ — Нахичевань, ©. ш. 3, 9 кл. 

А. ДИДЕНКО — Краснодар, с. ш. 28, В кл. 

В. ЕРПЫЛЕВ — Ашхабад, с. ш. 22, 10 кл 

А. ЗАРГАРЯН — Тбилиси, ФМШ, 10 кл. 

М. ИМЕРЛИШВИЛИ — Тбилиси, ФМШ, 9 кл. 

В. КАРАЧИК — Ташкент, с. ш. 17, 10 кл. 

В. КЛОЧКОВ — Челябинск, с. ш. 24, 0 кл. 

В. КОБЫЛЕЦКИЙ — Баку, с. ш. 134, 10 кл. 

С. КОРШУНОВ — Монино, с. ш. 1, 10 кл. 

Т. КУЛИЕВ — Баку, с. ш. 27, 10 кл. 

А. ЛЕЙДЕРМАН — Могилсв-Подольский, с. ш. 5, 9 кл. 
С. ЛИФИЦ — Харьков, с. ш. 27, 9 кл. 

М. ЛЮБИЧ — Харьков, с. ш. 27, 10 кл. 

С. МЕЛЬНИК — Харьков, с. ш. 27, 10 кл. 

Л. МИХЛИН — Курск, с. ш. 6, 10 кл. 

И. МОРОЗОВ — Горький, с. ш. 184, 9 кл. 

О. ОКУНЕВ — Казань, с. ш. 122, 9 кл. 

С. ПОСЛАВСКИЙ — Харьков, с. ш. 116, 9 кл. 

Ю. ПОШЕХОНОВ — Энгельс, с. ш. 13 г. Саратова, 9 кл, 


В. РОМАНО8 — Димитровград, с. ш. 25, 10 кл. 

Я. РУБИНЫЛЕЙН — Калининград, с. ш. 32, 10 кл. 

В. СВИРИДОВ — ВНИИСС Воронежской обл., с. ш. 32, 10 кл. 

С. ТРЕГУБ — Ташкент, с. ш. 103, 9 кл. 

А. ЧЕРЕБАТОВ — Омск, с. ш. 80, 10 кл. 

М. ЩЕРБИНА — Харьков, с. \\. 27, 9 кл. 

Г. ШМЕЛЕВ — Ярославль, с, ш. 20, 10 кл. 

И. ЮНУС — Харьков, с. ш. 27, 9 кл. 

6. ЯЦАЛО — с. Морочно Ровенской обл., Зареченская с. ш., 9 кл. 
Физика 

Г. АЙЗИН — Брест, с. ш. 1, 9 кл. 

А. АЛЕКСАНДРИН — с. Валуйки Брестской обл., с. ш. 2, 9 кл. 

?. БАСЫРОВ — д. Н. Каракитяны ТАССР, Дрожжановская с. ш., 9 кл. 

Ю. БОГОМОЛОВ — Казань, с. ш. 90, 10 кл. 

БОРЮ —- Запорожье, с. ш. 28, 10 кл. 

ГАЛИННИКОВ — Волгоград, с. ш. 8, 10 кл. 

ГОЛДОВСКИЙ — Брянск, с. \:. 14, 10 кл. 

ГОРИШНИЙ — Таганрог, с. ш. 34, 10 кл. 

ДРОБИНИН — Евпатория, с. ш. 2, 10 кп. 

КАРНАУХ — Белгород, с. ш. 3, 10 кл. 

КАЦМАН — Мытищи, с. ш. 17, 10 кл. 

КОГАН — Глазов, с. ш. 14, 10 кл. 

КЛОЧКО — Жуковский, с. ш. 7, 10 кл. 

КОПЫЛОВСКИЙ — п. Знобь-Новгородское Сумской обл., с. ш., 9 кл. 

КОРШУНОВ — Монино, с. ш. 1, 10 кл. 

МАЙХРУК — с. Белобожница Тернопольской обл. с. ш., 10 кл. 

МЕЛЬНИК — Харьков, с. ш. 27, 10 кл. 

Ю. ОНИЩЕНКО — Поберць, с. л. 9, © кл. 

А. ПОБЛАГУЕВ — Винница, с. ш. 17, 10 кл. 

С. РАНКЕЕВ — Солнечиогорск, с. ш. Т, 10 кл. 

Б. РЕВА — Таллнн, с. ш. 15, 10 кл. 

М. РОЗМАН — Псков, с. ш. 8, 10 кл. 

В. РЫЖИКОВ — Ахтубинск Астрахёнской обл., с. ш. 1, 10 кл. 

П. ФОМЕНКО — Днепропетровск, с. ш. 23, 10 кл. 

Л. ЦИМРИНГ — Горький, с. ш. 40, 10 кл. 

Ю. ЧЕРНЫШ — Минск, с. ш. 59, 10 кл. 

О. \ЩЕРБАКОВ — Лида Гродненской обл., с. ш. 1, 10 кл. 


охот роххю 


задачник бданта 


Решения задач мз этого номера можно посылать не позднее 1 мая 1975 г. по адре- 
су: 147074, Москва, В-74, Ленинский проспект, 15. издательство «Наука», журнеп 
«Кваит». После адреса на конверте напишите, решенмя каких задеч вы посылаете, 
напрымер: «Задачник «Кванта», №311, М342» млм к... 2323». Решения задач по каж- 
дому мз предметов [математике м Ффизнке], а также новые задачи просьба присы- 
пать в отдельных конвертах. Задачмы нз разных номеров журнала присылайте также 
= разных конвертах. В письмо вложите конверт с написанным на нем адресом (в 
этом конверте вы получите результаты прозверкм ваших решеный}. Условыя ориги- 
нальных задач, предлагаемых для публикацыи, присылайте в двух экземплярах 
вместе с вашиммы решениямм этих зэдач [на конаерте пометьте: «Задачник „Кван- 
та», новая задача по физике» млм и... новзя задача по математике]. Поспе форму- 
лмровки зэдачм мы обычно указываем, кто предложил нам эту задечу, Разумеется, 
не все задачн публикуются впервые. Накболее трудные задачи отмечены звездоч- 


ком. 


Задачи 


М311—М315; ФЗ23—ФЗ27 


М311. Из одной бактерии получи- 
лось 1000 следующим образом: вна- 
чале бактерия разделилась на две, 
затем одна из двух получившихся 
бактерий разделилась на две, затем од- 
на из трех получившихся бактерий 
разделилась на две и так далее. До- 
кажите, что в некоторый момент су- 
ществовала такая бактерия, число по- 
томков которой средн 1000 бактерий, 
получившихся в конце, заключено 


между 334 и 667. 
Д 20. Григорьев 


МЗ12. В параллелограмм Р, впи- 
сан параллелограмм Р., в который 
в свою очередь вписан параллело- 
грамм Р., причем стороны Р. па- 
раллельны сторонам Р,. Докажите, 
что хотя бы одна сторона параллело- 
грамма Р,; по длине не меньше поло- 
вины параллельной ей стороны Р.. 

А. А. Григорян 


МЗ13. Дан угол с вершиной 0. 
Рассмотрим множество четвертых вер- 
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шин М параллелограммов ОММЕ, 
вершины Л! и Г. которых лежат на сто- 
ронах данного угла, а площадь равна 
постоянной величине . (Это множест- 
во называется гиперболой.) Докажи- 
те что на биссектрисе этого угла и на 
ее продолжении найдутся такие точки 
ГР, и р, (где|Р,0| = 0Е.]) для кото- 
рых разность расстояний |Р,М — 
—Ё,М | не зависит от точки М. 

И. Н. Бронштейн 


МЗ14. Среди всех 9-значных чи- 
сел, в десятичной записи которых нет 
цифры 0, найти такое, для которого 
разность между самим числом и про- 
изведением его цифр: 

а) нанименышая; 

6) наибольшая. 

Каков будет ответ для л-значных 
чисел при любом п? 

А. Г. Лепдерман 


М№М315. На каждом ребре выпук- 
лого многогранннка поставлена стрел- 
ка так, что в каждую вершину мно- 
гогранника входит и из каждой вы- 
ходит хотя бы одна стрелка. Докажи- 


Рис. 1. 


те, что существуют по крайней мере 
две грани многогранника, каждую из 
которых можно обойти по периметру, 
двигаясь в соответствии с направле- 
ниями стрелок на ее сторонах. 

А. М. Зубков 


.ФЗ23. П-образная  капиллярная 
трубка с длиной колен {= 10 см 
и диаметрами, 4, = 0,1 мм и 4. = 
= 0,2 мм опускается вертикально от- 
крытыми концами в воду и погружа- 
ется настолько, чтобы уровень воды 
в более узком колене был вровень 
‘с уровнем воды в сосуде. Найти по- 
ложение уровня воды в широком ко- 
лене. Объемом горизонтальной трубки 
пренебречь. Атмосферное давление 


нормальное. Коэффициент поверх- 
ностного натяжения воды 0 == 
— 70 ды/см. 


Б. Б. Буховцев 


ФЗ24. Из собирающей линзы с фо- 
кусным расстоянием } = 50 см и диа- 
метром 4 = 5 см вырезана полоса ши- 
риной } = 5 мм, а оставшиеся частн 
сдвинуты вплотную. На расстоянии 
1 = 75 см от линзы расположен точеч- 
ный источник света $. На каком мак- 
симальном расстоянии от линзы мож- 
но наблюдать интерференционную 
картину? 
7. П. Баканина 


$325. Частота малых гармониче- 
ских колебавий тяжелого шара на 
легкой закрепленной в стене спице 
(рис. 1, а) равна \,. а частота коде- 


Рис. 2. 


баний этого шара на прикрепленной 
к потолку пружине (рис. 1, 6) равна 
у.. Какой будет частота колебаний 
шара на той же пружине, прни- 
крепленной к спице (рис. 1, 8)? 

ИЯ. Ш. Слободецкий 


Ф326. Закрытый крышкой сосуд до- 
верху наполнен жидкостью, в кото- 
рой имеются два пузырька. Как из- 
менится давление в жидкости, если 
пузырьки сольются? Начальное дав- 
ление в жидкости р» коэффициент 
поверхностного натяжения ©, ралнус 
каждого пузырька г.. Считать про- 


цесс изотермическим. 
Р. Л. Энфааджян 


ФЗ27. Определить — показания 
электродинамического амперметра А, 
и магнитоэлектрического ампермет- 
ра А, (рис. 2), пренебрегая их внут- 
ренними сопротивлениями, если из- 
вестно, что на клеммы ДА—В подается 
напряжение и =и, и, $т 0, 


причем = 


ЕС ^ 


Емкостями между клеммами при- 
боров пренебречь; колебания стрелок 
приборов незаметны. 

В. А. Погожев 
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Решения задач 


М273—М279; Ф285—Ф290 


М273. На отрезке 0 = х= | 
задана функция }- Известно, 
что эта функция неотрица- 
тельна и [ (№) = 1. Кромг то- 
го, для любых двух чисел 
м п х. таких, что х, т» 0, 
жи хх, вы- 
.олнено неравенство 


Е, 1-х.) > Их) + Ю.. 


а) Докажите, что како- 
ва бы ни была функция [, 
удовлетворяющая перенис- 
лдемным условиям. для всех х 
будет выполнено неравенство 
# (<) = 2х. 

С) Верно ли, что для всех 
х [= 19 


М274. Найдите наименышее 
число вида 

а) |11“—5' |; 

6) |364—5' |; 

в) [53^-—37: |, 
ге & н /Г— натуральные 
чнсла. 


а} Функция. удовлетворяющая условию задачи. моно- 
тонно возрастает. В самом деле, если хо 2х и х.= |, 
то } (хз) == }(ж) -+ Ро — хуи Их, — х,) = 0; следователь- 
но, { (х.} ==} (х,). Поэтому если 2 <х=1, поскольку 
[0)=1, имеем 


Ех) = 1=5 4х. 
1 
Пусть теперь 0 < х = —5`- Возьмем такое натураль- 
| 
ное л, чтобы < пх= (понятно, что это всегда можно 
сдезать). Легко доказать (по индукции), что если х—0и 


| 
пх == 1, то [(пх) > пЕ(х). Для >_< пх=! уже доказано, 


что {(лх) = 2-пх. 
Поэтому л{(х) = [(пх} = 2.пх, откуда } (х) =2х и для 
| 


9<х= 2. 


Осталось только выясиить, что будет в нуле. Возьмем 
их, = 1; тогда 


Г) == Ё(0 -- х,) = [Р0) Ро). 
Но во определению [{0}>>0, значит, [(0) -= 0. 
6) Ответ: иет, не верно. 


Приведем пример. Зададим функцию следующим об- 
разом: 


Р(х,) == 0. 
Следовательно, }(х, + х.) > (ху +- Роз) и рассматри- 
ваемая функция удовлеткьоряет требованням задачи. 
В то же время 


51 51 
11) 121.9 
$ 


а) Если 11^`> 57, то число [11—51 | оканчнвается 
на 6; еслк 11*<5!, то на 4. 

Легко видеть, что [11^—5' | = 4 при { = 3, & == 2, то 
есть 4 — наименьшее число вида |1“—5! |. 

6) Если 36%`>5/, то число [36“—5'| оканчивается 
на |: если же 36 < 5/, то на 9. 

При Е = 1, {= 2 имеем |36*—5' | = 11. 

Докажем, что | — наименьшее число такого вида. Для 
этого нужно показать, что |36*— 5! | не может равняться ни 1, 
ни 9. 


М275. а) На плоскости даны 
п векторов, длина каждого 
из которых равна 1. Сум- 
ма всех п векторов равна ну- 
левому вектору. Докажите, 
что векторы можно занумг- 
ровать так, чтобы при веех 
=], 2, ...., п выполня- 
яось следующее условие: сум- 
ма первых К векторов имеет 
длину не более 3. 

6} Докажите ачалогичное 
утверждение для п векторов 
г суммой 0, длина каждого 
из которых не превосходит 1. 
8) Можно ли заменить чис- 
40 $ в задаче а) меньшим? 
Постарайтесь улучшить 


оценку также в задаче 6). 


1) Если 367—5! = 1. то (6*—1)(6* + 1) = 5. 

Но число 6* -- 1 не может быть степенью 5, так как окан- 
чиваестся на 7 (при А `> 0). 

2) Если 5'—36* = 9, то тогда 5"`. 9 - 36*, чего также 
не может быть, так как правая часть при ® >> 0 делится на 
9. а левая --— нет. Значит. 1| — наименьшее число вида 
136^— 5: |. 

в) Число № == [53% — 37/| может оканчиваться любой 
четной цифрой. Кроме того, поскольку [53* — 37' | = |(52- 
+ 1*— (36 17| = [4.13 1% — 4.9 17|, чо Мде- 
лится на 4. При д = [=1 № = 53—37 = 16. Докажем, что 
16 — наименьшее число вида |53* — 37! |. Для этого доста- 
точно показать, что № не может равняться 4, 8 и 12 (№, оче- 
видно, не равно 0, так как 53 н 37 взаимно просты). 

Имеем 
№ = [53% — 371 | = [(54 — 1 —(36 + 1)7|-= 

г= [6.91 — 4-9 0! 

Поэтому при делении М на 9 в остагке могут получаться толь- 

ко 0,2 и —2 (то есть 7). Но ии 4, ни 8, ии 12 этих остатков 
при делении на 9 не дают. 

Н. Н. Клумова 


х* 


Рассмотрим вначале «одиомерную» задачу. 

Лемма 1. Пусть дано п чисел, таких, что каждое 
по модулю не превосходит |, а сумма всех равна 0. Тогда их 
можно заиумеровать так, чтобы при любом {п сумма пер- 
вых { из них была по модулю не больше 1. 

Укажем один из способов нумерации (проверьте, что он 
приводит к цели). Разобъем данные числа на положительные: 
а:..--. ак и неположительные: В... -, Вп-к- По- 
лоЖиМ с:--а,, с«=6:. Если с1--с.<0, положим сл-аз: если 
с, --с>—0. положим ся==6:. И вообще, если с1. .... С/ Уже 
выбраны, то при с:-- .. Ес! <0© примем за с1+, Очередное 
положительное число, а прн с!-- ... На =0 — очередное 
неположнтельное число. 

Опираясь на лемму 1, решим задачу №275 6). Приложим 
все данные векторы к некоторой точке О н выберем прямоу- 
голъную систему коордимат Оху так, чтобы сумма $ всех век- 
торов, смотрящих вверх (в полуплоскость у>>0), была нап- 
равлена в точиости по оси у. (Вопрос, как построить такую 
систему координат, мы обсудим позже.) Остальные векторы 
ба вниз) дадут тогда в сумме — $. 

начала займемся векторами, смотрящими вверх. Их 
составляющие по оси х обозначим через р: ‚..., Рь. Так 
как составляющая $ по оси х равна 0, то р.+... Гра=0. 
По модулю каждое из чисел р, ‚..., Рь Не превосходит 1. 
По лемме 1 занумеруем числа р; ‚... рх так, чтобы при 
всяком #= А сумма первых { из них была по модулю ие боль- 
ше |. Тем самым мы занумеруем векторы, смотрящие вверх, 
так, что при всяком {= А сумма первых # из них будет лежать 
в полосе [х(==1 (рис. 1). Составляющие этих векторов по 
оси у (в выбраииом порядке) обозиачим через а, ...- 
. . -» @к- 

Так же заиумеруем векторы, смотрящие вниз, И их со- 
ставляющие по оси и назовем 6,,..., бц-^- 

Теперь перейдем к сквозной иумерацин всех данных 
векторов. Каждое из чисел и, ‚..., ак заключено между © 
и 1, каждое из чисел 6, ,..., Вл-к — между Оби —1 я 
сумма всех их равиа 0. Не меняя отиосительного порядка 
чисел а, ,... ‚ @д и относительного порядка чисел Ь: ‚..- 
...Вл-к, вылишем их но лемме 1 в виде набора Ст, . - - ‚Сп Так, 
чтобы при любом ё=п выполнялось неравенство |с:-- ..--+ 
...--сй 1. Такнм образом, мы занумеруем все данные векторы 
так, что при всяком 1=п сумма первых & из них будет распо- 


ложена в полосе [У =!. При этом (благодаря предваритель- 
ной нумерации чисел а, ‚..., ар ив,,..., ВБ.) всякая 
такая сумма лежит и в полосе 15| = 2. 

Итак, мы доказали, что п данных векторов можно сбоз- 
иачить черезу, ‚...› ур так, что при всяком 15 суммау,-[ 
+.. Ру лежитв прямоугольнике [х| <= 2, [у] = 1, и, значит. 


№ +... + у < 5. 

Заме чание 1. Остается обосновать построение си- 
стемы Оху. 

Разобьем все данные векторы на два класса, сумму век- 
торов первого класса обозначим через $ (тогда сумма векто- 
ров второго класса будет — $). Всевозможиых разбиений на 
два класса всего 27 (важно, что нх конечное число). Выберем 
из них такое, для которого |$] приннмает ваибольшее зна- 
чение, и направлеине именно этого вектора $ примем за нап- 
равленне оси ци. 

{Убедитесь, что постросниая система Оху обладяет нужным 
нам свойством.) 

Замечание. Из приведенного построения оси у вил- 
но, что ни одии из данных векторов не перпендикулярен ей, 
следовательно, мы верно говорили о векторах, «смотрящих 
вииз» (вместо более осторожного «не вверх»). 


Упраж пение 1. Пусть в пространстве дано п век- 
торов. таких, что каждый по модулю це превосходит |, а 
сумча всех равна 0. Докажите, что их мэжна занумеровать 
так, чтобы при любом {< п сумма первых г из них имела длнну 
меньше С, где: а) С = УЗ, 6)* С = У,5. 

Нерейдем к задаче М215 в). 

Лемма2. Пусть каждый из векторов ©, ,...,е; име- 
ет длину 1, длина во не больше 1, несе, --...-Ке,==0. Тогда 
среди векторов с\.....е, найдется либо один векторе» Ли- 
бо пара векторов е} и ед, которые в сумме с ®о дают вектор е 
длины не больше [ (либо |веоге=1, либо [еее |= 1). 
Во втором случае №. }-е1< 2. 

Доказательство. Начертим два луча, ОА ин ОВ, 
образующие с ез углы в 1207 (рис. 2). Если средие, ‚... 


...-, ®, найдется вектор, лежащий внутри (илн на сторонах) 
%АОВ. то его и примем за е;. 
Пусть такого вектора среди е,,..., ег нет. Проведем 


тогда через точку О прямую СР тез. Среди векторове,.... 
..., @, обязательно окажется вектор, лежащий виутри\ АОС 
или внутри ВОО (нпаче не выполняется условие еоте,-|- 
-- ...-е,=0). Пусть для определенности хотя бы один 
из векторсв е, ‚...,е, лежит внутри ХВОБ. Ближайший 
к ОВ нз таких векторов иазовем е;, а луч. паправленный про- 
тивоположио ему, обозначим через ОЕ. Хотя бы один из век- 
торов *,....,е, лежит внутри & АОЕ (иначе опять ие вы- 
полняется условис ео--е,.-г ...-Не;=0). Ближайший к ОА 
из этих векторов лазовем еи. Угол между е нед меньше 180", 
но больше %АОВ--120`. Зиачит, сумма ее» образуст и 
сер исех угол, больший 60°. Значит, аектор е; Ге» лежит 
внутри ХАОВ, и следовательно, |ео--еу Гек] <1. При этом 
№ + е1 < 2. 

Из леммы 2 сразу следует, что в задаче №275 2) векторы 
можно занумеровать так, чтобы при всяком Ая сумма пер- 
вых векторов ныела длину меньше | (доказательство — 
индукцией по п). 

Усложияя доказательство, можно еще улучшить оценку 
в задаче №275 а), а имеино — заменить 1/2 на ры Е 


Упраж иение 2. Получите в задаче М275 а) оценку 


У Докажнте, что улучшить эту оцеику уже нельзя, то есть 


\ 


о 
р с 
Рис. 3. 
№276. Дан когдрат АВСР. 


Точки Ри О лежат соответ- 
ственно на сторонах АВи 
ВС, причем! ВР|=|В (|. Пусть 
Н — основание  перпендику- 
ляра. опущенного из точки В 
ка отрезок "РС. Докажите, 
что угол ОНО — прямой. 


Рис. 4. 


М277. Задано несколько крас- 
ных и несколько синих точеёк. 
Некоторые из них соединены 
отрезками. Назовем точку 
«особой», если более половины 
из соединенных с ней точек 
цкмеют цвет, стличный от-ее 
цевта. Если есть хотя бы одна 
особоя точка, то выбирается 
любая особая точка и пере- 
крашивается в другой цвет. 
Докажите, что через конеч- 
ное число шагов не останется 
ни одной особой точки. 


№278. а) Каждая из сто- 
рон выпуклого ‚ шестиуголь- 
ника имеет длину больш? 
4. Всегда ли в нем найдется 


покажите, что для любого положительного С < У можно ука- 


зать на плоскости Я единичиых векторов с суммой 0, таких, 
что, как бы их ии обозначать через у; ...., Ул, при некото. 
%, К окажется справедливым неравенство |у,--.,. +4] > 


Было бы нитересно получить неулучшаемую оценку 
н в задаче М275 6) (автору она нензвестна). Впрочем, для 
цели, ради которой предлагалась задача М275. точная оценка 
как раз не нужна. Упомянутая цель — доказательство ком- 
плексной теоремы Римана (см. «Квант», 1973, № 9, «От пере- 
мены мест слагаемых», упражнения 22 и 23}. 

Упражнение 3. Опираясь на М275 6), выполните 
упражнение 22 нз статьи «От перемены мест слагаемых». 


Ф М. Л. Гервер 


Рассмотэнм подобное преобразовамиие плоскости, перевсдя- 

щее треугольник ВНС в треугольник РНВ; это — цеитраль- 

но-подобный поворот на угол 90° с центром в точке № и коэф 
‚вн ПОРН 


фициеитом полобия = = | (рис. 4). При этом 


годобном преобразованни три вершины В. С, О кзадрата 
АВСР должны перейти, разумеется, в три вершины квадрата: 
В —вР, С — в В, следовательно, р — в.О (ведь |РВ 1189] 
и [РВ( = |В9| по условию). Отсюда следует, что О полу- 
чается из р подобным преобразованием, состоящим из гомо- 
тетии с коэффнциентом А и поворота на 90` вокруг точки Л. 


ы ^ 
Следовательно, ДИО == 90 (одиовремепио мы доказали, что 


Юн _ ВН 
но ТЯ }- 


Читатели и участинки Всесоюзной олимпиады прошлого 
года, на которой была предложена эта задача, указали много 
различных решений, ие использующих «геометрических 
мы © | мер, ^ВН@е>2АСНО, поскольку 

{_ Р& Ч ды 
[на — тва = 165 н ЗНВО = НСО 
этих углов перпендикулярны); отсюда ХВНЯ = ЖСНО, 


^^ ^^ | 
следовательно, ОНО = ВНС = 90. 


(стороны 


Н. Б. Васильев 
Ф 


Назовем отрезок ‹особым», если его концы имеют разный 
цвет. Заметим, что точка является «особой», если более по- 
ловины выходящих из нее отрезков — «особые». Поэтому 
при перекрашиванин любой «особой» точки общее число 
«особых» отрезков уменьшается. Поскольку всего «особых» 
отрезков пе меньше нуля, а при каждом шаге их число умень- 
шается по крайней мере на единицу, мы через конечное число 
шагов получим систему, в которой ни одну из точек перекра- 
сить нельзя н, следовательно, нет особых точек. 


И. Н. Клумова 


Ф 


Ответ. а) Не всегда; 6) всегла. 

а) Возьмем правильный треугольник со стороной 2 (на 
рнс. 5 он — пуиктирный). Из середнн его стороп восста- 
вим во внешиюю сторону перпеидикуляры, отложим на пих 


диагональ длины больше 22 

6) В выпуклом  шести- 
угольнике АВСРЕР длины 
Онагоналей АО, ВЕ и СЕ 
больше 2. Всегда ли цу него 
кайдется сторона длины боль- 
ше №2 


Рис. 5. 


М2789. На п карточках, вы- 
ложенных по окружности, 
записаны числа, каждое из 
которых равно НР или —1. 
За какое наименьшее число 
вопросов можно наверняка оп- 
ределить произведение всех п 
чисел, @сли за один вопрос 
разрешается узнать: 

а) произведение чисел на 
любых трех карточках? 

6) произведение чисел на 
любых трех карточках, ле- 
жащих подряд? (п— на- 
туральное число, больше 3.) 


Рис, 6. 


отрезки длины 0,] и соединим полученные точки с нерши- 
нами треугольника. Покажем, что стороны так построенного 
выпуклого шестиугольиика (изображенного на рис. 5 крас- 
ным цветом) больше 1, но что все его диагонали не больше 2. 

Действительно, стороны такого шестиугольника равны 
112 +(0,1)2>1. Пунктирные его диагонали равиы 2, сицие — 
73+0,1<2, а черные заведомо меньше 1+0,1+0,1 =1,2. 

6) Соединим вершины Ё, В и В нашего шестиугольника. 
В треугольиике РВО один из углов не меньше 60° — пусть, 
например. это угол РОВ. Диагональ АО делит этот угол 


„^^ 
иа два, олии из которых. пусть ЛОВ, ие меньше 35. По- 


Ро ^_^ 
стронм треугольник АКО такой, что КА) = 60°, АБК =30°, 
п точки А н В лежат по разные сторопы от АД (рис. 6). 
Обозначим через Г точку пересечения отрезка АВ с отрез- 
ком ВК или его продолженнем. Тогда 


АВ) —>|АЦ = МК = ЛАВ. 


Н. Х. Агаханов 
Ф 


Обозначим записаниые на карточках числа через а,, 
а. ,.... @л. а искомое число вопросов через р. 

а) Прежде всего заметим, что каждое из данных чисел 
должно войти хотя бы в одно из произведений, зиачения ко- 
торых мы выясняем, задавая иаши вопросы, нбо в против- 
ном случае, изменив знак у числа. запнсанного на иенисполь- 
зованной карточке, мы изменим знак произведения всех чисел, 
сохранив при этом прежиими ответы на все заданные вопросы. 
{Это и показывает, что на основании полученных ответов нель- 
зя определить произведение всех чисел.) Поскольку одним- 


п 
вопросом мы узнаем произведение трех чисел, то р>-3“. 


Если п==ЗА, то А вопросов достаточио. Выяснив, чему 
равны А произведений а:азаз, — бабье. Сз0еб%. ... 
.. - : @3А — зазк — зи, И перемножив получениые результаты, мы 
найдем произведение всех чисел. 

Если п=ЗВ-1, то р&--1. Покажем, что при > за 
(Е-Е1) вопросов можио узнать произведение всех чисел. 

Выясним, чему равиы (Ё--!) произведеиий а,азаз, 
азазах, атаваз, Ов@ъа, о, аа: 213,... , @зк ваз @зА +1- В этих 
произведениях все числа, кроме а, участвуют по одному 
разу. а число и, — три раза. Так как =, то произведение 


полученных результатов равно произведению всех написан- 
ных ца карточках чисел. 

Оставшийся не рассмотренным случай л=-4 мы разберем 
ниже. В этом случае задача а) не отличастся от задачи 6). 


Если п:=3ЗА--2, то снова р А-1. В этом случае произ- 
ведение всех иаписанных на карточках чисел можно найти, 
перемножив произведения а!а2аз, а\азаа. а1@20ь, @вазав, 
аа: 011. ... . азА@за +1@з/ +з, И Задав при этом А--2 вопроса 
(в произведениях участвуют 3 сомножителей по одному 
разу, а сомножители а; на» — потри раза, то есть ЗА-[- 6 сом- 
ножителей). Покажем, что А-Г| вопросов недостаточно. 


В.Е! произведений входят ЗА-ЕЗ==п--1 сомножителей; 
но так как каждое из п написанных ина карточках чисел должно 
выйти хотя бы в одно из этих произведений, то одно число 
(назовем его а) входит в два произведения: абс и а4е, а каждое 
из остальных чисел входит ровно в одно произведение. Но, 
замеиив числа а, фи 4, мы не изменим ни одного из получен- 
мых ответов, изменив при этом произведение всех паписапных 
на карточках чисел; значит, па основании полученных А--1 
ответов нельзя определить это произведение. 


Испазнилель 


Нондеысагтяр 


Компрессор 


Рис. 7. 


$285. В неотипливаемом по- 
мещении работает холо- 
дильник с терморегулятором. 
В момент подключения хо- 
лодильника к сети темпера- 
тура на улице, в помещении 
и в холодильнике было одна 
п та же. Считая температи- 
ру на улице постоянной, 
изобразите приближенно на 
графиках, как менялась тем- 
пература в помещении после 
подключения хозодильника. 
Рассмотрите три случая: 
1) холодильник пустой: 

2) заполнен продуктами; 
3) дверца холодильника от- 
крыта. 

Все три графика зависимос- 
ти температуры от времени 
начертить на одном рисунке. 


Итак, ответ в задаче а) таков: 

огли п=3ЗА, тэ р-=А, 

если н- 38-1, то р А-1 (кроме случая п-=4), 
»сли п 23-2, то р=А--2. 

6) Если л-=ЗА, то. как и в задаче а), р==А. Пусть л не де- 
лится на 3. 

Заметим, что в условиях задачи 6) задавать вопросы мод- 
но о значениях лишь таких м произведений: 

Ч1аз@а. Ч29заз.... „@л-2@р-1@л. Оп-1@л@, апба». ($) 

Залав все п вопросов, мы узмаем куб произведения 
@:а>...0р, а значит, н само произведение — ведь оно рав- 
но | или —1. Покажем, что п—1 вопросов для иахож- 
дения ппоизведения а, ...аз пелостаточно. 

Задав п—1 вонрозов, мы будем знать все произведения (*), 
кроме одного. Так как мы моглн начать нумерацию карточек 
< любой из них, то можно считать, что не задавался вопрос 
о значении произведения а,азаз- 

Пусть п—ЗА |1. Заменив на противоположные числа 
> И 23. ав И 4%, Ява н 2, - -- = ЧА и азь. @ также число а: 
мы изменим знак всего произведения а,а....сл (так как 
заменяются 2# |-| чисел). Но поскольку в каждом из произ- 
ведений {*), кроме произведения а‚а.аз. о котором мы иичего 
не спрашиваем, меняются два сомножителя, то мы 06 этой 
перемене знака всего произведения ничего не узнаем. задав 
п--1 вопросов. 

Пусть п :38 12. Снова, заменнв на противоположные 
числа й. и а. Ч; И Оба. ас И @\, ‚... , @з+а И Язь +2 И @., 
мы изменим знак всего пронзведення ва....аи (так как 
онять заменяется нечетное комичество чисел) и снова ©б 
этой перемене мы не узнаем, поскольку опять во всех произ- 
ведениях (*). кроме произведения п,а.а., меняется по 
два сомножителя. | 

Итак, ответ к задаче 6) таков: 

если п не делится на 3, то р--п; 


п 
если п делнтся ца 3, тор = —3 - 


Теперь мы видим. что в задаче а) при п-=4 р-=4. 


Ю. И. Ионин 


Ф 


Холоднльная машина работает по принципу. обратному 
принципу работы тепловой машины: над рабочим телом — 
газом-агентом — совершается определенная работа, а тепло 
передается от холодного тела к горячему телу. При этом го- 
рячему телу передается не только тепяо. которое отбирается 
от холодного. но н тепло, эквивалентное произведенной ра- 
боте. В домашнем холодильнике (см. рис. 7) сжиженный газ- 
агент, испаряясь, забирает тепло у стенок испарительной ка- 
меры. Затем этот газ снова сжижастся в конденсаторе, перс- 
давая тепло окружающему воздуху. 

Если дверца холодильника открыта, го тепло отбирается 
испарителем от окружакищего воздуха и передается конденсато- 
ром тому же воздуху в комнате. Воздух получает также тепло, 
эквивалентиое совершениой работе, и тепло, выделяющееся 
в подводящих проводах и в обмотке электродвигателя комп- 
рессора. Поэтому при открытой дверце холодильника темпе- 
ратура в комнате будет непрерывно повышаться до тех пор, 
пока количество гепла, поступающего в комнату, не станет 
гавным количеству тепла, которое уходит из комнаты на 
улицу. Терморегулятор при этом работать не будет. График 
изменения температуры в комнате показан на рисунке 8 чер- 
ной линией. 

Теперь рассмотрим закрытый холодильних. Вцачале 
температура внутри холоднльника (в холодильной камере) 
будет полнжаться, а в комнате гозышаться, причем несколько 


53 


$286. При исследовании уп- 
ругих свойств стальной про- 
волоки данной { установи- 


более быстро, чем в случае открытого холодильника, так 
как теперь тепло отбирается ие от воздуха в комнате, а от 
воздуха, который маходится в страничениом объеме шкафа, 
н отдается воздуху в комиате. Температура в комиате при 
этом может стать как выше Т,, так и ниже. Это зависит 
от иитенсивности теплообмена между комнатой и улицей 
н от той температуры внутри холодильника, при которой 
срабатывает терморегулятор (т. е. от времени работы холо- 
дильника до его выключения). Когда температура в хо- 
лодильнике достигнет заданной, терморегулятор отключит 
холодильиик от сети, и температура внутри холодильника 
будет постепеиио повышаться за счет теплообмена через стенки 
холодильника. Затем холодильник опять включится, темпе- 
ратура в камере будет понижаться н т. д. График зависи- 
мости температуры внутри холодильника от временн — синяя 
лкння на рксунке 8. 

В соответствии с колебаниями темпсратуры в холодиль- 
ной камере меняется н температура в комнате. Но так как 
в момент отключения холодильника от сети температура кон- 
денсатора выше температуры в комнате, то температура в 
комнате еще некоторое время повышается, несмотря на то, 
что холодильинк ие работает. Затем температура в ком- 
нате уменьшается, пока холодильник виовь не включится, и 
т. д. Если терморегулятор хороший, то есть он включает 
холодильник уже при небольшом повышении температуры 
внутри шкафа, то холодильник работает почти непрерывно. 

Так как при этом из холодильника в комнату пе- 
редается сравиительно небольшое количество тепла, посту- 
пающего через стенки холодильника, то холодильинк со- 
вершает небольшую работу. Температура в комнате начиет 
уменышаться, стремясь к некоторой постоянной температу- 
ре (ниже Т,). Если терморегулятор плохой, то холодиль- 
ник будет отключаться на большое время, если теплообмен 
его с комиатой плохой, н на сравнительно небольцюе время, 
если этот теплообмен хороший. Этнм определяются колеба- 
ния температуры и то среднее значение, к которому стре- 
мится температура в комнате. Одна из кривых зависимости 
температуры в комиате от времени показаиа иа рисунке 8 крас- 
ной линией. 

Когда холоднльник наполнен продуктамн, увеличивается 
как время, в течение которого холодильник включен, так и 
время, в течеиис которого ои выключен. В соответствии с 
этим меняется и период колебаний температуры в комнате. 


> 


Рассмотрим одни из витков пружины, например, виток 
'АВС {рис. 9). При деформации пружины половины этого 
витка поворачиваются, отклоняясь от горизонтальной пло- 


ди, что если один конец ее 
закрепить, @ другой  по- 
вернуть на угол ф вокруг оси, 
то воэникает момент упру- 
гих сил М = Еф. После это- 
г0 №3 проволоки навили 
пружини радиуса В с шагом 
мчого меньше Ю. Рассчитать 
коэффициент упругости пру- 
жины (считать, что упру- 
гле свойства стали после на- 
вивки пружины полностью 


восстанавливаются). 


Рис. 10. 


Ф287. Канал проходит по 
мосту над шоссе. Изменится 
ли давление на мост, если по 
каналу движется один раз 
пустая, а другой — нагру- 
женная баржа? 


Ф288. Сосуд С (рис. 1) 
сообщается с окружающим 
пространством через малое 
отверстие. Температура га- 
за в окружающем простран- 
стве Т, давление р. Газ на- 
столько разрежен, что моле- 
кулы при пролете в сосуд и 
из сосуда на протяжении раз- 
меров отверстия ке сталки- 
ваются друг с другом. В сосу- 
де поддерживается темпера- 
тура 4Т. Каким будет дав- 
ление в сосуде? 


скости иа одинаковые углыя. Если деформация пружины мала, 
то мал и этот угол я. В сечении В иа проволоку со стороны 
нижней части пружины действует сила Ён момент силы Л, 
равный М=РА, где Ю—раднус витков пружииы. Напряже- 
ния, уравновешивающие силу К, в Ю/г раз меньше иапря- 
жений, уравиовешивающих момент М (докажите это; г — 
радиус сечения проволоки), и ими можно пренебречь. Это 
означает, что рассматривая деформацию пружины, мы мо- 
жем считать, что она связана с чистым закручиванием про- 
волоки вокруг ее оси. Найдем, как связано 
растяжение пружины с углом ф, на который закручивается 
проволока. Ясио, что сечение С при растяженни пружины 
не поворачивается, Ведь при растяжеиии пружины верхияя 
АС в нижияя СВ части витка поворачиваются иа одинаковые 
углы в разные стороны. Очевидио, что не поворачиваются и 
сечеиня А и В. Они только слегка отклоняются в плоскости, 
перпеиднкулярной к рисунку, в соответствии с измеиением 
наклона витка.) 

Простой иаклон половины витка ВС на угол а вызовет по- 
ворот сечений В и С на угол < (рис. 10, а, 6). Но сечения ВиС 
должны остаться ориентированимыми так, как в недеформиро- 
ванной пружине. Повернем их последовательно на угол 5. 
Поворот сечения С вызовет закручивание половины витка иа 
угол @ по часовой стрелке (рис. 10, в). На такой же угол зак- 
ручивается проволока при повороте на угол х сечения В 
(рис. 10, г). Следовательно, половина витка поворачивается 
на угол 25%. Весь же виток закручивается иа угол 4, вся 
проволока — на угол ф= 415, где п — число витков пружины. 

Так как длима одного в равна 2лЮ, а длина проволо- 

2х. 
ки [, то = др и = р. 


Очевидио, что удлинение пружины на одном витке (см. 
рис. 9) равно 2АЯ=4АЮяп а, или, так как угол @& мал из 
>, 2АН-4Ко. Удлинение всей пружины (на и витках) 
равно АН=4пЮа. Обозначим коэффициент упругости пру- 
жины через а Е=рАН. С другой стороны, М=РВ, 

Ё 
то есть Ё = в. Следовательно, ДАН == = ‚ Отсюда 


Аф А4по Ё 


ь 


Давлеине иа мост определяется уровнем воды п ‚канале. 
Если по каналу движется баржа, то, строго говоря, уровень 
воды повышается тем больше, чем более тяжелая баржа. Од- 
нако практически уровень воды во всем канале, конечио, оста- 
ется прежним, так как объем воды, вытесиенной баржой, очень 
мал по сравнению с общим объемом воды в канале. 


Ф 


Давление газа в сосуде равно р.=л.АТ,==4Ая, АТ, где 
п; — коицентрация молекул в сосуде (число молекул в 
едниице объема) и А — постоянная Больцмаиа. Вне сосуда 
давление равно р=пзАТ (п, — концентрация молекул в ок- 
ружающем пространстве). Следовательно, 


п 
Р1 = 4Р-—. 


Таким образом, для того чтобы найтн давление в сосуде, 
достаточио определить отношение концентраций молекул 
газа в сосуде и в окружающем простраистве. Для нахожде- 
ния этого отношения воспользуемся тем, что газ в сосуде на- 
ходится в равиовесин. 

При равновесин число молекул газа, вылетающих из 


Рис. 12, а. 


$289. По сторонам прямого 
угла скользит жесткая па- 
лочка длины 21, в центре ко- 
торой закреплена бусинка 
массы т. Скорость точки В 
постояяна и равна ю (рис. 
12, а). Определить. г какой 
силой действует бусинка на 
палочку в тот момент, ког- 
да а-=45°. 


Рнс. 12,6. 
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сосуда, равно числу молекул газа, влетающих в сосуд за то 
же время. Для простоты рассуждений будем считать, что 
скорости всех молекул газа при установившейся температу- 
ре одниаковы и равны средней квадратичной скорости, со- 
ответствующей этой температуре. Кроме того, будем считать, 
что молекулы двигаются вдоль трех взаимно перпенанкулярных 
маправлений, одно из которых перпендикулярно к плоскостн 
сечения отверстия. иричем, все направлення равновероят- 
пы. Тогда по направлению к отверстию движется '» часть 
всех молекул, имеющихся в сосуде. За врезя АЁ из сосуда 
вылетают те чолекулы, которые находятся от отверстия НЯ 
расстоянии. равном х,А{, где и, — скорость молекул в со- 
суде. Так как концентрация молекул в сосуде равна л,, то 
За воемя А из сосуда вылетают 1, ие: АЗ молекул (А$ — 
площадь отверстия). Аналогично найдем, что в сосуд извне 
влетает 1, п.0›А(\5$ молекул, где Из — скорость молекул 
газа в окружающем пространстве. В условиях равновесия 
пир п.0>. Отсюда найдем, что отношение кониентраций 
молекул равно 


сы 
Но, как известно, средняя квадратичная скорость движеиня 
ы „ти? _ ЗАТ 
молекул связана с температурой газа формулой = — то 
{п — масса молекулы). Следовательис, 
ЕТ у м. \ 
вы ыы т т 


Используя это сооткошение, найдем давление газа в сосуде: 
р.=2р. 


х* 


Рассмотрим бусиику. На нее действуют две силы — сиде 
тяжести 16 ин снла @ реакции палочки. Согласно второму 
закону Ньютона 

тет @— та. 
Следовательно, если мы найдем ускорение бусиики, то тем 
самым определим силу 0. А по третьему закону Ньютона сила 
М, с которой бусиика действует на палочку, равиа Ио абсо- 
лютной величине снле 0. 

Нарисуем несколько положений палочки (рис. 12, 6). 
Из рисунка видно, что бусинка (точка С} иаходится все время 
ма одном н том же расстоянии от вершины прямого угла. 
Эго следует нз того, что в прямоугольном треугольнике медн- 
ана. соединяющая вершину прямого угла с серединой гипо- 
тенузы, равиа половине гипотенузы. 

Итак, бусинка движется по окружности раднуса [, ско- 
рэсть и: бусинки всегда направлена по касательной к этой 
окружности, а  центростремительное ускорение равно 


ан Е - 


В любой момент времени полная скорость бусинки скла- 
дывается из горизонтальной и вертикальной составляющих. 
По условию задачи скорость точки В постоянна и равна и. 
Из соображений подобия горизонтальные скорости н всех 
остальных точек тоже постояниы, причем торизоитальная 


и 
скорость бусинки равна —.Это означает, что ускоренне 
у р 2 р 


бусинки и сила @ направлены по вертикали! 
В тот момент, когда &=45°, скорость ис бусинки направ- 
леца вдоль палочки, а ее вертикальная и горизонтальная со- 


Рис. 12. в. 


$230. Трубка, в которой на- 
ходитея пружинка с при- 
крепленным к ней шариком, 
может вращаться вокруг вер- 
тикальной оси, проходящей 
через конец трубки. Свобод- 
ный конец пружинки при- 
креплен к трубке (рис. 13). 
График зависимости силы уп- 
ругости пружины ЕР от де- 
формации представлен на ри- 
сунке 14. 

Нарисуйте примерный 
график зависимости  смеще- 
ния шарика вдоль трубки от 
угловой скорости при увези- 
чении ее от нуля до такой ве- 
личины, когда Е-= 5н. Как 
изменится эта зависимость 


при уменьшении угловой ско- 
рости? 4 = см. 


12 


34 5672 
Д!,см щения находится шарнк? Прежде всего ясно, что шарик не 


о 
ставляющие одииаковы по величине н равны —>— (рис. 12. 8). 


Следовательно, полная скорость бусиики в этот момент равна 


Ут 


Тогда ил второго закона Ньютона 


0? 
О = те — та=т (т. 


и? 
м9 "(257 ). 
$ . 


Будем считать, что угловая скорость © вращения трубки 
меняется медленно, так что при каждом значении © шарик 
находится в равновесном состоянии относительно трубки. ав 
неподвижной системе отсчета 1нарик движется по окружности 
раднуса (5-Е М (М — изменение длины пружины). Так как 
центростремительное ускорение а— 6©?(Ё,-:- 41) сообщается ша- 
рику силой упругости пружины, то согласно закону Ньютона 


то АЙ == упр. (*) 


Для того чтобы решить задачу, необходимо из уравнения ($) 
найти зависимость АЁРот ш или, что удобиее. 1-5 
от то. 

Зависимость силы упругости пружины от удлинения пру- 
жины задана графически, поэтому уравнение (») мы будем 
решать тоже графически. Перерисуем график, сдвинув начало 
координат в точку с координатой -- [. (фис. 15}. Теперь по 
оси абсцисс у нас отложена полная длина Ё пружины. Если 
из иачала координат провести прямую линию, то координата- 
ми точкн пересечения этой прямой с графиком будут значения 
Рупор н соответствующей ей длины пружимы (, а тантеис угла 
наклона прямой к оси абсиисс будет равеи Ёупр’#, то есть тез. 


Чтобы построить график зависимости { от т0)?, проведем 
из начала координат пучок прямых и отметим все точки пере- 
сечения прямых с графиком. Затем, зная значения Ён соответ- 
ствующие им значения 1101, будем отмечать их на графи- 
ке зависимости [от #102. Из рисунка 15 видно, что при угла>. 
с<а.. то есть при ло? <Ч4ра,, каждая из проведенных пря- 
мых пересекается с графнком Ё,-пр(?) только в одной точке, 
н каждому значению то? соответствует одно значенне [. При 
в, < <аз прямая пересекает графнк в трех точках (при @== 
2, ис -а, — в двух), то есть одному и тому же значению 
то? соответствуют три значения {[. Отметим их все на 
графике. оставив пока в стороне вопрос о том, что означает 
такая многозначность. При @>>%., то есть при то? 4%», 
каждая из прямых опять пересекается с графиком только в 
одной точке н каждому зиачению то? соответстаует одно зна- 
чение [. Соединив все ианесенные точки плавной кривой, мы 
получим график, показанный на рисунке 16 черной лниней. 
Рассмотрим этот график более подробно. 

При 710? < (0, и прн то? >48, каждому значению уг- 
ловой скорости соответствует одно зиаченне [. Здесь все ясно. 
Но при 110, <то? < во, имеется три разных значения { для 
каждого значения то*. На каком же расстояиии от оси вра- 


В $7 


Рис. 15 


может находиться на таком расстоянии. которое соответству 
ет точке В» графика (см. рис. 15). Действительно, предполо- 
жим, что из-за каких-либо случайных причин шарик слегка 
отклонился от этого положения равновесия, так что {Ё увели- 
чилось иа Ах. Для того чтобы шарик вращался, находясь на 
расстояыии {|- Ах от оси, сила упругости должиа возрастн. 
В нашем же случае сила упругости, как видно из рисунка. 
уменьшалась. Следовательно, эта сила не может сообщить 
шарику иеобходимог для его движения центростремительное 
ускорение, н шарнк будет продолжать двигаться вдоль трубки 
к положению В.. Таким образом, точка В. соответствует по- 
ложению исустойчивого равиовесия шарика. Аналесгично 
можно показать, что точки В, и Вл соответствуют положениям 
устойчивого равновесия шарика. 

Поэтому при 160, Зто*<Аря, шарик может находиться 


п положениях, соответствующих участкам графика А.С, и 
А.С 
Хы 


При ум и. [27 


о 19%“, 14а ти? :. 


Рне. 16. ч 


В каком же именно из своих устойчивых положений бу- 
дет находиться шарик? Ответ иа этот вопрос зависит от того, 
как изменяется угловая скорость вращения трубки. Если 6 
увеличивается, то шарик не может попасть в положення, со- 
ответствующие участку АС. графика, не пройдя положеинй, 
соответствующих участку А,С,. каждое из которых устойчи- 
вое. Следовательно, при увеличении угловой скорости [ бу- 
дет меняться по графику, показаниому на рисунке 16 красной 
линней (в точке 710-480. величина { изменяется скачком от 
значения, соответствующего точке С,, до зиачения, соответ- 
ствующего точке С,). Нри уменьшении угловой скорости 
график зависимости [от ло? будет’ таким, как показано 
на рисунке синей лниией. Следует иметь в виду, что 
если трубка вращается с угловой скоростью такой, что 180; < 
«“то?<Цща., то, сильно толкнув шарик, можио перевести 
его в положение, соответствующее «чужому» участку графика, 
по которому и будет а дальнейшем изменяться { при измене- 
ии ©. 


Н. Ш. Слободецкий 
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(Москва) 67, 689, 70; А. Янович ( Котовск) 71: 


Б. Яцало (с. Морочно Ровенской обл.) 67. 
Физика 
Почтн все читателн справились г за- 


дачамн Ф279 и Ф287. Правильные решения 
остальных задач прислали: А. Авдеев (Мо- 
сква) 88, 90—92; М. Аглодзе (Тбилнсн) 78, 81, 
82; Г. Айзин (Брест) 78, 85, 88, 90, 92; Р. Ак- 
баров (Андижан) 78, 81, 82; С. Актершев 
{Магннтогорск) 84; А. Алексеев (ст. Высел- 
ки Краснодарского кр.) 78; Я. Аннамурадов 
{ Байрам-Алн ТуркмССР) 88; Е. Антипов 
(Кишннев) 82; М. Аронов (Володарск Горь- 
ковской обл.) 82; И. Бабакулое (Катта-Курган 
Самаркандской обл.) 78; О. Балабан (п. Сос- 
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новое Ровенской обл.) 78; С. Балашов (Москва) 
82, 85: Р. Басыров (д. Н. Каракнтяны ТАССР) 
82, 83, 85—88; В. Басманов (Воронеж) 89; 
В. Бедняков (Москва) 83; 3. Бендукидзе ( Тбн- 
лнсн) 82; В. Бессель (Таллин) 81: Ю. Бляхер 
(Лушанбе) 83, 86, 88, 90—92; Ю. Богомолов 
(Казань) 78, 81—83, 89--91; Н. Борисов 
(Одесса) 88, 91; С. Борозэдин (Новгород) 
78: В. Борю (Занорожье) 78, 81, 83—85, 
88—92: А. Бушкова (Степногорск) 78; Г. Ви- 
тюкова (Арысь) 85; С. Волк» (п. Галяный 
Магаданской обл.) 78; В. Гаврилов (Камень- 
Каширский) 78; И. Галинников (Волгоград) 
78, 81, 83, 85, 86. 88, 90—92; М. Гедалин 
(Тбилнсн) 81, 88; А. Говяда ( Киев) 81; О. Го- 
дин (Снмферополь) 85, 88; А. Гончаров ( Во- 
ронеж) 78, 81, 83, 84. 86; И. Голдовский 
(Брянск) 81, 83, 84; А. Голибенцев (Саратов} 
80, 92: А_ Гордин(н. Урень Горьковской обл.) 
78; С. Горишний (Таганрог) 78, 80, 81, 
83, 88, 89, 92; Ю. Горовой (Запорожье) 90: 
Г. Горлачев { Белорецк) 85; В. Гребень (д. Бе- 
лоуша Брестской обл.) 86; А. Григ: эьев 
(Волоколамск) 88, 92: В. Гуров (п. Лист- 
вянка Рязанской обя.) 83, 90; Е. Демихов 
{( Усмань) 83, 88, 90: В. Деминенко (Черкассы) 
88, 90—92; А. Дмитриев (Белорецк) 85; 
Ю. Докучогв (Ленинград) 78, 81—83. 85, 
88, 91; В. Дорохов (Донецк) 82; А. Дробимин 
{Евпаторня) 78, 83, 85, 88, 91, 92; П. Золо- 
тарев (Ташкент) 83; В. Зосимов { Элиста) 78, 
81, 84, 85; В. Зибов (Кременчуг) 88, 91; 
В. Иващик (Киев) 78, 81—86, 88—92; Л. Кан- 


В. Пестунов (Кировоград) 85; В. Плюсмин 
( Добрянка) 85; А. Поблагуев (Винница) 78, 
81—86; В. Покусов {з’с Чандакский Куста- 
найской обл.) 83; М. Половинник (Мена) 83, 
90; /Т. Полянский (Челябинск) 88; А. Прес- 
ман (Москва) 83; В. Прилело (Троник) 85; 
Б. Рахманов (Хазараспский р-н Хорезм- 
ской оба.) 85; С. Рашкеев (Солнечногорск) 
81—85, 88, 91, 92; Б. Рева (Таллии) 
81-- 83, 85, 86,88; В. Решетняк (Киев) 83, 85; 
Р. Ризнычик (Львов) 82, 83: М. Розман 
(Псков) 82, 83, 85, 86, 88—92; В. Ройна (По- 
знань, Польша) 92; А. Ридерман (Ленинград) 
83, 84: В. Рыжиков (Ахтубинск) 81—83. 85, 86; 
В. Семеменко (Ставрополь) 78, 82, 85; 
А. Симонов (Камешково) 85: Р. Сирота 
{ Харьков) 83, 85. 88—-90; Я. Скир (Мннск) 83; 
Т. Скотницкий (Варшава, Польша) 88, 89; 
Ю. Смоленцев (Ессентуки) 83, 88, 91, 92; 
А. Смык (Красноярск) 81; И. Соколов (Моск- 
ва) 78. 83, 85, 88, 90. 92; В. Солдатов (Но- 
гннск) 83; С. Сорокин (Грозный) 88, 91; 
В. Спимеев {Ворошиловград) 86; (7. Сиргу- 
ладзе (Тбилиси) 83, 85, 88; А. Суханов ( Моск- 
ва) 82; В. Тарасов {Ленинград) 85; В. Гата- 
ренко (Киев) 78, 82, 83, 86; Л. Гатунашвили 
(Тбилисн) 88; А. Терехов (Каховка) 88; 
„7. Гребулева (Т ашкеит) 78, 81, 82: А. Туров- 
ский (Псков) 78, 81, 82: Б. Умурзаков (Кас- 
келенскнй р-и Алма-Атинской обл.) 83; 
Н. Федин (Омск) 78, 82—86, 89. 90; В. Филил- - 
пов (Балашиха) 78, 83; П. Фоменко (Днепро- 
петровск) 78, 82—85, 88, 91, 92; А. Хомич` 


торович (Рига) 80, 82; А. Капивец ( Карпинск) 
83; А. Карнаух (Белгород) 81, 83—86, 89; 
В. Карнаухов (Челябинск) 83, 85; `Б. Кац- 


(Брест) 78, 82, 88, 90—92; Л. Цимринг {Горь-“ 
кнй} 78,82, 84—86, 88--92; Г. Ципирский (Су-п 
хумн) 83—87, 90; В. Цырюльников (п/о Е лхово- о 


ман (Мытищи) 83, 85; В. Ким (Ташкент) 
83, 85; А. Клочко (Жуковский) 92; В. Коб- 
рин (Тбилисн) 91; Н. Кобылецкий { Баку) 88, 
92; Я. Коган (Глазов) 83—85, 88, 89, 91: 
И. Коган (Алма-Ата) 81; Р. Козак (Винннца) 
83, 88; С. Козлова (Семнпалатинск) 83; С. Коз- 
лик (Кривой Рог) 88; А. Комев (Чебаркуль) 
81, 88; В. Контарин (Таллнн) 78; С. Колы- 
ловский (п. Знобь-Новгородское Сумской обл.) 
78, 81—83, 88, 91, 92; С. Коршунов (п. Мо- 
ннно Московской обл.) 78, 81, 82; С. Кре- 
кин (Магадан) 82; М. Кроль (Павловский 
Посад) 82, 85; А. Крохин (Харьков) 78, 82, 
88, 89; С. Кройтер (Оргеев) 89, 92; В. Кру- 
тяков (Волгоград) 85, 92; В. Куликовский 
{Москва) 81; С. Лопуман (Полтава} 91; С. Ля- 
пин (Петриков) 78; И. Майхрук (с. Бело- 
божинца Тернопольской обл.) 81, 88, 91; 

А. Макаров ( Харьков) 82, 88, 92; В. Малы- 
шев (п/п 75254 «А») 82; С. Мельник { Харь- 
ков) 78, 82--85, 88—90; В. Моисеев (Москва) 
88, 92; С. Морозов (Узловая) 91; А. Морозов- 
ский (Кнев) 83; А. Набатчиков (Курск) 83; 
А. Нерозин (Коростень) 83; А. Окунь (Одес- 
са) 83; Ю. Онищенко ( Люберцы) 78, 83—85, 
88, 89, 91, 92; С. Онучин (Пермь) 88—90, 92; 
Е. Павленко {Армавир} 83; С. Пантелеймо- 
нов ( Хуст) 83, 91; В. Пахомов (Диепропетро- 
вск) 78, 88, 91; Ю. Перфильев (Саратов) 886; 


Озерное Ульяновской обл.) 78, 85; В. Чеканов 
(Зых-в) 85; Ю. Черныш (Минск) 91; В. Чулков 
{Осиповнчн) 91; А. Чухонцев (п. Двуреченск 
Свердловской обл.) 83; С. Шапошников (Ар- 
тем) 85; Е. Шафирович (Ногинск) 83, 85, 88; 
С. Шихарев (ст. Раевская Краснодарского 
кр.) 81; Г. Шмелев (Ярославль) 83, 87; 
С. Шофман (Саратов) 82; О. Щербаков 
(нда) 81—86, 88—92; А. Юдин ( Ессентукн) 
78, 83; А. Янович (Котовск МолдССР) 83—85. 


Поправкв 


В статье «Задачн о воздушных шарах» (см. 
«Квант» № 1, 1975) допущена опечатка: в 
условнях задач №№ 1, 4 значения молеку- 
лярных масс приведены с размерностью 
кг!кмоль. Следует чнтать: «молекулярная 
та воздуха 29», «молекулярная масса ге- 
лня 4». 


ПРАНТИНУМ 
АБИТУРИЕНТА 


Правильная пирамида 


В. К. Егерев, А. Г. Мордкович 


Решению многих геометрических за- 
дач присущ характер нскусствен- 
ности, что дало основание немецко- 
му философу прошлого века Артуру 
Шопенгауэру бросить геометрии уи- 
рек в использовании «доказательств- 
мышеловок». Действительно, решение 
геометрических задач содержит мало 
шаблонов и часто производит впечат- 
ление фокуса. Тем более важно знать 
тот небольшой арсенал «стандартных» 
прнемов, которые все-таки использу- 
ются при решении этих задач. О не- 
которых приемах уже шла речь на 
страницах нашего журнала (см. на- 
пример, статью И. А. Кушнир 
«Метод вспомогательного элемента», 
«Квант». 1974, № 2). В этой статье 
рассказывается еще об одном таком 
приеме. 


1. «Метод кастрюльки» 


Начнем с неболышой притчи. Анд- 
рею объяснили, как сварить яйцо: 
«Сними с гвоздя кастрюльку , налей 
туда воды, положи яйцо, зажги газ, 
поставь кастрюльку на газовую пли- 
ту и сними через 5 минут после того, 
как закипит вода». Андрюша так к 
сделал, все хорошо получилось. Но 
как-то, проснувшись утром, Андрей 
увидел, что вода в кастрюльку уже 
налита и газ горит. Подумав, он по- 
гасил газ. вылил воду и повесил 
кастрюльку на гвоздик, а затем сде- 
лал так, как его учили. 

Несмотря на кажущуюся несураз- 
ность такого поведения, метод возвра- 


щения к исходным данным задачи, 
которую мы умеем решать, является 
нногда наиболее рациональным. На- 
зовем его «методом кастрюльки». 


2. Соотношения между углами 
в пирамиде 


На рисунке 1 изображена часть 
правильной л-угольной пирамиды 
$АВСО..., ЗН—высота. $К—апо- 
фема. Введем следующие обэзначе- 
НИЯ: 
а— угол между бэковым реброли 
плоскостью оснозания; 
В—угол между боковой гранью и 
плоскостью основания; 
у— угол между смежными боковыми 
ребрами; 
<— угол между смежными боковыми 
гранямн. 
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Область изменения 


Углы Соотношения углов 


Связи между углами 


а; ф вл а = са 7 с 
а; 7 сова — п-т = {2) 0<8<-- *<2— 32а 
а; В 43 а - Ш В-соз-—— {3) 0<р<-27 о<В 
Вт со$ В -- щен = (4) л— И <ф<л 


уг с0$ > 
2% 


— 08 Ф— 005— 


в |  мв- 9>я— 28 


2х 
И —59- сов и 
мп 2” 


; = (6) 
ыы УР аи $ 
м 
Если в правильной пирамиде нз- КН о; >АНК соз = 
вестен один из этих углов, то можно АН | 
найтн остальные три. Шесть соотно- 
шений приведены В таблице. Дока. Отметим некоторые следствия нз этих 


формул. 
жем некоторые из них. Ф 
Из (1) следует, что сфо = та х 
(1) <; $). Рассматривая треу- 


й я й 
гольникн [МС и Ё[МО, получаем чем (--— =. Но Упа< 1. значит. 


ЖЕ. 0 вор а 

=, $1 @ -= тр. Значит, > = —— ннф>а— =. 
{Е-^ чпа - Со. - Из (2) следует, что чп = 608 а т 
Е ТБ. ЕТ р 5 то: 
Но соз а < |, значит, < <— ли 


гл д. л 
и бт Е 
0<у<-.. Из этой же формулы вытекает, 
(2) (<; у). Рассматривая треу- 


гольникн АН$ и АК$, получаем + 
т 
2 С 
СОз& := АН п м _- АК Значит что ———щщ т У а 1, то есть, 
А5, 2 = 25. , "(Е =) п 
‚2 
5т —№ | 
2 АК ры к 
а = =1р= т 2АНК = зт-—. 2 < > —Я или у<л 2. 
(3) (<; В). Рассматривая треуголь- Из (3) следует, что и — с0$ —< 1, 
никн АН$ и $НК, получаем 16а = 8 
5$Н Ё ра 
.->- 4В---—. Значит, = = откуда 0<а<В (что вообще говоря. оче- 
АН’ ЕВ КН В видно). 


Как следствия формул (1), (2), (3) 
можно найти соотношения между % 
н ©, Виф, ти В. Формулы (4) (6) 
докажите самостоятельно. 

Рекомендуем читателю также вы- 
вести формулы (1)—(6) для правиль- 
ной треугольной и четырехугольной 
пирамид, а затем проверить получен- 
ные результаты, подставляя в общине 
формулы значення п=3З и п= 
Это упражнение тем более полезно, 
что важно понять методику вывода, 
а не запомннать окончательные ре- 
зультаты. Умение быстро и четко вы- 
водить соотношения между угламн 
в правнльной пирамиде является клю- 
чом к решению многих задач. В осно- 
ве решения этнх задач как раз н ле- 
жит «метод кастрюльки», ниже на ря- 
де задач мы покажем, как он «рабо- 
тает». Но прежде, чем переходить 
К задачам, введем ряд дополннтель- 
ных обозначений дяя правильной пн- 
рамнды: 

а — сторона основання, 

й — высота пирамиды, 

У — объем пирамиды, 

$—площадь боковой поверхностн, 

Зосн— Площадь основания, 

Ю — радиус описанного шара, 

г — радиус вписанного шара. 


3. Вычисление объема пирамиды 
Задача 1. Найти \, зная а иа. 


| 
3 Зоен* й, 5 сен ие 
КИ мат, 


Имеем У -: 21 х 


х блАкн -= 2п. 


Н-: АН 46а =: 18а, 
зи Г 
п 
откуда 
у =—_ са Чва. (7) 
24 тл 
п 
Задача 2. Найти И, зная 
а ив. 


Мы уже умеем находнть У, зная 
аиа. Применим «метод кастрюль- 
ки»: по формуле (3) перейдем от уг- 
ла В к углу < («повесим кастрюль- 


ку на гвоздик»), а затем воспользу- 
емся решеннем задачи |. Тогда сра- 
зу получим ответ: 


И та сре — --ЧеВ. 
Задача 3. Найши У, 
аи т. 

Воспользуемся тем же прнемом, 


что н в предыдущей задаче. Из фор- 
мулы (2) следует, что 


зная 


| 21 
+6 -- с0$ 7 — с05 п 
1/2 5т * 
Подставляя это выражение для 
{Е < в формулу (7), получим 
2л 


паз св РА | 
п 

у. — 

74 1/2 эт т 


©0$ ф — 0$” 
в 


- 

2 

Задача 4. Найти, зная аиф. 

Из формул (3) и (5) следует, что 
У соз-# оз 


| — созф — оз 25 
л 


{62а .ы 


Воспользовавшись формулой (7), по- 
лучаем 


2 лаз се со —- НЙ 


п — ов о 


4. Вычисление площади боковой 
поверхности пирамиды 


Наиболее просты случаи, когда из- 
вестны а и В, аи т. С рассмотрения 
этих случаев мы и начнем. 


Задача5. Найти 5, зная аи В. 


Воспользовавшись известным со- 
5 
отношением $ =--° а также тем, 
сос В 
па* я 
что Уса а се к" (см. задачу 1), 
получим 
па? {в — 8 
== ы ( ) 
$ 4 с0$ Г 


Задача 6. Найти $, знала и ф. 

«Методом кастрюлькн» задача ре- 
шается несложно: воспользовавшись 
формулами (4} и (8), получим 


па? с 
5 4 


Но, пожалуй, еще проще решить 
задачу непосредственно: 


$=п-блаьв = п--АВ-5К = 
сш 
мк Е Е вр: 
а 
Задача 7. Найти 5, знаяаи а. 
Из формулы (3) следует  соотно- 


л 
с0$—— 


| 157 а с0$? 
п 


(проверьте это!). Следовательно, 


шение — с05В-- 


ны я 
па- й 162 а 3: со5— 
$ = } ,. 
45т_ 
п 


Задача 8. Найти $, знаяаи $. 
Из формулы (5) следует, что 


Г 2л 
У — 0$ ф — с0$ — 
п 


2 т а 


с0$ В = 


{ проверьте!). Воспользовавшись фор- 
мулой (8), получим 


— д 
з —. 
1/2 па? соз = 


— со ф — соз 27 
п 


© = 
+” 


5. Вычисление радиуса 
описанного шара 


Задача 9. Найти ЮВ, зная а 
и а. 

Как известно, около правнльной 
пирамиды всегда можно описать шар, 
центр его О лежит в точке пересече- 


ния высоты $Н пирамиды с перпен- 
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дикуляром РО к боковому ребру, про- 


веденным через середину Е ребра 
А$ (см. рис. 2). Тогда -5$0Е -= 
== 2$ АН:-а. Имем А$ АЙ = 
<0$ & 
а 25 
Е | 20$ -- ы: 
отб соза ° . 5 @ 
п 
> м А5 . 
`` 9зта’ 
Бойе, =) 
25т -— $т2а 
Задача 10. Найти Ю, знач 
ан , 


Из формулы (3) следует, что 


916 Всоз-®— 
ча АЖ и 
ПР ор 2 В со" 

п 


Воспользовавшись формулой (9), 


получим 
ы ` 
“(. -!- Во" 
Вы 
пят те В 
Задача 11. Найти ВЮ, зная 
аи у. 
Из формулы (2) следует, что 
р 
| с0$ } — с0$ 2 
. ы 
па = = {проверь- 
9 чи — 
и? эт =: 
те!), |: $1125 -- 251 а с03 @ = 


У? чп ТУ су со} — с05 Е. 
не 


л 


Значит, 


Пе 


Яя. 
яп м 24 


2:08 
М2 азт — 


4 п -- и 


60$ у — соз ыы 


Рис. 2. Рис. 3. 
Формулу 
—_ . $ ф х 
а 2 яп ЕЯ. 


В эл , 
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выражающую К через и и ф. 
жите самостоятельно. 


дока- 


6. Вычисление радиуса вписанного 
шара 


Как известно, в правильную  нира- 
миду всегда можно вписать шар, его 
центр О лежит в точке пересечения 
высоты $Н пирамиды с биссектрисой 
угла $АН (рнс. 3). Поэтому проще 
всего вычисляется радиус вписанного 
шара в случае, когда задан угол РВ; 
с этого случая мы и начием. 
Задача 12. Найти г, зная 


аи В. 
Имеем г=ОН=кКН. в: 
Раетее. (10) 
Задача 13. Найти г, зная 
аца. 
Из формулы (3) следует, что 
2“. та — я 
вв | <05 т Е 18-а Е 
0 
Из ни (10) теперь получаем 
г = св —— 16 ря = 


ор р д 
п сё ыы и 608 о -| ас 
Е п и п ыы п 
2х 


Задача 14. 
аи $. 
Из формул (4), (10) получаем 


/ =(=-3) 
КИ = 


Выражение г через а и у най- 
дите самостоятельно. 


Найти т, зная 


Упражнения 

1. (МИФИ. 1973). Найти двугранный 
угол между оспованнем н боковой гранью 
правильной треугольпой пирамиды, если 
двугранный угол между боковыми гранями 
этой пнрамиды равен ©. 

2. (УДН, 1973). Двуграиные углы при 
боковых ребрах правильной 4-угольной пи- 
рамнлы равны &. Найтн двуграиные углы 
прн ребрах основания. 

3. {ЯПИ, 1973.) Высота правильной 
треугольной пнрамиды равна й, а двугран- 
ный угол при боковом ребре равен 2а- 
Найти объем пирамиды. 

4. (УГУ, 1973). Высота правильной тре- 
угольной пирамиды равна д. а расстояние от 
основания высоты до бокового ребра равно а. 
Определнть двугранный угоя между боковы- 
ми гранями пирамиды. 

5. (МАТИ, 1973}. Каждый из равных 
углов боковой грани правильной шестнуголь- 
ной пирамиды равен ф. Расстояние от сере- 
дины высоты до бокового ребра равно {. 


Найти высоту пирамиды. 
6. (МАМ, 1973). Высота правнльной 
4-угольной пирамиды равна Й, и плоский 


угол между смежными боковыми гранями ра- 
вен ф. Найти площадь боковой поверхности. 

7. (УДИ, 1973). Стороиа основання пра- 
вильной 4-угольной пирамиды, описанной 
около шара радиуса А, равна а. Найтн пол- 
ную поверхиость пирамиды. 

8. (НГУ, мехмат, 1969). Двугранный 
угол прн боковом ребре правильной 4-уголь- 
ной пирамиды равен ©, раднус Риисанного 


шара Ю®. Найти полную поверхпость пира- 
миды. 
9. (ЯПИ, 1973). В шар радиуса ЕЮ впн- 


сана правильная 4-угольная иирамида, у ко- 
торой плоский угол при вершние равен &. 
Найтн объем пирамиды. 

10. (Из пнсем читателей) 
ннрамиды 5АВС, если высота наклонена к 
плоскости  основання под углом 30°, 
д АВС--равиосторонний, в него вписана 
окружность раднуса г, причем $С = ОС и 
501 ВА. 


Найти объем 


Г. М-ва 


Московский институт 
нефтехимической 


и газовой 
промышленности 


Наш институт известен во всех угол- 
ках страны, потому что профессни 
нефтяника н газовика едва лн не са- 
мые популярные в наше время. Ос- 
воение новых месторождений нефти 
и газа открывает широкне возмож- 
ности перед выпускниками МИНХ и 
ГП, крупнейшего высшего учебного за- 
ведения страны по подготовке инжене- 
ров и научных работников для нефтя- 
ной, газовой, нефтехимической про- 
мышленностн, стронтельства нефте- 
газопроводов. 

Институт был создан в 1930 году 
на базе Горной академии и сейчас он 
имеет шесть факультетов: газонефтя- 
ной геологии, `геофизнкн н геохнмни; 
газонефтепромысловый;  химико-тех- 
нологнческий; механический; авто- 
матики и вычислительной техники; 
инженерно-экономнческий. Кроме то- 
го, имеются вечерний и заочный фа- 
культеты. 

Специалисты; окончившие наш ин- 
ститут, занимаются разведкой, про- 
ектированием и эксплуатацией нефтя- 
ных и газовых месторожденнй, ис- 
следованием газовых и газоконден- 
сатных скважнн и пластов, процесса- 
ми переработки нефти и газа, проек- 
тируют крупнейшие нефтяные и га- 
зовые магистрали, работают в орга- 
низациях, осуществляющих проектн- 
рование, пуск и наладку машин и обо- 
рудования промыслов, компрессорных 
станций, аппаратов химических про- 
изводств, участвуют в разработке 
проблем нефтегазовой геологии, эко- 
номикн, раднационной химин. Всего 


6% 


в институте можно получить около 
20 различных специальностей. 

В настоящее время инженер дол- 
жен быть в курсе самых последннх 
достижений научно-технической ре- 
волюции, понимать и использовать 
математические методы н экономи- 
ко-математнческие модели. Учебные 
планы специальностей «Автоматизи- 
рованные системы — управления», 
«Автоматика и телемеханика» н не- 
которых других включают такие со- 
временные дисциплины, как матема- 
тические основы кибернетики, систе- 
мотехника, теория вероятностей н 
математическая статнстика, иссле- 
дование операций. Студенты, спе- 
циализирующнеся по «Прикладной 
математике», изучают теперь линей- 
ную алгебру, функциональный ана- 
линз, теорию функций комплексного 
переменного, вероятностные процес- 
сы и другие глубокие разделы выс- 
шей математикн. 

В ннституте специально для сту- 
дентов создан вычислительный зал. 
Они осванвают здесь вычислитель- 
ную технику н применяют ее в кур- 
совом и днпломном проектировании, 
а также в научных работах. 

Выпускники инстнтута из чнсла 
нанболее одаренных студентов про- 
должают обучение в аспирантуре. 
Набор в аспирантуру проводится 
каждый год по целому ряду специ- 
альностей, некоторые из ннх связа- 
ны с технической кибернетикой и 
вычислительной техникой. 

В ннституте имеется вычислитель- 
ный центр, где решаются задачи на- 
учно-нсследовательского характера. 
Электронно-вычнслительные — маши- 
ны применяются также для контроля 
знаний студентов. В последиие годы 
обработка всех результатов вступи- 
тельных экзаменов и зачисление абн- 
турнентов пронзволятся с помощью 
ЭВМ 

Поступающие сдают по математике 
письменный и устный экзамены, по 
физике — устный экзамен. На хими- 
ко-технологическом факультете пись- 
менного экзамена по математике нет. 
Познакомьтесь с образцамн варнан- 


тов по математике и задач по физике, 
предлагавшихся на экзаменах в 
1974 году. 


Математнка 


Вариант 1 

&. Два курьера одновременно выходят 
навстречу друг яругу из пунктов А и В н че- 
рез некоторое время встречаются. Если бы 
первый вышел на | час раньше, а второй на 
0.5 часа позже, то они встретилнсь бы на 
18 мин равыде. Если бы первый вышел на 
0,5 часа позже, а второй на | час раньше, то 
место встречн передвниулось бы на 5600 мет- 
ров. Какова скорость каждого курьера? 


2. Реинть уравиение 
х-- 61-1 2) = х№5- №6. 
3. Решить уравнение 
4 $11 2х -$- ЗИ 4х= 2. 

4. Основанием пнрамнды служит пря- 
моугольный треугольник с острым углом @. 
Этот треугольник вписан в основанне кону- 
са. Вершина пнрамиды совпадает с серединон 
одной из образующих конуса. Найтн отноше- 
ние объема конуса к объему пирамиды. 

Вариант 1 

1. Какое двузначиое чнсло меньше сум- 

мы квадратов его цифр на 1] н больше их 


удвоенного произведения на 5? 
2. Решить неравенство 


х4.2 х—2 
р ЮО Е, Ю8, х2- 
29» “795 


3. Решить уравнение 


2 (2 =} =3 
с0$х — 251 [77 л— 5 | =3. 

4. Основаннем прямой призмы служит 
рН трапеция с острым углом &@. 
?зднус впнсанной в основание окружности 
равен В. Определить объем призмы, если ее 
высота равна Н. 


Вариант 3 


1. Два пешехода вышли одновременно 
навстречу друг другу нз пуиктов А п В. Каж- 
дый идет с постоянной скоростью без остано- 
вок и, иридя в свой конечный пункт, немед- 
ленно поворачивает обратно. Когда они встре- 
тились во второй раз, то оказалось, что пер- 
вый прошел иа 4 км болыше, чем второй. 
Продолжая ндтн дальше, первый пешеход 
прибыл в А через 1 час после второй встречн, 
а второй пешеход в В — через 2,5 часа после 
этой встречи. Какова скорость каждого пе- 
шехода? 


2х—3 


2. Решить неравенство (0,2) х—5’>5. 


3. Решить уравнение 


с0$ 2х -[ зп Зх -5 $1 5х == 4 с0$ х--Ё. 


4. Цилиндр пересечен плоскостью, па- 
ралллельной оси и отсекающей от окружности 
основания дугу а (а<л). Днагональ сече- 
ння равна Ё н составляет г плоскостью осно- 
вамия угол В. Найти объем цилнндра. 


Физмка 


1. Вагон массой 20 т, движущийся по 
горнзонтальному пути, догоняет другой ва- 
гон массой 30 т и сцепляется © ним, так что 
дальше вагоны двнгаются вместе. При этом 
суммарная механическая энергия вагонов 
изменяется на 6. 103 дж. На какую величииу 
скорость первого вагона превышала перед 
сцеплением скорость второго вагона? 

2. Слутинк летит по круговой орбите 
вокруг Землн. Какова его лннейная скорость, 
если на той высоте, где летит спутник, снла 
тяжести п я раз меныше, чем на поверхностн 
Земли? 

3. Два упругих шара движутся навстре- 
чу друг друсу, причем скорость одного из 
них (более тяжелого) в я раз превышает 
скорость другого. После удара более мас- 
сивный шар остаиовился. Каково отношение 
масс шаров? 

4. Камень брошен с земли под углом 30° 
к горизонту. Кинетическая энергия камия 
п верхней точке трасктории 45 дж. Чему 
равна в этой точке потенциальная энергия 
камня? Сопротивлением воздуха пренебречь. 

5. Трамвай массой 20т проходит с одн- 
наковой скоростью по двум участкам пути — 
выпуклому и вогнутому {< одинаковым рз- 
диусом 100 м). развивая при этом одинако- 
вую механическую мощность 25 кат. На во- 
гнутом участке давленне трамвая на рельсы 
на 4-104 н больше, чем иа выпуклом. Какова 
сила тяги двигателя трамвая? 

6. Первая космическая скорость у по- 
верхностн некой сферической планеты со- 
ставляет | км/с. Чему равиа средняя плот- 
ность вешества этой планеты, если ее попе- 
речник равен 3,75-108 км?? 

7. В сосуде к жидкостью падает (без 
изчальной скоростн} шарик, плотность кото- 
рого в 4 раза больше плотности жидкости. 
Другой шарик всплывает со дна этого сосу- 


да За время, в |/Зоаз большее времени па- 
дення первого шарика. Во сколько раз плот- 
ность  всплывающего шарика меньше 
плотностн жидкости? 

8. В поле неподвижного положительного 
точечного заряда 10-3 х по направлению 
к нему движется положительный ион мас- 
сой 10-* кг с зарядом 1,6.10- к. Когда 
скорость мона составляет 10° м/с. его кине- 
тическая и потенциальная энергии равны. 
На какое минимальное расстояние ион 
приблизится к заряду? 

9. В плоском конденсаторе к разностью 
потенциалов на обкладках 4 кв от пластин 
отделяются н в поле конденсатора ускоряются 
навстречу друг другу однонменно с пластн- 
нами заряженные частички (с зарядами 10-19 к 
и —2. Ю—к1. Чему равна кинетическая энер- 
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гия положнтельной частичкн в момент соуда- 
рения с другой частнчкой, если у той кинетн- 
ческая энергия в этот момент 6-10-“ ды? 
Не учитывать взанмодействня частичек меж- 
ду собой и сопротивления движению. 

10. В плоском конденсаторе толщиной 
2 см. заряженном до | кв, ог положитсль- 
ной нластнны А по направлению поля без 
начальной скорости двнжется частица с за- 
рядом 0.1 нк. Когда она провла некоторое 
расстоянне, полярность нластин  конденса- 
тора была резко нзменеина на протнвололож- 
ную. Когда частица все же достигла ипласти- 
ны В, она обладала кинетической энергией 
6-.10-8 дм. Какое расстояние прошла части- 
ца к моменту изменения полярностн пластин? 

11. Электродвигатель работает от источ- 
инка энергин с напряжением 120 в. При нз- 
менснии режима работы двигателя сила тока 
в его обмотке увеличилась на За, ак. 1. д. 
двигателя уменьшился на 5%. Найтн сопро- 
тивление обмоткн двигателя. 

12. Электрической лебедкой поднимается 
погруженная в воду бетонная нлита объемом 
0,5 м? (плотность бетона в 2,2 раза больше 
плотности воды). Двигатель лебедки работает 
при напряженни 500 в и имеет сопротнвление 


Какой ток течет по обмот- 
если скорость равномерного 
нодъема илиты 0,5 м/с? Сопротивление 
движению пе учитывать. 

13. Какое напряжение приложено к от- 
резку медиой проволоки диаметром 0,8 мм, 
еслн в ней содержнтся 105 свободных элект- 
ренов. имеющих среднюю скорость паправ- 
лениого движения 3.14 мм'с? Удельное сои- 
ротнвление меди — 1,7. 10-8 ом.м. 

14. В осколок тонкостеннсй стеклянной 
сферической колбы с радиусом кривизны 
10 см налили прозрачную жидкость. С по- 
мощью полученной линзы действительное 
изображение предмета, помамениого над ней 
иа расстоянии [| м, получнлось уменышенным 
во раз. Каков ноказатель преломления жид- 
кости? 

15. Чувствительность сетчаткн глаза к 
желтому свету (0,6 мкм) составляет 3,3“ 
>. Ю-1й вт. Сколько фотонов должно ежесе- 
кундно поглощаться сетчаткой, чтобы созда- 
валось ощущение восприятия света? 


обмоткн 20 ом. 
ке двигателя, 


Я. К. Белопухов, 
М. Г. Сихарев 


Советы 
начинающим 
репетиторам 


(см. с. 43) 


Не страшно, что в школе од- 
но упоминание о биноме 
Ньютона вызывало у вас 
панический ужас.  Матема- 
тику сейчас сдают даже из 
гуманитарных факультетах, 
и поэтому из этой царниы 
наук вы сможете извлечь 
царскую прибыль. 


И второе. Для платных Начинающие 
уроков весьма удобно па как правило, 
летний период снять три-че- — вольно 


тыре квартиры в разных кон- 
цах города. Это во-первых, 
расширнт географию уче- 
ников н, во-вторых, создаст 
определениые трудностн для 
фининспектора, желающего 
нанести вам визит. 


урок. 


закрасться 


= крори оО 


Сколько брать с клиента 


назначают до- 
инзкую ` 
Типичная и поучн- 
тельная ошибка! В резуль- 
тате у роднтелей легко могут 
подозрения от- 
носнтельно вашей  квалифи- 
кации. Чем выше такса, тем 
охотнее они Доверят 


свонх чад! Показателен сле- 
дуюший практический прн- 
мер. Репетитор № начал свою 
деятельность < 2 руб за час. 
В дальнейшем цена урока 
непрерывно  увеличнвалась: 
3, 5, №, 15, 20 руб за час. 
Примечательно, что н число 
абнтуриентов неуклонно рос- 
ло! Когда дело дошло до 
25 руб, у Х несколько пошат- 
нулось здоровье, п он  вы- 
нужден был лерейтн на менсе 
онлачивасмую работу. Од- 
пако спортнвный интерес 
сохраннлея до снх пор — 
я сколько же все-такн  спо- 
собны заплатить любящие 
родители за одии час общения 
с их ребенком? 

Н все же не советуем за- 
рываться. Это может лишить 
вас некоторых °недостаточ- 
но платежеспособных клн- 
ентов. Не надо сквалыжни- 
чать. При умеренном подхо- 
де вы сохраннте основную 
клиснтуру н самн не оста- 
нетесь в накладе. 


репетнторы, 


плату за 


вам  (Ололчание си. на с. 70) 


Спрашивайте — отвечаем 


Мы попучипи письмо от читатепя Л. Скороходько из города Кмева. В нем 
он спрашмаает: 


«..Посоветуяте, пожалуйста, что м как надо читать по программе восьмого класса, 
чтобы маучиться решать любые задачи] Где можно достать такие кинги!..» 

По нашей просьбе на вопросы Л. Снороходько отвечает член редкоплегии журна- 
па «Кваит» член-корреспондент АПН СССР заспужениый учитель школы РСФСР 
Семен Исааковнч Шварцбурд. 


Все зависит от того, какие задачи иметь в внду. Теория, ирнмеры, уп- 
Ражнения и задачи, дающиеся в учебных пособиях для массовой школы, 
направзены в основном на усвоенне обязательной программы. Среди этих 
задач встречаются, правда, и более сложные, обязательные нс для всех 
учащихся; считается, что такис задачи должны решать сильные ученики, 
интересующиеся математикой и способные к ней. Но чтобы решать даже 
эти сложные задачи из задачиика, не нужно иикаких зополнительных 
знаний сверх обязателыюй школьной программы. Так что если хотите 
решать любые задачи из школьного задачника, выучите как следует школь- 
ный учебник! Разумеется, и не имею в виду простое заучивание наизусть 
теорем п доказательств. Теоремы п доказательства не достаточно выучить —- 
их необходимо понять. 

Но если вы интересуетесь математикой, хотите заниматься сю серьезно, 
хотите решать «хнешкольные» задачи, То школьных учебников уже мало — 
нужны дополнительные книги. Таких книг очень много: изданы всевозмож- 
ные учебникн и задачники для внеклассных и факультативных занятий, 
для работы классов с углубленным изучением математнки, для технику- 
мов, имеющих математические специальности. Можно было бы привести здесь 
поистине огромный список существующей литературы. Но будет лн это от- 
ветом на вопрос инсьма? 

Книги по математнке — очень важный источник обучения, но пользо- 
ваться ими нужно умело. 

Математическую литературу нужно читать «с карандашюм в руке». 
Задачи, встречающиеся в тексте, испременно нужно нопробовать решить 
самостоятельно. Решение, приводящееся п книге, можно посмотреть, если 
задача инкак не получаегся, или когда задача уже решена — сравнить свое 
решение с «книжным», проверить себя и, возможно, узнагь что-нибудь но- 
вое. Только такое активное чгение принесет вам действигельную пользу. 
Кроме того, развитию математического творчества сильно способствует 
общение с товарищами на внеклассных и факультативных занятнях, учас- 
тие в математических кружках, олимпиадах, матемагических вечерах, 
викторинах, выступления с докладами, подготовка рефератов и многое 
другое. Но первостепенную роль ири изучении любого предмета, особенно 
математики, играют упорство, трудолюЗие п систематические занятия, ка- 
кими бы способностями вы не обладали. Ведь в процессе работы снособно- 
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сти развиваются, и наоборот, рано проявившиеся способности могуг не раз- 
виваться н даже совсем растеряться, есди не заниматься постоянно (кстатн, 
такое случается даже с победителями олимпиад). 

Несомненно, что статьн, публикуемые в «Кванте», могут оказать боль- 
шую помощь при самостоятельном и углубленном изучении математики. 
Некоторые из статей можно использовать также для факультативных за- 
нятий. Кстати, несколько слов о факультативах но математнке — ведь они, 
как уже отмечалось, играют немалую роль в повышенин математической 
культуры. К настоящему времени уже имеются сложившиеся факультатив- 
ные курсы по математике, для них утверждены программы, изданы пособия. 
Математнческие факультативы получили болышое распространение среди 
школьников \У11—Х классов. На них учащиеся знакомятся с материалом, 
выхолящим за рамки обязательной школьной программы, учатся решать 
интересные н трудные задачи. Сейчас школы переходят на новую програм- 
му по математике. Традиционный школьный курс претерцевает коренные 
изменения — отныне он будет включать в себя многие вопросы, которые 
раныше изучались только на факультативах. Школьный курс математики 
будет совершенствоваться и в дальнейшем; одним из источников его обнов- 
ления и обогащения является тематика именно факультативных и вие- 
классных занятий. 


Мы надеемся, что отает Семена Исааковича будет полезен тем, кто решил занимать- 
ся математикой. Мы рекомендуем вам познакомиться с книгами из следующих ‹ерий: 
«Библиотека физико-математической школы», «Библиотека математического кружка», 
«Пособия для факультативкых заиятий по математике». Книги этих серий выходят ло- 
вольно регулярно. Те нз ннх, которые уже вышли, попытайтесь достать п библнотеке. 
О новых книгах мы обычно сообщаем заранее в нашем журнале. Много хороших задач 
помещает журнал «Математика в школе». 


месяцы репеткторской — де- 

Советы ятельности, осенью прноб- 

ретает легковую машнну. Хо- 

рошо оборудованный летний 

начинающим приют также далеко не са- 

мый худший способ резализа- 

репетиторам цин вашего педагогического 
68 достижения. 

ее: Желаем вам  большнх 

Скажем прямо, проблема творческих успехов в слав- 

вознаграждення репетн- ном ин благородном труде! 


торов нсследована еще дово- 
льно слабо. Упомянем одну 
нз сравннтельно недавннх 
находок. Урок оцеинвается 
астрономической цифрой, ио 
зато в случае провала клнен- 
та вся плата возвращается 
ему обратно. Эта вполне ра- 
зумная ндея требует весьма 
тщательного и умелого под- 
бора кадров. Надо обладать 
острым чутьем, чтобы нз мно- 
жества охотников пожи- 
виться за ваш! счет отобрать 
таких, которые и состоянни 
шутя и без всякой помощи 
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сдать экзамеи сразу ® аспи- 
рантуру- 

В заключение несколько 
слов об использованин 
средств, накопленных чест- 
ным трудом. Разумеется, 
прежде всего здесь следует 
руководствоваться собст- 
венными вкусами и слабос- 
тями. Отметим, однако, что 
почтн каждый подвижник, 
посвятившни себя в летние 


Гик 


боя; 


| И 


«Квант» для младщих школьников 


Задачи 


1. Ковбой Джо зашел в бар и 
попросил у бармена бутылку виски 
за 3 доллара, трубку за 6 долларов, 
3 пачки табаку и 9 коробок непромо- 
каемых спичек, цену которых он не 
знал. Бармен потребовал 11| долла- 
ров 80 центов (в одном додларе 
100 центов), на что Джо вытащил 
револьвер. Бармен сосчитал снова н 
исправил ошибку. Как Джо дога- 
дался, что бармен пытался сего об- 
считать? 

2. Когда мы смотрим из окна дви- 
жущегося вагона, то видим, что все 
предметы за окном «бегут» навстречу 
поезду; чем дальше предмет, тем мед- 
леннее он «бежит». Почему? 

3. Двое часов начали и кончили 
бить одиовременно. Первые бьют че- 
рез каждые две секунды, вторые — 
через каждые 3 секунды. Всего было 
насчитано 13 ударов (слившнеся уда- 
ры воспринимались как один). Сколь- 
ко времени прошло между первым 
и последним ударом? 

4. Если сделать из бумаги коро- 
бочку, налить в нее воды и подогре- 
вать воду на пламени свечи, то можно 
довести воду до кипения, а бумага 
гореть не будет. Почему? 

5. В мешке содержится 9 кг кру- 
пы. Как при помощи чашечных ве- 
сов с гирями в 50 ги 200 г (по одной 
штуке) распределить всю крупу по 
двум пакетам: в один — 2 кг, в дру- 
гой — 7 кг. При этом разрешается 
произвести только три взвешивания. 


Рисунки Э. Назарови 
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Для чего 
нужны 


проце! ГЫ? 
А. П. Сави 


Много ли соли в морской воде? Этот 
вопрос можно понимать по-разному. 
Цапример, сколько весит вся соль, 
растворенная п мюрях и океанах. 
А можно и так: сколько содержнтся 
соли в ведре морской воды? Чтобы 
ответить на первый вопрос,  доста- 
точно знать ответ на второй и еще 
узнать, сколько ведер воды содер- 
жится В морях и океанах. 

Жители приморских горолов и нпо- 
селков смогут ответить и на второй 
вопрос. Для этого достаточно набрать 
ведро морской воды, поставить его 
на огонь и греть, нока вся вода не вы- 
кипит, 8 затем взвесить оставшуюся 
на дне соль. Можно ди утверждать, 
что у соседа получится столько же? 
Видимо нет. Его ведро может ока- 
заться больше или меньше, налито 
оно может быть более нли менее пол- 
но, в результате сосед будет выпарн- 
вать другое количество воды, а пото- 
му останется другое количество соли. 

Таким образом, наша мера солс- 
ности морской воды — количество 
граммов солн из вслдро воды — ока- 
залась неудачной. Возьмем другую 
меру — количество граммов соли на 
килограмм раствора. Для этого нужно 
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до кипячения раствор взвесить, а по- 
том вес полученной соли разделить 
на вес раствора. Пусть вес раствора 
8,4 кг, а вес соли 21 г. Тогда получаем 
ответ: 


21 5 
ВИО 


грамма соли на килограмм раствора. 
Если опыт новторить, то онять полу- 
чится почти такая же величина. 

Но почему число граммов в кило- 
грамме, а не центнеров в тонне или 
английских фунтов в пуде? Давайте- 
ка будем считать число граммов 
в грамме! Тогда тот же ответ полу- 
чится, если мы будем считать число 
тонн соли в товне раствора или пу- 
дов в пуде. 

Итак, носкольку в килограмме 
содержнтся 1000 граммов, то н ответ 
получится в 1000 раз меныпий: 


5 1 


2000 — 300 


Подходящая мера получена, но за- 
пись... Скажите, какое число боль- 


7 1 12 э жо\. ` 
ше: обо” Или -тоор-? Сразу и неска 
жешь, нужно считать. Куда легче 


сравнивать десятичные дроби' Дробь 
0,01097 меньше, чем 0,01101, по- 
тому что число единиц, яесятых и со- 
тых у них одинаково, а число ты- 
сячных у второй болыце. Удобно? 
Конечно. 

Ну, что ж, будем записывать ре- 
зультат не обыкновенной, а десятич- 
ной дробью. А дальше... 

Стойте, скажет нетерпеливый чни- 
татель, зачем столько премудростей 
ради какой-то морской воды. Взять 
да и понробовать на вкус — соленая 
или не очень. Хорошо, отвечу я, 
а нужно ли точно знать содержание 
металла в руде, жира в молоке, хи- 
мических веществ в лекарстве?.. Вот 
то-то. А ведь задача та же самая. 

Итак, мы договорились записы- 
вать ответ в виде десятичной дроби. 
А с какой точностью? С помощью 
карандаша и бумаги мы можем делить 
даже до миллиардных долей, но 
откуда взялись сами числа? Если 
весы в магазине показывают 5202, 
то на самом деле предмет может ве- 
сить и 515, и 524 грамма. А двести — 
триста лет назад точность весов была 
еще меньше. Поэтому верными можно 
было считать лишь первые одну-две 
цифры, а потому и величину содержа- 
ния одного вещества в другом имело 
смысл рассматривать с точностью до 
первых двух цифр: 0,27; 0,64; 0,37 
нт.д., то есть 27 сотых, 64 сотых, 
З7 сотых. 

Вот мы п пришли к проценгам, 
потому что в переводе с латыни «про- 
цент» — сотая часть. Была придума- 
на н специальная запись 27%, 64%, 
37%. Знак %, говорят, возник из-за 
ошибки наборщика, у которого сло- 
малась литера, в результате чего воз- 
ник этот причудливый знак, признан- 
ный затем всем миром. 

Запись отношений стала удобнее, 
исчезли ноль и запятая, а символ % 
сразу указывает, что перед нами от- 
носительная величина, а не граммы, 
литры, рубли или метры. 

Проценты были известны индусам 
еше ‘в \ веке нашей эры. Это не уди- 
вительно, потому что в Индии с дав- 


них пор счет велся в десятичной си- 
стеме. В Европе десятичные дроби 
появились на 1000 лет позже, их ввел 
бельгийский ученый Симон Стевин. 
Он же в 1584 году впервые опублнко- 
вал таблицу процентов. 

Введение процентов оказалось 
удобным не только для оценки содер- 
жания одного вещества в другом. 
В процентах стали измерять изме- 
нение производства товаров, денеж- 
ный доход... Что только не изме- 
ряют в процентах, даже двоечников 
в школе! 

Со временем люди научились извле- 
кать из вещества его компоненты, ко- 
торые составляют тысячные доли от 
веса самого вещества. Тогда, чтобы 
не вводить нулн и запятую, то есть 
не писать 0,6%, ввели новую велн- 
чину — «промилле» — тысячную до- 
лю, которую обозначили так: ‘/„,, 
п вместо 0,6% стали писать 65». 
Однако эта величина привилась толь- 
ко в тех областях науки и техники, 
где имеют дело с малыми величинами, 
а необходимость и появившаяся воз- 
можность считать точнее привели к то- 
му, что счет стал вестись до десятых 
н сотых долей процента. Нередко мож- 
но видеть н в технической литерату- 
ре, и на страницах газет записн вида 
27,4%; 6,35%. Выражение величин 
в процентах стало для всех привыч- 
ным, однако на классном собрания 
лучше сказать: «Сережа Федотов стал 
двоечником», чем «Число двоечников 
в нашем классе за полугодие увелн- 
чилось на 3,3%». 

А теперь несколько задач на про- 
центы. 

1. Арбуз весил 20 кг. в сухое ве- 
щество в нем составляло 1%. Через 
некоторое время арбуз усох, н сухое 
вещество стало составлять 2 %. Сколь- 
ко стал весить арбуз? 

2. Множимое увеличили на 10%, 
а множитель уменышили на 10%. 
Как изменилось произведение? 

3. Цену на товар уменьшили на 
10%, а потом еще на 10%. Стал бы он 
дешевле, если его цену сразу снизили 
бы на 20%? 
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ОТВЕТЫ, УНАЗАНИЯ, 
РЕШЕНИЯ 


К статье «Масса н энергия в теорнн 
относнтельности» 


1. Подставим выражение для т из фор- 
мулы (1) в (2) *) и возведем обе части ра- 
венства в крадрат. Разрешая полученное 


равенство относительно и?, находим 
ыы 
22 2. 
трос" | Р 


Подставляя это выражение снова в форму- 


лу (1) н принимая во внимание, что Е 
— тс, получаем 
Е с и тс? р 
О—— Г 
Поскольку при а! | 1+а И 


т> прин р «т.с 
г тер? ср? =т се У --ретас? рта с? = 


о о : 
тс 


Поскольку энергия покоя Е, -` "1,с*, полу- 
чим 


ЕВ + я . 


Хотя второй член мал по сравнению с пер- 
вым, отбросить его нельзя, так как именно 
он зависит от импульса. 


Прн р №» тьс имсем 


г ос” , 
у те +? -Р В (| 1+5 7 
откуда следует, что 
т2с3 
Еяярс -|- 5 р 2ырс. 


*) Номера формул относятся к тексту 
статьи. 
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В этом случае энергия оказывается про- 
поринональной величине импульса. 

2. Полагая в формуле (2) осн учн- 
тывая, что т =: Ел, получаем линейную 
зависимость энергни от нмпульса 


Е- ре, 


где р — абсолютное значение вектора р- 
Формулу (1) Е эток случае лучше перепи- 


сать в виде т, -ту 1 — 97,62, Отсюда 


следует, что для фотона масса покоя рав- 
ва нулю. Из результата решения задачи 1 
следует, что энергия пропорциональна им- 
пульсу у всех частиц, масса покоя которых 
равна иулю (к ним относятся кроме фото- 
нов сще нейтрино). 

3- Если учесть, что 


2 = 
= Е и 
у 2 , 
то 
: А 1 1 
Т - те? [еее 6 и 
4. Поскольку < }, можно использовать 
приведенные и 'условин задачн формулы 


прибанженных вычислений. С точностью до 
членов 0*%/с& включительно (это означает, 
что члены, включающие 18/6, отбрасыва- 
ются) получаем 


в ее Гм 1 = 
а Ее 
1 92 3 м 
| 
Т= тес у НЕ с — | Е 
точ? 3 пя 
о тз а - 


Первый член в правой части этого выраже- 
ния равен классической кинетической энер- 
гни, второй представляет собой релятиви- 
стскую поправку. Их отношение равно 


3 
а = 20,53. 10-3 для рассматриваемого при- 


2 


те 
мера. Поскольку —©—^=32.1019 дж, та:ре- 


лятивистская поправка к энергин равиа 


приблизительно 170 дж. Эта величина сама 
по себе ие мала, но она исчезает на фоне 
гигантской кинетической энергнн космиче- 
ского корабля. 

5. Заряжениая частица в однородном 
магиитном поле двяжется по окружности, 
радиус которой А обратно пропорционален 
отношению заряда х массе: 


пи 
— В’ 


где В — индукция магнитного поля, 
е — заряд частицы. Таким образом, в нере- 
лятивистской механике этот радиус должен 
неограииченно возрастать пропорцнонально 
скоростн и. Заряд е ие зависит от скоро- 
сти, но масса в релятивистской механике 
растет в соответствии с формулой (1). По- 
этому 


той 
еврг- и. 


| | 
Полагая, что Ка | —6, где 6 < 1, по- 


лучим при скоростях и, близких кс, 


|—6 


Отбрасывая малые поправки в числителе н 
знаменателе, находим 


тес | 


Таким образом, при 9-»с радиус окружности, 
по которой движется частица, неограниченно 


возрастает пропорционально Е е' 
1 — ис 


К статье «Расстояние между центрондамн 
двух систем точек» 


1. Вершины правильного многоугольни- 
ка А,А,... Аз принимаем за первую систе- 
му точек, а взятую на окружиностн точку М — 
за вторую систему. Центроидом первой систе- 
мы является центр О окружности, описан- 
ной около многоугольинка, а цеитрондом 
второй системы — сама точка М. Применяя 
формулу (9) (см. с. 42), получим 


1х 1 
юм = Ума — пт У, Мл, 
[9 
где |ОМ|]=Е — радиус описанной окруж- 
ности. Отсюда 


п 
1 
ь МАН? = п? -- —— У, М:АЛ?, 
1-1 <} 
что и требовалось доказать. 

2. Вершины правильного п-угольника 
А,А;... Ал принимаем за первую систему 
точек, в центр описанной около него окруж- 
ностн — за вторую систему. 

Так как расстояние между центрондами 
равно нулю, то из формулы (9) (с. 42) имеем 


| ТГ м 
= —.. 2 — |. 
0 == па — р РААЛе. 
< 
я 
Отсюда № [А :А12=п?Ю?, что и тре- 
#1 
бовалось. 
3. Расстоянне между центроидами дан- 
ных систем точек А, В, СиА,, В,, С, равно 
нулю. Поэтому утверждение задачи немед- 


ленно следует из формулы (9), имеющей в 
данном случае вид 


1 
о -5- НАЦ? -- АВие + 1АСИЙ + 
+... Е САР Ви ССР — 
| 
— 5 (82 -- |ВСВ + САР) — 


| 
— 5 ль ви? 18, + 14,9). 


4. Принимаем точки А, Ви С за первую 
систему, точки Р н О — за вторую. Пусть 
С — центронд первой системы, а М — вто- 
рой. 

Снова применяем формулу (9): 


Мисе = -5- (РАЯ ++ 1РВл + РС + 
| 
+19 +-10Вл +1968) —-- РР — 


| 
—-5 (АВ + 18С? 4. САР. 


Поскольку Р и 0 являются концами днаметра 
данной окружности ‹, то |РЧ*=4А?; точки 
М и С — фиксированы. Следовательно, 


[РА + |РВ2 + |РСр 4-9 Ар + 98? + 
+ 19СЁ = 6 Мб} + 682 + 


+3 {АВй + 18? + |САР). 


5. Пусть А,, Аз, . - -, Ал — точки на ок- 
ружности. Примем центр О окружности за на- 
чало векторов. Пусть С;, — центроид пары 


точек А;, Ара (;, — цеитроид остальных 
п — 2 точек. Имеем: 
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—+., 


=>. —— 


я — — —- 
и=д-5| №04, — ОА, — од, 


‚=! 
(см. формулу (2), с. 39). 

Прямая [;}. проведенная через б'; ; пер- 
пендикулярно к А; А; параллельна прямой 
ОС: 1. Поэтому для любой точки Ё прямой 
1:1 имеем 

ОЕ = 06, + ^-0б;. 


то есть 


55 1 и — —«- —“ 
(У Оль — 0А, — ОА, | + 
` =1 


› 


<» ОА: ОА, 
| 2 


илн 
п. 
ыы а 
= м ОАк 
&=1 
А 1 
++) (6+0). 
2 
При = получаем, что 
кан че п — 
Ото Хх, Оль 5-06, 


Е = 


где С центроид данной системы точек. 
Поэтому точка Ё. принадлежит всем пря- 
мым [р причем 


15| *_ 
Год" 


К статье «Правильная пнрамнда» 


|? — 
# с05$ р 


У Т—2с0за * 


2. агоя | ЕЕ 


1. агс 


1-- 6039 
соза 


3. МЗ зна 5 > 5-м (#— 8} 
с0$-“ 
4. Загс ы 
` агс & У 9 (—а?)° 
Не 
5. с0$ ф * 
6 41" / — со; 
ь 14+ со$Ф 
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2а* 
7. а — 49? ‚ 


8. 41. ИТУ са} 
(1-1.с0$ <). И — са 


32 © 
— — ЮЗ «п? —— 52 
9. 3 ЮЗ п д сот & 


К статье «Московский институт нефтехими- 
ческой и газовой промышленности 


Математика 


Варнант 1 


. 8 кмм, 7 км. 


2. х=| 
ы ЛА 
3. х= 5 -- 4 (-=0, +1, ) 
4 2л 
"$129 * 
Варнант 2 
1. 15; 95. 
2. х> 4. 
3. х-= 444 (#--0, +1,...) 
4Юю?Н 
4. ито 
Вариант 3 
1. 4 ли 3,2 км;ч. 
5 
2. 7 <<2. 


28 
з. хо ле (0, 1, ме. 


= в с03° В 51 В 


& 
$10° — 
`` 


Физнка 
1, Ами. 


К г 
2. р = И. Я (и — первая 
Ёф п хп 
космическая скорость у поверхности Землн). 
3 т а 2 
то тоя’ 


4. П= К? а = 15 дж. 
5.Рт= 


м Эт 
я ут н, 
г К (РЕ, —Е,) 


где 2, — Е, — разность сил давления трам- 
вая на вогнутом и выпуклом участках. 


31 
6. а кг! 3. 

р | ; \? ва} 
м И), -1,25. 
С С [ЗИ 
8. аа и 


Пт = 
пуп Алерти? 


9. к,--9, (0 — г —=10-* дж 
9», 


{{ — общая потенциалов 


разность 
обкладками). 


между 


10. а [1 +0} = 15 см 


{К — кинегнческая эпергня частицы в кон- 
це пути). 


ом 


11. = —7-=? ом. 


12. При равномериом движении снла 
тяги равна разности силы тяжести и вы- 


талкивающей силы. Поэтому закон сохраие- 
иня энергии записывается так: 


9 — 12 = ив — ов). 
Решение этого уравнения лает два значс- 


ния силы тока: /, = 10ан/, == 15 а. В от- 
вете следует приводнть менышее значение 


тока, поскольку при этом меньше потери 
на нагрев обмотки и, следовательно, боль- 
ше к. п. д. Двигателя. 

№ р 


3и= 


дя ^ == 170 8 (М — полное чи- 


сло свободных элхктронов). 


14. п  жы|,б. 


15. Из соотношення Планка следует, 
что № := пйс/).. где М№ — мощиость света, 
п — число фотонов н секунду, й — постоян- 
ная Планка, с— скорость света, А, — дяина 
волны. Отсюда 


К статье «Московский физико-техиический 
ниститут» 


(см. «Кванть, 1975. № 2) 


Математика 
Вариант 1 
р х = 22 
д пл 
2. =} = ли 
{1 =0, 1, +2, ). 


рем). Указание. Про- 


должить отрезок АА до пересечения с 
продолжением ВС в точке К и воспользо- 
ваться теоремой о касательной и секущей 
и нодобием треугольников СМК н ОМА. 

4 Группируя а уравнениях члены, со’ 
держащие множители 511 и 51-Х, полу- 
чим систему, эквивалентную исходной: 


5 НЯ. (сои — пу) -- 5-Х х 
х {ни -- с0$ и} = —2 и) 
51-Х. (5тиу — 2с0$ и) —5'7 Хх 
Х 2 сои + ти) = —4. 

Умножая первос уравненне системы (1) 
на 2с05у4 пи, @ второе — на Упу-- 
-|- со у и складывая, получаем 

5! 1%. $31 и-с03 у -= З пу -|- 4 с05 у. (2) 


Далее нервое уравнение системы (1) 
умножим иа зти-— 2505, а второе -- на 
пу --с05 у и сложим их. Получим 


51-Х. т и-с05 и == Зяту— 4605 у. (3) 


Система уравнений (2), 
следстанем исходной снстемы, 


{3} является 


Перемножив почленно 
п (3}. получим 


уравнения (2) 


25511" у-соз2у => зи" у — 16 с05 29, 


Отсюда, нспользуя формулу соб у -- 
16 


- 1—1? у, имеем му -= 25, Саедова- 


тельно, 
5и7 у = 75’ ©05 и = 75 ) 


Подставляя из (4) поочередно значения 
пу в созу со всеми четырьмя возможиы- 
ми комбинаниями знаков в систему (1) и 


учитывая, что 5117 >>0 и 57", на- 
1 . 
ходим ответ; х; = 5, у, —> агсэт Е + 


1 
--2ди; х.-= -— 


де 
5, =: — сыт Ив + 
-- 2лп-(п =0, 1, 2, ...). 


5 
5. И 25 у- п (дм). Указа- 


ние. Пусть О — середина АС. Опустим 
перпендикуляры ОМ на АВ и №5 на А.В; 
точка $ — вершина конуса. Далее, $Ан 
5М — образующие конуса, поэтому проек- 
ция высоты $0 конуса на плоскость АА, В, В 
попадает п биссектрису угла А$М (дока- 
жните!), отсюда находим 5^№ ни $0. 
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Вариант 2 


1. х—4. 
4 
2. а= 3. 
2 
3. Л=а ` 
4. <“ А=л:3, %В-171л2, < С= 


--л/2 (или > Вл, < С = 7л/ 2). Ука- 
зание. ЛАМЫ = ДАВС. 
5. Запишем систему в сиде 


тг 


с05Х:с05у = @х щу-3, 


Упх Й Й 5 
сои соз 2 — 8962 +5, (1) 
пу 


052. созх = #28 3. 


Перемножим попарно уравнения и в0с- 


пользуемся формулой 
и результате получим 


РР Но з 
сова И Г "9, 


Г 1ех-162 = Брх ву Зу-щ2- 15, 
181-82 =3 щх. щи Зщх. ща —9, 
{2х Шу —= Бых юг -- Зву. 162 -[ 15. 

Получилась система трех уравнений 


для неизвестных Х=1рущг, У=Шх 2, 
7 = щхщу. Она легко решается, затем 


находятся {х, Шу и Щ2. Подстановкой 
полученных. значений проверяем ответ: 
п 


п д 
1 Па а 
п 
4 (21 —1—л, = — 6 + Аа, у = 
д я 
= ——3 Е М, а = + (1 — # Ол 
Вы а 


Варнант 3 
1. пп;3 (п==0, +1, 2, ...). 


пм 
Эт‘ 
3. х—= — 0,5, и= 0,5. 
4. 1:(8— 1). 
Физика 


Билет 1 


1. При переходе г наклонной плоскости 
на горизонтальный пол вертикальная со- 
ставляющая скоростн мешка обращается в 
нуль. Следовательно, за время удара, проис- 
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ходящего при этом переходе, со стороны пола 
в вертнкальном направлении на мешок дейст- 
вует импульс силы, чнслеино равный вер- 
тнкальной составляющей количества дДви- 
жения мешка, то есть ти». Но тогда за это 
же время в горизонтальном направленин 
должен подействовать импульс силы трения, 
равный туз. Он вызовет изменение горн- 
зонтальной скорости 
Ачг == Рив = 0,7 ив- 

С другой стороны. непосредственно перед 
ударом 
Ув 
„— = 0, 58 п в- 
УЗ 

Следовательно, получаем, что изменение 
горизонтальной составляющей скоростн боль- 
ше самой этой составляющей. Этого, конечно, 
быть не может (силы трения не могут застз- 
вить мешок двигаться назад}. Значит, мешок 
сразу после попадания па горизонтальный 
пол остановится. 


и; —- вс 60” -= 


2. В цилиндре останется 3’, газа. 
Зе? В? 
3. Е = — м  ("апомиим, что заряд н 


масса ядра дейтерия е и 2М, а а-частицы — 
соответственно 82 и 41). 


4. а = 2 см. Указание. Для полу- 
чення интерференциониой картины иеобхо- 
димо, чтобы на один и тот же участок экрана 
попадали световые лучн, пришедшие от источ- 
ника света по различным путям. В нашем 
случае это означает, что участки экрана, 
освещаемые изображеинями, полученными 
< помощью верхнего и нижнего зеркал, 
должны перекрываться. Для достаточно удаё- 
ленного экрана это требование сводится 
к условию, что лучи от краев зеркал должны 
идтн параллельно оси системы (на рисунке — 
горизонтально). 


: Билет 2 
1. 9-3 Е,. 


2. Число вторичных нейтронов, рождаю- 
щихся в единице объема в единицу времени, 
пропорционально илотности нейтронов яп н 
плотности ядер делящегося вещества М. 
Для всего объема имеем 


Потери нейтронов пропорциональны площади 


поверхности тела и плотности нейтронов: 
Аппот ы 
Ар 7 ИА?. 

Для критического состояния получаем 


№Юкр = соп$ё, то есть рЮкр = соп${. Плот- 
ность р в рассматриваемом случае при уве- 
личении давления возрастет п 103 раз, сле- 
довательио, критический раднус уменЫвит- 
ся в 103% раз, а критический объем — в 
10* раз. Отсюда ясно, что критическая масса 
уменьшится в 10% раз. 


Рис. 1. 


вс 
3. Энергня фотона —\ расходуется на 


совершение работы выхода А, определяемой 


, с 
из красной границы (а = } н на ра- 
© 


боту против задерживающего поля, равную 
еЕ1, где { — нскомое расстояние. Расчет дает 
[= 1,25 см. 

4. Прямое мнимое изображение в нату- 
ральную величину дает плоское зеркало, то 
есть система е олтической смлой, равной нулю. 
Следовательно, надо выбрать такую лнизу, 
которая вместе с заркалом составит олти- 
ческую систему с пулевой оптической силой. 
При этом необходимо учесть, что лкиза рабо- 
тает дважды — лучи преломляются в ней 
перед отражением от зеркала и после отраже- 
иия от него. Получаем, что надо взять со- 
бирающую линзу с фокусным расстоянием 
40 см. 

Билет 3 

| о= 435 м/с. 

2. Вс втором случае то же количество 
тепла, что и в первом случае, рассеивается 
за более короткое время. Скорость теплоот- 
вода пропорциональна разности температур 
утюга и окружающего воздуха. Слелова- 
тельно, время охлаждения утюга обратно 
пропорционально этой разностн температур. 
Запишем это условие: 


в т, 
В 7. 


Отсюда получаем, что {, = 220° С. 

Заметнм, что при налични терморегуля- 
тора утюг охлаждается весьма незиачительно, 
обычно иа несколько градусов, после чего 
нагреватель виовь включается. Поэтому, дей- 
ствнтельно, без заметной погрешности можно 
считать температуру утюга постояниой. 

3. Запншем условие движения электро- 
на по окружностн (рнс. 1): 

= = 2Р па. 


=) (в системе 


”" 205“ 
единиц СГСЭ). 


Для определения угла & рассмотрим 
условие равиовесня одиого из протонов. 
Вдоль оси нома иа протом действуют две 
силы: сила отталкивания Е, = е3/К?З со сто- 


роны другого протоиа ны составляющая 
Е с0$ & силы иротяження к электроиу. Из 
равенства этнх сил получаем, что ©с0$7. == 


Тогда окончательно 


Е, к. з 
ий {! — со? ©) соз а, 
откуда 


е 
1251,23 —— 
и21,23 ТА. 

4. Из условия задачи нетрудно понять, 
что посеребренная стороиа лнизы — плос- 
кая. Во втором случае истозник света ока- 
зывается в фокусе новой «линзы», оптиче- 
ская сила которой вдвое больше нсходной 
(плоское зеркало, которым является посе- 
ребрениая сторона линзы, нмеет нулевую 
оптическую силу). Следовательно, у исход- 


ной линзы (несеребренной) было вдвое 
большее фокусное расстояние, а имеино 
56 см. Е 
Билет 4 
16л2Ю12 
Яс —= = 270 м/с?. 


2. А 


76 СС. 


3. Потенцнал каждого шара согласно 
принципу суперпознции равен сумме по- 
тенцналов полей, создаваемых его собст- 
венным зарядом н зарядом другого шара. 
После заземления первого шара сго по- 
тенцнал равен нулю, то есть 

9, 9 
г НЕ во — 0, 


Ю 
откуда 
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Рис. 2. 


Аналогично дяя второго шара 
его заземлеиня имеем 


после 


9 9: 
у] 0, 
то есть 
г г” 
91 = —и р = 9 в. 


Теперь определим конечный потенциал пер- 


вого шара: 


Так как г < К, то $, == _-=. 


4. Линза Л. (рнс. 2) дает действительное 
изображение, еслн предмет расположен левее 
фокуса ЁР,. В нашем случае предметом для 
второй линзы служит изображение, получен- 
ное с помощью нервой линзы. Точка Е, на- 
ходится от линзы Л, на половине ее фокус- 
ного расстояния. Для того чтобы первое изаб- 
ражение получнлось левее Ё,›, предмет дол- 
жен находится левее Р, (это непосредственно 
следует нз формулы линзы). то есть на рас- 
стоянин а > №0 см от линзы Л,- 


К статье «Для чего иужиы проценты» 


1. 10 кг. 

2. Уменьшилось на 1%. 

3. Да, на 1% от первоначальной стои- 
мости. 
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К задачам «Казит» для младших школьинков» 


(см. «Квант», 1975, № 2) 


1. Удастся Указание. Пусть # 
семей переезжают чпо кругу». Если А четно, 
то этой группе хватит 2 цветов (цвета чере- 
дуются), а если А нечетно, то однн раз нотре- 
буется третий цвет. 

2. Равновесие рычажных весов не на- 
рушится. Показания пружинных весов изме- 
нятся. 

3. Указание. Числа можно запи- 
сать в виде а. Ь Ь.0ю 9-й а. 
Домножнть второе число на 10* (взаимно 
простое с 27) и рассмотреть разность между 
полученным числом и первым исходным. 

4. Следует взять тонкий стакан. 

5. Могут. 


К кроссворду 


{см. «Авант», 1975, № 2) 


Ло горизонтали: 6. Ферми. 7. Свеча. 
8. Рэлей. 11. Лебедев. 12. Соколов. 13. Ци- 
линдр. 16. Попов. 18. Кулон. 19. Ноинус. 
20. Ннхром. 24. Непер. 25. Тесла. 26. Ас- 
фальт. 30. Антонов. 31. Эмиттер. 32. Ротор. 
33. Якобн. 34. Ролик. 


По вертикалн: 1. Детектор. 2. Ампер. 
3. Нейтрнно. 4. Бэкон. 5. Кенотрон. 9. Герц. 
10. Торр. 14. Импульс. 15. Даннэль. 17. Ви- 
нер. 18. Карат. 21. Черенков. 22. Славянов. 
23. Глицерин. 26. Анод. 27. Тамм. 28. Фотон. 
29. Этрол. 


Чеховский полиграфический комбинат 
Союзполнграфпрома 

ирн Государственном комитете Совета Мннистров 
СССР пс дедам издательств, полнграфнии н книжной 
торговли г. Чехов Московской области 


Рукописи не возвращаются 


Подвигу — десять пет 


18 марта 1965 года в 10 ча- 
сов ПО московскому време- 
ни был дан старт носмиче- 
скому кораблю «Восход-2». 
На борту корабля маходн- 
лись космонавты Павел Ива- 


нович Бепяев к Алексен Ар- 
ампович Леонов. В 11 часов 
30 жемугт не втором витке 
олета . Алексей Леонов в 
пецмарьно»* скафандре с 
эзвтомоммОм сыстемом жизне. 
обеспечения соверший вы- 
ход Г] носмическое про 
транство. Удапывшнсь ст ко 
рабпя ма расстояние окопс 
> метров, он выболныил комп 
1е=с нмомеченмых мсследо- 
вамыый м благополучно воз 
вратился на корабль. Так 
:еповек впервые сказался в 
тирытОо м нослычческо»^ про 
ронстве. 

Подвыгу Алемсея Леосно 
ва посвящено большое мо- 
пичество пПочтовь:х — марск. 
Мь приводим здесь совет 
кие марки 1965 года (3 ^^ёр- 
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ПАВЕЛ ИВАНО@НЧ 
БЕЛЯЕВ 


Уголок коллекционера 


ПОЗЕТА 
Е С 


ки, ма которых изображены 
Леонов и Беляев в скафанд- 
рах м Леонов редом с нос- 
мическим кораблем, з так- 
же почтовых блок), марич 
1967 м 1968 годов,. посвя. 
щшенные дню космонавтики, 
и марку 1972 года мэ серич 
х15 пет космической эры», 


с 
ДЕФОНОВ 


В движенни знакомой всем детской игруш- 
ки юлы, или волчка. есть много удивитель- 
вого и. иа первый взгляд. странного. Объяс- 
веннем свойств этого движевия запимались 
и математики, и физикн. Замечательные 
результаты в решении задачи о движенин 
волчка получила Софья Васильевна Кова- 
левская. О жизни вылающегося русского 
математика мы рассказываем в этом но- 
мере журнала (см. с. 2). 


Цена 30 коп. 
Индекс 70465 
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Лабиринт — элфавит 


В 64 клеточки квадрата впи- 
свны буквы алфавита. На- 
чиная с букаы А в верхнем 
” левом углу, проведыте ло- 
маную  несамопересехгю- 
щдуюся линию, которая лро- 
Г’ходила бы ровно через 
| 33 буквы алфавита ы закан- 
чивалась в иижном правом 


не должна проходить через 
вершыны моленьких квадра- 
уикоа. 


Пентамино — пасьянс. 

` 12 фигур пентамино уложе- 
‚ ны в прямоугольник 1210. 
’ Попробуйте разместить эти 
же фигуры пентамино на 
оставшемся желтом поле 
(при этом фигуры можно 
перезорачивать). 9 
Л. П. Мочалов 


у 


углу буквой Я. Ломанея с 


Главных 
вкадемик 


едактор 
. К. Кикоин 


Первый заместитель 
главного редактора 
академик А.Н. Колмогоров 


Редакционная коллегия: 


М. И. Башмаков, 

. Беляев. 
болтянский, 
Васильев, 

‚ Ефремов, 
Зубов, 

. Капица, 
Кнриллин. 
лавный художник 

. Климанов. 

. Козел, 

м. главного редактора 
. Лешковцев. 
Макар-Лиманов 
Маркушевич. 
Патрикеева, 

. Петраков. 
озов, 

. Савин. 

Ш. Слободецкий, 


м. главного редакторо 
1. Смоляиский. 

. Смородииский 
. Фабрикант, 
Цветков. 

. Шаскольская. 
‚ Шварцбурл. 

. Ширшов. 


& эаАтбтто 
ЗЕ РТН 


тр ЕО» 
эхо> х2> 


3. 


> 


СЕР 
хх=->> 


Редакция: 


В. Н. Березин. 

А. Н. Виленкин, 

И. Н. Клумова, 
художественный редактор 
Т. М. Макарова. 

Н. А. Мини. 

Т. С. Петрова, 

В. А. Тнхомирова, 
зав. редакцией 

7. В. Чернова 


19 


21 


53 
54 


Основан в 1970 году. 1975 


Научно-популярный 4 


физико-математический 
журнал 

Академии наук СССР 

и Академии педагогических 
наук СССР 


Издательство «Наука» 
Главная редакция 
физико-математической 
7 литературы 


В НОМЕРЕ: 


Я. А. Смородинский. Сила Корнолиса 
И. Н. Бронштейн. Парабола 

В. Н. Ланге. Зачем топят печи? 
Лаборатория «Кзанта» 

М. И. Емельянов, А. М. Жарков, 


В. М Загайнов, 
В. С. Маточкин. Суточное 


вращение Земли 
Математический кружок 

А. П. Винниченко. Квадратичный треугольник и 
непрерывные цепочки 

Задачимк «Каанта» 

Задачи М№М316—МЗ320; ФЗ28—ФЗ32 

Решения задач М280—М285; Ф291—Ф295 
Прантмкум абмтурмента 

С. Т. Берколайко. Использование неравеиства Коши 
решении задач 

Г. Я. Мякищев. Электростатическое поле 

Г. В. Медедин, А. И. Ширшов. Новосибирский 
государственный университет 

Рецензим, библиография 

Д. Бородин. Школьникам о современной физике 
«Квант» для младших школьников 

Задачи 

Е. Я. Гик. Математические игры На шахматной доске 
Ответы, указэния, решения 

Смесь (с. 16. 24. 47) 


при 


На первой странице обложки вы видите известкый фонтан 
«Дружба народов» (Москва. ВДНХ). Струи бьющей воды име- 
ют весьма характерную Форму — форму параболы. Об этой 
кривой и некоторых ее свойствах вы можете прочесть в статье 
«Парсбола» (с. 9). Обратите внимание на то, что по сравнению 
с этой фотографией параболы в статье изображены «вниз голо- 
в0й», но лусть это вас не смущает: интересна сама криваз. 
и не ге ресположение. 

Фото Д. Н. Германа. 
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СИЛА КОРИОЛИСА 


ЯА. Смородинский 


Знаете ли вы? 


Какую кривую вычерчивает на плоско- 
сти маятник Фуко? В какую сторону 
отклоняется брошенный с новерхно- 
сти Земли вертикально вверх камень? 
Может ли снаряд лететь строго по 
меридиану? 

Можете ли вы ответить на эти 
вопросы? У всех этнх задач есть 
общая черта: нх все удобнее решать 
в неннерциальных системах отсче- 
та *), точнее, в системах отсчета, вра- 
щающихся с постоянной угловой ско- 
ростью. Можно, конечно, рассматрн- 
вать все явления в какой-то инер- 
циальной системе, такой, например, 
как система далекой звезды или даже 
Солнца (неравномерностью движе- 
ния которого относительно далекой 
звезды можно пренебречь). Хотя та- 
кой путь совершенно правильный и, 
следуя ему, мы не покинем твердой 
почвы законов Ньютона, тем не ме- 
нее, часто бывает удобнее (ин даже 
нагляднее) рассматривать явление с 
точкн зрения наблюдателя, находя- 
щегося во вращающейся системе от- 
счета. 


Неннерциальные системы отсчета 


Одно ня то же движение выглядит 
по-разному, если его наблюдать из 
разных систем отсчета. Посмотрим, 


*) О иеииерциальных системах отсчета 
было рассказано в статье Я. А. Сморо- 
динско го «Силы инерции», «Квант», 1974, 
№ 8 
53: . 
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например, на движение снаряда, ко- 
торый был выпущен из пушки, сто- 
ящей на северном полюсе. Если бы 
Земля не вращалась вокруг своей оси, 
то траектория снаряда лежала бы 
в плоскости мериднана. Такую кар- 
тнну видели бы как наблюдатель, 
находящийся иа Земле, так и на- 
блюдатель, неподвижно закреплен- 
ный вне Земли. 

Однако Земля вращается! С точки 
зрення неподвижного наблюдателя 
(находящегося вне Земли) Земля вра- 
щается против часовой стрелки (если 
смотреть сверху на ее северный по- 
люс), поэтому плоскость фиксирован- 
ного меридиана поворачивается вмес- 
те с Землей с запада на восток, а 
плоскость движения снаряда в про- 
странстве остается неизменной. 

Наблюдатель, находящийся на 
Земле (подвижный наблюдатель), ви- 
дит неподвижную плоскость меридна- 
на н летящий снаряд, который откло- 
няется от этой плоскости на запад. 
С любой точки зрения плоскость двн- 
жения снаряда не совпадает с пло- 
скостью начального мериднана, толь- 
ко один наблюдатель приписывает 
это несовпадение движению Земли, а 
другой — движению самого снаряда. 

Земной наблюдатель (например, 
артиллерист) знает, конечно, что прн- 
чнной «отклонения» на самом деле 
является вращение Земли. Однако для 
практических вычислений часто бы- 
вает удобнее считать, что боковое 
отклонение снаряда вызвано некото- 
рой силой, которая действует только 


в неинерциальной системе отсчета. 
Такие силы называют снлами инер- 
цин. От обычных сил они отличаются 
тем, что они не являются результатом 
взаимодействия каких-то двух тел. 

Во вращающейся системе от- 
счета действуют силы инерции двух 
тнпов: центробежная сила инерции, 
которая зависнт только от расстояния 
до оси вращения, и сила Корнолиса, 
зависящая только от скорости тела 
(материальной точки) относительно 
вращающейся системы отсчета. О пер- 
вой силе было подробно рассказано 
в статье «Силы инерции». Напомним 
основные ее свойства. 


Центробежная сила инерции 


Почему у мальчика, который катает- 
ся на карусели, при увеличении ско- 
рости вращения слетает шапка? На 
этот вопрос можно ответить 
по-разному. С точки зрения непод- 
вижного наблюдателя, стоящего око- 
ло карусели, объяснение будет таким. 
Пока скорость вращения была не- 
большой, шапку удерживала иа голо- 
ве мальчика снла трения, которая 
ни сообщала шапке необходимое 
центростремительное ускорение. 
С увеличеннем угловой скорости вра- 
щения карусели центростремительное 
ускорение должно увеличиваться, а 
снла трения покоя может расти толь- 
ко до определенного предела. Поэто- 
му в какой-то момент шапка теряет 
связь с головой мальчика, она двн- 
жется по инерции равномерно н пря- 
молинейно, а карусель вместе с маль- 
чиком уходит от шапки. 

Подвижный — наблюдатель, свя- 
занный с каруселью, скажет, что 
кроме силы трения на шапку действу- 
ет еще центробежная сила инерции, 
равная по абсолютной величине 


Риц = ТОРГ, 
где т — масса шапки, ® — угловая 
скорость вращення карусели, а г — 
расстоянне до осн вращения. Центро- 
бежная сила ннерцни лежит в плоско- 
сти, перпендикулярной оси вращения, 


}* 


н направлена по раднусу в сторону от 
центра. Выражение для Риц можно 
запнсать в векторной форме: 


Риц = ТФ? Г, 


где г — радиус-вектор рассматрива- 
емого тела, он лежит в плоскости, 
перпендикулярной к оси вращения. 
Если центробежная сила инерции пре- 
вышает по величине силу трения щап- 
кн о голову мальчика, шапка улетит. 


Сила Кориолиса 


Сложнее обстоит дело, если матери- 
альная точка движется во вращаю- 
щейся системе координат. В этом 
случае кроме центробежной силы 
ннерции на точку действует еще одна 
сила, зависящая от скорости движе- 
ния точки относительно вращающей- 
ся системы координат. Она называет- 
ся силой  Кориолиса *). 

Силу Кориолиса мы сможем оп- 
ределить, если рассмотрим два ча- 
стных случая: 

}) скорость матернальной точки 
направлена перпендикулярно к ее 
ралиусу-вектору во вращающейся сн- 
стеме отсчета; 

2) скорость точки 
вдоль этого раднуса. 


направлена 


Вращающийся стул 


Представьте себе, что вы сндите на 
стуле, который вращается вокруг сво- 
ей оси. С вашей точки зрения все 
предметы вокруг совершают равно- 
мерное круговое движение, подобно 
тому, как в картине мироздания древ- 
них весь небосвод поворачивался за 
сутки на один оборот вокруг Земли. 
Но уже древние понимали, что звез- 
ды должны быть накрепко прнкреп- 
лены к небесным сферам — иначе онн 
разлетятся. Почему же мебель и самн 


*) Гюстав Гаспар Кориолие (1792— 
1843) — французский механик. Кроме теорни, 
р которой идет речь в этой статье, известен 
математической теорией биллнардной игры, 
в которой он рассмотрел законы движения 
шара на плоскости под действием удара. 


стены комнаты не разлетаются от вас 
под действием центробежной силы 
ннерции? 

Ответ может быть только такой, 
что во вращающейся снстеме отсчета 
существует другая сила, которая не 
только компенсирует центробежную 
силу инерцин, направленную наружу, 
но и сообщает телу центростремитель- 
ное ускорение, направленное к оси 
вращения. Такую роль и выполняет 
сила Кориолиса: 

Рк -|- Ва = — то? Г. 
Отсюда мы можем вычислить силу 
Кориолиса; она должна быть равна 
в этом случае 

Ек — — 2 в, 
то есть 
В к = — торг. 

Исключим г из выражения для 
величины снлы Кориолиса. Линейная 
скорость точки, находящейся на рас- 
стоянии Г от оси вращения, равна 
г, а потому можно написать, что 

Рк = — 2 то с 


(знак минус по-прежнему означает, 
что сила Корнолиса в нашем случае 
направлена к оси вращения). 

Таким образом, действие силы Рк 
во врадающейся системе приводит к 
тому, что, сидя на вращающемся 
стуле, вы видите комнату хотя и вра- 
щающейся вокруг вас, но такой же 
целой, как ее видит неподвижный 
наблюдатель. 


Шарик на вращающемся диске 


Пусть в центре диска находится ша- 
рик, который может скользить по 
диску абсолютно без трення. В не- 
который момент времени шарнку со- 
общается скорость ир„д, направленная 
вдоль одного из раднусов. Как будут 
описывать характер движения шарн- 
ка два наблюдателя — неподвижный 
н подвижный, вращающийся на 
диске? 

Очевидно, что для неподвижного 
наблюдателя шарнк на диске движет- 
ся с постоянной скоростью ир.д ПО 
прямой линни. Расстояние, которое 
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Рис. |. 


проходит шарик по днску от его цент- 
ра к моменту времени {, равно рад ё. 

След, который оставляет шарик на 
вращающемся диске, представляет 
траекторию шарика с точки зрения 
подвижного наблюдателя, находяще- 
гося на диске. Для этого наблюдателя 
шарнк движется не прямолинейно, 
а описывает некоторую кривую линию 
(см. рис. 1). Но это означает, что ша- 
рик движется с ускорением. Слело- 
вательио, во вращающейся системе 
появляется сила, которая и сообщает 
это ускорение. Определим, чему 
равна эта сила в самом начале движе- 
ння шарика. 

За малый промежуток времени 
А{ от начала движения шарик, пе- 
ремещаясь вдоль красной линии (см. 
рис. 1), удаляется от центра диска 
на расстояние А{ == и„зА?. За это 
же время диск поворачивается на 
угол Аф = «АЕ (& — угловая ско- 
рость вращения диска). Та точка 
днска, которая оказывается под ша- 
риком на расстоянии А{ от центра 
днска, за время АЁ прошла расстояние 
А; = А1АФ = ч„доАР. Конечно, все 
точки вращающегося диска движутся 
по окружностям, но мы рассматрива- 
ем столь малый промежуток времени 
АЕ, что можно считать движение то- 
чек, близких к центру диска, прямо- 
линейным. Тогда А$ есть перемеще- 
ние точки, которая в начальный мо- 
мент времени находилась на расстоя- 
нин А/ от центра, в направленин, 
перпендикулярном красной линин. 
Для наблюдателя, находящегося на 


днске, шарик за время А Ё перемещает- 
ся в противоположном направлении 
на то же самое расстояние А$ = 
= ирадФАЁ и при этом перемещается 
равномерно вдоль радиуса. Сравнив 
выраженнедля А$ с формулой для пути 
при равномерном движенин — $ —= “>. 
мы замечаем, что в нашем примере для 
подвижного наблюдателя в течение 
промежутка времени А{ движение ша- 
рика в направлении, перпендикуляр- 
ном вектору скорости У,.., будет 
равноускоренным с ускорением 
а —= 29.0. 

Следовательно, во вращающейся 
снстеме именно в этом направлении 
и действует на шарик массы т сила 

Ек = 2 туд. 

Это опять снла Корнолнса, но теперь 
она направлена перпендикулярно ра- 
диусу. 


Конец вывода формулы 


Мы рассмотрели два случая движения 
тела относительно вращающейся си- 
стемы отсчета. В первом примере 
(«вращающаяся» комната) тело дви- 
галось в неннерциальной системе по 
окружности, в любой момент скорость 
тела была направлена по касательной 
„к этой окружности. Как мы видели, 
при этом на тело действует сила Ко- 
Риолнса, которая направлена вдоль 
радиуса окружности, то есть перпен- 
дикулярно вектору скоростн- 

Во втором примере (шарик на 
диске) мы показали, что если в не- 
который момент времени скорость 
тела направлена вдоль радиуса, то 
в этот момент на тело действует сила 
Кориолиса, направленная перпен- 

- дикулярно раднусу, то есть перпенди- 
кулярно скорости тела. Абсолютная 
величина снлы Корнолиса в сбоих 
случаях была прямо пропорцнональ- 
на произведению 10, где и — аб- 
солютная величина скорости тела от- 
носительно вращающейся системы в 
данный момент времени, а © — ве- 
личина угловой скорости вращающей- 
ся системы относительно  инерци- 
альной. 


Рис. 2. 


А какова будет снла Корнолиса, 
действующая на тело, мгновенная 
скорость которого во вращающейся 
системе отсчета направлена произ- 
вольным образом? Нетрудно показать, 
что величнна силы Кориолиса и в 
этом общем случае будет пропорцно- 
нальна произведению |У| на величи- 
ну угловой скорости системы (для 
этого надо только разложить вектор 
скорости на две компоненты, одну 
из которых направить вдоль раднуса, 
а другую — перпендикулярно к нему 
по касательной). 

Теперь надо еще определить на- 
правление силы Кориолиса. Для это- 
го, прежде всего, заметим, что угло- 
вую скорость можно задать в виде 
вектора. Вектор ® параллелен осн 
вращения. Направление этого век- 
тора связывается с направлением 
вращения снстемы с помощью пра- 
вила буравчика (или винта): если 
вращать рукоятку буравчика так, 
как вращается снстема, то поступа- 
тельное движенне буравчика укажет 
направление вектора УГЛОВОЙ ско- 
ростн. Можно пользоваться и другим 
правилом — правилом правой руки: 
если согнуть четыре пальца правой 
руки по направлению вращення сис- 
темы. то отогнутый большой палец 
укажет направленне вектора ® 
(см. рисунок 2). 

Если в нашем первом примере 
снстема отсчета вращалась против 
часовой стрелки, то векторы ©, у н 
Рк располагались так, как показано 
на рисунке 3. Во втором прнмере эти 
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Рис. 3. 


векторы располагались так, как на 
рисунке 4. Из этих рисунков видно, 
что сила Корнолиса в обоих случаях 
перпендикулярна к плоскости, в ко- 
торой лежат векторы шит. Говорят, 
что векторы Рк, уно (именно в 
этой  последовательности}  образу- 
ют правую снстему векторов (пра- 
вая рука поэтому н изображена на 
рисунке 2). 


Векторное произведение 


Мы видим, что сила Кориолиса зависит от 
двух векторных величин — от скорости у дви- 
жения материальной точки относительно вра- 
щающейся системы координат и от угловой 
скоростн в самой системы отсчета. Величи- 
ма этой силы гропорцнональиа произвеле- 
иию велнчин скорости точкн и угловой ско- 
рости системы, а се направление одпозначио 
определяется направлениями векторов 
УНО. 

Формулу для корволисовой силы в сов- 
ременных книжках пишут так: 


ГК мух. 


где » — знак так называемого векторного 
произведения двух векторов. 

Векторным произведением двух перпен- 
дикулярных друг к другу векторов А и В 
называется третий вектор С, который строит- 
ся следующим образом (рис. 5). Ехо величя- 
на численно равна площади лрямоугольни- 
ка, построенного на векторах А и В, то есть 
]С]= А]. }8]. Направление вектора С 
перпендикулярно к илоскости указанного 
прямоугольника и выбирается таким, чтобы 
векторы А, Ви СФ (в этом порядке) составля- 
ли правую систему векторов. По-другому, 
направление всктора С можио определить 
по правилу буравчнка {няк правой рукн): 
если поворачивать вектор А к вектору В 
и связать с этим вращением вращепне руко- 
яткн буравчика (или направление, в котором 


. 


Рис. 4. 


согнуты пальцы правой руки), То поступа- 
тельное движение острия буравчика (или 
отогнутый большой палеш укажет нцаправ- 
легие нектора С. 


Маятник Фуко 


В 1851 году французский ученый 
Леон Фуко (1810—1868) продемон- 
стрнровал фактическя первое эксае- 
риментальное доказательство вращс- 
ния Земли вокруг своей оси. Неболь- 
шой тяжелый шар подвешивался на 
длинной нити так, чтобы он мог сво- 
бодно качаться в любом направлении. 
В некоторый момент этот маятник 
выводили из положения равновесня, 
он начинал колебаться. Если вни- 
мательно следить за плоскостью ко- 
лебаний маятника, то оказывается, что 
она не остается постоянной для зем- 
ного наблюдателя. а медленно пово- 
рачивается по часовой стрелке (если 
смотреть сверху). 

Этот опыт, который теперь назы- 
вают опытом Фуко, удивляет зрите- 
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лей даже сейчас, а раньше на него 
смотрели как на чудо. Сейчас мы его 
очень легко можем объяснить. Пусть, 
для простоты рассуждений, маятник 
подвешен на полюсе. С точки зрения 
неподвижного наблюдателя, находя- 
щегося в инерциальной системе от- 
счета, плоскость колебаний маятни- 
ка, конечно, неподвижна, а Земля 
вращается против часовой стрелки. 
По той же причине след движения 
шарика на горизонтальной плоско- 
сти был не прямой линией, а сложной 
кривой (рис. 6). 

Земной наблюдатель, связанный с 
вращающейся системой — отсчета, 
объяснит поворот плоскости колеба- 
ний действием на шарик силы Корно- 
лиса. Прн небольших отклонениях 
маятника от положення равновесия 
можно считать, что скорость шарика в 
любой момент перпендикулярна к 
угловой скоростн @з вращения Зем- 
лн, поэтому кориолисова сила всегда 
лежит в горизонтальной плоскостн н 
направлена перпендикулярно к ско- 
рости шарика вправо, если смотреть 
по направлению движения шарнка. 
Эта сила и вызывает поворот плоско- 
сти колебаний маятника, причем уг- 
ловая скорость поворота в как раз 
равна угловой скоростн вращения 
Земли. 

Нетрудно показать, что если маят- 
ник подвешен в месте, шнрота которо- 
го равна ‹, то угловая скорость будет 
равна оззшф, обращаясь в ноль 
на экваторе. Для этого достаточно 
найти проекцию ®з ина нормаль к 


плоскости горизонта 
казательство до конца). 


(проведите до- 


Картина качания маятника содержит 
интересные детали. Если мы попытаемся по- 
нять, какую же линию вычерчивает маят- 
ник Фуко на плоскости, то обнаружнм, что 
форма траектории зависит от того. как маят- 
ник начал качаться. 

Если маятник начал свое двнжение из 
положення покоя { вертккального положения 
на полюсе), то и при движении он всегда бу- 
дет проходить через полюс и будет рисовать 
на плоскости кривую типа изображенной 
на рисуике 6, а. 

Если в начальный момент маятник был 
максимально отклонен, То для ннерциальио- 
го наблюдателя он имел в этот момент отлич- 
ную от нуля угловую скорость, и значит, 
Для такого наблюдателя маятинк качается 
не в одной плоскости, а выписывает на пло- 
скэсти, перпендикулярной к плоскости коле- 
баний, эллинс. Наблюдатель на Земле будет 
вндеть траекторию, которую можно описать 
как поворачнвающийся эллнпс (рие. 6, 6). 
Траектория теперь уже не проходит через 
полюс. 


Отклонение падающих тел 


Когла в школе начинают изучать 
равноускоренное движение, то обя- 
зательно решают задачу о падении 
материальной точки с некоторой вы- 
соты Н. Решение этой задачи простое. 
Если точка вначале поконлась, то 
зависимость пути й, пройденного точ- 
кой, от временн выражается формулой 


й = > 8? (в — ускорение силы тя- 
жести). Скорость у поверхности Земли 
равна = у28Н. 


Если точка движется, напротив, 
вертикально вверх и имеет вначале 
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(на поверхности Земли) скорость чо, 
то время ее полета вверх будет равно 
{= у2Н/а, тоесть времени падения 
тела в первой задаче. 

При этом, однако, предполагается, 
что точка все время движется по пря- 
мой. Как вы теперь понимаете, такое 
предположение можно делать только, 
если не учитывать вращение Земли. 

В действительности, с точки зре- 
ния наблюдателя в инерциальной сн- 
стеме отсчета тело, брошенное с вы- 
соты Н, имеет горизонтальную ско- 
рость оз (Н + А) с0$ $, где Ю — 
радиус Земли, оз — ее угловая ско- 
рость, ф — широта места. Падая, тело 
сохраняет эту скорость и в своем 
горизонтальном движении будет опе- 
режать покоящиеся (относительно 
Землн) точки (например, окна в доме, 
если тело падает с крыши) на высотах 
й —Н, поскольку эти точки движут- 
ся сменьшей скоростью оз (#-- Ю)со5Ф. 

Попробуем сосчитать, иа сколько па- 
дающее с высоты Н тело отклоиится от 
вертикалн к востоку (Земля вращается 
с запала на восток, в тело обгоняет Зем- 
лю). Эту задачу проще решить в системе 
отсчета. связаиной с Землей, использовав 
выражение аля силы Корнолиса *}. 

Итак, пусть тело падает с высоты Л. 
где ово иаходнлось в комент временн 
{-=0. Тело будет двигаться равноускоренно, 
н его вертикальная компонента скорости с 
теченнем времени будет нзменяться по за- 
кону 

0 == 2. 
Для земного наблюдателя иа тело будет 
деиствовать горизонтальная составляющая 
силы Кориолиса, которая будет увеличи- 
вать горизонтальную компоненту количе- 
ства движения тела, отклоняя его юм восто- 
ку. Запишем уравиение для этого движе- 
НИЯ: 
та=2то30с05ф, 
или, учтя зависимость скорости от времени, 
@=2%3505 $ 8! = А! 


где А = 2038605 ф — постоянная величина. 


С таким уравиеннем вы в школе не 
встречались. Если бы а было постоянным. 
то движение было бы равноускорекным, но 
у нас ускорение растет линейно со време- 
нем. Как в этом случае выражается зави- 
симость пути от времени? Такая задача 
легко решается, если уметь лифференциро- 


*) Ее, конечно, можно решать и в инер- 
цнальной системе. Попробуйте это сделать. 


вать. Мы попытаемся угадать {а потом про- 
верить) ответ. 

Сначала найдем выражение для скоро- 
стн. В равноускорениом движении и= ио-ЁаЕ 
п а=с0п$. Так как теперь а лниейно завн- 
сит от времени. то разумно положить, что 
скорость от времени зависит квадратично: 


ии а(-- ВО. 
Сосчитаем ускорение. Для этого найдем 
скорость п соседний  момеит времени 


1+АЁ (40: 

= о (1-- АВ --ВЕ+АО?. 
Вычитая нз этого равенства предыдущее н 
отбрасывая член с (А)? ввиду его малости 


по сравнению с остальными членами, полу- 
чнНМ 


,...,— 6 
— +5 : 
и РА 
А =о-+-2Ви. 
Теперь мы видим, что если а=АЁ, тэ 
в=0,8= ©. Тогда (положив еще, что 
и 0 ипрн !=0, откуда и=0) 
жа ы 
=>. 
Теперь мы можем ‘найти п путь $. 
Предположим, что 
5 5эаи--Ви? уг. 


Это выражение отличается иа 
ний член у от формулы для равноуско- 
ренного движения. Запишем пройденный 
путь к моменту временн {М н составим, 
как п раньше, отношение 


один лиш- 


$), — $1 
А а, 28.13 


(здесь щмы отбросили члены с (А? и (&)3). 
Сравнивая с предыдущим выраженнем для 
скорости и полагая еще $=0, найдем, что 


1 
©, =0, В,-=0, у-: 6. А 


Возвращаясь теперь к нашей задаче, 
мы можем выразить время # через конеч- 
ную скорость % из закона для вертикаль- 


|6 
ной скорости: = . Так как А=2038 с0$Ф, 


то смещение падающего тела ина восток 
оказывается равным 


1 %3 с05 ф 53 
ых зна 
8 
Подставьте сами сюда соответствующие 
чнсла н вычислите $, если тело падает, на- 
пример, с высоты 1 хм. Несколько длиннее 
выглядят вычисления для тела, брошенного 


вверх с поверхности Земли. Это упражне- 
ние можете сделать самн. 


$ = 


`_ ПАРАБОЛА | 


\ ыы 
3-е — 
в 
29 
х—=>— ых 
“> _- 


и 


После двух «цариц школьной геомет- 
рии» — прямой линии н окружности — 
парабола, пожалуй, самая простая м в 
то же время самая важная линия. 
' Обычно парабола не рассматривается 
на уроках геометрин, она встречает- 
ги в школе только как графнк квад- 
ратного трехчлена, но эта кривая ин- 
тересна сама по себе. 

И этой статье мы используем некотс- 
рые факты ы термины из статей «Эл- 
пипс и «Гипербола» помещенных 
в “Кеанте» № 1 и № 3 за этот год. 


1 АНАЛИТИЧЕСКОЕ ОПРЕДЕЛЕНИЕ 
ПАРАБОЛЫ 


Вид параболы 


Характерный облик параболы из- 
вестен всем. Форму параболы прини- 
мает струя воды, бьющая из шланга, 
по параболе летит мяч или камень. 
Выражаясь языком механики, пара- 
бола — это траектория движения ма- 
териальной точки, брошенной в на- 
клонном или горизонтальном направ- 
ления п падающей под действием си- 
лы притяжения Земли *). 

На рисунке слева изображена не 
вся парабола, а только ее часть. Всю 
параболу изобразить невозможно — 
эта кривая имеет бесконечное протя- 
женке, то есть не может уместиться 
на ограниченном куске плоскости. 
Опишем эту линию (рис. 1). 

Парабола — плавная кривая, сим- 
метричная относительно прямой 
У’У (на рнсунке 1 — вертикальной), 
пересекает ее в одной точке О (эта 
точка называется вершиной парабо- 
лы) и расположена по одну сторону 
от перпендикуляра Х’Х к У’У (на 
рисунке — над Х’Х). Луч ОУ прямой 
У’У, идущий в ту же сторону, на- 
зывается осью параболы. Из плавно- 
сти и симметрин параболы следует, 
что прямая Х’Х касается параболы 
в ее вершине. Парабола снльнее всего 
кскривлена вблизи вершины; чем 
дальше от вершины, тем парабола 
больше распрямляется. С удалением 
от вершины точки параболы отходят 
от оси, но все более медленно **). 


*) Внесем уточнение. По параболической 
траектории двигалось бы брошенное тело, 
если бы не существовало сопротивлення 
воздуха. На самом деле траекторня падаю- 
щего тела немного отклоняется от параболы. 


**) Например прн подъеме на | см 
от [., до 1 по осн ОУ соответствующая 
точка М, параболы отойдет от оси ОУ на 
М.М, =0,7 см, а прн подъеме на ту же длину 


от точки [,,, расположенной выше, чем Ё[а, 
точка №, параболы отойдет по горнзонталн 
только на 0,4 си. 
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Рис. 1. 


Это описание, конечно, не вполне 
определяет параболу. Существует 
много кривых, имеющих такой же вид, 
но лишь некоторые из мих имеют 
право называться параболами. 

Из зсевозможных линий, изобра- 
женных на рисунке 2 и имеющих 
общую ось ОГ, вершину @ и пару 
симметричных точек А и А’, только 
одна — красная — является парабо- 
лой. Она проходит через две «средние» 


точки В и В’ такие, что хр" 5-ХА 


| 
И Ув У А. Это будет установлено 
нз определения параболы. 


Определение параболы и первое 
ее построение по точкам 


Из школьного курса известно, что 
параболой называется график функ- 
ции у = ах? -- Вх -- спри 4520. Нам 
достаточно рассмотреть функцию 
ным (1) 
и ограннчиться случаем а > 0. До- 
бавление слагаемых 5х и с не меняет 
ни формы, ни размеров графика, а 
только сдвигает его. График же 
функции (1) прн а < 0 это — опро- 
кинутый график функции у = |2] х*. 
Поэтому мы определим параболу как 
график функции (1) при а>> 0 (ра- 
зумеется, параболой является и лю- 
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Рис. 3. 


бая другая кривая, которую можно 
совместить с этим графиком). 

Вместо слов «парабола есть гра- 
фик функиини (Т)» можно сказать: 
«уравнение (1) есть уравнение пара- 
болы»*). Для параболы (и для любой 
линин, которая пересекает каждую 
прямую, пграллельную оси У”’У, не 
более чем в одной точке) оба выраже- 
ния равноправны. Отметим также 
принятый оборот речи: вместо слов 
«парабола, нмеющая уравнение у — 
= ах?», говорят кратко: «парабола 
у = ах». 

Из этого определения параболы 
можно вывести все особенности ее 
формы, о которых было сказано; 
ее бесконечное протяженне, симмет- 
рию, гладкость, наличие вершины, 
распрямление параболы по мере уда- 
ления от вершины, характер отклоие- 
ния от осн симметрии, доказательство 
того, что тело, брошенное под углом 
к вертикали, движется по параболе. 
Мы не будем здесь проводить этих 
доказательств. Остановимся  Толь- 
ко на том, как получены точки Ви 
В” на рисунке 2 н как вообще по- 
строить несколько точек параболы, 
еслн заданы ее вершины, направление 
оси и еще одна точка. 


*› Об уравнении лннии см.. например, 
в статье «Эллипс», «Квант», № |. с. 5. 


Н 
Рис. 3. 


Пусть даны: вершина параболы О, 
ее ось ОУ и точка М,, принадле- 


жащая параболе (рис. 3); точка М т 
симметричная М, относительно ОУ, 
также лежит на параболе. Если М, 
близка к 0, то удвоим х,==-ОМ, и уче- 
тверим у, =ОЁ... (см. рис. 1). Тсчки М, 
(2х,,4у,) нМ2 (—2х,, 45.) также 
принадлежат параболе (докажите). 
Если же точка М, (ха, у,} была дале- 


ко от 0, то возьмем точку М» -- , в) 
она тоже лежит на параболе. С по- 
лученной точкой М. (или №М,) по- 
ступаем так же. Получив несколько 
точек параболы, соединяем их плав- 
ной линией от руки или при помощи 
лекала. Ниже будут указаны и другие 
способы построения параболы, прак- 
тически более удобные. 


Коэффициент а параболы 
и его роль 


Различных  парабол — бесконечное 
множество; каждому значению а соот- 
ветствует своя парабола *). На ри- 
сунке 4 изображено несколько таких 


*} Чнсло а являстся одинм из парамет- 
ров параболы (определенне параметра см. 
в статье «Гнпербола», с. 16.) Но мы наме- 
ренно избегаем здесь этого слова, так как для 
параболы слово «параметр» обычно применя- 
ется в специальном смысле (см. ниже). 


Рис. 4. 


парабол — при а =-, =. >. .й 
| 
=. р 3.65. 


Замечательно, что все параболы 
подобны между собой, а если их рас- 
положить так, как на рисунке 4, то 
ин подобно расположены с центром 
подобия О. Действительно, возьмем 
лве такие параболы у = ах? и у = 
— а’х? (рис. 5) и проведем произ- 
вольный луч ОММ’, встречающий 
параболы соответственно в точках 
М ип М’. Из подобия треугольников 
ОММ и ОМ'М' имеем, с одной сторо- 


Ом’ № хх’ 
НЫ —_ = — | 
ты, ом = ох х Или 
Ом" 
ом: ==. (а) 
а с другой, 
О № у ах 


ОМ ММ у а * (6) 


. 


Разделив (а) на (6), получим 2 - 


то есть это отношение — одно и то же 
для всех лучей ОММ'. А это и есть 
определение подобного расположения 
двух фигур. У всех парабол одинако- 
вая форма: отличаются онн друг от 
друга только размерами. А размер 
каждой параболы определяется коэф- 
фициентом а в уравнений (1). 


Рис. 5. 


Сравнив две параболы у = ах? 
ину = а'х?, видим, что прн одном х, 
для двух точек парабол М, (х:, ах?) 
и М’, <, @жм) выше та, у которой 
коэффициент больше (рис. 5); прн 
одном (у. из двух точек парабол 


М. и и, и М; (у у.) 


ближе к оси симметрии та, у кото- 
рой этот коэффициент больше. Зна- 
чит, чем меньше а, тем парабола ши- 
ре, чем больше а, тем парабола уже. 
Образно можно назвать число а «коэф- 
фициентом худобы» параболы. 


Н. ГЕОМЕТРИЧЕСКОЕ ОПРЕДЕЛЕНИЕ 
ПАРАБОЛЫ 


Недостатки аналитического 
определения 


Определение параболы как графика 
квадратичной функцин можно наз- 
вать аналитическим, так как оно 
использует вычислительные средст- 
ва *). При таком определении к пара- 
боле присоединяется система коордн- 
нат, вовсе не необходимая при пер- 
вом знакомстве с кривой. Аналити- 


*) Слово «анализ» имеет много значений. 
Математическим анализом в шнроком смыс- 
ле слова называют разработку приемов 
вычислений и их применений к решению 
вопросов о величинах. 
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Рис. 6. 


ческнй метод удобен для изуче- 
ния свойств рассматриваемого гео- 
метрического образа (этот метод со- 
ставляет предмет аналитической гео- 
метрии), но для его определе- 
ния желательно использовать толь- 
ко сведения из геометрии. 

Вторым недостатком является то, 
что число а (коэффициент худобы), 
участвующее в определении, имеет 
сравнительно сложный геометриче- 
ский смысл *). 


Параметр параболы, ее каноническое 
уравнение н происхождение названия 


Второй недостаток можно устранить, 
заменив в уравнении (1) параметр 
а другим, имеющим простой геометри- 
ческий смысл и линейную размер- 
ность. Мы видели, что парабола оп- 
ределяется ее вершиной, направлени- 
ем оси и какой-кибудь одной ее точ- 
кой (Мо). Для определенности н 
удобства дальнейшего изложения 
возьмем такую точку Мо, чтобы ее 
расстояние хо от оси симметрии ОУ 
было вдвое больше расстояния у. ее 
до касательной Х’Х в вершине 
(рис. 6). 


*) Мз-за того, что размерность коэф- 
фициента а обратна размерностн длины: 
[а] = [2-1]. 


Рнс. 7. 


Расстоянне х. обозначим через 
р; тогда уо= -5-. Из уравнения (1) 


Рой Е в 16 
имеем -р-==ар?, откуда а — ри урав- 


1 2 
нение (1) принимает вид у = 57 х 


или 

х* = 2ру. (2) 

Оно называется каноническим урав- 
нением параболы. 

Отрезок р принято называть ла- 

раметром параболы *). Хорда 


МоМ, ||Х"Х (рис. 6), проходящая на 


расстоянии -^- от касательной Х’Х 


в вершине, имеет длину 2р; будем 
называть ее главной хордой параболы; 
ее значение выяснится позже. 

Уравнению (2) можно дать такое 
геометрическое истолкование. Для 
любой точки М (х, и) параболы пло- 
щадь прямоугольника АВС, одна 
сторона которого равна главной хорде 
2р, а другая — ординате цу, равна 
площади квадрата ОМЕН, построен- 
ного на абсциссе. 

Примерно в такой форме древне- 
греческне геометры, не знавшие язы- 
ка формул и буквенных обозначений, 
выражали равенство (2). 


*) Точнее, р следовало бы назвать 
фокальным параметром параболы по причн- 
не, которая скоро выясннтся. 


Построение прямоугольника с за- 
данной стороной, равновеликого дан- 
ному квадрату, древние греки назы- 
вали «прикладыванием данного от- 
резка к квадрату». Слово «приклады- 
вание по  гречески — рагабо{е — 
отсюда ин происхождение названия 
кривой. 


Другой способ построения точек 
параболы. Директриса 


Решим н мы задачу на «прикладыва- 
ние», немного видоизменив ее. Это 
решение даст новый способ построе- 
ния точек параболы. 

Представим равенство (2) в виде 


9)-+к в 
р 


то есть «приложим» отрезок->- к квад- 


х 
Так как р 


средняя пропорциональная для и у, 


то построение у по > и —- 


ся к использованию теоремы о высоте 
прямоугольного треугольника, опу- 
щенного на гипотенузу. Для постро- 
ения ординаты точки М параболы 
(2’) по ее абсциссе ОМ = х (рис. 7, а) 
проводим отрезок МО | Х’Х длиной 


> в сторону, противоположную на- 


р 
30 


рату со стороной >. 


сводит- 


$3 


ы 


Рис. 8. 


правлению оси ОУ, соединим @ с 
серединой АЮ отрезка ОМ и проведем 
ВМ | ОЮ до пересечения М с про- 
должением ОМ за точку №. Точка М 
принадлежит параболе. 

Так можно поступить с любой 
точкой М на оси Х’Х. Для простоты 
построения других точек сразу прове- 
дем прямую Р’Р параллельно Х’Х 


на расстоянии 5 от нее по другую 


сторону от главной хорды (рис. 7, 6}. 
Эта прямая называется директрисой 
(по-русски — направляющая) пара- 
болы. Восставляем из любой точки № 
на оси Х’Х перпендикуляр к ней до 
пересечения с директрисой в точке 
@ н затем, поступая указанным 0б- 
разом, получаем точку М. Советуем 
читателю получить ряд точек парабо- 
лы этим построением *). 


Фокус и фокальное свойство параболы 


Из этого способа построения точек па- 
раболы вытекает наиболее замеча- 
тельное се свойство, которое час- 
то принимается за определение пара- 
болы. 


*) Интересно, что отрезок ЮМ являет- 
ся касательной к параболе в точке М. До- 
казательства этого мы здесь давать не булем. 
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Обратим внимание на точку Е 
пересечения прямой ОК н главной 
хорды (см. рис. 7, а). Легко сообра- 
зить, что эта точка лежит н на осн 
симметрии ОУ. Действительно, тре- 
угольники ЮМО н ЮОЕ равны, как 
прямоугольные треугольники с оди- 
наковыми катстами (МО = ОЕ, ОВ = 
-АМ). Поэтому какую бы точку 
№ мы ни взяли, построенная по ней 
прямая ОК пересечет главную хорду 
в ее середине Р. Теперь ясно, что 
Е МО—равнобедренный. Действн- 
тельно, отрезок МА является одно- 
временно и медианой ин высотой этого 
треугольника. Отсюда следует, что 
МЕ=МО. Расстояние от любой точки 
пороболы до середины главной хорды 
равно ее расстоянию до директрисы. 
Середнна главной хорды параболы 
приобретает таким образом особое 
значение для параболы; ее называют 
фокусом параболы *), а доказанное 
свойство — фокальным свойством 
параболы. Вершина параболы являет- 
ся серединой перпеидикуляра, опу- 
щенного из фокуса на директрису. 

Справедливо и обратное положе- 
ние: указанным свойством обладают 
только точки параболы (попро- 
буйте доказать это самостоятельно). 

Таким образом, ларабола — это 
множество точек, одинаково удален- 
ных от фокуса и директрисы. Это 
характернстическое свойство пара- 
болы — наиболее простое ее геомет- 
рическое определение. На этом опре- 
делении основан третий способ по- 
строения точек параболы (рис. 8). 
Построим серию концентрических ок- 
ружностей с центром в фокусе Е 


{начиная с радиуса 5) и серию иря- 


мых, параллельных директрисе (на- 
чиная с той, которая находится на 
расстоянии 5 от директрисы), чтобы 
раднусы и эти расстояния возрасталн 


на одну и ту же величину, Точки пе- 


*) Фокус (осиз$) — по-латннскн — очаг. 
Происхождение этого термина будет объяс- 
нено а следующем номере «Кванта». 


Рис. 9. 


ресечения соответствующих окруж- 
ности и прямой лежат на параболе. 


Параболограф 


Нетрудно изготовнть прибор (назо- 
вем его параболографом) для вычерчк- 
вания дуги параболы любого парамет- 
ра непрерывным движением (и при- 
том — наиболее характерной части 
параболы, содержащей вершину). Па- 
раболограф состоит из двух одинако- 
вых угольников н нити. Чем больше 
длинный катет угольников, тем боль- 
ше будет вычерченная дуга. Кроме 
параболографа для вычерчивания по- 
надобятся линейка и 3 канцелярские 
кнопки. 

Склейте вместе оба угольника (рис. 
9, 2), проложив предзарительно меж- 
ду ними нить так, чтобы одна ве 
часть была прочно вклеена, а другая, 
свободная, выходила из вершины А 
меньшего острого угла. На свободной 
частн нитн сделайте узелок с малень- 
кой («точечной») петлей в такой точ- 
ке Ё нити, чтобы длинна этой части 
АЕ равнялась длине большего кате- 
та АС угольника *). Затем отрежьте 


*) Рекомендуется сначала сделать на нити 
узелок с петлей, а затем, отмерив от узелка Е 
длину РА=АС, вклеить остаток нити между 
угольникамн. 


остаток нити за узелком. Параболо- 
граф готов. 

На листе бумаги начертим фокус 
и директрису параболы. Приложим 
к директрисе линейку так, чтобы 
она легла ло другую сторону от фо- 
куса. Зажмем линейку между дву- 
мя кнопками, вколотыми у ее концов, 
вденем острие третьей кнопки в петлю 
Е нити и вколем эту кнопку вфокус 
(рис. 9. 6). 

Приложим  параболограф корот- 
ким катетом к линейке-директрисе. 
Острием карандаша прижмем нить 
к длинному катету в его точке М, 
чтобы ннть была натянута. Точка М 
лежит на параболе, так как АС = 
= АМ +МЕ и МС = МЕ. Если 
теперь одной рукой двигать параболо- 
граф вдоль неподвижной линейки, а 
другой прижимать карандашом нить 
к длинному катету, то острие карая- 
даша опишет дугу левой половины 
параболы. Перевертывая параболо- 
граф другсй стороной, вычертим вто- 
рую половину. 


1. ПАРАБОЛА — КОНИЧЕСКОЕ 
СЕЧЕНИЕ 


Пересекая поверхность прямого кру- 
гового конуса плоскостью,  парал- 
лельной одной из его образующих, 
мы получим в сечении параболу. 
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Рис. 10. 


Докажем это. Положим конус на гори- 
зонтальную плоскость 1 (рис. 10, а). Введем 
обозначения: 5 — вершина конуса, ф —его 
осевой угол, 30 — образующая, вдоль кото- 
рой конус касается плоскости {[. 

Пересечем конус плоскостью И, парал- 
лельной 1 (и, следовательно, параллельной 
образующей 50), на высоте Й (расстояние 
между плоскостями). Нужно доказать, что 
ее П пересекает конус по пара- 

ле. . 

Проведем через образующую 50 и через 
бсь конуса вертикальную плоскость $ЗОР, 
нзображенную отдельно на рисунке 10, 6; 
она пересекает плоскость 1! по прямой ОУ — 
осн симметрии исследуемого сечения. Через 
точку О встречи этой прямой с конусом про- 
ведем в плоскости П прямую Х’Х ГОУ и 
примем Х'Х н ОУ за оси коордннат. Произ- 
вольная точка М нашего сечения имест в этой 
системе коордниат абсциссу ОМ = х н ор- 
днинату ММ= О1.== у. Нам нужно найти урав- 
иение линни сечения в этой системе коордн- 
нат я показать, что око Умеет ВИД 
х®= 2ри- 

Через М проведем круговое сечение ко- 
нуса ОМР, перпендикулярное к его оси. 
‚ Из прямоугольного треугольннка 5МЁ, имеем 

М? —= $М? — $12 = 5Р? — $11. (а) 
Очевндно, 


5Р — 50+ ОР = 50 + 0% = то +3. {6} 
Из треугольника 502 
$1.72 = $02 -- 013 — | 

--2$0.01.со$ (180° — ф= 


28 
этф 505: (в) 


в \2 5 
(= -х 
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и. ( Я и (2) в {2}, получаем 


2ву 
х = || пе + + то | 
в, № 
—| (5) ТУ это <= 
1 —с0$ф 
= 21 пФ _ 
= 
Обозначая А через р, вмеем 


хз = Эру. В сечении получается парабола 
с параметром р. 

В частности, если осевой угол конуса ф 
прямой, то д = #. Таким образом, еслн ко- 
ус с прямым углом в осевом сеченни пере- 
секается плоскостью, перпендикулярной к 
одной из его образующих, то в сечении полу- 
чается парабола, параметр которой равек 
расстоянию от вершины конуса до плоско- 
стн сечення. Интересно, что Менехм, открыв- 
ший около 360 г. до нашей эры эллипс, ги- 
перболу и параболу, получил их как сече- 
ння кругового конуса соответственио с ост- 
рым. тупым и прямым осевым углом плоско- 
стью, перпендикулярной к одной из образую- 
щих, и они были впервые названы сёчениями 
остроугольного, тупоугольного и прямоуголь- 
ного конуса. Современные названня этнх кри- 
вых были даны позднее Аполлонием. 


® з 
В статье приведены — только 
начальные сведения о параболе. 


Дальнейшие ее свойства, общие для 
эллипса, гиперболы и параболы, будут 
рассмотрены в статье «Общие свой- 
ства конических сечений». 


в этой науке, зачем мы топим печи 
знмой, то первый ответит, возможно: 
для того, чтобы повысить внутрен- 
нюю энергию воздуха в комнате; 
тогда как второй почти наверняка 
выразится проще: чтобы в комнате 
стало теплее. И неспециалист даст 
более точный ответ. 

Как это ни кажется на первый 
взгляд неправдоподобным, внутрен- 
няя энергия воздуха в помещении 
после сгорания дров в печи останется’ 
неизменной. 

Предположим, что поздней осенью 
вы приехали на дачу. В комнатах 
около 0°С, и чтобы согреться, вы 
решили протопить печь. Пока стол- 
бик в термометре поднимается и от- 
метке 20°, посчитаем, как изменится 
_ __ за это время внутренняя энергия воз- 

- духа в комнатах. 

м При условиях, близких к нор- 
| мальным (то есть при температуре, 
не очень сильно отличающейся от 
0 °С, и давлении порядка 108 н/м?), 
воздух подобен идеальному газу, 
внутренняя энергия которого пропор- 
циональна массе т и абсолютной 
температуре Т: 
И = отт, 

(& — коэффициент пропорциональнос- 
ти, постоянный для данного газа). 

Прн  протапливании помещения 
воздух нагревается, расширяется, и 
часть его выходит через неплотно 
прикрытую дверь, поры и щели в сте- 
нах, так что масса воздуха в комна- 
гах меняется. Объем комнат и давле- 


°С Если спросить специалиста по тепло- 
>” ‚ `` технике и человека, не искушенного 
& 


В.Н, ЛАНГЕ 


вгвьа ВО а 
ЦЕН | К ; 113 й 


2 «Кванкг» № 4 ыы 


ние воздуха при этом остаются не- 
изменными. Поэтому изменение 
внутренней энергии воздуха после 
протапливания можно записать сле- 
дующим образом: 


ее 
ато Го — ат. Г, = 
=“ (т.Г. — п 7). 


Воспользуемся для дальнейшего 
решения уравнением Клапейрона — 
Менделеева 


Поскольку, как мы уже отметили, 
давление в комнате остается все вре- 
мя равным внешнему и объем комнат 
не меняется, а меняется только мас- 
са воздуха, получаем 


Стало быть, после сгорания дров 
внутренняя энергия воздуха в ком- 
натах действительно не меняется, то 
есть все выделившееся тенло «уходит» 
через щели на улицу. 

Зачем же в таком случае мы все же 
протапливаем жилые помещения? Де- 
ло в том, что, хотя для нас совер- 
шенно  несущественна суммарная 
внутренняя энергия воздуха в комна- 
тах, наше тело очень хорошо чувству- 
ет температуру, которая определяет- 
ся энергией, приходящейся на одну 
молекулу. 

Немецкий астрофизик Р. Эмден 
в 1938 году отметил, что протапливать 
помещення необходимо по той же при- 
чнне, по которой жизнь на Земле 
стала бы невозможной без постоянно- 
го притока солнечного тенла. И дело 
заключается не в количестве падаю- 
щей энергии, которая будет снова нз- 
лучена вплоть до пренебрежимо ма- 
лой доли, подобно тому как человек не 
меняет своего веса, несмотря на прн- 
нятие пищи. Просто условия нашего 
существования требуют определенной 
температуры, для достижения которой 
мы и топим плечи. 
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Из научного юмора, 
или электричество 
Н Жизнь 


В весьма серьезиых научно- 
техннческнх журналах встре- 
чаются сообщения, которые 
могли бы существенно по- 
полнинть сборники типа «Фи- 
зики шутят». Иногда шутка 
маскируется наукообразным 
слогом, и бывает, что мате- 
риал попадает в картотекн, 
указатели, составители кото- 
рых вовсе не думалн шутить. 

В приводимой ниже за- 
метке Тома Стивенсона из 
американского журнала «Ее- 
сноп Оеящп М№е\уз» юмор 
фактнческн ине скрывается, 
но чтобы разоблачить «па- 
радокс Стивенсона», нужно 
вспомнить кое-что из осиов 
учения об электричестве. Вот 
что пишет Т. Стивенсон п за- 
метке «Генератор высокого 
напряжения». 

«Работая недавно над 
статьей, я отвлекся нз-за од- 
ной интересиой мысли. Возь- 
мем два больших медных дн- 
ска. Прикрелнм к каждому 
из инх провод и нзолирую- 
шую рукоятку. Дадим по ру- 
каятке лвум мальчикам. 

Далее, пусть мальчики 
держат диски на очень блнз- 
ком расстоянии, но так, что- 
бы они не касались друг дру- 
га. Заряднм получившийся 
конденсатор от 1-вольтового 
автомобильного аккумулято- 
ра. Отсоеднним аккумуля- 
тор. Если мальчнки будут 
спокойно стоять, то напря- 
жение между днсками оста- 
нется равным 12 вольтам, 
Но что пронзойдет. когда 
они будут денгаться?> 

Из элементарного урав- 

нения (напряжение) = 
_. @ (заряд) 
— (емкость видно, что если 
онн вдвое уменьшат расстоя- 
нне между дисками, то напря- 
жение также  умеиышнтся 
вдвое, потому что заряд ие 
может измениться, а емкость 
удвоится. 


{Продолжение см. с. 24}. 


Рис. 1. Сосуд Для опыта. / — цилиндри- 
ческий сосуд; 2 — воронка; 3 — мягкая резни- 
на на твердой основе; 4 — нить; 5 — двой- 
ная струна для бадминтона. 


торая в конечном итоге приводит 
к врашению сосуда с водой, со вре- 
менем уменьшается, то в какое-то 
время действие момента силы Ко- 
рнолиса компенсируется действием 
момента сил деформации, и в дальней- 
щем силы деформации превалируют 
над силой Кориолиса. В результате 
скорость вращения сосуда уменьша- 
ется, но сосуд по-прежнему вращает- 
ся в направлении вращения Земли. 

В некоторый момент времени уг- 
ловая скорость вращения сосуда ста- 
новится равной нулю, и затем, под 
действием момента упругих сил де- 
формацин, сосуд начинает вращаться 
в противоположную сторону. Угло- 
вая скорость вращения растет. Те- 
перь начинает уменьшаться сила де- 
формации (нить — раскручивается). 
Действие момента силы  Корнолиса 
(эта сила по-прежнему уменьшается) 
теперь направлено против вращения 
сосуда и ведет к уменьшению скоро- 
сти вращения ... В какой-то мо- 
мент времени убывающий момент сил 
деформации «догонит» по величине мо- 
мент силы Кориолиса, после этого 
скорость вращения начнет уменьша- 
ться ит. д. * 

Прн проведении опыта мы полъ- 
зовались цилиндрическим сосудом 
диаметром 25 см и высотой 30 см 
(см. рис. 1). Сосуд оканчивался во- 
ронкой с днаметром отверстия 8 мм. 
На сточную трубку вороики была 
надета муфта с четырьмя снмметрич- 
но расположенными — винтиками. 
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Рис. в 


К концу трубки с помощью нитки, пе- 
рекинутой через два противополож- 
ных винтика, плотно прижималась 
мягкая резинка на твердой основе. 
Нитка завязывалась узлом на одном 
из винтиков. Сосуд мы подвешивали 
к потолку на двойной струне для 
бадминтона длнной 2,5 м (можно 
взять два шнура, закрученных в про- 
тивоположные стороны, чтобы устра- 
нить побочные явления при враще- 
ний). В сосуд почти до верхнего 
края наливали воду, н когда она 
успокаивалась, узел нити пережигали. 
Во всех случаях мы наблюдали, что 
во время вытекания воды через отвер- 
стие в воронке сосуд вращался сна- 
чала против часовой стрелки, а по- 
том — в противоположную сторону. 

Опыт можно проводить также со 
стеклянными воронками, подвешен- 
ными на двойных тонких лесках. Но 
прин этом оказывается, что угол по- 
ворота сосуда существенно зависит от 
днаметра отверстия воронки. С одной 
стороны, действие снлы  Кориолиса 
прояваяется тем заметнее, чем мень- 
ше отверстие. Но с другой стороны, 
при уменьшении отверстия повыша- 
ется роль вязкости жидкости. Нам 
удалось наблюдать заметное враще- 
ние воронки, вмещающей {1 л ЕОДЫ, 
при днаметре отверстия 5 мм. 


м. Н. Емельянов, 
А. М. Жарков, 
В. М. Загайнов, 
В. С. Маточкин 


МАТЕМАТИЧЕСНИЙ 
НРУЖОН 


Квадратичный 
треугольник и 
непрерывные цепочки 


А. П. Винниченко 


Вероятно, некоторые читатели слы- 
шали о спирали Улама (о ней рас- 
сказывается, например, в книге 
М. Гарднера «Математические досу- 
ги»). Если же кто-то ничего не знает 
об этой спирали — не беда; вот вкрат- 
це ее история. Однажды американ- 
ский математик Станислав Улам, ирн- 
сутствуя на каком-то неннтересном 
заседанни, нарисовал от скуки на 
листке клетчатой бумаги спираль, 
пронумеровал клетки этой сиирали и 
обвел кружочками простые числа *). 
У Улама получилась картинка, изоб- 
раженная на рисунке 1: простые чис- 
ла в его спирали как бы выстраива- 
лись по днагоналям. Сейчас мы рас- 
скажем об ином порядке записи на- 
турального ряда, при котором 
простые числа все равно размеща- 
ются как бы по днагоналям. 


*) Натуральное число (не равное |!) на- 
зывается простым, если оно делится только 
на себя и единицу. 


| 36 135 | 34 (33| 32 (81) 
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Составим «квадратичный треуголь- 
ник»: напишем в первой строке толь- 
ко одно число —1, во второй — 
числа от 2 до 4, в третьей — числа 
от 5 до 9 и так далее, обрывая строку 
всякий раз, как только нолучится 
квадрат какого-то натурального чис- 
ла (см. рис. 2). Таким образом, пер- 
вая строка у нас кончается 12, вто- 
рая — 2?, третья — 3? и так далее 
(отсюда и название образующейся 
фигуры — «квадратичный — треутоль- 
нике; докажите, что каждая строч- 
ка  квадратичного треугольника 
длиннее предыдущей ровно на 2 кле- 
ТОЧКИ). 

Давайте теперь н мы обведем иро- 
стые числа кружочками — так, как 
это сделано на рисунке 3. 

Замечаете ли вы, что и здесь про- 
стые числа «выстраиваются» вдоль 
диагоналей (подумайте, кстати, поче- 
му они оказываются не на всех диа- 
гоналях, а только через одну — ис- 
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ключение составляет лишь число 2)? 
Но помимо этого на нашей картинке 
получились «непрерывные цепочки», 
тянущиеся от «гипотенузы» «треуголь- 
ника» до его «катета» — на рисунке 3 
такнх цепочек шесть. Выпишем про- 
стые числа, стоящие вдоль этих це- 
почек: 


о 
п, 17 
23, 31, 41, 53, 67, 83, 101 
4Т, 59, 73, 84. ..., 2а7т, 257 
223, 251, 251, З1З.., 1523, 160] 
Оказывается, все эти числа под- 
чиняются одному и тому же закону: 
1-я цепочка — это значение мно- 
гочлена х? + х-+2 при х =0 
(при х = 1 получаем 22), 
2-я цепочка `— это значения мно- 
гочлена х2 | х -- 3 при х=0,1 
(при х == 2 получаем 32), 
3-я цепочка — это значения мно- 
гочлена х? + х {+5 при х = 
= 1,2, 3 
(при х = 4 получаем 52), 
4-я цепочка — это значения мно- 
гочлена х? | х + 11 прих = 
= 3,4, 5, ..., 8, 9 
(при х = 10 получаем 112), 


5-я цепочка — это значейия 
многочлена хх? |+ х-- 17 при 
х = 5, 6, ..., 14, 15 


(прих = 16 получаем 172), 
б-я цепочка — это значения мно- 
гочлена х? + х -- 41 при х = 


= 13, 14, ..., 38, 39 
(прих = 40 получаем 41°). 


Многочлены внда х? -- х -| А бы- 
ли известны еще Эйлеру; формула 
хех Е для =? 3.5, И. , 
4] дает простые числа при всех х = 
= 0, 1,..., {#—1), (8—2). 

Таким образом, наши непрерыв- 
ные цепочки — Это «хвосты» значе- 
ний многочаенов х? + х + А, где 
К =2, 3, 5, 11, 17, 41. Существуют 
ли более длинные непрерывные це- 
почки? Пока это неизвестно. 

Вернемся к нашему квадратич- 
ному треугольнику — перенесем на не- 
го «решето Эратосфена» (см. «Квант» 
№ 1 за 1974 год): возьмем какое- 
нибудь натуральное число и зачерк- 
нем все числа, делящиеся на него. 
Мы получим какой-то узор; напри- 
мер, для числа 2 — это «шахматный» 
узор (рис. 4}. Для тройки узор полу- 
чается уже посложнее (см. рис. 5). 
Однако в этих зачеркиваниях есть 
закономерность. Так, если сделать 
из картона квадрат со стороной 2 и 
вырезать из него два квадратика, по- 
меченных на рисунке 6 крестиками, то 
с помощью такого штампа можно вы- 
черкнуть из  квадратичного треу- 
гольника все чнсла, — делящиеся 
на 
Действительно: 

1) приложим ‘итами так, чтобы 
над ним виднелась только единичка: 

2) зачеркнем числа в отверстиях; 

3) перелвинем штампик вниз, 
вправо нли влевс на две клеточки; 

4) опять зачеркием числа в от- 
верстиях и так далее. 


Рис. 7. 


Рис. 8. 


Для тройки нужный штамн изо- 
бражен на рисунке 7, для четверки — 
на рисунке 8, для пятерки — на 
рисунке 9. 

В заключение мы предлагаем чн- 


3. Докажите, что в каждой строке 
штамиа должно быть по отверстию. 
4. Докажите, что у штампа всегда 
будут отверстия в предпоследней кле- 
точке первой строки ин п последней 


тателям несколько задач. 
}. Докажите, что, пользуясь 
штампом в виде квадрата АХА (где отрезать 
Е — любое натуральнсе число), на оставшиеся 
квадратичном треугольнике можно  ложены 


зачеркнуть все числа, делящиеся на А. 
2. Докажите, что у штампа ЕХЁ 
должно быть ровно # отверстий. 


пом для 
ке 10). 


клеточке последней строки. 
5. Докажите, что если’у штамиа 
последнюю строчку. то 


отверстия будут распо- 


симметрично относительно 
горизонтальной оси {пример со штам- 
семеркн 


см. на рисун- 


Из научного юмора, 
или электричество 
И Жизнь 


{ Ночало см. с. 18) 


Рассуждая точно так же, 
получим, что, ссли увеличить 
вдвое расстояние между дис- 
ками, то напряжение должно 
удвонться, потому что ем- 
кость уменьшилась вдвое. 

Я думаю снабдить такн- 
ми дискамн двух босых маль- 


чишек, и как только пойдет. 


дождь, зарядить диски п 
пустить мальчишек рятиться 
в противололожных направ- 
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лениях. По моим расчетам. 
когда они сделают шагов по 
десятв, произойдет пробой 
с сглушительным треском п 
ослепительной эспышкой, и 
двсе этих мальчишек уже 
инкогда нс будут мне мс- 
шать, когда я буду пытаться 
писать». 

Такую участь уготовил 
Стивенсон бедным мальчищ- 
кам... Рассуждения сб увсли- 
чении напряжения между об- 
кладками плоскопараллель- 
вого коиденсатора прин Уяе- 
личении расстояния между 
ними верны. Но только про- 
бой диэлектрика (в данном 
случае воздуха} сбусловли- 
вается не напряжением. п 
изпряженностыо  электричс- 
ского поля. и онл п этом 


«коварном» эксперименте пс- 
стоянна: 
Е (напряженность) = 
& (изпряжение) 
— | (фасстояние) 

Более того. но мерс увс- 
личения расстояния между 
обклалками конденсатора 
однородность поля наруша- 
стся, п папряженность умень- 
нается- 

Предлагаем сам само- 
стоятельно провести все вы- 
числения п «Эксперименте 
Стивенсона» (в приближении 
однородного поля): кроме на- 
пряжения и напряженности 
электрического поля опре- 
делить зависимость зиергни 
системы и силы притяження 
между дисками ст расстоя- 
ция между ними. 


(Окончание см. с. 47) 


задачник яданта 


Решения задач мз этого номера можно посыпать не позднее 1 мюня 1975 г. по 
адресу: 117071, Москаза, В-71, Ленинский проспект, 15, издательство и«Наукаь, жур- 
нал «Квант». После адреса на конверте напншите, решения каких задач вы посы- 
лаете, напрнмер: «Задачник о«Квантаю, №316, №317» млм «... Ф328». Решения задач 
по каждому из предметов [математнке м физике|, г также новые задачи просьба 
присылать в отдельных конвертах. Задачн мз разных номеров журнала присылайте 
также в разных конвертах. В письмо вложите конверт с написанным на нем адре- 
сом [в этом конверте вы получите резупьтаты проверки ваших решения). Условня 
оригинальных задач, предпагаемых для пубпикацим, присылайте в двух экземпля- 
рах вместе Е вашими решениями этих задач [на конверте пометьте: «Задачник 
«Кванта», новая задача по физике» млм и.. новая задача по математыке»]. После 
формупировки задачи мы обычно указываем, кто предложил нам эту задачу. Разу- 
меется, не все этн задачи публикуются впервые. Наиболее трудные задачи отме- 


чены звездочкой. 


Задачи 


М316—М320; Ф3З28—ФЗ32 


М316. а) Докажите, что сумма 
квадратов К последовательных на- 
туральных чисел не может быть квал- 
ратом целого числа, если А равно 3, 
5, 7 или 9. 

6) Придумайте 11 последователь- 
ных натуральных чисел, сумма квад- 
ратов которых есть квадрат целого 
числа. 

Э. Г. Гопьмам 


МЗ17*. На некоторой планете каж- 
дая страна граничит не более чем с 
7 другими. В каждой стране имеется 
запас золота. Требуется распреде- 
лить золото так, чтобы каждые две 
страны, граничащие друг с другом, 
отличались по количеству золота не 
более чем в 13 раз. Докажите, что 
распределение золота можно органи- 
зовать так, чтобы каждая страна лни- 
шнлась не более половины нмевшего- 
ся у нее золота. 

Г. В. Егоров 


МЗ18. В треугольнике АВС прове- 
дены биссектрисы [АР] и [СЕ]. До- 
кажите, что [СЁ |: АВ = АО || ВС | 
тогда н только тогда, когда выпол- 
няется хотя бы одно из двух усло- 


внй: 1) |АВ| = |ВС|; 2) АВС=607. 
А. Н. Савин 


№319. На плоскости заданы ок- 
ружность у и точка Р внутри нее. 
Рассмотрим множество тетраэдров 
АВСО, у которых все четыре грани 
конгруэнтны, причем треугольник 
АВС вписан в окружность 1 так, что 
его медианы пересекаются в точке Р. 

а) При каком положении точки Р 
внутри \ такие тетраэдры сущест- 
вуют? 

6) Докажите, что вершины В та- 
ких тетраэдров расположены в од- 
ной из двух фиксированных точек 
пространства (симметричных отно- 
сительно данной плоскости) 


И. Ф. Шарыгин 
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М320*. Какие выпуклые л-уголь- 
ники можно разбить на треугольники 
так, чтобы никакие два из треуголь- 
ников разбиения не имели общих 


(полностью совпадающих) сторон? {На _ 


рисунке | показано, что треугольник 
так разбить можно.) 
А. Печковский 


ФЗ28. Жесткие стержни длины {, 
и {, соединены шарнирно в точке АД. 
Их свободные концы удаляются друг 
от друга равномерно со скоростями 
соответственно и, и %., маправлен- 
ными вдоль одной прямой (рис. 2). 
Найти ускорение точки А в тот мо- 
мент; когда стержни составляют друг 
с другом угол 90”. Движение стерж- 
ней происходит в одной плоскостн, 


Б. Б. Биховцгв 


$Ф329*. Многие из вас, по-видимо- 
му, замечали, что в тот момент, когда 
вы ступаете на мокрый песок, он свет- 
леет. Это связано с тем, что песок 
становится суше. Но как только вы 
забираете ногу, след, оставленный 
ногой, немедленно заполняется водой. 
Объясните это явление. 


ФЗ30. В цилиндре нод невесомым 
порнинем ллощади $ находится воз- 
дух при атмосферном давлении рь 
и температуре Г.. Внутренний объем 
цилиндра разделен на две раввые ца- 
стн неподвижной горизонтальной пе- 
регоролкой с маленьким отверстием. 
На’ поршень кладут груз массой М, 
под действием которого поршень до- 
ходит до перегородки. Найтн темпе- 
ратуру воздуха виутри цилиндра, 
если стенки цилиндра и поршень не 
проводят тепло. 

Б. А. „Луговцов 


ФЗ31. Плоская спираль с очень 
большим чнелом витков п и наруж- 
ным радиусом А (рис. 3) находится в 
однородном магнитном поле, пер- 
пендикулярном к плоскости спира- 
ли и изменяющемся по закону В = 
= Во с0$ &{. Найти э. д. с. индук- 
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Рис. |. 


| 
| 
| 


Рис. 4. 


Вы 


ции, наводнмую в спиралн. 


Рассто- 
яние между витками спирали посто- 
ЯННО. 


Г. Л. Коткин 


ФЗ32. Найти расстояние между 
источником света $ и его изображе- 
ннем в оптической системе, приве- 
денной на рисунке 4. Фокусные рас- 
стояния линз А и В одинаковы ни 


равны. Р. 
В. Г. Сербо 


Решения задач 


М280—М285; Ф291—Ф295 


№280. Дан треугольник АВС 
площади 1. Пусть Ау, В, 
и С, — середины сторон ВС, 
АС и АВ соответственно. 
Какую минимальную пло- 
щадь может иметь общая 
часть треугольника АВС и 
ц КЕМ, если точки К, 

М лежат соответственно ка 
отрезках АВ:, СА, и ВС!? 


№281. 


Сколько сторон мо- 
жет иметь выпуклый мно- 
гоугольник, все диагонвли ко- 
торого имеют одинаковую 
длину? 


Решение состонт из двух частей. Сначала мы докажем, 
что площадь общей части ие меньше половины площади треу- 


} 
гольника А,В,С\, что есть не меньше-5_. а затем построим 


| 
пример, когда площадь пересечения равна -;’. 


1) Обозначим через @ точку пересечения отрезков КЁ 
и С.В:, а через В и Г — точки пересечения отрезка КМ с 
отрезком С.В, н продолжением отрезка СВ (рис. 1). Дока- 
жем, что Ю0-—ОВь. В самом деле, из подобия треугольников 


ТЕ ЕС 
КТЕ н КВО, КС и КОВ, -ск=ов, 
во 


ТС 
то есть ов, =} мо Т> ВА, =А,С>ЬС, значит, и 


имеем 


Во-О Ви. Аналогичио, ЕР>-РА, н ХУ-> ХС, (см. рис. 1). 

Соединим точки Ю, Ен У (рис. 2). Очевидно, что вор 
—58з0Е (У этих треугольников общая высота, а КО-=О В), 
ЗЕРУ-ЗАзРУ И ЗАху-5$с.хв. Поэтому 

Зва9Р`Г Здарг |5 хнЗ3ЗаоеГЗЕрх РЕ $аху ВУ, 

а так как сумма площадей всех семи треугольников равна 
плошади ‹\А,В,С,.то правая часть полученного неравенства 
не меньше половины площади этого треугольника. 

2) Нужный пример построен на рисунке 3 (точка М сов- 
падает г точкой В, К-с В., точка Ё — любая). 

Итак, минимально возможная площадь общей части треу- 


} 
гольннков А,8,С, и КЕМ равна 8 
Б. М. Ивлев 


Ф 


Докажем, что многоугольник с указанным свойством не 
может иметь более пяти сторон. 

Обозначим через м число сторон многоугольника и допу- 
стим, что д >26. Пусть А., Аз, -... Ад — вершины 
многоугольника. Рассмотрим вершины А\. Аз, р Ап. 
Отрезкн А, А. нА„_.Аи—1 являются сторонами, а отрезки 
А Ала, И.А . — днагоналями нашего многоугольника (в 
снлу предположения с числе п, см. рис. 4). 

В выпуклом ое А, АзА„—.Ап—1 сумма 
диагоналей А. Ад и А.А, всегда больше суммы двух его 
ты А; А —1н А.А п а это противоречит тому, что 

АА = АзА Ап = А.А = АзАл_:. по условию задачи- 
Звачит, п< 6. 
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Рис. 4. 


М282. В клетках — прямо- 
угольной таблицы разие- 
рами т\п записаны любые 
натуральные числа. За один 
ход разрешается удвоить все 
числа одной строки или же 
вычесть единицу из всех чисел 
одного столбца. Докажите, 
что за несколько ходов мож- 
но добиться, чтобы все числа 
стали равными нуаю. 


М283. Выпуклый многоуголь- 
ник обладает следующим 
свойством: если все его сто- 
роны отодвинуть на рас- 
стояние Г во внешнюю сто- 
рону, то полученные прямые 
образуют многоугольник. по- 


добный исходному. Докажи- 
те, что в этот  многоу?оль- 
них можно вписать окруж- 
ность. 


Очевидно, что л>3 (в треугольнике нет днагоналей). 
Для случаев же п-4 и п--5 миогоугольники с указанным 
свойством легко строятся: ими являются квадрат и правиль- 
ный пятиугольник, 

Итак, ответ в задаче чаков: число сторон может 
быть равным 4 или 5. 


Г. А. Гальперив 


Превратим п иулн вначале все числа первого столбца. 
Если п первом столбце есть единицы, то удвоим числа в тех 
строках таблицы. на пересечении которых © первым столбцом 
стоят единицы. а затем вычтем из всех чисел первого столбца 
по единице. Поиятно, что при этом «старые» единицы останут- 
ся на местах. а каждое отличное от единицы число первото 
столбца на еднницу уменышится. Если единиц в первом столб- 
це с самого начала нет, то будем вычитать из всех его чисел 
поединице до тех пор, лока сдиницы (хотя бы одна) не появят- 
ся: а затем произведем уже описанную операцню. Эту опера- 
цию (удвоения строк, на пересеченин которых с первым столб- 
цом находятся единицы, и последующего вычнтания по еди- 
пице из каждого числа первого столбца) будем повторять, 
пока все числа первого столбца не станут единицамн. Вычи- 
тая затем из каждого числа первого столбца по единице, мы 
превратим их все в зули. 

Итак, мы получили таблниу, п первом столбце которой 
стоят нули, а п остальных п-—! столбцах — натуральные 
числа. Превратив и нуди описаниым способом последователь- 
но чнсла 2-го, 3-го, ..., и-го столбцов (заметим, что при этом 
уже имеющиеся вули не будут «портиться»), мы получим 
таблицу, состоящую целиком из нулей. 

С, В. Конягин 


$ 


Заметнм, что обратиое утвержденне доказать значитель- 
но проще: если в многоугольник можно вписать окружность, 
то прн отодвиганни всех его стором ма одно и то же расстоя- 
ние (в частности, па единицу) получается подобный много- 
угольник, причем центром подобня служит центр окруж- 
ности (рис. 5). 

Перейдем теперь к решению задачи. 

Первое доказательство. Пусть многоуголь- 
ник Р’ получается нз многоугольника Р отодвигаиием сто- 
рон внутрь многоугольника Р на расстояние | и в то же вре- 
мя Р‘’ можно получить из Р преобразованием { подобия с ко- 
эффициентом А<1|. Подвергнем этому преобразованию много- 
угольник Р вместе с нарисованным впутрн него многоуголь- 
ником Р”. Тогда виутри Р” {образа Р) появится новый много- 
угольиик Р”” (образ Р‘), подобный Р” (с коэффициентом #) 
и Р << коэффициситом #2), причем. очевидно, стороны Р“= 

1 (Р’) можно получить отодвиганием сторон Р’ внутрь 
на расстояние А. Точно так же, отодвинув сторовы еще из А*, 
получим многоугольник | (Р”) = РЗ», расположенный внут- 
рн Р” (образ Р” при преобразовании |, и так далее: 
(РЗ) = Р),.... Г(Р®)) = Р+и,..., 

фа РЭР'Э РР ... ЭР... 
Очевидно, поскольку стороны многоугольиика Р(”) каждый 
раз уменьшаются в одном н том же отношении, их длины стре- 
мятся к нулю, н поэтому пересечение всех многоугольников 


состоит из одной точки (рис. 6)*). Обозначим ее через О. 

Каждая сторона многоугольника Р’ последовательно сто- 
авнгается на расстояния Ё, А?, 2%, ..., #1, .._., поэтому 
расстояние от каждой стороны до точки О равио одиом\ 
и тому же числу — сумме бесконечной геометрической про- 


грессни 

я ЕЕ Е... --... =г. 

Таким образом, окружность с центром О ин радиусом г касается 
всех сторон многоугольника Р”. 

Заметим, что п прнведенном доказательстве было иесу- 
щественно, какие именио стороны соответствуют друг другу 
при подобиом преобразованин /, переводящем Р в Р"’. Между 
тем, в большиистзе решений, присланных читателями, мол- 
чаливо предполагалось, что имеется в виду естественное соог- 
ветствие: каждой стороне Р‘ сопоставляется сторона Р, кото- 
рая получается из нее отодвиганнем на едннниу. Можно докз- 
зать такую лемму: если многоугольники Ри Р” (полу- 
ченный из Р отодвиганием сторои на 1!) подобны — с каким 
угодно соответствием сторон (с «поворотом» или «симметрич- 
ным отражением» порядка сторон), то всегда будет иметь 
место и подобие с естественным порядком сторон — гомоте- 
тня © коэффициеитом № (0<#<1!). Доказательство, пезави- 
симое от первого решения, мы приведем в конце, а пока дадим 
еще два решения задачи, опирающихся на эту лемму (то &сть 
подрэзумевающих естественное соответствие сторон при 
подобии). 

Второе доказательство. Пусть [АВ] — 
сторона Р, [А’В’] — соответствующая сторона Р’, О — точ- 
ка пересечения (АА’) и (ВВ’). Тогда (см. рис. 7) 


14° __ 1А°В" _ |870 
Аб! = Ав| = ПВО! = *- 


Отсюда следует. что в той же точке О прямую ВВ’ пересекает 
и прямая СС” (ВС и В’С’ — соответствующие стороны Ри 
Р"). и так далее. Кроме того, очевидно, что прямые АА’, 
ВВ’. СС'. ... являются биссектрисами углов А’, В’, С’,... 
многоугольника Р”. Отсюда следует, что точка О служит 
центром окружнссти, вписаиной в Р’. 

Третье доказательство.  Разрежем «щель» 
между многоугольниками Ри Р°’на прямоугольники высоты 
с основаниями А’В”, В’С’, С’О’, ... и з«ромбоиды» — че- 
тырехугольники, остающиеся у каждой вершины А, В, С,... 
(рис. 8}. Очевидно, нэ этих ромбондов можно составить сдин 
многоугольник, списанный около окружности радиуса еди- 
ница, причем его углы соответственио конгруэнтны < А, 
< В, < С,....а длины сторон равны разностям длин соот- 
ветствующих сторон многоугольников Ри Р”. то есть равны 
(1—2) АВ], 1—2) |В(|,. .-. Таким образом, наш многоуголь- 
ник Р”’ подобен ‘чногоугольиику, описаниому около окруж- 
ности раднуса 1, значит, и в него можно вписать окружиость 


Е 
(радиус ес будет равен, очевидно, г-- |: 


Доказательство леммы. Будем для каждой 


стороны [АВ] многоугольника Р обозначать через [А’В’] 


ту сторону Р’, которая получается при отодвигании АВ. 


*) Тот факт, что это пересечение не пусто, легко вывести 
из аналогичного утверждения для числовой прямой: по- 
следовательность вложенных отрезков 

[а; #12 (а; [14] |=) .-- э 2: ,} 2... 
всегда имеет общую точку (это утверждение или какос-ли- 
бо ему эквивалентное при аксиоматическом введении дейст- 
вительных Чисел принимается обычно за аксиому). 


29 


М284. Сумма 100 натураль- 
ных чисел, каждое из кото- 
рых не больше 100, равна 
200. Докажите, что из них 
можко выбрать несколько 
в сумма которых равна 
100. 
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Пусть при подобни стороне [А,8,] соответствует (458. ]: 
А.В, > А.В>1, [А, В» - А.В}... [АВ] 
> (А’В.Л, [АгВ,Т -» [А,В11. Тогда А; = А, ==... = 
= А, == 2а н В, == В ... ==, == ЭВ, а поэтому разность 
длин | А;В;| —| А; В; | = @ одна и та же для всех # (4 = 
= св а -[- св В). Пусть & — коэффициент подобия, |А;В!| = 


— х;. Тогда 
х, — &х,: = а, 


х. — Ах, = 4, 
хз — #х, = 4, 


Хх ны АХ — 4; 
но, как нетрудно доказать, эта система (прин 0<#<1) имеет 


только одно решение х, =х: ==... =х, = рр. Таким 


образом, мы доказали, что для любой стороны А, В; много- 
угольника Р ке 
РАВ: | = #1 А, Ви |, 

то есть соответствующие друг другу (прин отодвигаинн!) 
стороны многоугольинков пропорцнональны. Углы при 
отодвиганин не меняются, поэтому подобне многоугольников 
с естествеиным соответствием сторон [АВ] -» [А’В’] до- 
казано. 

Н. Б. Васильев 


Ф 


Будем решать эту задачу, считая, что задано л=2 
натуральных чисел, каждое нз которых не больше п и сумма 
которых равна 2п. Докажем, что из этих п чисел можно вы- 
брать несколько чнсел так, что их сумма будет равна п. 

Пусть средн заданных чисел а,,.... ал какие-нибудь 
два, например числа а; н а›, — различны (если все числа 
одинаковы, то онн все равны 2 и # из них дадут в сумме л= 24}, 
Составим новые м чисел: 


Аз -=а,, 
—=а), 
А; = а, 


с . 


Ап, =а, + а; | аа +... Рал-,- 


Каждое низ этих чисел меньше 2п, но больше 0. Средн остатков 
от деления чнсел Аз, ..., Ал: на п иайдутся либо нуль, 
либо же два рввных остатка (так как остатков, как ин чисел, 
п). В первом случае Ат, соответствующее нулевому остатку, 
равио я (делится на п, больше 0 и меньше 21). Во втором — 
Ав= Ак + п(8<т). При этом 30 н тэЕ!, так как чнсла 
Аси А, ие превосходят п. В случае 7—2 либо Аз равно п, 
либо А, равио п. В остальных же случаях Аж=Ад-- ак +, 

...- ат, откуда получаем, что ад+, + ... Рат= п. 


С. В. Конягин 


№М285. Прямоугольный лист 
бумаги размерами ах раз- 
резан на прямоугольные по- 
доски, у каждой из которых 
одна сторона имеет длину 1. 
Докажите, что хотя бы од- 
но из чисел и и В целое. 


$291. Два одинаковых кон- 
денсатора Аш В, каждый 
емкостью С, и катушка с ин- 
дуктивностью [ соединены, 
как показано на Рисунке 9. 
В начальный момент ключ 
К разомкнут, конденсатор А 
заряжен до разности потен- 
циалое Ц. Заряд конден- 
сатора В и ток в катушке 
равны нулю. Определите мак- 


симальное значение тока в 
катушке после замыкания 
кАюча. 


Назовем прямоугольную полоску, являющуюся элемен- 
том указаиного разбиения, блоком. Обозначим одиу из сто- 
рон нсходного прямоугольника длины 6 через В; иазовем 
блок горизонтальным, если его еднинчная сторона парал- 
лельна стороне В, н вертикальным — в протнвном случае. 
Обозначим прямую, параллельную В, отстоящую от В на 
расстояние х и пересекающую данный прямоугольник, через 
Г.х (тогда х<а). Будем счнтать, что прямая В — левая. 

Еслн вертикальный блок расположен между прямыми 
[1 иЁ: +: для некоторого целого $, то выкраснм его в красный 
ивет, остальные вертикальные блоки выкраснм в синий цвет. 
а все горизонтальные — в желтый. Сумму длин красных 
отрезков прямой Ё., обозначим через К (Ё,}, синих — через 
С ([,) н желтых — через Ж (Ё,). (Если отрезок разделяет 
блоки двух цветов, будем считать, что он нмеет цвет правого 
блока.) Очевидно, что Ж (Ё.,) — целое число для любого х. 
Покажем, что если перекрасить все синие блоки в желтый 
цвет, то сумма длин Желтых частей любой прямой [., останет- 
ся числом целым. Для этого нам достаточно доказать, что 
сумма длин синих частей прямой [,х (то есть С (2,)) — целое 
число прн любом х. 

Обозначим всевозможные расстояння от синих блоков 
до В через а, а... ..., “а. причем 


0<а,<а. <... <= а—|. 

Прежде всего, покажем, что можно перекрасить блоки 
аа в отстоящие от В на расстоянне а, . Пусть [а]— 
целая часть числа а. Так как @, — нанменьшее среди всех 
расстояний снинх блоков от прямой В’ [< | <@ау, то К (Ёа,)= 
= К (Ра, ])=6 — Ж(Цо, 1}. Поэтому С (Ёа,) = 6 — К (Ё=,)— 
-- Ж (а, ) = Ж (Ма) — Ж (1,), — целое число, и, зна- 
чит, блокн С\,..., с можно перекрасить, поскольку 
произвольная прямая Г, либо пересекает их все, либо не 


пересекает нн одного из них. 
Точно так же доказывается, что из возможности перекра- 


снть блоки с", ИЯ Е отстоящие от В на расстояние Я 
8 


для всех 5—1, следует, что можно перекрасить блоки в ри 
аня С. Теперь утверждение следует из принципа мате- 


1 
матнческой нидукции: С (Ё,) — целое прн любом х. 
Итак, у нас остались лишь красные и желтые блоки.Еслн 
теперь прямая [{е] совпадает со стороной прямоугольника, 
то а — целое число. Если же нет — то 


5 = Ж (Ца]+е), [а] + #<а, 
н так как Ж (Ё,) — целое, то, значит, и 6 — целое. 
Утверждеине полностью доказаио. 
И. Н. Клучова 


Если бы не было конденсатора В, то после замыкания 
ключа п коитуре. содержащем коиденсатор А ин катушку ни- 
дуктнвности, возникли бы электромагнитные колебания. Из 
закона сохранения энергии можно было бы сразу найтн макси- 
мальный ток. 

В нашем случае сначала пронзойдет перераспределение 
заряда между коиденсаторамн, а потом Е контуре установятся 
колебания. Попробуем это объяснить. 

Участок цепн, состоящий из двух конденсаторов и сое- 
диннтельных проводов, тоже можно считать колебательным 
контуром. Но его индуктивность — нндуктивиость проводов— 
очень мала (по сравнеиню с Г), поэтому собственная частота 
колебаний в этом контуре будет очень большой (намного 
больше собственной частоты колебаний п контуре, который 


Рис. 9. 


Ф292. Из одной точки на 
Зняе горизонтального круго- 
80г0 желоба разлетаются ша- 
рики под небольшими углами 
к образующей желоба с оди- 
каковыми проекциями ско- 
рости вдоль этой образую- 
щей (рис. 10). Встретятся 
ли эти шарики? 


Рис. 1}. 


образуют кондеисаторы и катушка индуктивностн). Конечно, 
и этот контур обладает активным сопротнвленнем, но оно 
очень мало по сравнению, например, с нидуктивным сопро- 
тивленнем. Поэтому в теченне некоторого времени после за- 
мыкания ключа колебания в контуре можно считать незату- 
хающими. То ссть в контуре, состоящем из конденсаторов н 
проводов, произойдет много колебаний тока за то время, пока 
ток п катушке еще можно будет считать равным нулю. Из-за 
сопротивления проводов колебания в этом ихоитуре будут за- 
тухающимн. Это прнведет к быстрому установлению равно- 
весня н перераспределению заряда поровну между конденса- 
торами (так как равны емкостн конденсаторов). Прн этом часть 
энергин электрического поля заряжениного конденсатора А 
перейдет в тепловую энергню. 

Найдем, какая часть энергии останется ин контуре после 
быстрого нерераспрелелення заряда между конденсаторамн, 
Первоначальный заряд конденсатора А был равен @-- СИ. Пос- 
ле перераспределения заряда между кондеисаторами их заря- 


ды стали равны —2_, аэнергия 5 == -5—. Следовательно, 


лолная энергня, которая останется В контуре, равна 
си: си “а? 
п: То 

Си 

(До замыкания ключа энергия в контуре была равна —5—. 


Таким образом, п тепло перешла половнна первоначальной 
энергин.) 

Теперь рассмотрим контур, состоящий из конденсаторов 
и катушки индуктивности. Ток в катушке будет максималь- 
ным, когда конденсаторы полностью разрядятся и их змергия 
перейдет и энергию магнитного поля в катушке. Из закона 
сохраненнЯ энергин следует, что 


28 тах 
а. 
Отсюда 
Е. 
Глах = Ч те. 
®Ф 


Рассмотрим движение шарнков в снстеме коордннат, 
которая движется поступательно вдоль одной нз свонх осей, 
совпадающей с образующей желоба. Скорость системы у 
равна проекции скоростей шарнков на образующую цилинл- 
ра. В этой системе коордииат все шарнкн в любой момент 
времеии находятся в одной плоскости П, перпсидикуляриой 
к у. Будем считать, что шарики скользят без трения по боко- 
вой поверхностн желоба, тогла в плоскости П эти шарнкн 
движутся по кривой, показанной на рисунке 11, то есть со- 
вершают колебання. 


Еслн амплитуды колебаний малы (малы начальные со- 
ставляющине скоростей шариков, перпендикулярные к обрз- 
зующей желоба и касательные к его поверхностн), то колеба- 
ния шариков гармонические и нх пернод не зависит от амп- 
литуды. В этом случае через половину пернода все шарнки 
встретятся на той же образующей АА’ желоба, с которой 
оин начали свое движение. 


Если же амплитуды колебаний шарнков велнки, то коле- 
баиня не будух гармоническими, их периоды будут зависеть 
от амплитуды, и шарикн будут попадать на образующую АА" 
в различные моменты временн. Это означает, что вместе ша:- - 
рикн не встретятся. 


$293. Марс во время протн- 
востояния находится на рас- 
стоянии 1=5,56-100 м ст 
Земли и его угловой див- 
метр &=25”1. Определить 
ускорение свободного ладе- 
ния на коверхности Марса, 
если известно. что макси- 


мальное угловое расстояние 
между центрами Марса и 
его спутника Фобоса Вэ 
—34”.5. а период обращения 
Фобоса вокруг Марса Т== 
—=2.76- 101 с. 


Ускоренне свободного падения на поверхностн Марса 
согласио закону всемирного тяготения и вторсму закону 
Ньютона равно 

м 
8 УТ 
м Юм’ 
где } — гравитационная постояииая, 
Км — его радиус. 
Раднус Марса можно определить непосредственно из 


М — масса Марса, 


[7 а 
условия задачи (см. рис. 12): А = И! р - [так как 
[#1 [43 
и мало, то 4 9 | 


$294. К некоторому прибо- 
ру, находящемуся внитри 
камеры высокого давления, 
кеобходимо подводить Тгп- 
ло. Во время опыта меняет- 
ся давление в камере. и это 
приводит к изменению со- 
прогивления любой проволо- 


Чтобы найтн массу Марса, рассмотрим движение его 
спутннка Фобоса. Для простоты рассуждений будем счн- 
тать, что спутник вращается по круговой орбите, раднус 
В которой равен (см. рис. 12) Ю--ЁщВ-- 28. Пернод об- 
ращення спутника равен Т. Центростремнтельное ускоре- 


Эл \2 
ние а = ®*А = (=) Ю спутнику сообщает енла тяготення 


тм Е 
Е г {т — масса спутника). Поэтому а == 1: или 
21 \2 М 
7) КЕтТд=, откуда 


2 2 
ум = =) 83 — (>) (18). 


Тогда окончательно 


ве _ Г’ По а 
=== (т) (10/2) — 7 [5 #. 


Подставляя в эту формулу данные задачи и учитывая, что 


Ы 


Е 1780.60.65 рад = 4,9.10-3 рад, получим 
&м = 3,64 м/с?. 


$ 


Мощность, выделяющаяся на сопротивления Аз, равна 


$2 
р З 
Ро 


где /{3—ток н (Из — напряжение на сопротивлении Кз. 
Обозначим А, общее сопротивление параллельно соедииен- 


ки, используемой в качест- 
ве нагревателя. На рисунке 
13 локазана схема, использу- 
емая в случае, когда необхо- 
димо. чтобы количество лод- 
водимого за одно и то же 
аремя тепла очень слабо за- 
висело от давления. Сопро- 
тивление Ез— зто обмотка 
нагревателя. К; и В. — неко- 
торые постоянные сопротив- 
ления, которые находятся 
вне камеры высокого давле- 
ния. При каком соотношении 
между В, Юз и Кз мощность. 
рассеиваемая на сопротивле- 
нии Вз, меняется меньше всг- 
го при изменении величины 
сопротивления Вз? 
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ных сопротивлений К, и Юз; тогда сопротивления Ю, и К» 


[9 
соединены последовательно и > = ВЕ. или 
® В.Ю 
= ЯВ . Но № = уж ‚ следовательно, 
Ю,Юз 
ны К.А, -Е К.Ю -- К.В.’ 

н 

р ИЗ ЮВ 

ы. (К.Ю. + Ю.Ю. г К,В»} 5 


ив 


== Ю Г) ми: ое . (*} 
[+ УЕ: Я] 
ув. 

Исследуем полученное выражение. При А, =0 Р=0. 
При №, стремящемся к со (то есть Аз № Е, н В» Ё,), 
Р стремнтся к 0. Так как Р(Ю3) — непрерывная функция 
(это ясио из физических соображений). то прн некотором 
значенин Кз мощность максимальна. График зависимостн 
Рот Кз показан иа рисунке 14. Из трафика видно, что 
прн одном и том же нзмененин Юз изменеине величины Р 
мннимально как раз тогда, когда сама велнчина Р макси- 
мальна *). Таким образом, нам нужно найти, прн каком 
значении Кз мощность максимальна, или, что то же самое, 
знаменатель в выражении {») минимален. 

Как известно, для двух чисел а и 6 среднее арнфме- 
тнческое не меньше среднего геометрического: @-- 67 
=2 И а6: а--Ь минимально н равно 2 ]/@6 прн а=Ь. 
Пронзведенне слагаемых Е н УВ, (В, + В,) не завн- 

З 
снт от Юз, поэтому согласно сказанному выше знаменатель 


выражения (+) минимален, а значит, Р максимальна, 
если 


К.В, _ >. у 
ув = (Е: + КУ В нлн Юз= В. +В, . 


Именно при таком соотношении между Ю,. В, и Аз мош- 


В, 


ность, выделяемая на сопротивлении Юз, меняется меньше 
всего при изменении величины сопротивлення Юз. 


*) Те, кто знаком с элементамн высшей математики, 
знают, что, когда функция принимает макснмальное (нли 
минимальное) значенне, скорость изменення функцин (пер- 
вая производная) равна нулю. 


Ф295. Какова должна быть 
точность измерения уско- 
рения свободного падения у 
поверхности Земли для того, 
чтобы можно было обнару- 
жить изменение этой еели- 
чины в течение суток из-за 
притяжения (Луны?  Счи- 
тать, что измерение про- 
изводипися в точке, которая 
лежит в плбскостиы орбиты 
Луны; вращением Земли пре- 
небречь. 


Под действием притяжения друг к другу Земля ин Луна 
вращаются вокруг нх общего центра масс. В системе отсчета, 
связаиной с центром масс снстемы Земля — Луна, на тело. 
находящееся у поверхности Земли. действуют две силы — 
т 


з 
снла притяжения со стороиы Землн Ё, =\-—>— и сила 


3 
М. т 
притяжения со стороны Луны Ё) ых где т — 
масса тела. М. — масса Земли, Мл — масса Луны, Ю — 
раднус Землн и [ — расстояние от тела до Луны. Сумма 


| ь 
этих сиз сообщает телу ускорение & = а Е Е. ). 


Для того чтобы найтн ускорение Тела относительно Зем- 
лин, необходимо учесть. что в нашей системе отсчета сама 
Земля движется с центростремительным ускорением, сооб- 
щаемым ей снлой тяготения Р.—л, действующей иа Землю 


В з—л Мл 
со стороны Луны: а, == м =* г: {15 — расстояние 
Е] 0 ° 


между центрами Землн и Луиы). 

Такнм образом, ускоревне свободного падения тела на 
Землю (ускореине относительно Земли) равно ®# == а— аз, 

Поскольку Земля вращается вокруг своей осн, то взаим- 
иое расположение тела, находящегося на поверхвостн Земли, 
Земли н Луны будет со временем. меняться. Следовательно, 
будет меняться и ускореине свободного падення в. (Однако 
измененне ускорення Е, связанное с тем, что вращающаяся 
Земля не является ннерциальной системой отсчета, мы учнты- 
вать не будем.) 


В тот момент, когда Луна, Земля и тело расположены 
вдоль одной прямой н Земля находится между телом н Луной 
(рис. 15), силы [Ру н Ел направлены в одну сторону н уско- 
ренне свободного падення равно по абсолютной велнчине 


И И. 
в’ Та, к. р [= 
м, М1 —@-х 
Е у Г: их , 


где х = 92. Так как х< 1, о | — (1-х) 2.2х вн, кроме 


того, можно пренебречь х по сравненню с | в знаменателе 
второго слагаемого. В результате получим, что 


М, Мл 
#17} 5 — 2% > х. 
№ и 


Через полоборота Земли вокруг своей осн; когда тело 
находнтся в точке 2 между Землей н Луной (рнс). 16, 
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Рис. 17. 
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снлы Е, н Рл направлены в противоположные стороны н 


И. + Мл Ма о Мл 
8? ы- г = Ро Г д => Г у р 


То есть ускорения тела в этнх двух Точках практически 
одннаковы: д, == 8.. 

В те моменты, косда тело иаходится в точках 3 н 4, 
то есть через 1:4 н 3/4 оборота после начала отсчета, 
силы Р, и Р, направлены так, как показано на рисуя- 


ке 17. Ускорение свободного падения в точке 3 равно 


З я 
а, г а" Сравним второе н третье слагае- 


мые в ры выражении. Направления силы ЕР. нп ускоре- 
ния а. практическн совпадают, в абсолютные величниы 


а Мл Мл 
слагаемых лочти одинаковы: —— = 25 —>- (так 
т 7 Е? у п ( 
Мл 
как К, «Ц), а, =% те Поэтому ‘можна’ считать, что 
0 


величина ускорення свободного падення в точках 3 и 4 
определяется только силой притяжения к Земле: 


Р.М, 
23 = 34 = = р. 
т к? 


По мере удаления от точек 9 н 4 ускорение уменьшается. 


Такнм образом, в точках 3 в 4 ускореиие свободного па- 
дения максимально, а в Точках Г н 2 — минимально. 
Найдем отношение 58. ЕЕ. 
&з 23 


Очевидно, именио такой должна быть точность измерения 

ускорения свободиого падения у поверхности Землн для 

того, чтобы можно было обнаружить изменение этой велн- 
чины из-за притяжения тел. Луной. 


Н. Ш. Слободецкий 


ПРАНТИНУМ 
АБИТУРИЕНТА 


Использование 
неравенства Коши 
при решении задач 


С. Т. Берколайко 


В школьном курсе математики свой- 
ствам элементарных неравенств и ме- 
тодам их доказательства отводится 
значительное место. Однако на всту- 
пнтельных экзаменах в вузы многие 
абитуриенты с трудом применяют не- 
равенства при исследовании элемен- 
тарных функций н решенви задач на 
максимум п минимум (преимущест- 
венно геометрического и физическо- 
го содержания). Между тем, для ре- 
шения подобных задач  достаточ- 
но знать н, Главное, уметь приме- 
нять сравнительно несложные нера- 
венства. 

К числу таких неравенств отно- 
сится, прежде всего, неравенство Ко- 
шн: среднее арифметическое двух 
положительных чисел а и В не мень 
ше их среднего геометрического: 

я аб. (0 


Наряду с неравенством Коши аби- 


туриентам полезно знать некоторые 
следствия из него, а именно: 
ат > 2 раб, (2) 
а? -- 6? > 2а6, (3} 
о-=5\? 
ав < [“), (4) 
} 
аб <= —- (а2- 6") (5) 


{выведите их самостоятельно). 

Как известно, в неравенстве (1) 
равенство достигается лишь при а=6. 
Следовательно, и неравенства (2)— 


(5) переходят в равенства лишь при 
а =. 


Неравенства (1) — (5) эквива- 
лентны друг другу (при а>0, 
ь > 0), любое из них можно при- 
менять при решении задач, ни, как 
показывает практика вступитель- 
ных экзаменов, решение конкурсных 
задач на максимум и минимум легко 


находится именно с помощью этих 
неравенств. Рассмотрим ряд при- 
меров. 

Задача 1. Найти  наиболь- 


шее значение произведения двух пере- 
менных, сумма которых постоянна. 

Этот вопрос решает неравенство 
(4), утверждающее, что произведение 
двух положительных чисел не боль- 
ше квадрата их среднего ‘арифметн- 
ческого. Действительно, если п п 
ь — две переменные, а -+ @ = М. 
где 41 — некоторая постоянная, то 


при 5-5 согласно (4) < (3). 
а при а == Ф неравенство (4) перехо- 


Мм \2 
дит в равенство аб = (>) . 


Следовательно, при а == про- 
нзведение аб достигает наибольше- 


м2 
го значения, равного (5 | 


Аналогично, если требуется найти 
нанменьшее значение суммы двух пе- 


ременных, произведение которых 
постоянно, то применяется — нера- 
венство (2). 

Задача 2 (МГУ, мехмат, 


1966). Из гранита нужно вырубить 
постамент в форме прямоугольного 
параллелепипеда, высота которого 
должна быть равна диагонали осно- 
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вания, а площадь основания должна 
быть равна 4 м?. При каких длинах 
сторон основания площадь поверх- 
ности постамента будет наимень- 
шей? 

Пусть х и у — длины (в метрах) 
сторон прямоугольника, лежащего 
в основанни постамента. Тогда по 
условию задачи высота 2 поста- 


мента равнау/ х? -— у, а площадь 
его поверхности (в м?) 


$=2(х+у- ии 8, 


при этом ху =: 4. Воспользовавшись 
неравенствами (2) н (3), получим 


ху >22 Ихлу=4; ху? > у = 8, 
откуда Ух -- у у 8. Следовательно, 
$=2.4-У81+8=8-+ 16У2(м*), 


причем равенство достигается при 
х = у, поскольку периметр основания 
(2 --и)) и высота(их- у) одно- 
временно при х = и (=2) достигают 
наименьшего значения. Итак, наи- 
меньшая площадь поверхности бу- 
дет у постамента, в основании кото- 
рого лежит квадрат со стороной в 8 м. 
_ Задача 3 (МГУ, —мехмат, 
1966). Нужно изготовить коробку в 
форме прямоугольного  параллелепи- 
педа с площадью основания. равной 
1 см?. Сумма длин всех ребер парал- 
лелепипеда должна быть равна 20 см. 
При каких размерах коробки площадь 
ее поверхности будет наибольшей? 

Пусть х н у — длины сторон пря- 
моугольника (в сантиметрах), лежаще- 
го в основании параллелепнпеда, а 
г — его высота, Тогда по условню 


ху = 1, 4х + 4и +42 = 20, откуда 
ху 2= 5. 

Площадь поверхности коробки 
равна 


= (ху-2 + 2. 


С учетом соотнощения (х -- и) - 2=5 
и неравенства (4) получим 


ХУ +21? 25 
а! 


причем это неравенство обращается в 


равенство лишь прин хфу=а= 
== 2,5. Таким образом, произведение 
(х-- у)», а вместе с ним и площадь 
поверхности коробки достигают нан- 
большего значения, если г = 2,5 (см) 
их и = 2,5. Решая систему урав- 
нений 


р х--у=2,5, 
| ху=1, 
находим размеры коробки: 2х0,5Х 
х2,5 (см). Е 
Задача4 (НГУ, 1968). Дан 


прямоугольник АВСР со сторонами 
АВ = а; ВС == Ь. Вокруг него опи- 
сываются прямоугольники таким об- 
разом, что каждая сторона описан- 
ного прямоугольника проходит через 
одну из вершин прямоугольника 
АВС. Найти описанный прямоуголь- 
ник с наибозьшей площадью и опре- 
делить его площадь. 

Пусть ан 6 — длины сторон дан- 
ного прямоугольника (рис. 1), а — 
угол между соответствующими сто- 
ронами данного и описанного прямо- 
угольников. Тогда длины сторон опи- 
санного прямоугольника равны 
а мп < -- В соз а, п соза -- Ь зп а, 
его площадь 
$ (<) = (азта - 6 с05а) х 

Хх (асоза в Япа) = 
= (2? -| 52) “па с0$ а - аб. 

Здесь переменным является про- 
изведение $п а. с0$ <. Нам надо 
найти наибольшее значение этого про- 


изведения. Учитывая, что чп? а, -- 
+ с0$2 а =1, применим неравен- 
ство (5): 


: р | 
$1 6. С05 © «5 -5- (5118 @ + с05? @) = 5. 


Равенство достигается лишь при 
$1 @ = 60$“, то есть при & = 45° 
(так как по условию 0°<а < 90°). 
Следовательно, — наибольшую - пло- 
щадь имеет тот описанный прямо- 
угольник, стороны которого образу- 
ют со сторонами данного угол 45. 
Нетрудно убедиться, что этот прямо- 
угольник — квадрат, площадь его 


акб а (@-= 6): . 


Рис. Г. 


Задача 5 (НГУ, 1968). Рас- 


стояние между двумя параллель- 
ными прямыми равно В. Третья пря- 
мая, параллельная данным, находится 
вне полосы между ними на расстоянии 
Н от дальчей. Отрезок АВ перпенди- 
кулярен к прямым, а концы его лежат 
на первых двух прямых. 

Найти на третьей прямой точ- 
ку М так, чтобы х АМВ был наи- 
большим. 

Положение точки М на третьей 
прямой определяется, например, рас- 
стоянием от нее до точки К пересече- 
ния прямой АВ с третьей прямой 
(рис. 2). Обозначим КМ через х. 
Для решения задачи достаточио най- 
ти то значение х, для которого со- 
ответствующий угол а = хАМВ до- 
стигает наибольшей величины. 

Введем вспомогательный угол 
В = < КМА и выразим с помощью 
него {5 < в виде функции от х. Ис- 
пользуя формулу тангенса разности 
двух аргументов и определение тан- 
генса острого угла, получим 


що = Ш (В — В! = 


__в@+р-ШВ _ 
1-8 (а + Ре В — 


Н НВ 
хх Н 
= == иН-и“. 


Отсюда видно, что 15 а (а, следова- 
тельио, и @) достигает наибольшего 


| Я 
значения, когда сумма х -|- Ре 


Рис. 8. 


достигает 
Поскольку х 


наименьшего 

Н(Н— А) 
х 

пользуемся  неравенством (2): 


НН №) НН 


=? УН(В-®). 
Искомое значение х является поло- 


значения. 
постояинОо, ВОС- 


жительным корнем уравнения 
0 — НН» ъ то есть 
Хх 
х=иН(Н—)- 


Искомую точку теперь можно най- 
тн с помощью несложного построе- 
ния: опишем на отрезке КВ как на 
днаметре полуокружность, которая 
пересечет вторую прямую {(проходя- 
щую через А) в точке С (рис. 2), и 
отложим на третьей прямой отрезок 
КМ, = КС; точка М, — искомая (до- 
кажите это самостоятельно). 

Нетрудно заметить, что точка М», 
симметричная точке М, относитель- 
но точки К, обладает тем же свойст- 
вом, что и точка М,. Итак, искомых 
точек — две: М, и М.. 

Задача 6 (МГУ, 1971). Авто- 
мобиль едет от пункта А до пункта 
В с постоянной скоростью 42 км!ч. 
В пункте В он переходит на равно- 
замедленное движение, причем за каж- 
дый час его скорость уменьшается на 
а км/ч, и едет так до полной останов- 
ки. Затем он сразу же начинает дви- 
заться равноускоренмо с ускорением 
а км/ч. 
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Каково должно быть значение а, 
чтобы через 3 часа после возобновления 
Эвижения автомобиль находился бли- 
же всего к пункту В? 

Пусть автомобиль остановился в 
точке С, а через 3 часа был в точке Д. 
Рассмотрим движение автомобиля на 
участке ВС. По условию скорость 
автомобиля в пункте В равна ив == 
— 42 ^м!ч; эта скорость является 
начальной на участке ВС. Конечная 
скорость на рассматриваемом участ- 
ке ис -—= 0, поэтому время движения 

42 
на участке ВС (в часах) [с ==я 


Используя формулу длины пути 
при равнопеременном прямолннейном 
движении, выразим ВС и СР через па- 


раметр а: 


ое Вы 
п 2 


Таким образом, 
Эа 


ВО = ВС-+-Ср - 4. 


Так как произведение сла гаемых 
882 94 
— м — постоянно, то полученная 


а 2 


сумма — это следует из неравенства 
(2) — достигает наименьшего зна- 


чения прн 
22 ба 
ат 2’ 


откуда а = 14 км/ч?. При этом ВО = 
=126 км. 


Упражнения 


1 (МГУ, 1966}. Нужно сделать воздуш- 
ный змей в форме прямой призмы с основа- 
нием в форме прямоугольного треугольника 
с гнпотенузой, равной 50 см. Боковая по- 
верхность этой призмы имеет площадь 0,96 м? 
Кзкими должны быть стороны треугольника 
основания, чтобы сумма длнн всех ребер 
призмы была нанменьышей? 

2 (МГУ, 1966). В основанни прямой приз- 
мы лежит прямоугольный треугольный тре- 
угольник г площадью. равной 2 м*, а высо- 
та призмы равна гнпотенузе основання. Ка- 
кнмн должны быть стороны основания, что- 
бы боковая поверхность призмы была нан- 
меньшей? 

3 (МГУ, 1966). Требуется нзготовнть ко- 
робку в форме прямоугольного лараллелепи- 
цеда. Площадь дна коробкн должна быть 


4 


равна 2 дм?, а боковая поверхность 18 дм°. 
При каких размерах коробки сумма ллин 
всех ве ребер будет наименышей?> 

4 (МГУ. экон. ф-т, 1969). Прн каком 
действительном х выражение 


__*-1 
> 4 


принимает нанменьшее значение? 


5 (МГУ, 1971). Мотоциклист выезжает 
из пункта А н движется с постоянным уско- 
рением 12 км/ч? (начальная скорость равна 
нулю). Достнгнув скорости и км:ч, он едет 
с этой скоростью 25 км, а затем переходит 
на равнозамедленное движение, причем за 
каждый час его скорость уменьшается на 
24 км/ч. и дьнжется так до нолной остановкн. 
Затем он сразу же поворачивает обратно н 
едет до пункта А с постоянной скоростью 
 КмМ!ч. 

При какой скорости в мотоцнклист быст- 
рее всего проделает обратный путь от оста- 
новкн До пункта А> 

6 (МГУ, фнлологич. ф-т, 1972). Прн ка- 
кнх положнтельных х выражение 


5 
НЕТ 


принимает минимальное значение? 

7 (МИФИ, 1972). Найти объем нанмень- 
шего по объему конуса средн всех тех кону- 
сов, которые можно описать около шара ра- 
днуса В. 


Поправки 


В «Кванте» №2 допущены следующие опечатки 
Страница 25. левая колонка, 14-н строка снизу 
Напечатано Следует читать 


...А 2% В ..А >В 


Страница 26, в задаче №309. 

Напечатано Следует читать 
2п п 

х -я +х+1 х +х +1! 

Страннца 44, правая колонка 

рисунок Ен рисунок Я следует поменять местамн 

Страница 47. левая колонка 

рисунок 5 и рисунок 6 следует поменять местамн 

Страинца 63. правая колонка, 2-я строка сверху 

НИ запечатано: Следует чнтагь 

— —» — = 

—м—в)+. = 4 — В): +... 

Страница $$. левая колонкв. 5-я строка снизу 

Напечатано Следует читать 

заказ =59259 заказ = 59295 


Г.Я. Мише Электростатическое 


поле 


Задачи раздела  «Электростатика» 
имеют много общего с задачами на 
равновесие тел в механике, но есть 
между ними и принципиальные раз- 
личия. Отличие электрических за- 
дач от механических состоит, преж- 
де всего, в том, что для описания взан- 
модействия электростатических заря- 
дов вводится особое понятие — элект- 
рическое поле, а также новые величн- 
ны для количественной характеристи- 
ки этого поля — напряженность и по- 
тенциал. Если электрическое поле 
создается неподвижными зарядами, 
то говорят об  электростатическом 
поле и соответственно о напряжен- 
ности н потенциале электростатиче- 
ского поля. 

Цель данной статьи — обратить 
внимание читателей на нанболее труд- 
ные вопросы, связанные с понятием 
электростатического поля, и предо- 
стеречь от возможных ошибок. 


Напряженность поля 


Прежде всего, нужно привыкнуть к 
обращению с этой величиной, на- 
учиться ее вычислять в различных 
случаях. В этом очень помогает прин- 
цип суперпозиции полей *). Доста- 
точно знать формулу для напряжен- 
ности поля точечного заряда, для 
того чтобы вычислить напряжен- 
ность поля заряженного тела с про- 
извольно распределенным в про- 


*) См., например, статью Л. П. Бака: 
ниной и С.М. Козела «Принцип 
суперпозиции в электростатнке», «Квант», 
1973, № 3. 


странстве зарядом. Заряженное тело 
можно рассматривать как совокуп- 
ность точечных зарядов. Суммируя 
геометрически поля отдельных заря- 
дов, можно найти напряженность 
поля в любой точке. Правда, вычис- 
ление этой суммы иногда оказывается 
весьма сложной математической за- 
дачен. 

Не менее важно ‘уметь свободно 
пользоваться понятием силовых лн- 
ний, дающих качественную картину 
распределения поля в пространстве. 
На многие вопросы можно ответить, 
отчетливо представляя себе, как идут 


снловые Линии. 
Интересно заметить, что знание 
размерностей напряженности поля 


и электрического заряда позволяет 
в ряде случаев найти с точностью до 
числового коэффициента зависимость 
напряженности поля от расстояния. 

Часто при решении задач на элект- 
ростатику используется тот факт, 
что напряженность поля внутри про- 
водника равна нулю, и электростати- 
ческое поле не проникает сквозь про- 
водник. Это означает, что геометри- 
ческая сумма полей всех зарядов в 
любой точке внутри проводника об- 
ращается в нуль. Отсюда можно де- 
лать выводы н о соответствующем 
распределенни зарядов в простраи- 
стве. 

Основной закон  электростати- 
ки — закон Кулоиа — очень похож 
на закон всемирного тяготения. Это, 
конечно, облегчает решение ряда 
электростатических задач. Однако, 
нужно помнить и о различии этнх 


законов: наряду © притяжением раз- 
ноименных зарядов существует и от- 
талкивание одноименных зарядов. По- 
этому при вычислении напряженно- 
сти поля надо обязательно учитывать 
знаки зарядов. 

Следует избегать также часто по- 
вторяемого неверного утверждения о 
том, что электрически нейтральная в 
целом система не создает вовсе элект- 
рического поля. Напряженность по- 
ля нейтральной системы, состоящей 
из положительных и отрицательных 
зарядов, вие системы ие равна ну- 
лю. Правда, она убывает с расстоя- 
нием гораздо быстрее, чем напряжен- 
ность поля заряженного ‘тела. 

Рассмотрим несколько конкрет- 
ных задач. 

Задача 1. Может ли точеч- 
ный электрический заряд, помещен- 
ный в электростатическое поле, на- 
ходиться в состоянии устойчивого 
равновесия? 

Нет, не может. Для того чтобы, к 
примеру, положительный заряд на- 
ходился в состоянии устойчивого рав- 
новесия, необходимо, чтобы при сме- 
щении заряда в любом направлении 
на него действовала снла, возвра- 
щающая заряд в положение равиове- 
сия. Следовательно, силовые линии 
поля должны сходиться в точке, где 
расположен заряд. Но силовые ли- 
нни электростатического поля начи- 
наются иа положительных зарядах 
и оканчиваются на отрицательных. 
В точке же, где расположен рассмат- 
риваемый заряд, отрицательных за- 
рядов нет, и; следовательно, силовые 
линии внешнего по отношению к за- 
ряду поля не могут сходиться в точ- 
ке, где он расположен. 

Задача 2. Зная размерность 
напряженности электрического поля, 
найти (с точностью до числового ко- 
эффициента) напряженность поля 
бесконечной плоскости, находящейся 
в вакууме и имеющей плотность по- 
верхностного заряда в. 

Напряженность — электрического 
поля в точке,’ отстоящей на рас- 
стоянии А от пластины, может зави- 


#2 


сеть только от аи ВЮ. Согласно прин- 
ципу суперпозицин зависимость от в 
должна быть линейной, то есть Е == 
= |6|{(Ю), где }(Ю) — неизвестная 
функция. Размерности — напряжен- 
ности Е и плотности заряда в равны 
соответственно 


—__ [9] —_ 19] 
СВ = ура И 191 = тазу. 


Поэтому Е == 

[и 
мерный коэффициент. От расстоя- 
ния напряженность поля не зависит. 
Точные расчеты дают для коэффици- 
ента А значение 1/.. 

Задача 3. На расстоянии 4 
от большой проводящей пластины на- 
ходится точечный — электрический 
заряд 9. С какой силой действует 
на него пластина? 

Под влиянием заряда -|- 4 на пла- 
стине появляются наведенные отри- 
цательные заряды. Они распределя- 
ются по поверхности пластины та- 
ким образом, что результирующая 
напряженность электрического поля, 
созданного этимн зарядами и заря- 
дом --4, внутрн пластины равна ну- 
лю (индуцированные — положитель- 
ные заряды уходят на удаленные 
края пластины, и их влиянием мож- 
но пренебречь). Поскольку пластина 
большая, величина суммарного наве- 
денного заряда практически равна 
по модулю заряду +9. Справа от 
пластины (рис. 1) электрическое поле 
создается точечным зарядом {9 и 
распределенным по поверхности лла- 
стины наведеняым — отрицательным 
зарядом —4. Слева электрическое 
поле отсутствует (эффект электроста- 
тической защиты). 

Представим себе, что мы помес- 
тили слева от пластины иа рас- 
стоянии 4 точечный отрицательный 
заряд — 4 (заряд-изображение). Он 
наведет на левой поверхности пласти- 
ны положительные заряды, которые 
распределятся по ней точно так же, 
как отрицательные заряды на пра- 
вой поверхности. При этом электри- 
ческое поле справа от пластины не 
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Рис. 1. 


изменится (опять действует электро- 
статическая защита). 

Можно сказать, что справа от 
пластины поле создается двумя то- 
чечными зарядами {4 и —ди 32- 
Рядами (отрицательными и положи- 
жительными), индуцированными на 
обенх сторонах пластины. (В самом 
деле суммарная напряженность 
электрического поля от точечного 
отрицательного заряда и наведен- 
ных положительных зарядов равна 
нулю.) Если пластина тонкая 
(ее толщина мала по сравнению с 
расстоянием 4), то напряженность 


поля наведенных зарядов вне пласти- 
ны равна нулю. 

Таким образом, оказывается, что 
справа от пластины электрическое 
поле, создаваемое зарядом -+4 и 
наведенными отрицательными заря- 
дами, совпадает с полем, созданным 
двумя точечными зарядами 4 и 
— 9. находящимися на расстоянии 
24 друг от друга (рис. 2). Это озна- 
чает, что напряженность поля инду- 
цированных зарядов в точке, где на- 
ходится заряд --4, равна напряжен- 
ности поля точечного заряда — д. 
Тогда искомая сила притяження 


Рис. 2. Синим цветом показаны экрипотенциальные поверхности. 
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Рис. 3. 
равна 
В. 1 а? 3? 
— 4лео 44° Юле? * 


Задача 4. Свойства электриче- 
ского диполя (системы из двух то- 
чечных зарядов Г и — 9, находя- 
щихся на расстоянии Г{ друг от 
друга) характеризуются его элек- 
трическим моментом р -=0(. 

Найти напряженность поля элек- 
трического диполя с моментом р 
в тоике, отстоящей озт центра оси 
диполя на расстоянии Ю 3 1, в двих 
случаях: 

1} пючка лежит на прямой, про- 
ходящей через ось диполя; 

2) точка лежит на прямой, пер- 
пендикулярной к оси диполя. 

В первом случае, как это вилно 
из рисунка 3, напряженность в точ- 
ке А равна | 

ри : аи 

В с (ИИ) г 

Так как ^»[, то 


1 1 2 
ЧАТ {ВЕТ № - 
Следовательно, 
12 2р 


Ё——— = —_——_ 
Л 9ле, В = 4ле, В? - 


Во втором случае (см. рис. 3) 
напряженность поля, созданного каж- 
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дым из зарядов в точке В, равна по 
величине 
5 | 
Е = Чле, Юз А . 
Суммарный вектор напряженности Ел 
направлен по осн днполя. Его вели- 
чина равна 
р 1 
5 а = — 
Ев =2Е, п тя 
& р 
‘г —————— м —— 
КЕ РИО» ЯВ 


Заметим, что в обоих случаях на- 
1 
пряженность убывает как ‚то есть 


юз 
чем напряженность лочеч- 


я ] 
ного заряда ах кг). 


быстрее, 


Потенциал и потенциальная эиергия 


Самые болынне трудности при реше- 
нии электростатических задач обыч- 
но возникают при использовании 
понятия потенциала. Потенциал — 
энергетическая характеристика поля, 
н задачи с использованием понятия 
потенциала — это  преимуществен- 
но задачи на закон сохранения энер- 
ГИИ. 

Применение закона сохранения 
энергии в механике вызывает зна- 
чительные затруднения главным об- 
разом из-за сложности понятия по- 
зеикиальной энергии взаимодействия 
тел *). В электростатике мы встре- 
чаемся с новым видом потенциальной 
энергии. Причем из-за наличия за- 
рядов противоположных знаков по- 
тенцнальная энергия Пи , следова- 


п 
тельно, потенциал ф = г могут быть 


как положительными, так и отрица- 
зельными. 
Наряду с взаимной потенциалъ- 
ной энергией заряженных тел каж- 
дое заряженное тело обладает соб- 
ственной энергией, которая представ- 
ляет собой энергию взаимодействия 


.  *) См. статью Г. Я. МякншевазО за- 
хоне сохранения энергии мсханнке?, 
«Квант», 1974, № 3. (Прим. ред.) 


частей заряженного тела друг с дру- 
гом. Например, собственная энергия 
заряженного шара радиуса К равна 
п = ыы Ри (9— заряд шара). 
При взаимодействии заряженных тел 
может изменяться не только их вза- 
имная потенциальная энергия, но и 
собственная энергия каждого тела. 

Необходимо иметь в виду, что 
потенциальная энергия и нотенциал 
определяются с точностью до постоян- 
ной. Значение этой постоянной за- 
висит от выбора нулевого уровня по- 
тенциальной энергии. Обычно на- 
чало отсчета потенциальной энергии 
выбирают таким, чтобы постоянная 
была равна нулю. Выбирать можно 
произвольно, но, выбрав нулевой уро- 
вень для данной задачи, в дальней- 
шем при решении задачи его уже 
менять нельзя. 

Часто при решении задач исполь- 
зуется тот факт, что все точки про- 
водника имеют один и тот же потен- 
циал. Действительно, напряженность 
поля внутри проводника равна нулю, 
н при перемещении заряда внутри 
проводника работа не совершается. 
Типичная ошибка, которую довольно 
часто допускают, такова: выбирают 
постоянный потенциал внутри про- 
водника равным нулю и забывают, 
что тогда уже нельзя считать потен- 
циал заряженного тела на бесконеч- 
ности нулевым (именно в бесконеч- 
ности чаще всего выбирается нулевой 
уровень потенциальной энергии, а 
значит, и потенциала). 

Теперь продолжим рассмотрение 
конкретных задач. 

Задача 5. Чему равен потен- 
циал в центре проводящей сферы ра- 
днуса ВЮ, несущей заряд 9? 

Напряженность электрического 
поля внутри сферы равна нулю. Сле- 
довательно, разность потенциалов 
между любыми двумя точками внут- 
ри сферы или на ее поверхности рав- 
на нулю. Другими словами, потен- 
циал в пронзвольной точке внутри 
сферы, а значит, и в центре сферы 
равен потенциалу новерхностн сферы, 


то есть 


Е: 
Фе — 4ле, В, 


если потенциал на бесконечности счи- 
тать равным нулю. 

Задача 6. Положительный за- 
ряд +9 равномерно распределен пс 
тонкому проволочному кольцу радиу- 
са Ю. В центре кольца находится то- 
чечный заряд —4. масса которого т. 

Заряду сообщается начальная ско- 
рость ио вдоль оси кольца. Определить 
‹арактер движения заряда в зависи- 
мости от величины начальной ско- 
рости. Кольцо неподвижно. 

Полная энергия заряда в началь- 
ный момент равна сумме кинетиче- 
ской энергни и потенциальной энер- 
гии в электростатическом поле коль- 
ца: 

пил то? 
Ев ыы — $9 = к, 


так как потенциал в центре кольца 


фо == о к (это непосредственно сле: 
ео 


дует из принципа суперпозиции). 

При Ено- > С заряд уйдет в бес- 
конечность. Причем его скорость на 
бесконечно большом расстоянии бу- 
дет равна нулю, если Ешоз = 0. Ес- 
ли нод > 0, скорость заряда на 
бесконечно большом расстоянии от 
кольца равна 


„2 99° 

у 20 бл Вт 

Если же Ен < 0, то заряд бу- 
дет совершать периодическое дви- 
жение вдоль оси кольца. Наиболь- 
шее расстояние г, на которое при 
этом удалится заряд от центра коль- 
ца, можно найти из закона сохране- 


ния энергии; 


2 
И. ИИ 44% 
2 Але 4 Ут” 
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Задача 7. Два маленьких ша- 
рика радиуса г несут заряды 9: и 
4, различные по величине, но оди- 
наковые по знаку. Шарики первона- 
чально находятся на расстоянии 1 
друг от друга. Одич из шариков за- 
креплен. Второй шарик, удаляясь под 
действием электростатических сил, 
приобретает — максимальную кине- 
тическую энергию К,. Если перед 
началом движения второго шарика 
оба шарика на некоторое время были 
соединены проводником, то второй 
шарик, удаляясь, приобретает мак- 
симальную` кинетическую энергию К., 
причем К. > К,. 

Определить количество теплоты, 
выделившейся в проводнике при соеди- 
нении шариков, и выяснить, за счет 
какой энергии выделяется эта теплота 
и увеличивается кинетическая энер- 
гия второго шарика. 

Согласно закону сохранения энер- 
гии в первом случае 
Коз + Па + Пе = К, + П, Пе, 
ге Кии П,. + Пь. — начальные, 
К, и ПП + П,. — конечные значе- 
ния кинетической и потенциальной 
энергий системы двух шариков. При- 
чем По: и П, — потеициальные эиер- 
гии взаимодействия шариков, а Пе 
н П.: — их суммарные собствен- 
ные энергии, одииаковые по вели- 
чине. Считая потенциальную энер- 
гию взаимодействия прн бесконечно 
большом расстоянии между шариками 
равной нулю’и учитывая, что К. =0, 
получим 


К, =: Па — „9192 


Але! * 


После соединения проводником за- 
ряды шариков становятся одинако- 


выми и равными 4 = а. Началь- 


ная потенциальная энергия шариков 
изменяется.  Кинетическая энергия 
теперь равна 
— _ (4 9 
К, По, = 1бленй 
Нетрудно видеть, что действительно 
К, > К,. Кроме того, в проводнике 
выделяется количество теплоты 4. 


4$ 


Однако, разумеется, полная энергия 
должна сохраняться. Увеличение ки- 
нетической энергии и выделение теп- 
лоты вэ втором случае происходит 
за счет уменьшения собственной по- 
тенциальной энергии заряженных ша- 
риков при их соединении. 

С учетом собственной энергии ша- 
риков конечную энергию в первом 
случае можно представить в виде 


Е = К. + Пе, 
{9 9 
1 2 
где Иа = Зла, (& -- т — собствен- 
ная энергия шариков.  Конечную 


энергию во втором случае запишем 
так: 


Е, = Е, = К, т Пь + 9. 


ый 4? 9" 
По = аа (7 + =) а 


1 (91 92% 


— 16160 7 . 
Количество выделенного тепла равио 
Ч=Пь + К, —П».—К, = 


м 1 
—  16ле а 


Упражиения 


1. В вершинах двух острых углов ром. 
ба, составленного из двух равносторонннх 
треугольников со стороной а, помещены по- 
ложительные заряды-!-4,. В вершнне одного 
нз тупых углов находится положительный 
заряд-+ 9». Опрелелнть напряженность элект- 
рического поля Е в четвертой вершние ромба. 

2. Два неподвижных заряда--9о рас- 
положены на расстоянин а друг от друга. 
Вдоль осн симметрии снстемы этнх зарядов 
может перемещаться третий точечный заряд 
—9. обладающий массой т (рис. 4). Считая 
смещенне заряда —9 от прямой, соеднняю- 
щей заряды де. малым по сравнению с а, 
определить период 7 колебаний заряда —9. 

3. Зная размерность — напряженностн 
электрического поля, найти (с точностью до 
числового коэффнинеита) напряженность по- 
ля бесконечно длинной ннтн, заряженной 
с линейной плотностью т. 

4. Пространство между двумя бесконеч- 
ными параллельнымн пластннамн заполнено 
дизлектриком, заряженным г постоянной 
объемной плотностью заряда р. Расстояние 
между пластинами а. Найтн зависнмость иа- 
пряженности электрического поля от расстоя- 


иня х, отсчитываемого от середкны объемно- 
го заряда. 

5. Шарнк, имеющий заряд 9 и массу т. 
подвешен на инти длины #(рнс. 5). На рас- 
стоянии Й под ким находится проводящая 
плоскость. Найти период свободных колеба- 
ний маятника ирн малых углах отклонения 
нити от вертикали. 

6. Три одинаковых точечных заряда 
= —2.10-8 к расположены в вершинах 
`равностороннего треугольника со стороной 
@ = |0 см. Какую работу А нужно совер- 
шить, чтобы перенести один нз ннх на сере- 
дииу противоположной стороны? 

7. Три проводящне концентрические сфе- 
ры имеют раднусы В, 2А н ЗВ соответственно. 
Средняя сфера иесет заряд -Г9. В имей про- 
делано отверстие, через которое тоикой про- 
волочкой соединяют внешнюю и внутренюю 
сферы. Определить заряд 4; внешней сферы 
после соединення. 

8. Два одноименных точечных заряда 
41 Н 9 с массами т; и т, движутся навстре- 
чу друг другу. В момент, когда расстояние 
между зарядами равно г, оин имеют скоро- 
ст 9, И и. До какого минимального расстоя- 
ння г. сблизятся заряды? 

9. Маленький пластмассовый — шарик 
массой т=3-10-! кг падает в воздухе с по- 
стоянной скоростью и,=10-4 м/с. Чему ра- 
вен заряд шарнка, если в электрическом по- 
ле с напряженностью Е=2,8- 10° в/м, направ- 
лепной вверх, он поднимается с установив- 
шейся скоростью ©2=2-10-4 м/с? Снла со- 
протнвлення воздуха прямо пропорциональ- 
на скорости шарика. 

10. Две проводящне электрические сфе- 
ры заряжены так, что внутренняя нмеет по- 
тенцнал фь, я внешняя $2. Какой потенциал 
будет иметь внутренняя сфера, если обе 
сферы соедннить проводником? 


Из научного юмора, 
или электричество 
и жизнь 


{Начало см. с. 18. 24) 


Какую работу против 
сил поля должны совершить 
босоногие участники эксяе- 
римента. чтобы пройти по 
5 м в протнвоположных на- 
правлениях? Для чнсловых 
расчетов можко взять яло- 
щадь поверхностн дисков, 
равную 5 0дм?, п перво- 
начальное расстояние меж- 
ду ннми — 0,5 см. 

Следует сделать еще не- 
сколько замечаний. Если 
мальчикн босые, то есть у 
них хороший контакт с Зем- 
лей, н если из-за дождя 
у них хорошнй контакт н 
с меднымн дисками, то кон- 
денсатор просто не удастся 
зарядить поскольку иеза- 
виснмо от расстояния между 
днсками заряд будет сразу 
же стекать в Землю через 
мальчиков. Прн этом вероят- 
ность поражения электрн- 
ческнм током зависит от 
многих факторов, например 
от состояння Кожи (из всех 
частей организма она облз- 
дает нанбольшим электрнче- 
ским сопротивлением), от ем- 
костн батарен. В данных 
условиях вероятность пора- 
ження током ничтожна: если 
прннять. что сопротивление 
тела мельчиксв составляет 
[0 ком (обычно же оно около 
100 хом). то при напряжении 
батарен 12 в через мальчиков 
будет протекать ток порядка 
| ма. Такой ток практически 
не ощущается человеком. 


7. Н. Крыжановский 
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Новосибирский 
государственный 
университет 


Мы уже писали о Новоснбнрском госу- 
дарственном университете (см. «Квант», 1973, 
№ 5). Расскажем теперь более подробно и 
мехаинко-математическом факультете НГУ. 

Выпускники этого факультета имеют 
глубокие знания в такнх фундаментальных 
областях математики, Как математический 
анализ, алгебра и логика, днфференциальные 
уравкения. Они могут принять активное уча- 
стие в разработке новых направлений в тех- 
нике и научных методов, необходимых для 
решения важных  народнохозяйственных 
задач. 

Механико-математический факультет 
НГУ имеет два отделения: отделение мате- 
матикн и отделение прикладной математики 
И механнкн. 

Отделение математики 10- 
товит специалистов по следующим разделам: 
дифференциальные уравнення п уравнения 
математнческой физикн, теория функций н 
функциональный анализ, математическая ло- 
гика, программирование, алгебра, геометрня 
н топология, теория вероятностей, математи- 
ческая экономика, вычислительная ма- 
тематика. 

Спецнализаиня студентов отделения ма- 
тематнки концентрируется вокруг основных 
направлений современной математнкн. 

Отделение прикладной ма- 
темэтикн н механякн готовнт спе- 
циалистов по следукинм разделам: гидроди- 
намика, газовая динамика, теория упруго- 
стн и пластичностн, динамическая метеоро- 
логия, математическая геофизика, вычисля- 
тельная математнка, теоретнческая кибер- 
нетика. 

Студенты отделення прикладной мате- 
матикн и механикн получают широкое мате- 
матнческое образование н овладевают осно- 
вами ряда прикладных дисциплин; они при- 
обретают навыкн и постановке и решении 
задач, возннкающих п различиых областях 
техннки. 

Ниже приводятся варианты письменно- 
го вступительного экзамена 1974 года ио ма- 
тематнке и физике на факультетах НГУ. 


Математнка 


Механнко-математнческий, 
экономнческий факультеты 


физический 


Варнант 1 
1. Решнть неравенство 
2%5+2 4-23. 2-х#+25+2.1-5—(. 

2. Из точкн вие окружностн проведены 
касательные и секущая, причем точки каса- 
ння и точки пересечения секущей с окруж- 
ностью являются вершннамн некоторой тра- 
пеции. Найтн отношение оскований трапе- 
ини, если известно, что угол между касатель- 
ными равен 60°. 

3. Решить уравненне 


`Усоз2х — чп 4х = 5х — с05х. 


4. При каких вещественных и система 
Х? = ы ее 2?, 


х-Ру-{ 2 == За, 


4 
сы Е 


нмеет вещественные решения, удовлетворяю- 
щие условню ху2>>0? Найти эти решения. 

5. В треугольной пирамиде $АВС реб- 
ре $А перпенднкулярно к плоскости тре- 
угольника АВС, АС—=СВ=а, А$ = АВ = 
-за У?2. Через середнну ребра АС проведена 
плоскость, перпендикулярная к ребру 5В. 
Найти расстояние от вершины А до этой 
плоскостн. 


Вариант 2 
1. Решить неравенство 


х? 
ы —г! 
В 24.37" 09410. 


2. В трапеции АВСШО боковая сторона 
СР перпендикулярна к основакню АД, ВС=а. 
Ар=ф, а<®. На основаннн АД существует 
такая точка М. что МВ перпенднкулярно 
к АС, а МС перпендикулярно к ВО. Найтн 
высоту трапецнн. 

3. Решить уравнение 


Ут ох — с0$ Зх И. 
| зт Зх Баев 


4. Для какнх вещественных т оба кор- 
ня уравнення 
2—(Зт-- Пьте-Ьт=0 
удовлетворяют неравенству 
ити —Зт—17>0? 

5. В основанни янрамиды ЗАВС лежит 
прямоугольный треугольник АВС. Ребро $В 
перпендикулярно и плоскости основания, 
$В=АВ-=АС=а. Через середину АВ пер- 
пендикулярно и 5С проведена плоскость. 
Найти площадь сечения. 


- Факультет естественных наук (спецналь- 
ности: хнмия, бнология) и  геолого-гео- 
физический факультет 


Варнант 3 
1. Решнть неравеиство 
(0,05) "°бх-вьзь) = >15)“ о.) 14х—1) 


2. Около окружности ралиуса Ю описа- 
на равнобочиая трапеция. Найти ее площадь, 
если нзвестно, что расетояние между точка- 
ми касания окружности с боковыми стсрона- 


ми равно Ю УЗ. 
3. Решить уравнение 


5ТХ — С05Х = В — 3 ($тх -{ с05х). 
4. Рецить систему уравиеинй 


х Рут: а 
_Фреси 
у Е, 
вы В 
2 ру РЕ 


5. Дан куб АВСОА"В’С’О’. Точка М — 
середина ребра АД’, а точка М — середина 
ребра А’В’. Плоскость, проведенная через 
точки М, Ми С, разбивает куб на две части. 
Найти отношевие объемов этих частей. 


Вариант 4 
1. Решнть неравенство 


а (2 У) +! | 


2. Угол АВС равен 60°, причем АВ= 
—ВС=а. Окружность О, касается АВ в точ- 
ке А, аокружность О, касается ВС в точке С, 
кроме того, этн окружности касаются друг 
друга виешним образом. Найтн радиусы ок- 
ружностей, если известно, что их отношение 
равно двум. 


3. Решить уравиекие 
фе хто х=2 (т 2х--с0$ 2х). 


4. Решить систему уравнений 


| Ух+а— Ууё=1, 
Ууфа-— У =! 


(ан 6 — действительные чнсла, 455). 

5. Дан куб АВСОА'В'С’ГР’. Точка М — 
центр грани АЛ’В’В, точка М — середина 
ребра С’С. точка К лежит на ребре ОС и 


ОК == -4- ОС. Плоскость, проведениая через 


точки М, М, К, делит куб на две части. Най- 
ти отношение объемов этих частей. 


Физнка 


На письменном экзамене по физике каждо- 
му абитуриенту предлагалось 5 задач. В пер- 
вой задаче нужио было объяснить физиче- 
ское явление, показанное экзаменатором на 
демонстрационном столе. Вторая н третья — 
легкие задачи, которые под снлу большнист- 
ву абитуриентов. Четвертая и пятая — за- 
дачи, требующие постаточно уверенных зиа- 
ний основных физических законов и неко- 
торой сообразнтельности. Шестой предлага- 
лась задача повышенной трудности. Чтобы 
ее решить, надо уметь разбираться в непри- 
вычной или усложнеиной физической ситуа- 
ЦИИ. ы 

На решение всех задач давалось и часов. 
Абктуриентам рекомендовалось решить виа- 
чале первые три задачи к подчеркивалось, 
что для получения высокой оценки не обя- 
зательно решение всех задач. 

В приводимых ниже вариантах после 
условия каждой задачи указана В скобках 
ее максимальная оценка в баллах. (За не- 
полное решеике ставилась лишь часть бал- 
лов.) Для получения положительной оцеикн 
нужно было набрать не меньше пятн баллов. 
«Отлично» ставилось при 20 баллах н выше. 


Вариант 1 


1. В цилиндрической трубе (рис. 1) воз- 
буждаются гармонические звуковые колеба- 


Рис. 1 


Рис. 2. Рис. 3. 
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Рис. 4. 


Рис. 5. 


Рис. 7. 


Рис. 3. 
50 


Рис. 6. 


Рис. 8. 


ння определениой частоты с помощью дина- 
мнка Д‚, установленного на одном из ее кон- 
цов. Длина трубы изменяется при перемеще- 
нии поршня ПЙ. На боковой стенке трубы 
находится микрофой 41, сигнал с которого 
через уснлитель У подается На динамик Д.. 
Объяснить, почему нри перемецении порш- 
мя изменяется сила звукового снгнала дина- 
мнка Д.. Можно лн этот эксперимент нсполь- 
зовать для определения параметров колеба- 
тельного процесса вн трубе> Возможно ли оп- 
релеление свойств среды, п которой распро- 
страияются звуковые волны (скорость зву- 
ка, плотность....)? (5) 

2. Катящийся без проскальзывания по 
горизонтальной плоскости обруч массы т 
сталкивается с вертнкальной стенкой и при- 
липает к ней. Найти количество тенла, ко- 
торое выделилось при столкновении, еслн 
центр обруча двнгался со скоростью и. (4) 

3. Цилиндр радиуса Ю, лежащий на под- 
ставке, разрезан пополам по вертикальной 
плоскости, проходящей через его ось (рис. 2). 
Вес каждой половины цилиндра Р, в центры 
тяжести находятся на расстояння а от оси 
инлиндра. Чтобы цилнндр не распался, че- 
рез него перекинули нить с одинаковыми 
грузами на концах. Трение пренебрежнмо 
мало. Найти минимальный вес грузов, не до- 
лускающий распада. (4) 

4. Под водой находится полая двояко- 
вогнутая линза, имеющая п воде фокусное 
расстояние РЁ (рис. 3). На нее снизу падает 
параллельный пучок света. Показатель пре- 
ломления воды п. Лнвза расположена на рас- 
стоянни {11<Р) от поверхности воды парал- 
лельно этой поверхностн. Найти, на каком 
расстоянии от лимзы соберутся лучи. Счи- 
тать. что для любых лучей угол между лу- 
чом и оптической осью мал, то есть таков, 
что а == та. 5 

5. В цилнидрическом сосуде пол неве- 
сомым поршнем находится насыщенный пар 
прн температуре Г. Определнть, какая мас- 
са пара сконденсировалась, если при вдвига- 
нии поршня совершена работа А. Модеку- 
лярный вес пара и, газовая постоянная А. (6) 

6. В четырехэлектродной лампе с плоски- 
ми параллельными электродами залжаны оди- 
наковая площадь электродов 5 и расстояния 
от катода А до: анола А — А сеткн @,-—а, 
сетки 06, —5. Анодное напряжение и;, между 
сеткой С. и катодом К напряженнем, (рис. 4). 
Найти заряд иа сетке С,, когда ток через 
лампу прекратится. (8) 


Варнант 2 


1. См. задачу 1 из варианта 1. 

2. Сосуд заполнен двумя несмешнваю- 
щимися жидкостями с плотностями р, и р. 
(рис. 5). На граннце раздела жидкостей пла- 
вает куб с длиной ребра [. Найти глубнну 
погружения куба в жидкость с нлотностью 
р.. Паотность куба р (р»>р>р,). (3) 

3. Найтн сопротивление между сосед- 
ними вершинами проволочного куба (рис. 6). 


Рис. 11. 


Рис. 10. 


Сопротивление каждого из ребер равно КЛ. (+4) 

4. Острне конуса с углом 2% рассматри- 
вают через лупу с фокусным расстоянием 
Е, расположенную на расстоянии й от вер- 
шивы конуса (а<Ё) (рис. 7). Каким виден 
угол конуса через лупу? Ось линзы прохо- 
дит через ось симметрии конуса. (6) 

5. В прямоугольном сосуде длиной 2 
с непроницаемыми стенками находится слс- 
ва тяжелая жидкость (например, ртуть), от- 
деленная подвижным тонким поршнем от 
воздуха в правой частн сосуда (рис. 8). В на- 
чальный момент поршень находится в рав- 
новесин н делнт объем сосуда понолам. На 
сколько смещается поршеиь вправо, если аб- 
солютная температура системы уменьшает- 
ся п три раза? Тепловым расширением рту- 
тн к стенок сосуда, а также трением пренеб- 
речь. (7) 

6. Две частниы с массами т н М и про- 
тнвоположнымн зарядами под влияннем вза- 
ныного электрического притяжения движут- 
ся по окружностям. Скорость частицы с мас- 
сой т мгновенно увеличнвают, не изменяя 
ее направления. В какое мннимальное число 
раз нужно уведичить скорость, чтобы части- 
цы после этого разлетелнсь неограннчеино 
далеко друг от друга? (8) 


Варнант 3 


1. Собрана экспериментальная установ- 
ка, схема которой прнведека на рисунке 9. 
От генератора ЗГ звуковых частот синусо- 
ндальное напряжение подается на динамик 
Д и ина горизонтально отклоняющие лласти- 
ны электроннолучевой трубки ЭЛТ. Ца вер- 
тикально отклоняющне пластины ЭЛТ пода- 
ется сигнал с мнкрофона А, который явля- 
ется прнемником звуковых колебаннй, в03- 
буждаемых дннамиком Д. Объябнить причн- 
ну измененнй, наблюдаемых на экране ЭЛТ 
при перемещении микрофона М относитель- 
но динамика Д. Нельзя ли использовать этот 
эксперимент для определения скорости зву- 
ка? (5) 

2. Светящаяся лампочка висит на высо- 
те А над точкой стола О. На каком расстоя- 
нин от точки О освещенность стола в п раз 
меньше, чем в точке 0? (3) 


Рис. 12. 


3. Два электропроводящих невесомых 
поршия площади $ об разуют плоскнй кон- 
денсатор, заполненный воздухом пря атмос- 
ферном давленин р. (рис. 10). Во сколько 
раз изменится расстоянне между поршнями, 
если их зарядить разнонменными зарядами 
О? Система хорошо проводит тепло. Трением 
можно пренебречь. (5} 

4. На горизонтальной поверхностн рас- 
положены закреплеиный заряд О и на рас- 
стоянии Го от него масса т с одиоимениым 
зарядом 9. которая может перемещаться 
вдоль поверхности с коэффициентом трения #2. 
В начальный момент масса т поконлась, 
а затем начала двигаться под действием за- 
хрепленного заряда. На хаком расстояния 
от заряда @ она остановится? Ускорение си- 
лы тяжести &. (6) 

5. Половник с тяжелой жидкостью ак- 
куратио подвесили за конец ручкн. Черпал- 
ка половннка — полусфера радиуса А, а руч- 
ка, касательная к полусфере, имеет длину | 
(рис. 11). Пренебрегая весом половника, най- 
ти, какой объем жидкости останется в полоз- 
нике. (6) 

6. В вертикальной трубе радиуса А, 
заполненной жидкостью плотностн Ре, На- 
ходится иилиидр радиуса г и длины Г, при- 
чем [3»>Ю (рис. 12]. Плотность цилиндра о. 
Пренебрегая влиянием концов цилиндра, оп- 
ределить скорость н ускорение в зависимости 


‘от пройденного цилиндром расстояния Я, ес- 


ли в начальный момент цилиндр покоился. 
Ускоренне силы тяжести &. Тепловыми по- 
терями пренебречь. (9) 

Г. В. Меледин, 


А. И. Ширшов 
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РЕЦЕНЗИИ, 
БИБЛИОГРАФИЯ 


Школьникам 
о современной 
физике 


Тот, кто любит физику и хо- 
чет избрать физику свсей 
профессией, должен много 
знать н много уметь. Решая 
задачи, работая в фнзиче- 
ской лаборатории, школьник 
изучает то, что называется 
школьным курсом физики. 
Но всегда хочется узнать 
не только о том, что есть 
в школьных учебниках, но 
и то, над чем работают фя- 
знки 0 своих лабораториях. 

Прежде всего, в этом 
может помочь научно-попу- 
лярная литература, особен- 
ио если ома написана уче- 
иыми, которые сами актнв- 
но занимаются  нзучением 
природы. Пусть в их расска- 
зе будет не все понятно, за- 
то можио быть уверенным 
в том, что читателю не будут 
сообщены ошибочные, невер- 
ные сведения, ошибочные, иа- 
пример, потому, что в послед- 
нее время изменились взгля- 
ды ученых илн же появились 
сообщення о новых экспери- 
ментальных фактах. 

По такнмы книгам нли 
статьям иельзя научиться ре- 
шать задачи; не следует и пы- 
таться вступать в споры с ав- 
тором, стараясь придумать 
иовую теорию. Обычио в них 
излагаются только конечные 
результаты, и поэтому почтн 
невозможно понять, почему 
теорни явлений в современ- 
ной физике не имеюл (почти 
никогда) разных варнантов, 


почему физики так уверены 
в правильности своих пост- 
роений. Чтобы это поиять, 
надо знать очень много и по- 
чувствовать, сколь миого тре- 
бований ставит природа перед 
теорией и как много самых 
неожиданиых следствий про- 
истекает из любых измене- 
ний теории. Поэтому только 
те, кто много работал в нау- 
ке и на себе испытал всю 
сложность переплетений яв- 
лений природы, могут оце- 
нить зиачение и, конечно, 
достоверность теоретических 
сбъяснений того, что сбна- 
руживает опыт. 

Имеино такие авторы на- 
писали статьн, вошедшие в 
книгу, которой открывается 
новая серия «Школьникам о 
современной физике» ®). Эта 
киига включает в себя шесть 
статей; все они написаны из- 
вестиыми советскими Физи- 
ками. 

Первая статья называет- 
ся «Современная астрофизк- 
ка». Автор ее — академик, 
лауреат Ленинской премии 
В. И. Гинзбург — рас- 
сказывает о новых разде- 
лах астроиомии — гамма- 
астрономни, возникшей в по- 
следиие несколько Лет, и 
рентгеновской — астровомии, 
роднвшейся немного раньше. 
В статье рассказывается о 
иейтронных звездах, пуль- 
сарах и черных дырах, п ио- 
вых гнпотезах эволюции Все- 
ленной, 

Статья «Всемирное тяго- 
теиие и гравнтациоиные вол- 
ны» напнсана доктором фи- 
знко-математических — наук 
В. Б. Брагинским и 
кандидатом  физико-матема- 
тических наук В.Н. Ру- 
денко. В этой статье ндет 
речь о том, как можно заре- 
гистрировать  гравитацион- 
ные волны, которые прихо- 
дят к нам из глубин нашей 
галактики, рассказывается об 
экспериментах, которые пока 
(вопрекн первым утвержде- 
ниям) не дали никаких ре- 
зультатов. Эта статья 0 том, 
как обнаружнвают эффекты, 


*) Школьникам с совре- 
менной физике. Класснчес- 
кая физика. Ядериая физи- 
ка. М., «Просвещение», 1974. 


которые находятся сейчас у 
самой границы иаших всз- 
можностей. 

В статье кандидата фи- 
зико-математических — иаук 
В. А. Угарова «Прин- 
ции относительности и спе- 
циальная теорня относитель- 
ности» коротко, но ясно рас- 
сказано об основиых идеях 
теорни относительности. 

Очень интересна статья 
доктора фнзико-математиче- 
ских наук В.Б. Бере- 
стецкого «Тяжелый 
электрон». В ней подробно 
рассказано об одной из эле- 
ментарных частны — о р- 
мезоне, или мюоне, как его 
сейчас иазывают. Эта части- 
ца г массой, примерно в 200 
раз большей массы элект- 
рона, очеиь похожа по своим 
свойствам иа электрон, но 
она «живет» лишь две мил- 
лионные доли секунды (в по- 
кое). 

Локтор физико-матема- 
тическних наук И.С. Шз- 
пиро в статье «Механизм 
ядериых реакций» говорит 
о том, как физикн расшиф- 
ровывают процессы, пронс- 
ходящие в атомных ядрах, 
как из большого количества 
опытов выбирается н снсте- 
матизируется ииформация © 
ядерных силах и ядерных 
реакциях. 

Последияя статья книгн 
«Управляемый термоядерный 
синтез», написанная доктором 
физико-математических наук, 
лауреатом Ленииской премии 
М.С. Рабииовичем, 
посвящена проблеме практн- 
ческого применения физиче- 
ских открытий нашего века. 
Вопрос об — нспользованни 
энергии  ядериого сиитеза 
очень сложный. В статье об- 
суждаются все аргументы, ко- 
торые привели физиков к 
увереииостн в успешиом 


практическом завершении 
идем «термояда». 
Издательство — «Просве- 


щение» предполагает выпу- 
стить еще несколько сбор- 
ников «Школьннкам с сов- 
ременной физике» (сейчас го- 
товится к печати второй сбор- 
ННК). 

Д. Бородин 


«Квант» для младших школьников 


Задачн 


1. Четыре юных филателиста Ми- 
тя, Толя, Саша и Петя купили поч- 
товые марки. Каждый из них поку- 
пал марки только одной страны, 
причем двое из них купили совет- 
скне маркн, один — болгарскне, в 
один — чешские. Известно, что Митя 
н Толя купили марки двух разных 
стран. Марки разных стран купили 
н Митя с Сашей, Петя с Сашей, Пе- 
тя с Митей и Толя с Сашей. Кроме 
этого известно, что Митя купил не 
болгарские марки. Определить, мар- 
ки каких стран купил каждый из 
НИХ. 

2. Почему при прыжках в воду 
надо стараться «войти» в зоду вертн- 
кально? 

3. Пусть х — сумма кубов деся- 
ти последовательных натуральных 
чисел, ау — сумма этих же натураль- 
ных чисел. Доказать, что х?—у? де- 
лится на 300. 

4. Два сосуда одинаковых объ- 
емов доверху наполнены теплой во- 
дой. Чтобы остудить воду, один со- 
суд ставят на лед, а на другой сосуд 
сверху кладут большой кусок льда. 
В каком сосуде вода остынет скорее? 

5. Я моложе своего деда во столь- 
ко же раз, во сколько старше своей 
сестры. Сколько мне лет, если моей 
сестре еще нет семи лет, а мне вместе 
с дедом уже 84 года? 


Рисунки Э. Назорова 
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Шахматная нгра создавалась на про- 
тяжении многих веков, и ее правила 
неоднократно менялись. Однако с точ- 
ки зрения математйки движение шах- 
матных фигур и форма доски имеют 
весьма условный характер. Сущест- 
вует множество самых разнообраз- 
ных игр на прямоугольных досках, 
теория которых занимает значитель- 
ное место в математической литера- 
туре. Одних только шашечных игр 
известно больше десятка: русские, 
стоклеточные, шашки Ласкера (см. 
«Квант», 1970, № 4), поддавки, угол- 
ки и другне. Даже современные шах- 
маты имеют много разновидностей. 
Например, М. Гарднер в книге «Ма- 
тематические головоломки и развле- 
чения» (М., «Мир», 1971) рассказы- 
вает о японских шахматах (соги), 
китайских (цюнь ки) и корейских 
(тьян кеуи). Сейчас мы остановимся 
на некоторых играх и задачах (со- 
держащих математические элементы), 
в которых доска или правила игры 
отличаются от обычных. 


До первого шаха 


В этой игре все как в настоящих 
шахматах, только побеждает не тот, 
кто «первым» дает мат, а тот, кто пер- 
вым объявляет шах. При обычной 
начальной позиции белые форсиро- 
ванно побеждают, причем не позднее 
пятого хода: 

1. КЫ—с3. Грозит выпад конем 


на е4, 95 или Ь5 с неизбежным ша-- 


хом, у черных единственный ответ: 
1... е7—е6. Теперь после 2. Кс3—е4 
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в МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ИГРЫ 
«НА ШАХМАТНОЙ 
ДОСКЕ 


Кре8—е7 второй конь с решающим 
эффектом вступает в игру: 3.К1—13 
Фа8—е8 4. К!3—е5 и шах следую- 
щим ходом. 

Чтобы «оживить» игру, следует 
каким-либо образом изменить на- 
чальную позицию, например, пере- 
двинув белую пешку с с2 на с3, а 
черную с с7 на сб. Теперь невозмож- 
но 1. Кс3З, а значит, и весь указан- 
ный вариант. Форсированного вы- 
игрыша уже не видно, например: 
1. ФЬЗ 45! 2. ФЬ4 Фаб! 3. Фа4 Са? 
4. Фр4 КЕ, и черный король надеж- 
но защищен. 


Двухходовые шахматы 


В этой игре каждый ход белых и 
черных состоит из двух обычных. 
По-видимому, она ннчуть не проше 
настоящих шахмат. Тем удивитель- 
нее, что удается доказать следующий 
неочевидный факт: при правильной 
игре в Овухходовые шахматы белым, 
по меньшей мере, гарантирована 
ничья. 

Вот доказательство, приведенное в не- 
которых источниках. Предположим против- 
ное: пусть при нзилучшей игре обеих сторон 
белые проигрывают. После 1. К! —с3— 1 
сохраняется начальная позиция, а первый 
ход уже прннадлежнт черным. Фактически 
теперь черные играют белыми и, по предпо- 
ложению, проигрывают. Противоречие. 

Это доказательство не совсем точно. Пос- 
ле первого хода белых позиция действитель- 
но повторяется, но ситуация иная! Так, пос- 
ле 1...Ке8 — {6 — 28 2. КЬ! — с3 — 61 бс- 
лые еще не могут требовать ничью, а черные 
могут, поскольку 2...КЕ8 — @ — #8 приво- 
дит к троекратному повторению исходной по- 
зиции ири ходе белых. Таким образом, нельзя 


считать, что после 1.КЬ! — с3 — 61 ечер- 
ные играют белымн»— возможности сторон 
разные. Кстатн, аналогичный пример можно 
привести н на правило 50 ходов. 

Приведем теперь строгое доказательст- 
во. По-прежнему считаем, что черные при 
безукорнзненной игре обеих сторон выигры- 
вают. Будем нграть одиовременно на двух 
досках. На первой пойдем 1.К Ъ1 — с3 — Ь1. 
а ответный ход черных воспроизведем иа вто- 
рой доске со стороны белых. Затем ответ 
черных на второй доске повторим на первой 
за белых, ход черных на первой — за белых 
на второй ит. д. По нашему предположению, 
черные выигрывают и, значит, наступит мо- 
мент, когда на первой доске своим очеред- 
ным ходом они объявят мат белому королю. 
Но тогда на второй доске при повторении 
этого хода за белых возникнет позиция, в ко- 
торой мат получает черный король! Но ведь 
черные и на второй доске играли безошибоч- 
но — нротиворетие. 

Приведенное доказательство, как гово- 
рят математики, неконструктивио. Мы дока- 
зали, что белые могут не проиграть п двух- 
ходовые шахматы, но не выяснилн, как им 
нужно играть. Более того, если будет найден 
форснрованный выигрыш за белых (как, на- 
пример, в игре «до первого шаха»). то тогда. 
очевидно, первый ход 1. КЫ! — с3 — 61 про- 
нгрывает, Таким образом, не исключено, что 
наше доказательство беспроигрышности бе- 
лых проведено с помощью проигрывающего 
хода! 


Шахматы без цугцванга 


Если в обычной партии возиикает 
такая позиция, что любой наш ход 
проигрывает, то мы говорим о цуг- 
цванге (если проигрывает и лю- 
бой ход партнера, то цугцванг вза- 
имный). Шахматы без цугцванга от- 
личаются от обычных добавлением 
одного хода — хода на месте. В них 
цугцванга не бывает, так как всегда 
можно передать очередь хода парт- 
неру. 

Приведенное вышё доказательство того, 
что при правнльиой нгре белым гараитиро- 
вана ничья, полностью проходит н для шах- 
мат без цугцваига. Однако, в отличие от 
двухходовых шахмат, лоиск непосредственно- 
го мата здесь безнадежен! Напомним, что 
в настоящих шахматах, где шансы белых, 
судя по статистике, заметно выше, вовсе не 
доказано, что даже при наилучшей нгре им 
обеспечена хотя бы ннчья. 

Среди студентов мехмата МГУ попу- 
ляриостью пользуется следующая игра в 
крестики и нолики. На клетчатой бумаге 
произвольной формы (хоть «бесконечной») 
двое по очереди ставят крестики и нолики. 


арсае Г 


Р п 


Рис. 1. Эидшинль в поддавки. 


Побеждает тот, кто первым ставит нять свонх 
значков подряд (по вертикали, горизонтали 
или диагонали). Аналогично двойным шахма- 
там и шахматам без цугцванга, можно до- 
казать, что и здесь начинающий при безупреч- 
ной нгре не проигрывает. Правда, доказа- 
тельство в данном случае сложнее, чем в шах- 
матных играх. 


Поддавки 


Эта игра более популярна в шаш- 
ках, однако и ее шахматный вариант 
весьма интересен. Победителем в ней 
становится тот, кому удается отдать 
все свои фигуры. Взятие в этой игре 
обязательно (в том числе и короля, 
которого можно ставить под. бой), 
а если возможно несколько взятий, 
то выбор произволен. Кстати, грос- 
смейстер Д. Бронштейн в шахматные 
поддавки играет. не менее охотно, 
чем в настоящие шахматы. 

Теория поддавков довольно ори- 
гинальна и совершенно не похожа 
на законы обычных шахмат. Рас- 
смотрим — простейший эНдшШпиль 
(рис. 1). На доске всего две пешки, 
но посмотрите сколько тонкостей со- 
держит позиция. 1. 82—83! Но не 
1. а4, так как белая пешка должна 
превратиться позже черной. 1...Н6—Н5 
2. аЗ8—а4 15—14. 3. а4—а5 №4—Н3 4. 
а5—а6 1Н3—Н2 5. аб—а7 №2—В1Л! 
Именно ладья, прин других превраще- 
ниях черной пешки (в ферзя, слона 
или коня) белые ставят ферзя, ко- 
торого отдают сразу или на следую- 
щем ходу. 6. а7—а8С!! Только так, 
иначе черные легко отдадут свою 
ладью. Теперь на любой ход черной 


Рис. 2. Маршрут коня по всем полям объемной доски 4Ж4Ж4. 


ладьи следует 7. Сав—В1!, и белые 
избавляются от слона. 

Предлагаем вам самостоятельно 
оценить одно окончание в игре ПОД- 
давки и решить один этюд, 

Упражнение \. У белых пешка 
на 47, ау черных конь на #5 (других фигур 
на доске нет). Чем закончится игра в под- 
давкн: 

а) яри ходе белых; 

6) при ходе черных? 

Упражнение 2 (Х. Клювер н 
К. Фабель). Белый король из 13, у черных 
две фигуры — король на 97 н ферзь на с8. 
Белые начинают в пронгрывают (то есть вы- 
игрывают в поддавки). 


Шахматы на прямоугольной доске 


Многочисленные игры и задачи воз- 
никают при переходе к прямоуголь- 
ным доскам тхл при различных зна- 
чениях т и п. Большинство извест- 
ных  шахматно-математических за- 
дач и головоломок о движении фигур, 
маршрутах, расстановках, силе фи- 
гур нетрудно перенестн и на такие 
доски (см. «Квант», 1971, №№ 8, 
10; 1973, № 1; 1974, № 6). Можно 
играть также на бесконечной и проек- 
тивной шахматной доске (см. «Квант», 
1974, № 3). Все эти доски, как и 
привычная шахматная доска, — пло- 
ские. 


Объемные шахматы 


В них играют на трехмерной дос- 
ке, представляющей собой парал- 
лелепипед тжхих Е, единичные ку- 
бики которого образуют поля доски. 
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Хорошо известна задача, 
занимался Эйлер: обойти 


которой 

конем 
все поля доски 8 х 8, посетив каждое 
из них по одному разу (см. «Квант», 


1971, № 9). Рассмотрим аналогич- 
ную задачу на объемной доске, со- 
стоящей, как и обычная, из 64 полей 
(кубиков): обойти конем все поля 
объемной шахматной доски 4х4х4, 
побывав на каждом из них по одному 
разу. 
Доску удобно представить в виде 
четырех горизонтальных слоев, ле. 
жащих один на другом. На рисунке 2 
изображены поверхности этих слоев, 
а сами слои занумерованы. Для на- 
хождения искомого маршрута доста- 
точно указать такую нумерацию, при 
которой кубики с соседними номе- 
рами отстоят друг от друга на одии 
ход коня. Такая нумерация возмож- 
на, она приведена на рисунке 2: 
Упражнение 3. Найдите марм- 
рут коня на поверхности объемной 
доски 8Х 8Х 8. Здесь конь фактически 
перемещается по шести плоским доскам. Ос- 
мовная трудность задачи состонт в сопряже- 


нии шести обычных маршрутов, для решения 
удобно воспользоваться разверткой куба. 


Цилиндрические шахматы 
Из обычной доски можно сделать, 


‚вообще говоря, две цилиндрические 


(см. также «Квант», 1970, № 5; 1971, 
№ 8). Вертикальная  цилиндриче- 
ская доска получается приклеивани- 
ем вертикали «а» к «>», а горизон- 
тальная — приклеиванием первой 
горизонтали к восьмой. 


с 


Рис. 3. 


При переходе к цилиндрической 
доске не удается решить некоторые 
задачи, имеющие решение на обыч- 
ной доске. Например, известная за- 
дача о расстановке восьми ферзей, 
которой занимался Гаусс, имеет 92 
решения на обыкновенной доске и 
ни одного на цилиндрической! 

Упражнение 4. Доказать, что 
на цилиндрической доске нельзя расставить 
восемь ферзей так, чтобы никакне два нз 
них не угрожали друг друту- 

На рисунке 3 изображена началь- 
ная позиция сразу трех задач: и на 
обычной, н на двух цилиндрических 
досках имеется свое решение: 

а) на обычной доске 1.Фе2—е8 мат; 

6) на вертикальном цилиндре 1. 
Фе8 — лишь шах из-за ответа 1... 
Кра8—В7!, а к цели ведет 1. Фе2— 58 
мат (белый ферзь прошел по маршру- 
ту е2—аб—17— 58); 

в) на горизонтальном цилиндре 1. 
Фе8--также ничего не дает из-за 
1... Кра8—а1!, а решает 1. Фе2—а2 
мат! | 


Тороидальные шахматы 


Тороидальная доска получается в 
результате двойного приклеивания 
противоположных краев обычной дос- 
ки. 

Решим задачу, приведенную на 
рисунке 4. После 1. Ф15— 17! в рас- 
поряжении черных два ответа: 

а) 1... Кре8—18 (поля 41, е и Й 
контролирует белый король © е2 — 
на торе действуют правила горизон- 


Мат а | хол. 


8 
Е. 
5 
$] 
4 
З 
2 
Ц 


[3 


Рис. 4. Мат и 4 хода. 


тального цилиндра!) 2. ФН7—в6 
Кр!8—е7 3. Кре2—е|! Кре7—@7 (те- 
перь белый король с е! держит поля 
38 и {3} 4. Фрб—е8 мат! 

6) 1... Кре8—98 2. ФН7Т—с7-+ 
Кра3—е3 3. КЬ5—И6! (конь идет 
по тору, как по вертикальному ци- 
линдру!} 3...Кре8 —{8 4. Фс7—е1 мат! 
(поля {7 и #8 держит белый конь, а 
остальные — ферзь). 


Шахматы на необычных досках 


Перечень шахматных игр на различ- 
ных досках, получающихся из обыч- 
ной прин помощи геометрических пре- 
образований, можно продолжить. Су- 
ществуют многомерные доски, доска 
для игры двое на двое (на этой доске 
играют в так называемые «четверные 
шахматы») и «на троих» (здесь побе- 
дителем становится тот, кто съедает 
обоих королей противников). 

Можно играть на двух парал- 
лельных досках — на каждой из них 
правила обычные н, кроме того, фи- 
гурам разрешается перемещаться с 
одной доски на другую как в лифте. 
Если при склеивании — доску 
перекрутить на пол-оборота, то вместо 
цилиндрической доски мы получим 
лист Мебиуса! На нем фигура за один 
ход может очутиться на том же поле, 
но только с другой стороны! 

Забавная доска изображена на 
рисунке 5, она экспонировалась на 
выставке французских авангарди- 
стов! 
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Сказки. 

В шахматной композиции задачи и 
игры с необычнымя правилами, на 
нестандартных досках и с необычными 
фигурами относят к жанру сказоч- 
ных (или фантастических) шахмат. 
Мы уже рассказали о нескольких 
сказочных играх на необычных дос- 
ках. Остановимся теперь на некото- 
рых сказочных фигурах, имекищих 
нанбольшую популярность. 

Ряд сказочных персонажей лолу- 
чается при комбинировании обычных 
ходов ладьн, слона и коня. Возмож- 
ны четыре комбинации: ладья- слои, 
(в этом случае получается ферзь), 
ладья--конь (канцлер), слон- конь 
(кентавр), ладья-- слон -- конь (ма- 
гараджа или амазонка). 

Магараджа — очень мощная фигу- 
ра, значительно превосходящая по 
силе ферзя (попробуйте найти снлу 
магараджи методом, описанном в 
«Кванте», 1974, № 6). С магараджей 
связана следующая популярная игра. 

У одного игрока полный комплект 
фигур, стоящих на первоначальных 
местах, а у другого лишь одна мага- 
раджа, которую он ставит на про- 
извольное поле. Магараджа проигры- 
вает, если ее удастся съесть, и вы- 
игрывает, если дает мат неприятель- 
скому королю. 

В этой нгре пешкам запрещено 
превращаться, так как в протнвном 
случае выигрыш слишком прост — 
достаточно провести обе крайние пеш- 
ки в ферзей, после чето три ферзя н 
две ладьи без труда окружат мага- 
раджу. При сделанной оговорке ма- 
гараджа оказывает упорное сопро- 
тивление, а неопытный игрок может 
и проиграть. И все же у играющего 
полным комплектом фигур имеется 
форсированный выигрыш. М. Гард- 
нер в книге «Математические новел- 
лы» (М., «Мир», 1974) предлагает 
план окружения магараджи, состоя- 
щий из 25 ходов. Однако цели можно 
добиться, по крайней мере, десятью 
ходами раньше. 

Не обращая внимания на перемс- 
щения магараджи, белые делают под- 
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Рис. 5. Шахматная доска — экспонат выстав 
ки аваигарлистов. 


ряд следующие 14 ходов: а4, 14, 
Лаз, ЛНрз, Ксз, КЗ. ЛЬЗ, Лвз, 
#94, Ф@З, Фе4, ЛЬ7, Ф@5, Лё8 (легкс- 
видеть, что иока магараджа не мог- 
ла съесть ни одной бедой фигуры или 
дать мат). Теперь у магараджи име- 
ются лишь два безопасных поля — 
аб и 46. В первом случае сна гибнет 
после 15.С95, а во втором — после 
15.е4. Может быть, вы сумеете. улуч- 
шить этот рекорд? 

Упражнение 5. Расставнть 10 
магарадж на доске 18\\ так, чтобы они 
не бнлан друг друга (на досках меньшего 


размера необходимым образом их расставить 
невозможно). 


Сказочные кони 


Различные сказочные фигуры полу- 
чаются из обобщенного коня (а, 6) 
при выборе тех или иных значений 
ан 6. Такой конь ходит на а полей 
по одному из направлений и на ® 
полей по перпендикулярному. Для 
обычного коня а = 1, ф = 2. 

Конь (1,3) называется верблюдом, 
(1,1) — жиьрафом, (2,3) — зеброй. Ес- 
ли одно из чисел а, 6 равно нулю, то 
получается ладья. перемещающаяся 
на фиксированное число полей, если 
же п = 6, то получается слон, обла- 


дающий тем же свойством. Конь, 
совершающий за один ход несколько 
скачков подряд, имеет «званне» всад- 
ника. Интересной игре посвящена 
задача №268 (см. «Квант», 1974, № 6). 
В ней одной и той же фигурой один 
игрок ходит как обычным конем (с 
двойным ходом), а другой — как 
верблюдом. При этом конь оказыва- 
ется хитрее верблюда! 

Существует множество математн- 
ческих игр и задач с участием ска- 
зочных фигур, все упомянутые выше 
темы (маршруты, расстановкн, сила 
фигур и другие) легко переносятся и 
на такие фигуры. 


Шашматы 


Эту игру, 
смесь шахмат и 


представляющую собой 
шашек, придумал 
американский математик С. Голомб, 
известный у нас своей игрой хпо- 
лимино». В шашматы играют шахмат- 
ными фигурамн, но только на черных 
полях, (как в шашках). Обычный конь 
здесь не в состоянии сделать ни од- 
ного хода (он сразу же попадает 
на запрещенное белое поле), поэтому 
его заменяют  верблюдом — конем 
(1,3), не меняющим цвета полей. 
На рисунке 6 предложен один из 
замкнутых маршрутов верблюда по 
всем полям шашматной доски. Из- 
вестно, что на шахматной доске мож- 
но расставить максимум 32 коня, не 
угрожающих друг другу (нх можно 
поставить на все белые или на все 


Рис. 6. Замкнутый маршрут верблюда на 
шашматной доске. 


- Ка-хамелеон при 


черные поля). Максимальное число 
«мирных» верблюдов на шашматной 
доске равно 16, то есть они также 
могут занять половину всех чюлей. 
Верблюдов можно поставить на поля 
со всеми четными или со всеми не- 
четными числами на рисунке 6. Та- 
ким образом, эгот рисунок дает ре- 
шенне сразу двух задач на шашмат- 
ной доске. Более подробный рассказ 
о шащматах (в частности, расстанов- 
ку фигур, перед началом партии) 
можно найти во второй из упомяну- 
тых книг М. Гарднера. 


В заключение расскажем еще о 
нескольких сказочных фигурах, ко- 
торые вообще уже ни на что не по- 
хожи! Сверчок ходит как ферзь, но 
перепрыгивает через свои и чужие 
фигуры, останавливаясь сразу за ни- 
ми. Лев, в отличие от сверчка, при- 
земляется на любом свободном поле 
за перепрыгнутой фигурой. Сущест- 
вуют нейтральные фигуры, которы- 
ми могут играть и белые и черные. 
Беюшим фигурам разрешается де- 
лать ход только со взятием. Бьющий 
конь называется гиппопотамом, а 
бьющий ферзь — динозавром. —Фи- 
гура дипломат сама не ходит, но н 
ее нельзя брать; мало того, около 
дипломата собственные фигуры не- 
прикосновенны! А фигура камикадзе 
(самоубийца) убирается с доски вместе 
со взятой фигурой! 

До сих пор речь шла исключитель- 
но о фигурах. Однако и для пешек со- 
здано много разновидностей. Пем:- 
взятии неприятель- 
ской фигуры превращается в такую 
же фигуру, но своего цвета. Сверх- 
пешка ходит на любое число полей 
по прямой и бьет на любое число по- 
лей по диагонали. Лешка-такси хо- 
дит и вперед, и назад. Наконец, один 
раз в партии пешке можно разрешить 
превращение в «атомную бомбу». Эта 
фигура сразу же после появления ста- 
вится на любое поле доски и в ра- 
днусе г полей (число г заранее ого- 


варизается) уничтожает все вокруг 
себя. 
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ОТВЕТЫ. УНАЗАНИЯ. 
РЕШЕНИЯ 


К статье «Использование неравенства Коши 
прн решеннм задач» 
1. 30 см, 40 см. 
2.2 м, й м. 
3. 1 дмх2 дыхЗ дм. 
4. х= (1-- 13) 2. 
Пусть 2х—1-=А, тогда 


13 . 
| +в)? 
5. 9—=20 км/ч. 
6. х-= 1/4. Указание. 


100 
Чу +8 = (85+ 8 +55. 


Указание. 


у = 


7. У=8 лЮ33. У казанне. Пусть 
х — расстояние от вершины конуса до шара, 


тогда 
лЕз [Г 48 


у = 3 (+) + з4] 


К статье «Электростатическое поле» 

1. Напряженность поля направлена 
вдоль короткой диагонали ромба в сторону 
от заряда -{- 9, и равна по модулю Е = 


4леа? 
] / пета 

2 =: 0. 

2 = на $58 

ЕВ ВЕ 
3. Е = 58 асчеты дают А = 5 

а 
4. Прн [<= -5- Е = вЫ. при 
20 


вы . 

- А= дед ях 72.10-8 дж. 
$ 

7, 9, = а. 


г, 


ВЕ со Зябитты (о ° 
+ (пт.--ть) 9:92 . 
9. 9 = пит О. = 3,2.10-19к. 
10. =». 
К статье «Новоснбнрекий государственный 
университет» 
Математнка 


Варнант 1 
1. < 1— |2, х=1+ 2. Указа- 
ние. Положить — х2 1 2х 1 =. 


2. 3+ 5,2. Указакне. Пусть 5 А, 
$С — касательные, 5$ВО — секущая, АВ | 


'СО-. Тогда А$ВСо›д$С0, АЗВА 
<>АЗАО, откуда 
ср СВ.$2: $02 


поскольку 5А = АС -.С$ и трапеция рав- 
нобочная. Далее воспользоваться теоремой 
с касательной н секущей. 


3: 7 
3 ж= 2+, ж=2 4, 


хз = 24 --л, х, = Ал > (А — целое). 

Указанне. Привести уравнение к виду 
{$1 2х -+- со$ 2х) {1 — соз 2х — чм 2х) =0 

й учесть условие мп х — с0$х7>0. 


4 4 4 
4. а= 9. =, и=з, 
4 4 
2. —= — 3, х: =, у: = _—. 2, = 
4 
8 


5, а/4. Указание. Пусть СМ — ли- 
ния пересечения проведенной плоскости 
< плоскостью 5АВ, АРТЕМ (М, О ва $8}, 
тогда МО — искомое расстояние. Длниы 
всех отрезков легко находятся по теореме 
Пифагора (поскольку < АСВ = 90°). 


Варнант 2 


1. —2— У? <х<=—2+ 2. 


6 
2. = — . Указаиие. Пусть 
СО = В. Используя подобие треугольников 
ВСР н СОМ, легко иайти МР. Затем 
найти площадь трапеции двумя способами: 
по данным основаниям и высоте и как 


5сом | Завсм; получится уравиение, из 
которого находится Й. 


3. хе Ал + (0% >, х = пл — 


3 
— (— 1)” агсут —{ (2. ^— целые). 


4. —6— Уз3З=т=- 11/3. 


5. а? У3/8. Указание. Сечение по- 
лучается так: из точки А (середины АВ} 
опускаем перпеидикуляр МК на ВС, из К 
перпендикуляр КА на 5$С; аналогично, 
МЕ+Е$А, 1№15$С, при этом < МКМ - 
== < МАМ =: 90° (МКау пл. $ВС, МЕ- 
„ пл. $46). 


Варизит 3 
1. 2— У3<х< 54, хх + УЗ. 
. 88? 3:3. 
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л 
3х=5- 2кп (Е — целое). 


4. Запишем систему п виде 
а(х-ту- 2) =хуа, 
В (х фу 2) =у(х- 2), 
с(хту- г) =2г( У. 
Вычитая из первого уравнения второе 
и сравнивая с третьнм, получаем 
с(х— у) = (@— 5) (ху). 


откуда 
+ —а 
уёх а-+-с— 65° 
Аналогично, 
$—а--с 
=х а—с- 6 


Подставляя иайденные выражения в первое 
уравнение системы и решая его, нахо- 
Дим х: 


2(а6 + ас -1 &с) — а? — 6? — с? 
о 2 е—а) 
Аналогично находнм у и 2. Анализ значе- 


ний а, Ви с, при которых система имеет 
решения, проведите самостоятельно. 
5. 25:47. 


Вариаит 4 


1. 1— 1/8 5х1, 1+ 8 =х. 
2. Раднус меньшей окружности », == 


35313 
=а/ УЗ, г, = 2а/ УЗ, Е 5 


4 
Указанне. Восставить перпеидикуляры 
АМ, СМ в точках А и С к прямым АВ, СВ 
и рассмотреть ДЛ АСМ, применив теорему 
косинусов. Рассмотреть все вариаиты рас- 


положения окружностей. 
а, #п д 


(& — целое). 


4. х—у:= (4°—2а6 -- 5?—2а— 26-11):4 
при а—В->]. При других а, В реше- 
ний нет. 

$. 97: 191. 


Физика 
Вариант 1 
1. Волна, идущая от дниамика, интер- 
ферируя с волной, отраженной от поршня, 
образует систему стоячнх волн, еслн выпол. 
нено условие: 


А 
Е - (2—1), 
где { — расстояние между поршнем и дина- 
миком, А — длина звуковой волны, п — це- 


лое число. На динамике — пучность — максн- 
мум амплитуды, на поршне — узел — мини- 
мум амплитуды колебаний. Пусть при этом 
мнкрофом регистрирует звук. Если сдвинуть 
поршень, стоячие волны пропадут. Снова 
онн возникиут, когда поршень булет отодви - 


нут на расстояние /, = д [2(1+1) — 1], то 


есть на расстояние А!-=А/2 от прежнего поло- 
ження (рнс. 1). При расстройке из-за произво- 
льностн разности фаз суммируемых сиг- 
налов звука не слышно. 

По величине А[=А!2 находится длина 
волны. Зиая частоту м и длину волиы А, 
можно определить скорость звука и=А\. 

2. Так как проскальзывания нет, ско- 
рости поступательного и вращательного дви. 
жений равны и. В нтоге 

г 0? р 
О=мт = +т 57 = ти". 


3. Рассмотрим силы, действующие на де- 
вый полуцилиндр, и их моменты относитель- 
но линни его соприкосновения с опорой 
(рис. 2). Так как нить невесома п нет тре- 
ния, натяжение нити во всех точках по ве- 


Рис. 1. 


Рис. 2. Рис. 3. 
личнне одно и то же н равно весу иеизвест- 
мото груза Р,. Уравнение моментов: Р,Ю-|- 
-+Ра=Р,2Ю. Отсюда 

Р‚=Ро!В. 

4. Раз лииза полая, а вокруг вода, зна- 
чнт, линза собирающая. Параллельный пу- 
чок, падающий иа мее, должен был бы со- 
браться в фокусе О (рис. 3), но, преломля- 
ясь ма траинце раздела АВ, он попадает 
|: ра О,. Угол падения @, угол преломле- 
мия Ь 

т а/п В= Ми; 4ва= АВ/ВО; 
48 В = АВ.ВО,; ВО’ВО = . 
= шале В == с/зт В = Мп; 
ВО, = (Е—П!п. 
Искомое расстояние 

РО, = {+ ВО, = Ев -- №! — 17). 

5. Так как пар насыщенный н есть 
жндкая фаза, то прин сжатии его давление 
постояино. Работа по сжатию равна 
А = ЕМ = р5&! == рАУ = р(Ухон— Инач). 
К пару можно применить уравненне газово- 
го состояния: 
рУнач = (тиач В) ЕТ; рУкон”= (ткон АТ; 
это дает А = Р(Укон- Унач) = (Тиси— 
—тнач)ВТ/и. Отсюда 

Ат = туач — Мков= А АТ. 

6. Ток прекратится, когда потенциал 

сетки С, из-за осенних на нее электронов 


Рис. 4. 
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Рис. 5. 


станет равным потенциалу катода, то есть 
нулевым. Так как тока нет, всю систему 
электродов можно рассматривать как систе- 
му плоских конденсаторов. В частиости, 
анод, две поверхности сетки С, и сетка С. 
образуют два конденсатора (рнс. 4). Иско- 
мый заряд @, равен сумме зарядов этих 
конденсаторов: @, = 9, -Р 92, где 9, == 
= —и,С,; 4» = —и,С,- Следовательно, 


К и, ‚ 2 
(+). 


Вариант 2 


р— р, 
2. Е. 
[2 = р: 
3. Соединив точки с равными потен- 
циалами, получаем эквивалентную схему 


{рис. 5). По этой 
сопротивление: 


схеме находим искомое 


К, -7Ю/12. 


4. Простейший подход к решенню за- 
дачн — пустить луч вдоль поверхности ко- 
нуса н узнать, как он пойдет, пройдя лупу. 
Построенне хода луча после лупы пока- 
зано на рнс. 6. ИМзображеннс острия ко- 
нуса будет мниимым. Пусть оно находится 
на расстоянии 6 от лупы. Тогда Е = 
= Ша— 1/6; БВ = а*н о. Отсюда иско- 
мый угол 


2В=2агсвю |{1 — а/Р) ва]. 


5. Введем нскомое смещенне х, высоту 
сосуда Н.. комечный уровень ртути Д,, 
начальное давление воздуха р,, конечное 
р., @ — удельный вес ртути. Условие со- 
хранения объема ртутя: НИ =, (1-х). 
Из условия равновесия виачале рН. = 


Н а 
рев Н, = 45 _Н = 5-1 


ан; м 
Р-Н = РерзНа = —у7Н: =79 Н5 


ни в конце 


имеем 


р.!Р. = (Н./Н:). Используя уравнение га- 


Рис. 7. Рис. 8. 
зового состояння, получаем 
р _ ТИ: _ ПИ» _3@-> _ 
Ка ТИ: — Т.! =. ! ‚ 
Е 
=> Н. — ] ы 
Отсюда 
У33—5 
т { 


6. Введем расстояние между частицамн 
ги величину заряда 9. Частицы будут 
двигаться вокруг общего центра масс (см. 
рис. 7) по окружиостям с радиусами г = 
= МАМ -- т) и гм = гтАМ -- т) со ско- 
ростямн (т и им такими, что 

тит = Миум. (1) 
На основании 1 закона Ньютона 


57 ти? т (М т) о, 


= 


ай Мг ы 
отсюда 
9 т(М мт) нй 
ТЕ м и 


Пусть скорость частицы увеличиди в л раз- 
Тогда на сеновании закона сохранения им- 
пульса обе частицы будут продолжать ден- 
гаться даже прин наименьшем п с некото- 
рой скоростью ци после удаления частиц на 
очень большое расстояние (их относитель- 
ная скорость в-`этом случае равна нулю). 
Закон сохранения импульса даст уравнение 


т(п— 1 и = (М мук. {3) 
По закону сохранения энергин 
4? тп? Мо (т М) из 
г 2 ти, 2 : 
Подставляя сюда им из (1), г из {2) ии 
из (3), получаем квадратное  уравиение 


гр: 
для п: и? + 2п-у ыы |() 42-4 ] 0, 


т м 
; =} |= — вн 
откуда п (=)|= (1+ =) 2 | 
Оба корня имеют смысл, так как но- 
вая скорость частицы т может быть на- 
правлена как по скорости 9т (тогда 
знак --), так и против скорости (знак —}. 


Вариант 3 


1. Если ка дннамик подается капряже- 
ние и, = ид с0$ @Ё, то с микрофона снима- 


ется запаздывающее по фазе напряжение 
ну = им 60$ (ФЁ-+ $) Е им 00$ а (Е К}, где 
сдвиг по фазе обусловлен временем 2, про- 
хождения звуком расстояиня { от динамнка 
до микрофона. Световое пятно на экране, 
таким образом, участвует в двух взанмно- 
перпендикуляриых колебаниях с одинако- 
вой частотой, но Е разными амплитудами и 
сявигом по фазе. В общем случае на экра- 
не виден эллипс. Если сдвиг по фазе ф=дА, 
где & =0, 1, 2..., то эллипс вырождается 
в отрезок с углом наклона к горнзонталь- 
ной оси 


у им 
©. = агс а —— = + агс8 а" 


! 
Сдвиг по фазе ф -= 4 = ® о 


скорость звука. В случае вырождения эл- 
ипса я отрезок по величинам (в, ©, иС- 


| 
пользуя связь дА = ®«——, можно опредсе- 


лить скорость звукл: 


а Ма — и . 
х=о р Н 
На | № — ВИ 
Ей 21 э- Т у 


- 8. х=Арт 8—1. 


3. Учитывая, что напряженность поля, 
создаваемого одной пластиной, равна 2л0:$, 
имеем 


№ 


= 210 /ра5?. 


4. По закону сохранения энергии 


второй корень го ие годится. 

5. Ручка половиика и оставшаяся жид- 
кость должны расположиться п итоге так 
(рис. 8), чтобы вертикаль ОД, проведенная 
через точку подвеса О, прошла через центф 
тяжести оставшейся жидкости и была бы 


т Дендикух ярна к ее поверхности (ОБ (ВС 
СР = ОВ). Объем области, занятой жид- 


В 
костью: У=дй? (® — з`) . Так как ВА: АО. 


ОР ; СВ, СВ =рОВ, то АК =КВ= 
== Ю. < АОР = З АВС=а; зта = 
= 8/8 @; = Взта= В (1 — 
— В/ МВ? + [). Отсюда 
ВЕ Ю 2 Ю 
| [1]. 

3 ( ЕЙ +у-т) 

6. Если цнлиидр движется со скоро- 
стью с, ло из-за месжнмаемостн жндко- 
сти она должиа проходить в противополож- 
ную сторону между цилиндром и’стенкамя 
со скоростью и так, что $9 = $, и, то есть 
по = (Е — 72) и: отсюда иг}. 
Из закона Сара ния энергии рлг?и272 -- 
+ ил (В? — г*) 43 {2 = (р — ро) луей. Та- 

281 (р — 1). 

| образом, о >-- ого -2 2/2 в. г?) 9 
С о . Р/бо — 1 

1— 21 & ибо КВ — 7) } 


К задачам «Квант» для младших 
школьников» 
(см. «Квант», 1975, № 3) 

1. Используйте признак делимости на 3. 

2. Видимые нами размеры предмета за- 
висят ме только от его величины, но н от 
расстояния, на котором он от нас находнт- 
ся. Спичечиой голозкой можно езаслонить» 
Луну.) Все видимые из окна вагона предметы 
перемещаются на одно и то же расстояике 
за единицу времени. Но один н тот же отре- 
зок кажется нам тем меныше, чем дальше 
оя от нас находится. 

3. 18 секунд. 

84. Когда температура воды (и коробоч- 
ки) постигает 100°С, вода закипает (Йрн 
100°С бумага ие горит). В дальнейшем тем- 
пература воды (и коробочки) не повышается, 
так как тепло илет ва поддержание кипения 
ВОДЫ. 

$. Достаточно даже одной гири в 200 г. 
Прн первом взвешивании кладем на чашку 
весов гирю в 200 г и высыпаем всю крупу 
на чашки весов так, чтобы весы быля урав- 
новешены. Тогда ина одной чашке будет 4 кг 
400.2, из другой — 4 кг 600 г крупы. При 
втором взвешивании аналогично рассыпаем 
4 кг 600 г, получаем 2 кг 400 гв 3 кг 200 г. 
При третьем взвешивании от 2 хг 200 г от- 
вешиваем 200 г. 
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К задаче «Универсальные пробки» 


(см. «Квант», 1975, № 2, 94-я с. оба.) 


Чеховский полиграфическнй комбинат 
Союзполнграфпрома 

при Государственном комитете Совета Министров 
СССР по делам издательств, полнграфии н книж- 


ной торговли, г. Чехов Московской области 


Рукописи не возвращаются 


Турнир трех математиков 


Трое юных математиков решили провести 


между собой шахматный турнир. Однако 
их несколько огорчало то обстоятельство, 
что всякий раз, когда двое игриют, третий 
вынужден наблюдать за сраженнем вместо 
того, чтобы сесть за доску самому. 

Тогда математики проявили всю свою изо- 
бретательность п придумали такое хитрое 
расположение досок, при котором «просто- 


св» пет н все три партин играются одно- 
временно. 


. В тот момент. когла мы полошли в столику, 


возникли очень интересные позицин, изобра- 
женные на днаграммах. Везде был ход бе- 
лых Постарайтесь выяснить, чем закончил- 
ся турнир, если шахматисты действовали 
п этих позициях нанлучшим образом. За- 
метьте, что результаты турпира в какой-то 
мере соотзетстповалн тому, насколько хо- 
рошю наши игрокн были знакомы с геомет- 
рней шахматной доски. 


Цветные «следы» на пластинке получены 
так: из центра вращающегося диска иад 
пластинкой по ирямой линни двигали тю- 
бнк с вытекающей из него краской. А пла 
стинка крутилась. Два «слела» получились 


при вращения на 78 оборотов, я один -- ва 
33 оборота. Какой из трех? Чтобы проверить 
себя 9 ответить на вопрос ЭТОТ совершенно- 
уверенно, прочитайте статью Я. А. Сморо- 
линского «Сила Корнолнса» (см. с. 2) 


Деца 30 коп. 
Индекс 70465 
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ПОБЕДЫ 


Великий подвиг 
советского народа 


9 мая советские люди и вместе с ни- 
ми все прогрессивпое человечество 
празднуют тридцатилетие победы 
над гитлеровской Германией. Эту ве- 
янкую победу одержали не только 
советские вооруженные силы, сра- 
жаясь на передовой, но н весь совет- 
ский народ под руководством Ком- 
мунистической партин Советского 
Союза. 

Нс остались в стороне и советские 
ученые, плоть от плотн народа. Оин 
внесли весомый вклад в победу, 
сражаясь па фронтах и работая в 
научных лабораториях. 

Незабываем митинг в Коммунистя- 
ческой аудитории Московского госу- 
дарственного уннверситета на Мохо- 
вой, когда университетская комсо- 
мольская организация объявила се- 
бя мобилизованной «для выполнения 
любого задания партии и правитель- 
ства — на фронте, на заводах, на 
трапспорте, на колхозных и совхоз- 
ных полях». Фронтовики-ученые са- 
моотверженно сражались с врагом; 
все помыслы их были направлены на 
победу. Но ин тогда, в дни горячих 
боев, онн оставались верными науке. 
Одному из них писал в марте 1945 го- 
да замечательный советский матема- 
тик и педагог А. Я. Хинчин: 

‹...Вы заставилн меня задумать- 
ся над тем, почему в эту войну та- 
кие, совсем юные бойцы, как Вы, при 
каждой небольшой передышке со 
всей страстью рвутся к своему 
любимому делу — к тому делу, кото- 
рому они отдали себя еще до войны 


н от которого были оторваны войной. 
В орошлую мировую войну этого нс 
было. Тогда юноша, попавший на 
фроит, почти всегда чувствовал, что 
жизнь его переломилась, что все, 
чем он жил прежде, стало для него 
невозможной сказкой. А сейчас ведь 
есть Такие, которые в перерывах 
между боями пишут диссертации н 
защищают их, приехав в короткий 
отпуск! Не нотому ли это, что Вы 
ощущаете всем существом Ваш рат- 
ный труд и Ваше любимое заня- 
тне —— науку, нскусство, практиче- 
скую деятельность — как два звена 
одного н того же великого дела? 
И еслн это так, то не есть лин это 
ощущение одна из главных движу- 
щих пружин Ваших побед, которыми 
мы здесь, в тылу, так восхищаем- 
ся?..» 

Не все дожилн до дня великой по- 
беды. Немало ученых отдали свою 
жизнь за независимость нашей Роди- 
ны. Мы с благоговением произносим 
их имена. 

Герой Советского Союза Евгения 
А4аксимовна Руднева — выпускница 
мсханико-математического факуль- 
тета МГУ. Перед войной она заведо- 
вала отделом Всесоюзного астроно- 
мо-геодезического общества. Гвар- 
дин старший лейтенант, штурман 
гвардейского авиационного полка, 
она совершнла 645 боевых вылетов. 
Дневиикн и письма Евгенин Макси- 
мовны Рудневой собраны в книге 
«Пока стучит сердце», выпущенной 
издательством «Молодая гвардия». 


Тем, кто интересуется научно-по- 
пулярной литературой, должны быть 
известны имена талантливых ио- 
пуляризаторов пауки — Ростислава 
Николаевича Бончковского и Геор- 


гия Николаевича Бермана. Рости- 
славу Ннколаевичу принадлежит 
книга о первых математических 


олимпиадах для школьников, прово- 
дившихся у пас в стране. Он был 
основным редактором  сборинков 
«Математическое просвещение», из- 
дававшихся до войны. И все вы, ко- 
нечно, читали замечательные науч- 
но-понулярные книги Георгия Ннко- 
лаевича Бермана: — «Циклонда», 
«Число и наука о нем» и другие. Тя- 
жело раненный, ои нашел п себе си- 
лы продолжать любимую работу и 
буквально за два дня ло смерти пра- 
вил корректуру своей книги. 

В 1937—1941 годы одной из сек- 
ций математического кружка для 
школьников при МГУ руководил мо- 
лодойЯ талантливый математик Да- 
вид Оскарович Шклярский. С пер- 
вых дней войны ушел ой на фронт н 
я 1944 году пал смертью храбрых. 
Но до сих пор ощущается влияние 
Д. О. Шклярского на математиче- 
ское образование. С 1946 года вы- 
ходит серия книг «Библиотека ма- 
тематического кружка», где исполь- 
зуются материалы кружка. которым 
руководил Давид Оскарович. Он ии 
разу не держал в руках этих книг, 
но в знак признання его особых за- 
слуг на первом месте среди авторов 
стоит фамилия Д. О. Шклярского. 

Живы в памяти народа имена 
ученых, погибших в боях с фаши- 
стами. Вечная им намять и слава! 

Неоценнм вклад ученых. которыс, 
не жалея сил, работали лнем и 
ночью, привнося а труд весь свой 
опыт, знания и талант, помогая во- 
оруженным силам и оборонной иро- 
мышленностн. В том, что Советская 
Армня была оснащена современным 
оружнем, большая заслуга паших 
ученых и конструкторов. Мы упомя- 
нем лишь о некоторых работах со- 
ветских математиков и физиков. 


«Богом войны» называют артилле- 
рию. Наука помогала артиллерии 
более метко «накрывать» цель и со- 
общать спарялам разящую силу. 
Большую роль в выполненнн этой за- 
дачи сыграли работы советских ма- 
тематиков, механнков, в частности, 
школы академика А. Н. Колмогоро- 
ва но теорни стрельбы, академика 
М. А. Лаврентьева по наиравленным 
взрывам, члена-корресиондента 
АН СССР А. А. Ильюшина но пла- 
стическому теченню металлов. 

Еще до войны груива специали- 
стов Ленинградского физико-техни- 
ческого института, возглавляемого 
академиком А. Ф. Ноффе, начала 
разрабатывать актуальную для фло- 
та проблему — размагничивание ко- 
раблей. В то время на вооружение 
многих флотов мира были взяты так 
называемые магнитные мины, кото- 
рыс автоматически взрывалнсь при 
прохожденин корабля над ними. Де- 
ло в том, что всякое стальное тело (в 
данном случае корпус корабля) в 
большей или меньшей степенн намаг- 
ничено и тем самым создает вокруг 
себя магнитное поле. Это поле и «чув- 
ствовали» мины. Чтобы обезопасить 
корабль от магнитных мин, его пуж- 
но размагнитить. Размагничивание 
кораблей производилось системой 
определенным образом расположен- 
ных проводов, по которым пронус- 
кался электрический ток. 

Во время войны работы по размаг- 
ничиванию кораблей велись непо- 
средственно на военно-морских ба- 
зах. Эти работы проводились груп- 
ной физиков под руководством ака- 
демиков А. П. Александрова н И. В. 
Курчатова. Размагничиванние оказа- 
лось настолько эффективным, что 
наш флот практически не нес потер». 
от магнитных мин. Благодаря этому 
была сохранена . жизнь тысячам со- 
ветских моряков. 

Ученые занимались не только про- 
блемами защнты от вражеских 
мин — велись работы и по созданию 
подрывиых снарядов. Так, грузиюй 
наших физиков были разработаны 


нротивотранспортные мнны, на кото- 
рых подрывались немецкие танки. 
ноезда и автомобили. Немецкие мн- 
нонскатели оказались бессильны в 
попытках обезвредить эти мины. 

Ленинградским физикам, руково- 
димым членом-корреспондентом АН 
СССР П. П. Кобеко, совместно с мо- 
рякамн военно-морского флота во 
время блокады Ленинграда нри- 
шлось решать ине совсем обычную за- 
дачу: разработать методы, обеспечн- 
вающие безопасиое прохождение 
травспорта по ледовой дороге. Как 
известно, в период блокады город 
снабжался продовольствием, сырь- 
ем и снарядами по единственной до- 
роге, проходившей по льду Ладож- 
ского озера. В невероятно тяжелых 
условиях осажденного города, нахо- 
дящегося под обстрелом и бомбеж- 
кой, ученые-физики и моряки обеспс- 
чили бесперебойную работу «дороги 
ЖИЗНИ. 

Эффективными оказались резуль- 
таты труда уральских физиков, раз- 
работавших метод магинтной дефек- 
тоскопии, который позволил обнару- 
живать опасные изъяны в стальных 
кориусах артнллернйских снарядов 
Метод осиоваи на том, что у изде- 
лий, имеющих «внутренние» дефек- 
ты в металле, магнитное поле вблн- 
зи этих дефсктов отличается от маг- 
НИТНОГО Ноля В «здоровых» частях 
нзделия. Эти отклонения и удавалось 
обнаружить специальными прибора- 
ми, получившими название магнит- 
ных дефектосконов. Миллионы сна- 
рядов. забракованных по внешним 
механическим признакам, но в дейст- 
внтельности внолне пригодных для 
стрельбы, с помощью этих приборов 
были признаны годными и возвра- 
щены на фронт. 

Хорошо известна та исключитель- 
ная роль, которую сыграли в войне 
раднолокаторы. Идея создания этого 
ирнбора принадлежит академику 
Ю. Б. Кобзареву. 

Заслуги советских ученых пнолучи- 
пи высокую оцсику партия и прави- 
тельства: многим из них были прн- 
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своены звания Героя Советского Со- 
юза, Героя Социалистнческого Тру- 
да. Многие награждены орденами п 
медалями Советского Союза п дру- 
гих государств, удостоены государ- 
ственных премий, 

Задача овладения босвой техни- 
кой, в разработке которой активно 
участвуют советские ученые, тенерь 
стала еше актуальней в сложней. Ге- 
нераяьный секретарь ЦК КПСС 
Л. И. Брежнев отметил: «Военная 
техника в наши дни — это не обтяну- 
гые парусиной «фармапы» 20-х го- 
дов и даже не «ястребки» и «уточки» 
лериодла Отечественной войны. Се- 
годня защитники Советской родины 
должны владеть искусством управ- 
ления межконтнинентальнымн ракета- 
ми, вождения сверхзвуковых само- 
летов, агомных подводных лодок, 
быть знатокамн МНОГИХ других 
сложнейших видов оружия. Сегодня 
нужны уже не только нросто смелые, 
тренированные, мускулистые ребята 
с метким глазом п твердой рукой. но 
и инженеры. математики, знакомые 
с тайнами электроники и кибернетн- 
кн. Задачи, таким образом, и в этой 
области стали более сложными. от- 
ветственными, поднялись на новый 
уровень. Но комсомольская хватка. 
энтузиазм, дерзанис молодости. му- 
жество ип отвага нужиы сегодня 
так же, как п во времена граждан- 
ской войны и первых пятилеток, как 
в огненные годы Великой Отечест- 
венной» *). 

Со времени окончания войны мн- 
нуло уже тридцать лет. Но подвиг 
советского народа навеки останется 
п намяти человечества. Наш! народ 
высоко ценит вклад, который внеслн 
в дело победы советские ученыс. 
Честь им и слава! 


* ) Брежнев Л. И. Речь на торжествен- 
ном Пленуме ЦК ВЛКСМ 25 октября 
1968 г. —В кн.: «Ленииским курсом». Речи 
п статьи, т. 2. М, 1973, с, 273. 


ювмлтиясевич ФОРМУЛЫ 


ДАЛЯ 


простых 


ЧИСЕЛ 


Что требуется? 


Простые числа разбросаны в нату- 
ральном ряду очень прихотливым об- 
разом, и не удивительно, что издрев- 
яе математики стремились найти 
«формулу для простых чисел». Та- 
кими формулами можно называть 
формулы, обладающие разными свой- 
ствами, и здесь очень важно понять, 
что нам требуется на самом деле. 
Самая простая формула для про- 
стых чисел выглядит, по-видимому, 


так: 
Р = Р» (1) 


где р„ обозначает п-е простое число. 
Чем же эта формула не устраивает 
нас? Дело в том, что правая часть 
этого равенства вычисляется слиш- 
ком сложным образом — попробуй- 
те, например, самостоятельно найти 
Рььзь: Мы же хотим получить ана- 
логичную формулу с возможно бо- 
лее простым способом вычисления 
правой части (однако, как мы уви- 
дим, простота вычислений — поня- 
тие совсем ие очевидное). Это так 
сказать,  программа-максимум. 
Ради простоты формулы можно 
отказаться от требования явной за- 
висимости от номера п ин искать фор- 
мулы, дающие простые числа, быть 
может, не по порядку. Далее, можно 
отказаться от жеяания задать одной 
формулой сразу все простые чис- 
ла и требовать только того, чтобы 
формула давала бесконечно 
много — простых чисел. Можно, 
наконец, допустить, чтобы эта фор- 


= 


мула давала наряду с бесконечно мно- 
гими простыми числами и некото- 
рые составные числа. Это — про- 
грамма-минимим. 

Формулы, кажущиеся очень про- 
стымн, на деле могут оказаться не 
лучше формулы (1). Именно к таким 
примерам мы сейчас и переходим. 


Теорема Е. М. Райта 


В 1947 году В. Х. Миллс опубли- 

ковал следующий результат: 
Слицествует вещественное число #. 

такое, что при любом п =1, 2,... число 


27” ` (2) 
является простым *). 

Впоследствии появился еще ряд 
формул такого же типа. Однако все 
это были результаты, формулировка 
которых выглядит  заманчивой и 
многообещающей, но доказательство 
разочаровывает. Тому, кто хочет 
понять, почему это так, мы предла- 
гаем разобраться в доказательстве сле- 
дующей теоремы Е. М. Райта: 

Существует — вещественное › чис- 
ло и такое, что всякое число вида 


является простым. 


Ключевым пунктом в доказательстве 
тсоремы Райта является так называемый 
постулат Бертрана. Согласно этому ностула- 
ту при х2>4 между хи 2х-— 2 всегда есть 


*) Здесь и ннже [2] обозначает целую 
часть числа @, то есть изибольшее целое чис- 
ло, ие превосходящее ©. 


простое число. Эту гипотезу впервые выска- 
зал французский математик Бертран: 
доказать ее он не смог, а потому использа- 
вал в своих рассуждениях в качестве пело- 
казуемого постулата. Доказательство и 
потезы Бертрана было пайлено впаслелст- 
вин выдающимся русским математиком 
П. Л. Чебышевым *)}. 

Чтобы найти нужное число д, выберем 
спачала последовательность простых чисел 
1. 92. —., такую, что ирн любом лэ=|, 2, -.. 


Е 

2%" < 9п+: < ей (4) 
{В качестве 4, можно взять любос простос 
число, возможность же неограниченного про- 
должения последовательности {9»} с собию- 
дением иерапеиства (4) гарантируст иосту- 
лат Бертрана.) 

Обозначим для краткости число 


2% 
ны , 
где берется п возвелений в стенень, через 
ехро &, п обратную фуикцию. 
й 
юв- 1062... ЮЕ.В — через Ю8о В. 


Попробуем выбрать число п так, чтобы 
при п==1, 2. ... 


[схрон] == дл. (5) 

Согласно определению целой чпстн числа 

равенство (72) эквивалентно  неравенству 
9л < ехрам < дп -2 1. 


Прологарифмировав сго л раз по основанию 2, 
получим еще одно двойное неравенство, эк- 
вивалентное (5): 


10659 =в< 1073 {98 1. (6) 
Проверьте сами, что из {4) следует 
| 2 
10829, < 10229: <... < 0549 < 
«Юва Чин, <... 
«ЮР (дла, -- И <Юр” (91 |<... 
5 
.. < ЮЕ (9. = < 108} (9, + 0. 
Таким образом, последовательность 
10559 ы 10292 т 51 Юл, 
строго возрастает и ограничена сверху; сле- 
довательно, она имеет предел. 
возьмем вн качестве числа ц; докажите, что 
так выбраниое д удовлетворяет даже более 
сильному, чем (6), неравенстяу 
10254 п < в < Ю85 (41 © |, (7) 
и, следовательно, равенства (5) справед- 
лнво. Теорема Райта доказана. 
Осиовным недостатком формул (2) 
и (3) является то, что они (точнее, 
их доказательства} не дают никакого 


*} Прочитать об этом локазательстве може 
но в статье М. И. Башмакова, — «Квант». 
1971, № 5. 


Его-то мы ч. 


способа находить новые простые числа, 
нбо чтобы вычислить каксе-либо про- 
стсе число по формулам (2) или (3), 
нужно числа А. и ц знать с достаточной 
точностью. Таким образом, формулы 
(2) и (3) в некотором смысле являются 
всего лишь замаскированными (и 
ухудшенными) вариантами формулы 
(1). Кроме того, вид формул (2) н 
(3) на самом деле почти ничего не 
говорит именно о множестве простых 
чисел. Из доказательства теоремы 
Райта видно, что формулы, анало- 
гичные (2), (3), можно указать для лю- 
бого «достаточно густого» множества. 

Недостатки формул (2) и {3) по- 
рождены тем, что в них входят веще- 
ственные , числа А п в, задаваемые 
неким косвенным образом. В даль- 
неншем мы будем рассматривать лишь 
формулы, в которые входят только 
целочисленные ‚ коэффициенты.. Та- 
кие формулы обладают важным пре- 


имуществом: они могут быть (в 
принципе) выписаны явно. 
Простые числа Мерсенна и Ферма 


Формулы Миллса, Райта и другие 
подобные формулы остались изоля- 
рованными фактами, не приведшими 
к новым результатам. Однако в дру- 
гих случаях возможность представить 
некоторые простые числа в том или 
ином специальном виде нмеет неожи- 
данные и глубокие следствия. 
Рассмотрим сейчас две формулы, 
имеющие совсем простой вид: 


р= 2" — 1, (8) 
реет. (9) 
Очевидно, что формула (8) не 


всегда дает простые числа; например, 
если п — составное число, п = АК, 
БЕ, [>> 1, то р яелится на 2—1 
и на 2—1. Но и при простом п 
получающееся по формуле (8) число 
может оказаться составным: 


2и—1= 2047 == 23-89. 


Простые числа, получающиеся по фор- 
муле (8), называются числами Мер- 
сенна в честь Марина Мер- 


сенна, который еще в 1664 году 
указал все простые значения л, не 
превосходящие 257, для которых, по 
его мнению, формула {8) дает простые 
числа. Однако Мерсенн не дал 
доказательства; впоследствии выяс- 
нилось, что его предсказание было 
частично ошибочным. 

Интерес к числам Мерсенна вы- 
зван их связью с так называемыми 
совершенными числами — числами, 
равными сумме всех своих делителей, 
отличных, конечно, от самого числа. 
Еще Евклид доказал (докажите и вы), 


что если простое число р имеет вид, 


указанный в формуле (8), то число 


р-(р -+- 1):2 является совершенным. 
Например, 
3 = 22—11, 7—2" —1 


— простые числа, и соответственно 
6= (3-4)/2==1-+2-1-3, 
28:—-(7-8):2=1-; 24-1-7114 

— совершенные числа. Спустя не- 
сколько столетий Леонард Эй- 
лер доказал (попробуйте и здесь 
свои силы), что все четные со- 
вершенные числа имеют зид, ука- 
занный Евклидом. Таким образом, 
вопрос, конечно или бесконечно мно- 
жество четных совершенных чнсел, 
свелся к вопросу, конечно или беско- 
нечно множество простых чисел Мер- 
сенна, то есть к вопросу, реализует 
ли формула (8) пашу программу-ми- 
нимум. Ответ ва этот вопрос не из- 
вестен до сих пор *). 

Формула (9) также не всегда дает 
простые числа, например, если п 
имеет простой иечетный делитель т, 

я 

то р делится на 2” + Е а если п 

само нечетно, то р делится на 3. 

Таким образом, вместо п в формулу 

{9) имеет смысл подставлять только 0 

п степени числа 2. При л-=0, 29, 

21, 2, 23 и 2: формула (9) действи- 

тельно дает простые числа, и Пьер 


*) Об истории и современном состоянии 
исследований по совершеиным числам и прос- 
тым числам Мерсениа вы можете прочитать 
ыы И. Я. Депмана, «Квантз, 1971, 
ч $4 С 


Ферма, живший ин ХУИ веке, 
высказал предположенне, что н при 
зюбом п вида 2 формула (9) дает 
простое число; в его честь простые 
числа внда 922“ | | получили назва- 
ние чисел Ферма. Гипотезу Ферма 
опроверг Эйлер, указавший, что 
число 22” -|- | делится на’ 641. В на- 
стоящее время известно несколько 
значений м вида 2^, при которых по 
формуле (9) получаются составные 
числа, но не найдено ни одного но- 
вого простого числа Ферма, отлич- 
ного от указанных выше. 


Простые числа 
ют неожиданную 


Ферма  обиаружива- 
связь г  геометрней. 
Выдающийся иемецкий математик Карл 
Фридрнх Гаусе доказал, что пра- 
внльцый р-угольник можно построить цирку 
лем и линейкой при простом р в том н 
только том случае, когда р — число Ферма*). 
Более общий результат таков: правильный 
т-угольннк допускает построение циркулем 
н линейкой тогда и только тогда, когда 
т-=2°-р:р-. . - Рь ГДЕ рь, ра. -.., рр — ПО- 
парно разэнчные простые числа Ферма. 


Скатерть Улама 


Формулы (8) и (9) содержат возвеле- 
ние в степень. А нельзя ли для зада- 
ния бесконечно многнх простых чисел 
обойтись лишь сложением, вычита- 
нием и умножением? Поищем ответ 
на этот вопрос. 

Начнем с рассмотрения многочле- 
нов от одной переменной с натураль- 
нымн коэффициентами; посмотрим, ка- 
кие многочлены будут своими значе- 
ниями иметь простые числа п в каком 
количестве. 

Возьмем вначале многочлены пер- 
вой степени {то есть линейные много- 
члены). Очевидно, что тривиальный 
многочлен х задает бесконечно много 
простых чисел, более того, все 
простые числа, но это неннтересный 
случай. А что можно сказать о мно- 
гочлене ах -- Ь (геа би х-— 
натуральные числа)? Ясно, что если 
ан в имеют общий делитель, отличный 


*) Подробнее об этом открытни тогда еще 
совсем молодого Гзусса рассказано п статье 
С. Г. Гиндикьна, «Квант», 1972, № 1. 
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Рис. 1. 


от |, то значение многочлена ах - 
| 6 — число составное, кратиое это- 
му делителю. Случай же, когда а 
н 6 взаимно просты, гораздо менес 
очевиден. 

Французский математик Лежандр 
{живший в ХУИПГ веке) тьсказал 
гипотезу, что если @ и 6 взанмно 
просты, то в арифметической прог- 
рессии с первым членом 6 и разно- 
стью а встречается бесконечно много 
простых чисел. Эта гипотеза была до- 
казана лишь в прошлом столетин 
немецким математиком Леженом 
Дирихае. 
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Персйдем теперь к квадратным 
многочленам. Среди них есть крекорд- 
смены», например, многочлен х? 
-х-г 41 — его изучал еше Леонард 
Эйлер. Этот миогочлей принимает 
простые значения при х -- 1,2,...,40 
При х==41 его значение — составное. 

Доказано, что никакой много- 
член (отличный, разуместся, от кон- 
станты} не может иметь в качестве 
значений только просгые числа, но 
до сих пор ие известно, существует 
ли многочлен (кроме линейного), сре- 
дн значений которого встречается бес- 
конечно много простых чисел. 


Рис. 3. 


ЭАнтерес к представлению простых чисел 
п виде значений квадратных мпогочленов 
недавно возроднлся в связн с неожиданным 
наблюдением С. М. Улама*). Начав на Сии- 
рали из всех натуральных чисел (рис. 1) 
отмечать простые числа, Улам с удивлением 
обнаружил, что простые числа выстраи- 
ваются но янагоналям, образуя довольно 
длинные цепочки. (Покажите, что чухла, 
расположенные влоль какой-либо диаго- 
нали и пределах, ограниченных на ри- 
супке | красвыми линиями — зто зиачения 
некоторого крадратпого многочлена с целы- 


*) Как было слелано это  наблюде- 
нне, красочно рассказывает М. Гард- 
нерь «Математических досугах», М., «Мир», 
1972. 


мн коэффициентами). Еще болже удивитель- 
ным аказалось то. что закономерность эта 
наблюдалась и тогда. когда спираль была 
продолжена (с помошью ЭВМ) до больших 
чисел — на рисунке 2 светлыми точками от- 
мечены простые числа на спирали из первых 
10 000 чисел. Узор, изображенный на рисун- 
же 2. получил название «скатерть Улама». 

Чтобы отмеченная закономерность проя- 
внлась, не обязательно начинать синраль 
с единицы. Например, значения многочлена 
х + х-- 41 выстранваются но  днагонв- 
лям у спнрали, начинающейся с числа 41 
(рис. 3). Возможно, что читатели «Кванта», 
нроявив изобретательность н должное терпе- 
ние, смогут найти новые красивые «теометри- 
ческие» закономерности расположения прос- 
тых чисел средн множества всех чисел. 

Феномен со стремлением простых чисел 
раснолагаться в цепочки вдоль днагоналей 
был обнаружен сравнительно недавно и еще 
не получил какого-либо математического 
объяснения. 


О представлении простых чисел © 
помощью многочленов от многих ие- 
ременных мы скажем в конце статьи. 


Экспоненциальный многочлен 
Джулии Робинсон 


Эксноненциальные многочлены отли- 
чаются от обычных тем, что в них по- 
казателями степени могут быть не 
ТОЛЬКО конкретные натуральные ЧчИС- 
ла, но н линенные многочлены от пе- 
ременных с натуральными коэффи- 
циентамн, то есть многочлены винда 


вое. Е ах, —- 6. 94 
а, а., ..., @,, 6 — целые неотрица- 
тельные числа. 

Простейшими примерами экспо- 


ненинальных многочленов от перемен- 
ной п являются правые части формул 
(8) н (9). 

В дальнеййем мы всегда будем 
предполагать, что все встречающиеся 
у нас переменные принимают целые 
положительные значения. 

В 1952 году американский мате- 
матнк ;Д жулия Робинсон *) 
онублнковала следующий ‹ замеча- 
тельный результат: 


*) Точиее, Робинсои получила чуть 60- 
лее слабый результат, в эту изящиую форму 
нридал результату Рабинсой впоследствии 
Х. Патнам. 


Существует экспоненциальный мно- 
гочлен (хо, .... Х,), такой, что 

любое его положительное значение 
при целых положительных значениях 
переменных является простым числом; 

любое простое число можно пред- 
ставить в таком виде. 

В результате получается такая 
«формула для простых чисел»: 


р=А (%, -.., Хь)- (10) 


Эта формула замечательна вот чем. 
Во-первых, в нее входят только це- 
лые числа, и потому, в отличие от 
формул Миллса, Райта и им подоб- 
ных, формула Джулин Робинсон мо- 
жет быть выписана явно. Во-вторых, 
она задает все простые числа, а не 
только какие-то избранные из них, 
в отличне от всех рассмотренных вы- 
ше формул. В-третьих, хотя формула 
(10) задает и не только простые числа, 
у нас есть очень простой способ от- 
сенвания «лнитих» чисел: каждое не 
простсе значение КЮ при целых поло- 
жнтельных значениях неизвестных не 
превосходит нуля. Этим формула 
Джулии Робинсон выгодно отли- 
чается от формул (8) н (9), а также п 
от только что рассмотренных поли- 
номиальных формил *). 

Доказательство Джулии Робин- 
сон совершенно элементарно. Ниже 
излагаются его основные идеи; дове- 
дение же доказательства до фор- 
мальной строгости мы оставляем чи- 
тателям: все промежуточные резуль- 
таты сформулированы в виде пяти 
лемм, — их-то и нужно доказать. 
Как мы увидим, из этих лемм следует 
не только существование экспонен- 
циального многочлена В, но и его 
ЯВНЫЙ ВИД. 


Что мы должны сделать? 


Чтобы доказать теорему Джулни Ро- 
бнинсон, мы, очевидно, должны ука- 
зать экспоненциальный многочлен ВЮ, 
такой, что уравнение (10) разрешимо 


*) Полиномнальная формула — это фор- 
мула, задаваемая многочленом. 
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в натуральных числах относительно 
переменных ху, ..., х, тогда и толь- 
ко тогда, когда выполнено следующее 
условне: 

р — простое число. (11) 
Это — пример условия на перемен- 
ное р. 


Приведем еще несколько примеров ус 
408ий иа набор переменных 


(11°) 


Еслн мы потребуем, чтобы набор чисел 
{11) удовлетворял системе уравнений вида 


РА. хи} = 


м. ев а Ху; ---ь ХА- 


О 
иг”) 
или допустим словесное описание типа: «асе 
2; — простые числа», изи *2., — простое чис- 
80, ахь -.., Ха — четные числа И т... 
то тем самым мы из множества всех набо- 
ров (11‘’) выделим некоторые, подчн- 
няющнеся наложенному на них исловию. 

Мы не станем точио определять, условия 
кахого вида являются для нас допустимымн. 
Приведенное описание примеров условий до- 
статочно для оправдания того способа дейст- 
внй, которым мы в дальнейшем будем поль- 
зоваться. 

В носледующем изложении мы будем. риз- 
личать переменные, называя некоторые низ 
иих параметрами, так что деление перемен- 
ных на лоараметры и неизвестные у нас 
является чисто условным. 

Есян все левые части системы 
уравнений (11”) являются экспонен- 
цнальными многочленами от Лу, 
.... Ал, Ау... Хь И решения этой 
системы ищутся в целых положи- 
тельных числах, то такая система 
называется экспоненциально диофан- 
товой; если Е, — обыкновенные мно- 
гочлены, то система уравнений (11”) 
называется просто диофантювой. 

Уравнение (10} является примером экс- 
воненциально диофантова уравиення отио- 
сительно переменных р, №, -... ХА. 

Мы будем говорить, что две систе- 
мы условий, имеющие одни и те же 
параметры, эквивалентны друг другу 
относительно этих параметров, если 
множество тех значений параметров, 
при которых имеет решение одна из 
этих систем, совпадает со множест- 
вом тех значений параметров, при 
котором имеет решение и другая 
система. (Обратите внимание, что 
в этом определении ничего не гово- 


рнтся о связи значений неизвеетных— 
для нашнх целей это неважно, экви- 
валентные в нашем понимании систе- 
мы могут вообще не нметь общих 
неизвестных.) 


Примером эквивалентных условий отно- 
сительно параметра А‘ могут служить нера- 


венство 

хх 2+1 
и равенство 

= (2х. + 1).х. 
Ясно, что каждое из этих условий имеет рс- 
шение тогда и только тогда, когда параметр 
А принадлежит множеству чисел, не являю- 
щихся целыми степенями числа 2. 

В этой терминологии наша цель 
формулируется так: найти экспонен- 
циальный многочлен В (х, ..., Х,), та- 
кой, что условие (10) эквивалентно 
условию (11) относительно парамет- 
ра р. 

Однако требование, чтобы пара- 
метр р стоял только в левой части ра- 
венства (10), является, как мы сейчас 
увидим, излишне жестким. Л 

Пусть удалось найти экспонен- 
циальный многочлен О (р, ху, ..-, Х»), 
такой, что экспоненциально дио- 
фантово уравнение (условие на р, 


Же Мю) 
@ (р, Хх! ..., х‚) 55а 0 (12) 
эквивалентно условию (11). 
Положим 


Ю (ха, а Ха) =Хо* (1 — 2 (Же ....ХА)). 
(13) 


Лемма 1. Если экспоненциаль- 
ные многочлены В и О связаны соот- 
ношщением (13), то уравнения (10) п 
(12) эквивалентны относительно па- 
раметра р. 

Нам достаточно даже найти не 
уравнение, а хотя бы систему экспо- 
ненциально диофантовых уравнений 


0, (р, Хх, ...» х,) = 0, 
в (14) 
Ч (р, х,, ..., Хь) 0, 
эквивалентную условию {11) относи- 
тельно р. 
Лемма 2. Если 


[4 
ЕЕ ха Е 


то система (14) эквивалентна урав- 
нению (12). 

Именно поиском системы экспо- 
ненциально диофантовых уравнений, 
эквнвалентной условию (11), мы и бу- 
дем заниматься. 


Что такое простое число? 


Странный вопрос, — удивится чита- 
тель. Каждый знает, что простое чис- 
ло — это число, большее единицы, ко- 
торое делится только на единицу п на 
себя. Конечно, это так, но с таким оп- 
ределением работать нелегко —— ведь 
оно предполагает, что проверка про- 
стоты числа состоит в нереборе беско- 
нечного числа потенциальных дели- 
телей — всех натуральных чисел, кро- 
ме [ и самого числа. Лучше сказать 
так: число р является простым, если 
р > 1 вр не делится ни на какое 
число, менышее р и отличное от 1. 
Для наших же целей больше подхо- 
дит следующее определение: 

число р является простым, если 
р > 1, и для любого числа д, меньшего 
р, НО.Д.(4, р) =1*.) 

В этом определенин нет ограниче- 
ння 95=1, н, что более важно, оно 
позволяет переменное число условий 
Н.О.Д. (1, р=ь Н.О.Д.(@, р)=1. ... 
.... Н.О.Др — 1, р) == 1 свести в одно 
условие: 


Н.О.-Дцр — ПРЕ. 


Сделанное замечание позволяет 
нам написать первую систему усло- 
вий, эквивалентную условию (11) от- 
носительно параметра р: 


р=г-!-1, (15) 
$=м, (16) 
Н.О.Д.($, р) =1. (17) 
Первое из этих условий имеет 


искомый вид экспоненциально дно- 
фантова (более того,  диофантова) 
уравнения, а третье легко приводится 
к такому же виду за счет введения 
двух новых неизвестных: 


*) Н.О.Д4(а, В) — это наибольший 06- 
щий делитель чисел ан 6. 
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Лемма 3. Условие (17) эквива- 
лентно относительно параметров р 
и $ условию 


Х1 $ — Хр = |1 *). (18) 


Так как уравнение (18) экспонен- 
циально днофантово, то нам осталось 
лишь найти систему экспоненциально 
диофантовых уравнений, эквивалент- 
ную относительно параметров г п 
$ условию (16). 


Как вычислить факториал? 


В условие (16) входит г!; этот-то 
факторнал и «мешает» нам.  Вспом- 
ним, что факториал фигурирует в 
выражении для биномиалзьных коэф- 
фициентов**): прн Ё2г 


Е... и -1 
г. 
то есть 
я (=... ИО 
с! 
Многочлен, стоящий в числителе, 


нмеет довольно сложную структуру. 
Попытаемся заменить его более про- 
стым—а именно, многочленом Г. 
Прн #=г имеем: 

г и 


с’ За... @--о х 


МЕРИ 


г -> 


ЕЕ 


Легко видеть, что 


; 
м =: Ит —, 
#1 С 


(20) 


*) Сравните эту лемму Е леммой ? из 
«Кванта» № 6 за 1972 год, с. 33. 

**) О свойствах биномиальных коэффи- 
циентов «Квант» рассказывая неоднохратио; 
см., например, № 6 за 1970 год, с. 17—25, 
или № 2 за 1973 год, с. 27 — 34. 


однако эта запись факториала нам 
ничего не даст, поскольку №, будучи 
параметром в искомой системе урав- 
нений, сможет принимать любые, 
сколь угодно большие, но конечные 
значения. Но мы и не будем перехо- 
дить к пределу, я воспользуемся це- 
лочисленностью г! — из (19) н (20) 
слёдует, что при достаточно больших # 


| е (21) 
м=|—}. 
С: 

Лемма 4. Формула (21) верна 
как только [> 2 Р+®. 

Лемма 4 позволяет преобразовать 
условие (16) в эквивалентную ему 
относительно параметров г и $ си- 
стему (проверьте эквивалентность!) 


=", (22) 
с =: С, (23) 
5 (хх — 1), (24) 
(Их, = с. (25) 


Здесь условия (22), (24) и (25) имеют 
требуемый вид, и нам остается лишь 
найти систему экспоненциально дио- 
фантовых уравнений, эквивалентных 
условию (23) относительно парамет- 
ров г, Ёис. 

Итак, нам осталось «избавиться» 
от биномнального коэффициента. 


Биномнальные коэффициенты — 
это коэффициенты бинома! 


Только что мы использовали выра- 
жение биномиальных коэффициентов 
через факториал; но биномиальные 
коэффициенты имеют много-и других 
определений. Воспользуемся теперь 
тем, что 


(и + 1): == У С. (26) 
{—=0 


Эта формула является определением 
биномиальных коэффициентов, если 
рассматривать ее как тождество от- 
носительно и. Но нам нужно, чтобы и 
было неизвестной, принимающей в 
каждом конкретном решении искомой 
системы лишь одно значение. 


Заметим, что 


с В 
гу (1-51 ==2', (27) 
0 
н, Такнм образом, если 
и >, {28) 
то С?. С!, —, С! — это цифры в за- 
писи числа (и -1 Ох В ПОЗИЦИОННОЙ 
системе счисления с основанием п 
Следовательно, биномиальные коэф- 
фициенты однозначно определяются 
тем условием, что равенство (26) и 
неравенства (27) и (28) одновременно 
выполнены х01я бы при одном знз- 
чении и 
Лемма 5 


Условие (23) экви- 
валентно относительно параметров 
г, Е и с системе условий 

И ‹ 
Ра 2 № (29) 
хит, (30) 
ож Жи рем’ + ха, {31} 
ХНА и", (32) 
сх =и (33) 


Здесь все условия уже имеют необхо- 
днмый нам вид 

Итак, мы показали, что условие 
(11) эквивалентно относительно па- 
раметра р системе, состоящей из 
экспоненциально диофантовых урав- 
нений (15), (18), (22), (24), (95), 
(29) — (33) Чтобы тюлучить требуе- 


мый экспоненциальный многочлен, 
осталось переименовать переменные 
5 у бин вх Хь М 


Хз, Х1а, объединить по лемме 2 все 
уравнения в одно п преобразовать 
по лемме | это уравнение к искомо- 
му внду (10) 


Дальнейшие шаги 


Формула (10) не содержит явно номера за 
даваемого ею простого числа Описаниый 
выше с10с0б построения экспоненциального 
многочлена Ю не дает прямого пути для 
включения номера простого числа в формулу 
{10} Используя существенно более сложиую 
технику. Мартини Дейвис, Хилэри Пат 
нам ни Джулия Робинсон п 196! году доказа 
ли одну очень сильную теорему. которая 
нмеет такое следствие 

Существует экспоненциальныи многочлен 
Р(х, ‚ Хи, п) такои, что при каждом 


фиксированном значении параметра п п про- 
извольных значениях остальных переменных, 
многочлен Р принимает ровно одно положи 
тельное значение, пэтич значением является 
пе простое число 
В 1970 году автору этой статьи удалось, 
нспользуя другие результаты Джулии Ро 
бинсон. построить такое днофантово урая 
нение 
АЦа, 6. с. 2, м (34) 


которое разрешимо тогда н только тогда 
когда параметры а. фи с связаны соотноше 
ниемо —& Этот результат нозволяет опух 
тить вп формулировке предыдущей теоремы 
Слово сэкспоненциальный», то ©сть позво 
ляет построить многочлен. задающий простые 
числа Об этом. однако, мы поговорим в дру 
гой раз Те же читатели, кого заинтересова 
ла подобная тематика и кого не страшат труд 
ности. могут попробовать самостоятельно ра 
зобраться в статье автора «Диофаятовы мно 
жества», опубликованной в журнале «Ус 
пехи математических наук», ХХУИ, № 5, 
1972 год 


Темы для размышлений 


1 Докажите, что в арифметических ирог 
рессиях 3, 7, 11, и5, И, 1. беско 
иечно много простых чисел 

2? Каково множество тех многочленов, 
значения которых лежат вдоль днагонали, 
если спираль (см с 9} начата с 12 © некото 
рого числа и? с некоторого числа и. и по спи 
ралн стоят члены арифметической прогрес 
сни и, п н-- 2 

3 Теорема Вяльсона утверждает, что 
если р — простое число, то (д— 1) -|- |} ле 
лится на р Как можно использовать этот 
результат, чтобы умельшить число леизвест 
ных в экспоненциальином многочлене Ю за 
дающем простые числа? 


4 Постройте экспоненциальный много 
член 5 (№. ‚ Хи), который задает мно 
жесте полусумм простых чисел близнецов, 


то есть такой, что если $ (хь. . ХК) > 0, 
то оба числа —${хь. ‚ Хь) —- 1 к 
$. ‚ хи} —— 1 являются простыми, и нао 


борот, ссяя 5—ТГя 5-:-1-—простые числа, то 
5х, ‚ Хк)=$ при некоторых хь, ‚Хх 
5 Постройте экспоненциальный много 


член Т (9, х, ‚ Хю). Ттакон, что 

если п — простое число. то существуют 
числа Ж , Хт такне, что 
Т(9. хо. . хт)>0 

если 9 — простое число и Т (3, Хх, 


. Хт)> 0, то Т(9. хь. 
число, следующее за д. 

если 4 не является простым числом, та 
всегда Т(9, х,. ‚ хп) 9 

Этот экспоненциальным многочлен дает 
«формулу Оля следующего простого чиста» 


‚ Ххт)— простое 
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А. В. Чаплик Волновая 
механика 


Около нятидесяти лет назад роди- 
лась квантовая механика — наука о 
законах движення микроскопических 
частиц  матерни (атомов, атомных 
ядер. электронов н т. п.). Эти законы 
оказались пастолько удивительными, 
настолько не похожими на то, с 
чем сталкивались физики до сих пор, 
что вначале даже крупные ученые от- 
казывались верить выводам кванто- 
вой механики. Да и п наши дни не 
прекращаются днскуссии о физиче- 
ских основах этой науки, хотя мно- 
гие её разделы уже сталн инженер- 
ными дисциплинами. 

В первые годы существования 
квантовой механики ее называли вол- 
новой механикой. Сейчас это название 
уже начинают забывать, а между тем 
в нем содержится указание на самую 
главную черту, присущую явлени- 
ям микромира. Ведь квантовый, то 
ссть дискретный характер процес- 
сов, в которых участвуют микроча- 
стицы, связан именно с их волновыми 
свойствами. Например, тот факт, что 
энергия электронов в атоме может 
прннимать лишь определенный дис- 
кретный набор значений, есть след- 
ствие волновой природы электрона. 

В этой статье мы постараемся ра- 
зобраться, что означают слова «вол- 
новая природа злектрона» и почему 
она приводит к дискретности его 
свойств. Начать придется издалека. 


Частнцы н волны 


Как мы описываем движение боль- 
ших тел, например, движение артнл- 
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лерийского снаряда, спутника Земли, 
планеты вокруг Солнца? Такие гела 
называют макроскоинческими 15 ог- 
личие от микрочастиц), и особенности 
нх движения хорошо известны. Ко- 
нечно, спутники Земли и артилле- 
рийские снаряды вряд ли можно счи- 
тать вполне обыденными вещами. Но 
законы, которые управляют их дви- 
жением, легко понять на основе на- 
шего повседневного опыта. 

Мы привыкля к тому, что каждое 
тело запимает определенное место в 
пространстве, п это место можно ука- 
зать. задавая координаты тела. Ес- 
ли тело движется, то оно с течением 
времени меняет свое положение в 
пространстве. Чтобы описать движе- 
ние тела, можно указать положения, 
которые оно заиимает и последова- 
тельные моменты времени, то есть 
(выражаясь более точно) можно за- 
дать зависимость координат тела от 
времени. Это — язык механики, вер- 
нее даже, — ее азбука. Но откуда 
берется уверенность, что можно в 
каждый момент времени определить 
положение тела и пространстве, за- 
дав его координаты? Ответ совернюн- 
но ясен: оттуда же, откуда берутся 
вообще все наши знания —- из оштыта. 
Именно повседневный опыт служит 
источником понятий и представле- 
ний, которыми нользуется обыч- 
ная механика — механика макроскопи- 
ческих тел (ее также называют клас- 
сической). Важно запомнить это. 
обстоятельство: в повседневном опыте 
мы имеем дело с макроскопическимаи 
телами, поэтому наши привычные 


представлення о исремещении в про- 
странстве относятся как раз к Таким 
телам. Согласно этим представлениям 
каждсе движущееся тело имеет свою 
траекторию, н в каждой точке тра- 
екторни можно указать скорость те- 
ла, его ускорение и т. д. Так опись - 
вается движение тел п классической 
механике. 

По-нному приходится поступать 
ирн описании волновых процессов, 
например, звука нли волн на поверх- 
ности воды. Первое, что нужно отме- 
тнть, это бессмысленность понятия 
траекторни для волн. Ведь звук рас- 
пространяется от своего источника по 
всем направленням. Если все-таки 
задать вопрос: где в данный момент 
находится звуковая волна, то ответ 
золжен быть следующим: это неко- 
торая часть пространства, ограни- 
ченная поверхностью, до которой 
волны успели дойти к данному момен- 
ту времени. Виутри этой поверхности 
в каждой точке (разумеется, если 
источник работает непрерывно} су- 
ществуют колебания плотности воз- 
духа, которые и являюгся звуком. 
Значит, бессмысленно говорнть о ко- 
ординате звука, о точке пространст- 
ва, в которой находится звук. Это 
становится особенно ясным в случае 
волн в замкнутой полостн, гле могут 
возникнуть сгоячие волны. Приме- 
ром могут служить резонансный ящик 
Аля камертона, духовые музыкаль- 


Рис. 1. Отражение от идеальной поверхности. 
Прямые линии изображают потоки частиц, 
волнистые соответствуют волиам- 


ные инструменты (такие, как орган 
или саксофон), барабан н т. д. Ког- 
да по барабану ударяют. то внутри 
него устапавливаются стоячие вол- 
ны. н при этом звучит весь объем воз- 
духа, заключенный внутри барабана. 
Таким образом, можно сказать, что 
волна заполняет все доступное ей 
пространство, и такие понятия, как 
координата или траектория, к вол- 
нам не ирнменимы. Здесь следует 
пользоваться другим языком. Волны 
характеризуются их амилитудой, ча- 
стотой, фазой, скоростью  распро- 
странения, длнной волны. 

Остановимся еще на одном раз- 
личии в свойствах воли н частиц, ко- 
торое очень важно для дальнейшего. 
Замечательной особенностью волн яв- 
ляегся нх способность огибать пре- 
пятствия, отклоняться от прямолн- 
нейпого распространения при взаи- 
молействии с  пренятствием. Это 
явленне называется дифракцией и яв- 
ляется исключительной привнле- 
гией воли. Волна, в прямом смысле 
слова. может завернуть за угол, ча- 
стица — нет. Например, можно услы- 
шать речь, стоя за углом дома и ие 
виля разговаривающих людей. 

С ивленнем дифракции тесно свя- 
зано поведение волн при нх отраже- 
нии от нероховатой поверхностн. Ес- 
ли бы отражающая поверхность была 
идеально гладкой, то волны ин частн- 
цы велн бы себя совершенно одина- 
ково (рис. !). Для тех н других вы- 
полнялся бы известный закон: угол 
падения равен углу отражения (ра- 
зумеется, надо оговорить, что удар 
частини о поверхность — предполага-- 
стся абсолютно харугим). Легко со- 
образнть, что в этом ндеальном слу- 
чае параллельный пучок легящих ча- 
стиц остается параллельным н после 
отраження от поверхносги, так как 
скорость каждой частицы  повора- 
чинается на одни и тот же угол. То 
же самое относится и к волнам. 

Посмотрим теперь, что происходит 
п реальном случае, то есть когда по- 
верхность не является ндеально ров- 
ной плоскостью, а имеет некоторые 
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Рис. 2. 


шероховатостн. Начнем с частиц. 
Следует различать два случая. Пер- 
вый, изображенный на рисунке 2, 
соответствует маленьким частицам. 
Мх размеры гораздо меньше высоты 
и ширины зубцов поверхкости, ло- 
этому можно рассматривать такне ча- 
стицы как материальные точки. Каж- 
дая из этих частиц попадает на ие- 
который участок поверхностн, на не- 
который склон зубца, ин отражается 
от этого склона все во тому же зако- 
ну: угол падения равен углу отра- 
жения. Но так как каждый зубец 
наклонен под своим определенным 
углом к направлению первичного по- 
тока часгиц, то частицы, понавшне на 
разные зубцы, отлетают в разных 
направлениях. В результате отра- 
женные частицы уже не образуют 
параллельного пучка, в разлетают- 
сч хаотическн под разнымн углами. 

Если же на поверхиссть падают 
большие частицы, которые при со- 
прикосновении с поверхностью на- 
крываюг сразу много зубцов, то кар- 
тина получается иной (рис. 3). «С точ- 
ки зрения» такой частицы поверх- 
ность с мелкими зубцами мало отли- 
чается от ндеальной плсскостн. На- 
пример, стол для пинг-понга навер- 
няка вмсег шероховатую — новерх- 
носгь (неровно обработана фанера, 
краска легла не везде одинаковым 
слоем и т. д.), тем не менее шарик 
отскакивает почти так же, как от 
ровной плоскости. Дело в том, что 
большой шарик, касаясь при ударе 
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Рис. 3. 


сразу многих мелких зубцов поверх- 
ности, как бы усредняет их действня, 
и это усредненное действие оказыва- 
ется почти таким же, как для нде- 
альной плоскости. В такнх случаях 
говорят о зеркальном отражении. 

Отражение волн от шероховатой 
поверхпости также может происхо- 
дить авояким образом. Длинные вол- 
ны (длина волны больше размеров 
неровностей) дифрагируют на неров- 
ностях; в результате отражение ока- 
зывается близким к идеальному. Н=- 
пример, неровности  новерхностн 
обычного зеркала гораздо меньше 
длин волн видимого света. Отраже- 
нне света нроисходит нанравленно 
(зеркально). Однако жесткие рентге- 
новские лучи, длина волны которых 
ю тысячи раз меиыме, чем у видимого 
света, отражаются от того же зерка- 
ла рассеянно (диффузно) — отражен- 
ные лучи идут в различных направ- 
леннях. 

Итак, прн отражении нотоков ча- 
стин илн волн от неровностей новерх- 
ности решающую роль для частиц иг- 
рает соотношение между размерами 
неровностей и размерами частнц, а 
в случае волн — соотношение между 
размерами  перовцостей и длиной 
волны. ‹ 

Мы подошли теперь к главной ча- 
сти нанего рассказа. 


Как ведут себя электроны 


Когда Дж. Дж. Томсон в самом кон- 
це прошлого века открыл электрон, 


он представлял его себе как частицу, 
несущую определенную порцию элект- 
рнческого заряда. Действительно, 
все опыты как будто говорили за то, 
что электрон — это частица, заря- 
женная отрицательным электричест- 
вом и ведущая себя так, как н пола- 
гается частицам. Мы уже знаем, что 
это означает. Во-первых, электромы 
можно считать поштучно (например, 
измеряя полный заряд и деля его на 
заряд одного электрона); никто еще 
никогда не наблюдал половины элект- 
рона. Во-вторых, каждый электрон 
пучка характеризуется своей тра- 
екторией, которую можно изменять, 
воздействуя на пучок электрическим 
илн магнитным полем. Момент по- 
падания электрона в мишень можно 
фиксировать по вспышке в люминес- 
цирующем покрытнн мишени. Эта 
вспышка практически точечная, а это 
значит, что электрон оказывает дей- 
ствие лишь на очень малую область 
мишени. Следовательно, можно го- 
ворить о координате электрона, о его 
траектории, то есть обо всем, что 
характеризует его как частицу. 
Именно на основе представлений 
об электроне как о частице возникла 
так. называемая планетарная модель 
атома, предложенная Резерфордом. 
В этой модели атом рассматривался 
как миниатюрная Солнечная систе- 
ма, в которой вокруг «Солнца» — 
атомного ядра — движутся по орби- 
там «планеты» — электроны. Размеры 
атома, то есть раднусы электронных 
орбит, вскоре удалось выяснить. Они 
оказались — величинами порядка 
10-8 см, или одного ангстрема. От- 
носительно размеров самого элект- 
рона имелись расхождения во мне- 
ниях, но все сходились на том, что 
его радиус должен быть, конечно же, 
меньше 10-8 см. Ведь электрон — 
часть атома, а часть, во всяком слу- 
чае, не может быть больше целого. Но 
вот в 1927 году американские физикн 
Дэвиссон и Джермер осуществили 
свои знаменитые опыты с пучками 
электронов. И сразу стало ясно, что 
взгляд на электроны как на малень- 


2 «Квант» №5 


кие твердые шарики, мягко говоря, 
наивен. Природа электрона оказа- 
лась гораздо более сложной. 

Мы разберем здесь лишь. один из 
опытов Дэвиссона и Джермера. Па- 
раллельный пучок электронов на- 
правлялся на грань кристалла и от- 
ражался от нее. Отраженный пучок 
оставался параллельным (как в слу- 
чае отражения видимого света от зер- 
кала). Вот и все. На первый взгляд в 
этом факте нет ничего удивительного. 
Ведь мы знаем, что при определенных 
условиях частицы могут испытывать 
зеркальное отражение от твердой по- 
верхности. Но не нужно забывать, 
что «с точки зрения электрона» по- 
верхность кристалла ни в коем слу- 
чае не является сплошной  поверх- 
ностью. Кристалл состоит из атомов, 
разделенных промежутками пустого 
пространства. Размеры промежутков 
примерно равны размерам самих ато- 
мов и составляют величину порядка 
10-3 см. А электроны — это малень- 
кие частицы, радиус их много мень- 
ше, чем 10-8 см. Значит, при соуда- 
рении пучка электронов с крнстал- 
лом должна иметь место ситуация, 
когда размеры частиц меньше разме- 
ров неровностей. Следовательно, 
отражение электронов должно быть 
диффузным. 

Таким образом, либо надо счи- 
тать электроны очень большими ша- 
рами, гораздо больше самих атомов 
(тогда они отражались бы от кристал- 
ла зеркально), либо... либо электро- 
ны не подчиняются законам класси- 
ческой механики и не являются час- 
тицами в привычном смысле этого 
слова. Первая возможность приво- 
дит к явной бессмыслице: большой 
шар не может кружиться по орбите 
внутри маленького атома. Значит, 
остается вторая возможность, сколь 
бы невероятной она ни казалась. 

Зеркально отражаться от поверх- 
ности кристалла могут лишь волны, 
длина которых больше расстояния 
между атомами в кристалле. Следо- 
вательно, нужно считать, что пучок 
электронов ведет себя подобно вол- 
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нам, а тогда возникает вопрос о ха- 
рактерных параметрах этих волн: об 
их частоте, длине волны и т.д. Ко 
времени опытов Дэвиссона и Джер- 
мера уже была известна «сумасшед- 
шая» гинотеза французского ученого 
де Бройля (высказанная в 1923 году) 
о том, что всякая частица ведет себя 
подобно волне, длина которой & свя- 


зана с импульсом рё=ти частицы 
следующей формулой (формула де 
Бройля): 


Заметим, что величина А в этой фор- 
муле — знаменитая постоянная План- 
ка, равная 6,62-10-2? эрг-с. Она 
связывает частоту м колебаний элект- 
ромагизтного поля с энергией Е его 
кванта (фотона) по формуле Планка: 

— р, илн длину волны с имиуль- 


сом фотона: #. =- и ‚Идея де Бройля 


возникла из предноложения о сним- 
метрин н природе. Теория показала, 
что волны обладают в некотором смыс- 
ле свойствами частиц. Не могут ли 
частнцы в свою очередь обладать вол- 
новыми свойствами? Гипотеза де 
Бройля состоит в том, что указанные 
соотношения одинаково применимы 
как к фотокам, так и к частицам ве- 
щества. Многочисленные эксперимен- 
ты, проведенные висследствни, это 
действнтельно подтверждают. 
Формулы Планка и де Бройля 
связывают механические — характе- 
Рристики частиц (импульс, энергию) 
с их волновыми характеристиками 
(длиной волны и частотой). Чрезвы- 
чанно малая (с точкн зрення при- 
вычных нам масштабов} ‹ величина 
псстоянной Планка показывает, что 
волновые эффекты п движении ча- 
стиц становятся существенными лишь 
в области микромира. В самом деле, 
шарик лля пинг-понга массой | 2, 
летящий со скоростью | м/с, имеет 
дебройлевскую * длину волны. рав- 
ную 6,6.10-? см. Это фантастиче- 
ски малая длина, ин триллионы раз 
меньшая размеров атомного ядра. 


Совершенно ясно, что никаких вол- 
новых эффектов (например, дифрак- 
ции) в движении такого тела обна- 
ружить нельзя. Напротив, для элект- 
рона в атоме длина волны де Бройля 
равна примерно 10-8 см (т = 9х 
х10-2* 2, о2ж108 смс), то есть 
порядка размеров самого атома, в 
котором движется электрон. В этих 
условиях волновое поведение элект- 
рона играет определяющую роль. 
Вся специфика атомных явлений и, 
и частности, их квантовый характер 
связаны именно с этим волноподоб- 
ным поведением электронов. Мы 
рассмотрим сейчас простейший прн- 
мер, показывающий, как дискрет- 
нссть свойств атома вытекает из вол- 
новой природы электрона. 

Прн обычных условиях электро- 
ны удерживаются внутри атома си- 
лами электростатического притяже- 
ния и не могут удалиться от ядра на 
слишком большое расстояние. Та- 
ким образом, принадлежащие атому 
электроны движутся в ограниченной 
сбластн пространства. Их обычно 
называют связанными электронами. 
Наоборот, электроны в пучке, соз- 
данном электронной пушкой, могут, 
в принципе, попасть в любую об- 
ласть пространства, поэтому назы- 
ваются свободными. Пример, о ко- 
тором ндет речь, схватывает нменно 
эту особенность атомного электро- 
на: ограниченность области про- 
странства, доступной для его дви- 
жения. 

Для простоты рассуждений пред- 
ставим себе, что электрон может двн- 
гаться только вдоль некоторой пря- 
мой и не выходит за пределы отрезка 
АВ (рис. 4). Скажем, в точках А и В 
находятся твердые стенкн, Сквозь ко- 
торые электрон ие может проник- 
нуть. Такая система является одно- 
мерной моделью атоме. Разумеется, 
атомы устроены гораздо сложнее, и 
наш пример не претендует на коли- 
чественнсе соответствие реальному 
атому. Но главную качественную 
ссобенность атомов — существова- 
ние дискретных энергетических уров- 


ней — нам удастся проследить даже 
на этой простой модели. (Впрочем, 
следует заметить, что такая модель 
может иметь и непосредственный фи- 
зический смысл. Например, она до- 
вольно хорошо описывает поведение 
электронов в тонких пленках метал- 
лов или полупроводников. В этом слу- 
чае отрезок АВ изображает толщину 
нленки, а две поверхности пленки 
играют роль стенок, не выпускающих 
электрон наружу.) Чтобы рассчи- 
тать характеристики такого одно- 
мерного атома, воспользуемся фор- 
мулой де Бройля. Поскольку элект- 
рон «заперт» в ограниченной области 
пространства (в данном случае — на 
отрезке прямой), то мы должны гово- 
рить о стоячих волнах. Аналогич- 
ные механические одномерные стоя- 
чие волны возникают, например, при 
колебаниях струны, закрепленной в 
двух точках. Естественно, что этн 
точки закрепления следует сопоста- 
вить точкам А и В, за которые элект- 
рон не может проникнуть. Колеба- 
ния струны также не нроннкают 
сквозь закрепленные концы. Это о3- 
начает, что смещения точек струны 
при колебаниях всегда таковы, что 
точки А цв В являются узловыми 
(них смещения всегда равиы нулю}. 
Отсюда сразу следует, что на отрез- 
ке АВ должно укладываться це- 
лое число полуволи. Таким обра- 
зом, колеблющаяся струна с за- 
крепленными концами может нахо- 
диться лини в определенных состоя- 
ниях движения, которые можно 
нумеровать по числу полуволн, укла- 
дывающихся между точками Аи В. 
Другими словами, в струне возмож- 
ны лишь такие волны, длина которых 
^ удовлетворяет следующему соотно- 
щтенню: АВ -— лА2, где п — целое 
число, принимающее — зиачения 1, 
2, 3 ит. д. На рисунке 4 случаи 1, 
1, 111, 1 соответствуют п, равно- 
му 1, 2, Зи 4. Обозначим данну от- 
резка АВ буквой ГР. Тогда возмож- 
ные длины волн А„ задаются формулой 
и П-ше |, 2, 3, 


п: 


а 


Рис. 4. 


Теперь вернемся к электрону, бе- 
гающему между двумя стенками, ни 
применим к нему формулу де Брой- 
ля. Поскольку может существовать 


лишь дискретный набор длин воли Ал, 
й 


тАп 
аншь ди- 


то скорость электрона м 


может принимать также 
скретный набор значеций: 


2 Зе. . 


ба = д, таг" 


Кинетическая энергия электропа рав- 
на Е = т:?2, и она тоже не может 


быть произвольной. Существуют 
лниь дискретные = энергетические 
уровин: 
й" и? 
ан и - -]1 2 
Вы 2; & 2... №) 


(число п называется квантовым чис- 
лом). Мы получили одну из первых 
формул кваитовой механики — энер- 
гетические уровни электрона, «за- 
нертого» между двумя непроницаемы- 
мн стенкамн. С точки зрения клас- 
сической механики сама постановка 
вопроса о дозволенных — значениях 
энергин для этого случая бессмыс- 
ленна. Если классический шарнк 
прыгает между двумя стенками, упру- 
го отражаясь от них, то его энергия 

тие .. 
"':-5— зависит от начальной 


рости и, и может приннмать любые 
значения. }]икакой — энергетической 
«лестницы» не существует,  возмож- 
ные значения энергии заполняют 


еко- 
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всю шкалу энергий. Для микрочасти- 
цы, как мы видели, дело обстоит по- 
иному. Ее энергия может иметь лишь 
дискретный набор значений, и эта 
дискретность есть прямое следствие 
волновой природы микрочастицы. 

Вообще говоря, выражение для 
энергетических уровней можно фор- 
мально применить и к классической 
частице, например, все к тому же 
пинг-понговому шарику. Пусть его 
масса т = |, а расстояние между 
стенками Ё[=10 см; тогда вследствие 
чрезвычайной малости # расстояния 
между соседними уровнямн окажут- 
ся невообразимо маленькими; на- 
пример, 


Ен ва (1—1) = 15-10-в° эре. 


Энергетическая лестница получается 
настолько густой, что практически 
энергия может изменяться непрерыв- 
но, как и должно быть для классиче- 
ской частицы. В этом заключается 
предельный переход от квантовой ме- 
ханики к классической. 

Помимо волновой природы микро- 
частиц для возникновения дискретно- 
го спектра чрезвычайно существен- 
ным оказывается тот факт, что дви- 
жение частицы происходит в ограни- 
ченной области пространства. В 


этом случае, как мы уже говорили, 


возникают стоячие волиы, а такие 
колебания характеризуются — дис- 
кретными значениями длин волн, н 
следовательно, частот. Частота же, 
помноженная на №, равна энергин 
частицы. Общая тенденция такова, что 
чем меньше размеры доступной об- 
ласти движения, тем больше расстоя- 
ние между соседними уровнями энер- 
гии (см., например, формулу (®)). 
Если же микрочастица движется под 
действием таких сил, которые раз- 
решают ей уйти на бесконечность, то 
стоячие волны не возникают, и энер- 
гня может иметь любое значение. 
В этом случае говорят, что кванто- 
вая система нмеет непрерывный 


снектр энергии (например, луч элект-- 


ронной пушки). 
м 


Нептетывный 
спектр 


Дискретный 


спектр 


Рис. 5. 


В атоме водорода электрон удер- 
живается вблизи ядра силами элект- 
ростатического притяжения. Если 
состояние электрона таково, что у 
него не хватает энергии преодолеть 
притяжение ин уйти на бесконечно 
большое расстояние от ядра, то он об- 
ладает дискретным спектром. Одна- 
ко, если каким-либо способом сооб- 
щить эдектрону достаточную энер- 
гию (это можно сделать, например, 
освещая атом светом), то электрон 
преодолеет притяжение к протону и 
может уйти ‘от него сколь угодно 
далеко. Начиная с этой энергии, 
спектр электрона становится непре- 
рывным, то есть энергня электрона 
может принимать любые значения. 

На рисунке 5 изображены воз- 
можные значения энергии электрона 
в атоме водорода. Наннизший воз- 
можный уровень энергии называется 
нормальным или основным. В разоб- 
ранном выше примере с электроном, 
«бегающим» между двумя стенками, 
основному уровню соответствует зна- 
ченне числа п, равное 1. Формула (») 
для уровней энергии оказывается до- 
вольно полезной для оценки энер- 
гии основного состояния и других 
квантовых систем. В этом случае 
под [. следует понимать размер до- 
ступной области пространства, в 
которой движется электрон. Напри- 
мер, диаметр атома водорода равен 
приблизительно 10-3 см, 'масса элект- 
рона ^—=9.10-28 г. Подставляя эти 
значения в формулу (»), получим для 


энергии основного состояния атома 
водорода ЕЁ, == 0,6. 10-1 эрг—=37Т,5 зв. 
Точное значение этой энергии 13,5 зв, 
то есть мы ошиблись почти в три ра- 
за. Но ведь это именно оценка, гру- 
бая прикнидка, которая дает пред- 
ставление только о порядке интере- 
сующей нас величины. 

В заключение следует  подчер- 
кнуть, что события, происходящие в 
микромире на уровне атомов, моле- 
кул ин атомных ядер, стали понятны- 
ми лишь иосле того, как появилась 
идея о волновой прироле микроча- 
стиц. Их двойственная природа (с 
одной стороны, — это частицы, с дру- 
гой волны) не имеет аналогий в прн- 
вычном нам макросконическом мире, 
поэтому было бы бесполезно пытать- 
ся представить себе, например, на 
что похож электрон, движущийся в 
атоме. Они не похож ни на что, из- 
вестное нам до сих пор. Электрон 
обладает одновременио и свойства- 
ми частиц, и волновыми свойствами, 
но не является ни частицей в обычном 
смысяе слова, ни обычной волной. 
Говорить об электроне как о части- 
це можно лишь приближенно, не 
забывая о его волновых свойствах. 
Например, для обычной,  классиче- 


ской частицы можно точно задать 
ее координату, импульс, энергию в 
любой момент времени. Что можно 


сказать об этих параметрах при опи- 
сании поведения микрочастиц? 

Согласно формуле де Бройля ча- 
стице. обладающей данным импуль- 
сом, то ть определенным 
значением скорости, = соответствует 
волна определенной длн- 
ны.. Определеиным значением дли- 
ны волны характеризуются только 
гармонические волны. Но гармони- 
ческая волна безгранична в про- 
странстве. Значит, мы не можем го- 
ворить о локалнзации, о простран- 
ственных координатах микрочастн- 
цы в данный момент временн. 

Если же мы считаем, что части- 
ца локализована в пространстве, то 
тем самым мы ограничили область, 
в которой сосредоточен колебатель- 


ный процесс, описываемый волно- 
вымн свойствами данной частицы. 
Но описать такие колебания одной 
гармонической волной определенной 
длины нельзя. Следовательно, со- 
гласио соотношению де Бройля ни- 
чего нельзя с определенностью 
сказать об импульсе частицы в тот 
момент времени, и который мы 
считаем зафиксированными ее ко- 
ординаты. 

Таким образом, нет смысла гово- 
рить об одновременных точных зна- 
чениях координат ин импульса микро- 
частицы. Эти параметры могут быть 
определены в один и тот же момент 
времени лишь приблизительно, с оп- 
ределенной — степенью точности. В 
1927 году немецкий физик Вернер 
Гейзенберг показал, что между не- 
точностями Ах и Ар в определении 
координаты и импульса микрочасти- 
цы в данный момент времеин сущест- 
вует следующее соотношение: 


Ах. Ар й*). 


Это соотношение называется соотно- 
шением — неопределенностей. 
Сегодня мы ие можем ответить 
на вопрос, почему мир микрочастиц 
устроен именно так, а не иначе, да 
и вряд ли такой вопрос относится к 
числу правильно поставленных. Но 
мы теперь твердо знаем, что самые 
привычные, кажущиеся незыбле- 
мыми представления с природе мо- 
гут быть опрокинуты потоком новых 
фактов н наблюдений. Поэтому надо 
с большой осторожностью относить- 
ся ко всякого рода категорическим 
суждениям о свойствах и законах ок- 
ружающего нас мира, нбо каждое 
такое «абсолютное» утверждение ос- 
новано в действительности на огра- 
ниченном человеческом опыте. 


*) Ар — составляющая полного импуль- 
са частицы на соответствующую ось коорди- 
нат. В данном случае — на ось Х. 
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Одним мз важнейших достижений ХУИ века как в области механики, так ы в об- 
пасти математмки, было осознанме глубокой связи между задачей о проведемим 
касательных н кривым м задачей о нахожденим скоростей неравномерных криво- 
линейных денжения. Выясмылось, в частносты, что, искодя мз механических сооб- 


раженмй, дпя ряда имтересных кривых можно указать элементарные приемы 
построения касательных. В этой статье рассказывается о двух таких приемах, приме- 
мимых главным образом при построении касательных к так называемым рулет- 
там — кривым, по которым движутся точным плоскостм, еспм считать, что вся плос- 
кость демжется как «твердая пластмна». Хотя основной является задача о касатель- 
ных, читателю предлагается также несколько другмх элементарных задач о траек- 


торнях денжемны. 


«Некоторые вопросы выяснились 


для меня первоначально 


нри помощи механического метода, после чего их надо было 
доказать геометрически. ибо исследовачие упомянутым ме- 
тодом не может дать подлинного доказательства. Однако, 
разумеется, легче найти доказательство. если сперва с помо- 
ею эгого метода получено известное представление о 82- 
просе. чем искать доказательство, не зная заранее, в чем 


суть дела» 


Сначала расскажем о приеме, 
разработанном Торричелли 
(1608—1647) н Робервалем 


(1602—1675); этот прием основывает- 
ся на сложении скоростей. 


Рассмотрим движение материаль- 
ной точки. Если п момент времени {, 
прекратить действие сил, то точка 
остановится или начнет равномерно 
двигаться по касательной к траекто- 
рин (скорость возникающего равно- 
мерного движения называется мгно- 
венной векторной скоростью исхолд- 
ного движения при Ё- 4). Это 
утверждение вытекает из законов 
Ньютона. Но можно, как это часто 
делали математики в ХУПИ веке, при- 
нять его за кинематическое опреде- 
ление касательной, убедившись, что 
оно согласуется с наблюдениями над 
простейшими движениями (прежде 
всего вращательным). Встав на та- 


АРХИМЕД 


кую точку зрения, мы сможем стро- 
ить касательные ко многим интерес- 
ным кривым, используя при этом 
лишь простые факты о скоростях. 


Будем рассматривать только пло- 
ское движение. — Зафиксируем на 
плоскости точку О — начало отсче- 
та. Если движущаяся точка в момент 
времени # занимает положение А;, 


то через г ({) обозначим вектор ОА,. 
Задание векторов г (1) для всех зна- 
чений Ё полностью определяет двни- 
жение. Мгновенную векторную ско- 
рость в момент времени { обозначим 
через г(2: напомним, что вектор 
г (2) направлен по касательной к тра- 
ектории движения. Его длина |г (1) 
называется величиной скоростн. 
Если движение происходит по фик- 


сированной прямой, на которой вве- 
дены координаты, то векторы г(й) 


и г(В направлены по этой прямой, и 
нх можно характеризовать коордн- 


натами $(ВД и $(8. 
Пример 1. Галилей показал, что для 


в 8 
прямолинейного движения $(1)-- 5. ско- 


рость будет равна $(1-8!. 

Пример2. Пусть точка, находящаяся 
на расстоянии К от точки О, равномерно вра- 
щается вокруг О. Тогда вектор г(1) направ- 
лен по касательной к окружности, по которой 
движется точка, в сторону, соответствующую 


2 


нанравлению вращения, и [г ({}| = т › Где 


Т — период вращения (время полного обо- 
рота). В частности, прн Т=2л имеем 


РО 1ко |= А. 


Закон сложения скоростей 


Пусть имеется два движения г, (1) 
и г» (1). Назовем их суммой движение, 
для которого г(й == г,(й г, (1), 
где справа стоит векторная сум- 
ма. Закон сложения скоростей 
утверждает, что скорость движения 
г(?) равна г.(0 -Р г.(), то есть 
сумме (векторной) скоростей состав- 
ляющих движений. Закон сложения 
скоростей легко установить для сум- 
мы движений с постоянными скоро- 
стями; общий же случай получает- 
ся из этого частного случая предель- 
ным переходом. 

Всякое движение г(0 может быть пред. 
ставлено в виде суммы лвух прямолниейных 
движений. Для этого достаточно ввестн лю- 
бую декартову снстему координат так, чтобы 
О= (0, 0} и рассмотреть изменение со временем 
координат х(й. 0) вектора г(1). Очевидно, 
что исходное движенне Гг(1) и будет суммой 
движеннй х(1) п #(1) по координатным осям. 
Скорости этих движений х(1) п Х0 являются 
компонентами вектора г(1) (в силу закона 
сложения скоростей). 

Рассмотрим прнмер 2 при Ю=1, Т== 
=2л, и пусть вектор г(0) направлеи по поло- 
жительному направленню оси х. Тогда г(:!)= 
= (с0$ #, зи 0), г (1) = (— 57 Е, с0$ 1), и мы по- 
лучаем, что ${1= —9т #, ели $10= 005 #, 
9 $1=50$ В если (А=зт Е. Читатель, зна- 
комый © диффереицированием, безусловно, 
заметнт, что выявился очень простой кинема- 
тический смысл формул лля производных 
эт Ён с0$ г. 


Кинематическое определение 
касательной к параболе 


Галилей (1564—1642) обнаружил, 
что если тело бросить под углом к гори- 
зонту, то оно летит по параболе. При 
доказательстве этого факта Галилей 
нсходил из предположения, что такое 
движение является суммой равномер- 
ного движения по инерции и свобод- 
ного падения. Однако Галилей не 
воспользовался своими — вычисле- 
ниями для построення касательной к 
параболе. Сделал’ это Торричелли. В 
приводимых ниже задачах 1, 2 сфор- 
мулирован его результат. 

Задача 1. Докажнте, что касатель- 
ная, проведенная в точке А; траекторин горн- 
зонтально брошенного тела: Аг =(х(4), /{ 0}.= 
=(2!, —21272), соединяет эту точку с точкой 
(0, —2/0)=(0, аЁ'2). 

Все вычисления легко обобща- 
ются на случай тела, брошенного под 
углом к горизонту со скоростью (и, и). 
В этом случае движение разбивается 
на движение {х,(0) = и у(й = 
= ий} с постоянной скоростью (и, 5) 
н свободное падение {х. (= 0, 
у. (1) = —81!2}. Поэтому результи- 
рующее движение записывается .так: 
{х (0= чу 0 = 0-57: (при 
сложении векторов с началом в 
О координаты их концов склазыва- 
ются). 

Задача 2. Докажите, что касатель- 
ная к параболе, по которой летит тело, бро- 
шениое со скоростью (м, 9), соединяет точку 
касания (х(!). и(1)) с точкой (0, —9.(1))= 
=(0, &Ё2:2). 

Заметим, что указанный — Тор- 
ричезли способ построения касатель- 
ных к параболе был известен н рань- 


ше; однако его  кинематическая 
интерпретация, безусловно, поучн- 
тельна. 


Касательная к циклоиде 


Циклоидой Галилей назвал кривую, 
которую описывает точка, лежащая 
на границе круга, катящегося по пря- 
мой (рис. 1); название означает — 
«происходящая от круга». 
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Рис. |. Циклоила. 


Во Франции цнклоилу независимо от 
Галилея открыл Мерсенн (1588—1648); 
здесь ее называли рулеттой или трохоидой. 
Крупнейшие ученые н Италин, и Франция 
(Торричелли,В ивиани (1622—1703), 
Ферма (1601—1665), Декарт (1596— 
1650). Роберваль} решали ‚ разнообраз- 
ные задачи о циклоиде. Вероятно, первым 
касательную к циклоиде построил Вивиа- 
ни. Однако. поскольку  циклоида опре- 
делялась кинематически, естественно было 
найти такой способ построения касательной 
к ней, который нсходил бы из кинематических 
соображений. Это сделалн Роберваль н Тор- 
ричелли. к 


Пусть в начальный момент вре- 
мени (1—0) О — центр производя- 
щего (катящегося) круга, а наблю- 
даемая точка А является точкой, в 
которой производящий круг касает- 
ся направляющей прямой 1. Оче- 
видно, что движение точки А яв- 
ляется периодическим; поэтому до- 
статочно наблюдать за ней лишь до 
тех пор, пока она вновь не попадет на 
прямую [. Пусть, далее, в момент { 
наблюдаемая точка заннмает положе- 


Рис. 2. 


Рис. 3. 


ние А, а с прямой [ соприка- 
сается точка В, (рис. 2). Тогда дли- 
на отрезка АВ, должна быть равна 
длине дуги В,А;. Примем это ра- 
венство за опредеяение качения без 
скольжения. 

Наше движение можно рассмат- 
ривать как сумму вращательного 
(г, (2))— вокруг О, — и поступатель- 
ного (г. (0) — вдоль прямой [, при- 
чем движения эти происходят таким 
образом, что в каждый момент вре- 
мени пройденные пути оказываются 
одинаковыми (5 (2)}. Закон изменения 
пути $ (1) можно задавать по-разному; 
от этого будет зависеть характер дви- 
жения, но траектория (циклонда), 
а вместе с ней и интересующие нас ка- 
сательные, меняться не булут. Вы- 
берем самый простой закон измене- 
ния: $ (#}=с{. Тогда оба движения, и 
поступательное н вращательное, бу- 
дут равномерными © одинаковой ве- 
личиной скорости |г, (1) | = |г.(4| = 
—=с (см. пример 2)*). 

Найдем скорость ‘° результирую- 
щего движения. Пусть в момент вре- 
мени { точка занимает положение 
А; =К (рис. 3). Вектор г, (1) на- 
правлен по касательной к границе 
пронзводящего круга, вектор г. (Й— 
горизонтально; длинны их одинако- 
вы. По правилу — параллелограмма 


2: 
*) Имеем с = А ‚где Ю — ралиус поо- 


изводящего круга, Т — время его полного 
оборота. В частности, если Т==2дл, то с =А. 


Рис. 4. 


(в данном случае это ромб) находим 
искомую скорость г (1), а значит, и 
касательную к циклонде. 

Задача 3. Докажите, что касательная 
к циклоиде в точке К соединяет эту точку 
с верхней точкой О производящего круга при 
его соответствующем положенин. 

(Для решеиня задачи нужно доказать 
лишь простой геометрическнй факт: вектор 


КО направлен по прямой КР.) 
р Заметим, что величина скорости 
|г(2| не постоянна: она максималь- 
ная, когда точка занимает наивыс- 
‚ шее положение (при этом векторы 
Г: {0 иг. (0) лежат на одной прямой 
и совпадают по направлению), и рав- 
на нулю, когда точка попадает на 
прямую { (в этом случае векторы 
г, (0) и г» (2) противоположны(рис. 4)). 
Можно показать, что равенство 


нулю скорости в точках соприкосно-` 


вения круга и прямой во все моменты 
времени эквивалентно принятому ранее 
определению качения без скольжения. 


Итак, получаем, что там, где циклоида 
имеет заострения, скорость наблюдаемой точ- 
ки обращается в иуль. Оказывается. что, во- 
обще, какова бы ни была траектория, в точ- 
ках ее заострения скорость всегда равна 
нулю. Иногда говорят, что траектория не 
может «сломаться» на ненулевой скоростн. 
Принято считать, что в точках заострения 
у кривых нет касательных. Все сказаииое 
здесь нуждается в серьезных уточненнях, 
но мы этого делать не будем. 


Нормалью к кривой в точке А 
называется. прямая, проходящая че- 


рез А перпендикулярно к касательной 
в этой точке. 


укороченными 


Рис. 5. 


Из задачи 3 следует, что нормаль 
к циклоиде проходит через нижнюю 
точку производящего круга (точку 
Е на рисунке 3; угол РКЕ — прямой, 
так как опирается на днаметр). 


Укороченные циклоиды 


Пока мы следили только -за одной 
(фиксированной) граничной точкой 
производящего круга; однако ясно, 
что и другие граничные точки будут 
двигаться по таким же циклоидам, 
только сдвинутым вдоль прямой [ 
(рис. 5). Проследим теперь за траек- 
ториями внутренних точек круга. 
Возникающие кривые называются 
циклоидами (рис. 6}; 


они характеризуются — отношением 


где ® — радиус пронзводя- 
щего круга, р — расстояние от центра 


р 


к ----- 


Рис. 6. Укороченная циклонда. 
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Рис. 7. Удлиненная циклоида. 


круга до наблюдаемой точки. При 
А = 0 получаем прямую, по которой 
движется центр круга, а при А = 1 — 
циклонду. 

Задача 4. Докажите, что нормаль 
к укороченной циклонде проходит через ииж- 
нюю точку производящего круга. 

Заметим, что точка, движущая- 
ся по укороченной циклоиле, нигде 
не имеет нулевой скорости. В нижней 
точке скорость направлена горизон- 
тально и ее величина равна Ю—о. 
Это означает, что к качению окруж- 
ности раднуса р добавляется сколь- 
жение со скоростью Ю—ф (поступа- 
тельное движение). 


Удлиненные циклоиды 


Вовлечем в качение круга его внеш- 
ние точки (можно представить себе, 
что ца колесо, длвижутееся по рель- 
су. одет обод). Эти точки движутся 
по кривым, которые называются и0- 
линенными — циклоидами (рис. Т). 
Все рассуждения, которые ранее бы- 


ли приведены для  укороченных 
циклоид, дословно ° переносятся 
на удлиненные. Здесь только 


} 
= и >> 1. Заметим лишь, что в ниж- 
ней точке удлиненной циклонды ско- 
ресть направлена в сторону, проти- 
воположную движению круга 
([г! и», | = Ю, р > Ю}. 
Обращали ли вы аниманне иа то, что 


нижине точки обода колесл вагона дачжут- 
ся назад? 
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Мгновенный центр вращения 


Итак, мы вовлекли в качение круга 
по прямой все точки плоскостн. Каж- 
дая точка движется по своей траек- 
тории, но все эти траектории согла- 
сованы, так как движущиеся точки 
ссставляют твердое тело. Характе- 
ристическим свойством твердого тела с 
точки зрения кинематики является 
то, что прин лвиженин ресстояния 
между всеми его точками остаются 
неизменными. Мы ограничимся здесь 
рассмотрением линь таких лвижений 
твердых пластин, которые можно про- 
изводить, не выводя пластины из 
плоскости (запрещается, например, 
нх переворачивать). Нас будет ин- 
тересовать, какие ограничения на- 
кладывает на скорости точек пласти- 
ны условие твердости (заметим, что 
вопрсс о движении трехмерных твер- 
дых тел намного сложнее рассматрн- 
ваемой нами плоской задачн). 

Вот мекоторые — закономерности 
движения твердых пластин. 


Принцин вовлечения. 
Движение твердой пластины одно- 
значно определяется движениями дю- 
бых 0вух ее точек. Движение двух 
различных точек, при котором го- 
храняется расстояние между ними, 
можно, и притом единственным обра- 
30м, продолжить 9о движения всей 
плоскости как твердой ‘ пластины. 
Это утверждение носит чисто гео- 
метрический характер. Мы не будем 
приводить его доказательства, огра- 


ничившись наглядными пояснениями. 
Во-первых, движение  прямолиней- 
ного стержня полностью  характери- 
зуется движением двух его точек, а, 
во-вторых, если треугольник состав- 
лен из жестких стержней, то движе- 
ние одного из них однозначно при- 
водит в движение весь треугольник. 
В результате в движение двух точек, 
А, В, можно вовлечь прямую АВ, а 
затем всякую точку С вне АВ. 

Приицип инерции. Ес- 
ли на твердую пластину не действуют 
никакие внешние силы (а лишь внут- 
ренние силы, обеспечивающие твер- 
Эость), то она совершает равномер- 
ное прямолинейное или равномерное 
вращательное движение. 

При рассмотрении произвольных 
движений пластин нам потребуется 
еще один фундаментальный нринцип 
механики. Скорость не может из- 
мениться меновенно (для изменения 
скорости требуется ненулевое время). 
В частности, если в момент време- 
ни & изменить силы, действовавшие 
на движущуюся точку, то скорость 


г (6) не изменится, а значит, еслн 


г (4) = 0, не изменится и касатель- 
ная к траектории п момент & (хотя 
сама траектория начиная с этого мо- 
мента может стать иной). 

Пусть в момент времени & на 
движущуюся твердую пластину не- 
рестали действовать внешние силы. 
Тогда, с одной стороны, скорости 
точек в момент времени & останутся 
прежнимн, а, с другой стороны, дви- 
жение должно подчиняться сформу- 
лированному принцину инерции. /Г/о- 
этому при движении твердой пласти- 
ны в каждый момент времени { может 
иметь место лишь одна из двух воз- 
можностей: 

а) скорости всех точек равны (как 
векторы); 

6) существует единственная точ- 
ка О., в которой скорость равна нулю; 
а произвольной же точке А пластины 
скорость направлена перпендикуляр- 
но к вектору О.А, а ее величина про- 
порциональна расстоянию от А 90 
О:. (Коэффициент — пропорциональ- 


ности зависит только от момента вре- 
мени Ёи не зависит от А.) 


Из того, что скорость не может из- 
мениться мгновенно, нетрудно вы- 
вести, что переход от ситуации а) к 
6) и наоборот возможен лишь в те 
моменты, когда пластина останавли- 
вается (скорости всех точек равны 
нулю). Поэтому в промежутках меж- 
ду остановками либо всюду имеет 
место ситуация а), либо всюду 6). 
Можно показать, что в случае а) тра- 
ектория любой точки А инолучается из 
траектории некоторой точки В па- 


раллельным нереносом на вектор ВА. 
Мы будем рассматривать случай 6) 
(то есть считать, что в каждый мо- 
мент времени имеется единственная 
точка О, с нулевой скоростью). Бу- 
дем называть О; меновенным центром 
вращения п момент Е. (В примере с 
качением круга по ирямой мгновен- 
ным центром вращения является точ- 
ка соприкосновения круга с направ- 
ляющей прямой.) 


Если известен мгновенный центр 
вращения О,, то нормали к траекто- 
риям и момент времени { (прямые 
О.А), а следовательно, и касатель- 
ные, строятся автоматически. На- 
оборот, если в момент Ё известны ско- 
рости двух точек пластины, то взяв 
точку пересечения нормалей к этим 
скоростям, мы получим мгновенный 
центр вращения О,. 


Пусть теперь твердая пластина 
движется по ненодвижной плоскости. 
Рассмотрим на этой илоско - 
сти кривую Ё, составленную из 
мгновенных центров вращения во все 
моменты времени; кривую [. называ- 
ют неподвижным ` центрондом; мы 
булем называть ее «рельсом». С другой 
стороны, рассмотрим на плас- 
тнне кривую С, составленную из- 
всех таких точек, которые оказыва- 
ются мгновенными центрами враще- 
ния в какие-то моменты времени; 
С называют подвижным центроидом; 
мы будем называть С «колесом». Вве- 
денные «несерьезные» термины, ве- 
роятно, подсказали вам, что исход- 
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Рис. 8. «Нецодвижный пельсь ( [.) и «колесо» (0). 


ное движенне можно получить, если 
рассмотреть качение без сколь - 
жения нашего кривого «колеса» 
по кривому «рельсу» н вовлечь в это 
качение остальные точки (рис. 8). 
Будем прн этом считать. что отсут- 
ствне скольжения означает равенство 
нулю мгновенных скоростей в точках 
соприкосновения «колеса» и направ- 
ляющего «рельса» во все моменты вре- 
меки {это согласуется с определени- 
ем мгновенного центра- вращения). 
Отсюда можно вывести равенство длин 
дуги «колеса» и соответствующей ДУГИ 
направляющего «рельса» (по которой 
эта дуга «колеса» прокатилась). При 
этом разрешается, чтобы при каче- 
нни «колесо» пересекало «рельс». 

Часто под рулеттами понимают 
траекторин, которые описывают точки плос- 
кости при ее движении как твердой пластины 
с условием (6) во все моменты времени, то- 
есть при иекотором каченин. Ко всем рулет- 
там мы научнлись проводить нормали и ка- 
сательные. При этом оказалось, что пе нуж- 
но даже уметь проволнть.касательные к «ко- 
лпссу» И «рельсу» (это было бы необходнмо, 
если пользоваться сложением скоростей). 
В каших механическнх рассмотрениях мы 
вышлн за пределы ХУИ века; замечательно. 
одиако, что способ проведения нормалей к 06- 
щим рулеттам открыл Декарт. определяв- 
щий нх при помощи качення (не зная, ко- 
вечно, сколь общий характер носят движе- 
ння, порожденные качениями). 


Эпициклоиды 


Рассмотрим теперь рулетты, полу- 
чающинеся при качении круга пою кру- 
гу. Пусть круг радиуса г катится по 
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внешней стороне окружности радиу- 
са Ю. Траекторин граничных то- 
чек катящегося круга («колеса») на- 
зываются  эпициклондами. Их вид 


зависит отд == = (рис. 9). Если # — 


целое, то подвижный круг, прокатив- 
ШШИСЬ ОДИН раз по границе неполвиж- 
ного, сделает Ё оборотов и эпицикло- 
ида будет иметь. А остриев и А арок. 
Эпициклоиду при # = | называют 
кардиоидой (ома напоминает стили- 
зованное изображение сердца). Если 


== —— — несократимая дробь, то 


подвижный круг, сделав д оборотов, 
р раз прокатится по неподвижному. 
Если же Ё будет иррациональным чис- 
лом, то никакой периодичности не 
будет, и наблюдаемая точка никогда 


не вернется в исходное положение. 
Можно доказать, что получаюшаяся 


в этом случае бесконечная траектория запол- 


няет кольцо {ЮОА=А-гг}. подходя сколь 
угодно'близко к любой его точке, но не в каж- 
дую попадая. : 

Касательные к эпнциклондам лег- 
ко строятся с помощью мгновенного 
центра вращения — точки соприкос- 
новення кругов. Докажите, что ка- 
сатезьная к эпициклонде (в некоторой 
точке) проходит через точку соот- 
ветствующего подвижного круга, дна- 
метрально противоположную = точ- 
ке соприкосновения с неподвижным. 

Замечание. При построении эпи- 
циклоид и рачерих задач нужно помнить 
следующее. Если А — начальное положение 
ваблюдаемой точки (рис. 10), а в некоторый 
момент временн подвижный круг касается 
неподвижного в Точке В, то эпиинклонде 
прннадлежнг такая точка его траиицы С, 
что дуга ВА равна по данне дуге ВС; учн- 
тывая разницу раднусов. получаем 


Траектории движения внутренних 
(соответственно внешних) точек пол- 
внжного круга при рассматриваемом 
каченин иззываются укорочен - 
ными (соответственно удли- 
неннымн) эпициклоида- 
ми (рис. Ц; мы ограничиваемся це- 
лыми А). 


| Рис. 9. Эпициклонды. 


Рис. 11. 


Укороченные 
‚ циклоиды. 


п удлиненные эпи- 


Задача 5. Пусть точка А равномер- 
но вращается вокруг точки О’, в свою оче- 
редь равномерно вращающейся вокруг точки 
0: [00 |= гз, [О.А] = х,. Пусть оба вращения 
происходят по часовой стрелке; и; и и, — 
величины лииейных скоростей. Покажите, 
что движение точки А. будет происходить 
по какой-то эпициклоиде (быть может, уко- 
роченной или удлиненной). Какими соотно- 
шениями определяется характер кривой? 
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Гипоциклоиды 


Рулетты, получающиеся при каченин 
круга раднуса г по внутренней сто- 
роне окружности радиуса КЮ > г, 
называются гипоциклоидами (соот- 
ветственно удлиненными и укоро- 
ченными). 


Если г>Ю, то можно в качестве аналога 
такого движения рассмотреть качение обру- 
ча радиуса г, внутренней стороной касающе- 
гося граннцы неподвижного круга раднуса Ю. 
Соответствующие рулетты называются пе- 
риниклоидамн. Но оказывается, что 
они совпадают с эзнициклоидами (см. «Кваитх, 
1975, № 1, задача М261). 


Вид гипоциклонд зависит от арнф- 


метической природы А = —, ци 


читатель легко разберется с этим са- 
мостоятельно по аналогии с эпицик- 
лоидами. 


Задача 5’. Пусть вращения, описан:- 
ные в задаче 5. происходят в протнвополож- 
ных направлениях (одно—п 0, п другое-— 
против часовой стрелки). По каким 
траекториям будет при этом двигаться 
точка А? 


Подчеркнем в заключение, что мы 
не ставили перед собой цели строго до- 
казать все результаты, полученные 
нами из кинематических соображений. 
В некоторых случаях это сделать 
просто: механические рассуждения 
заменяются математическими почти 
автоматически (для этого оказывает- 
ся достаточно скорости заменить 
производными}. В других’ случаях 
такие «заменители» найти сложнее 
(например, там, где рассматривается 
движение пластии, или изменяются 
силы). Однако чисто математические 
рассмотрения не могут полностью за- 
менить механическую  интерпрета- 
цию, во многих случаях дающую воз- 
можность увидеть простой и краси- 
вый ответ. 


ин вронштейн ФБЩИЕ СВОЙСТВ 
КОНИЧЕСКИХ 
СЕЧЕНИЙ 


Конические сечения. 


В статьях «Эллипс», «Гипербола» п 
«Парабола» *) эти кривые определя- 
лись по-разному: первая — как ре- 
зультат растяжения или сжатия ок- 
ружности, а вторая и третья — как 
графики некоторых функций. Каж- 
дая из них имеет свое фокальное 
свойство, которое часто принимается 
за определение кривой. Напомним 
эти «фокальные определения» (прел- 
полагается, что все рассматриваемые 
точки для каждой линни лежат в 
одной плоскостн): 

Эллипс — это множество всех то- 
чек, сумма расстояний каждой из 
которых до двух точек (фокусов) одна 
и та же. 

Гипербола — множество всех то- 
чек, разность расстояний каждой из 
которых до двух точек (фокусов) одна 
и та же. 

Парабола — множество всех точек, 
одинаково удаленных от точки (фо- 
куса) и от не проходящей через нее 
прямой (директрисы). 

Древнегреческий математик  Ме- 
нехм, открывший эти кривые, опре- 
делял их иначе: как сечения кругово- 
го конуса плоскостью,  перпендику- 
лярной к одной из образующих. Он 
назвал полученные кривые сечениями 
остроугольного, прямоугольного и ту- 
поугольного конусов, в зависимости 
от осевого угла конуса. Первое, как 


*) См. «Квант», 1975, № 1, Зи 43. Прелд- 
полагается, что читатель знаком с этимн 
статьями. 


мы увидим ниже, представляет собой 
эллипс, второе — параболу, третье — 
одну ветвь гиперболы (рис. 1, а, 6, н 
в). Названия «эллипс», «гипербола» 
И «парабола» были введены Аполло- 
нием *). До нас дошло почтн пол- 
ностью (7 книг из 8) сочинение Апол- 
лония «О конических сечениях». В 
этом сочинении Аполлоний рассмат- 
ривает обе полы конуса (рис. 2) ин пе- 
ресекает конус плоскостями, не обя- 
зательно перпендикулярными к од- 
ной из образующей. 

Теорема. Если плоскость сече- 
ния пересекает все образующие конуса 
(только одну его полу), то линия 
пересечения (красвая линия на рн- 
сунке 2) — эллилс; 

если плоскость параллельна одной 
образующей (и тоже пересекает одну 
полу), то линия пересечения (синяя) — 
ларабола; 

если плоскость параллельна двум 
образующим (пересекает обе полы), 
по линия пересечения (черная) — ги- 
пербола. 

Изящное доказательство этой тео- 
ремы было предложено в 1822 году 
бельгийским инженером Данделеном, 
использовавшим сферы, которые при- 
нято теперь называть сферами Дан- 
делена. 

Эллипс. Впишем в конус две 
сферы, касающиеся плоскости сече- 


*) Аполлоний Пергский — 
один из трех великих геометров древности 
{Евклид, Архимед, Аполлоний), жил около 
200 г. до нашей эры; работал в Алексаидрин. 
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Рис. 1. 


ния П с разных сторон (рис. 3, а, 6). 
Обозначим через Е, и Р. точки каса- 
ния этой плоскости со сферами. Возь- 
мем на лиини сечення конуса пло- 
скостью П произвольную точку М. 
Отметим на образующей конуса, про- 
ходящей через М, точки Р, и Р., 
лежащие на окружностях №, и №&,, 
по которым сферы касаются конуса. 
Ясно, что МЕ, = МР, как отрезки 
двух касательных к первой сферс, 
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выходящих из М; аналогично, МЕ. = 
= МР,. Следовательно, 
МР, + МР. = МР, + МР, =Р.Р.. 
Длина отрезка Р.Р, — одна и та 
же для всех точек М нашего сечения: 
это — образующая усеченного кону- 
са› ограниченного параллельными 
плоскостями Ги И, в которых лежат 
окружности А, и #5. Следовательно, 
лнния сечения конуса плоскостью П-— 
эллипс с фокусами Р, и Р.. 
Гипербола. Этот случай 
аналогичен только что разобраниому. 
Читателю предлагается ` доказать, 
пользуясь рисунком 4, а, 6, что в се- 
чении получается гнпербола. 
Парабола. Этот случай рас- 
смотрен в статье «Нарабола» *), ис- 
ходя из аналитического определения 
этой кривой. Но можно провести и 
рассуждение со сферой Данделена 
(рис. 5). 


*) «Квант», № 4, с. 16. 


Плоскость П пересекает круговой 
конус параллельно образующей $1. 
Впишем в конус сферу, касающуюся 
плоскости П. Точка касания РЁ и есть 
фокус. Конус н сфера сопрекасаются 
по окружности А, плоскость | кото- 
рой пересекает ГП] по прямой 4. Это 
н есть директриса. 

Для доказательства проведем через 
точку М, лежащую на образующей 
$НМ конуса, плоскость |, ' парал- 
лельную [. Она пересечет конус по 
второй окружности А”. Затем опустим 
из 1 перпендикуляр МО на прямую 
4. Легко видеть, что он параллелен 
образующей 5[ и что фигура МР ЕВ— 
параллелограмм. Имеем: МЕ = МН 
(как две касательные из точки М 
к сфере); МН = ВЕ (как две обра- 
зующие усеченного конуса, огранн- 
ченного плоскостями [Ги П): ВЕ = 
= МР? (как противоположные сто- 
роны параллелограмма). Из равенсг- 
ва МЕ = МО для любой точки М 
сечения следует, что это сечение — 
парабсла. 


Директориальное свойство конических 
сечений. Эксцентриситет 


Фокальному свойству параболы мож- 
но придать такую формулировку: от- 


м с е 
ношение =: расстояний любой точ- 


ки параболы до фокуса Ё и до дирек- 
трисы 4 (рис. 5) — величина постоян- 
ная (равная единице). 

Аналогичное свойство имеет мессо 
также для эллипса и гнперболы. 

В плоскости эллипса (гиперболы) 
для каждого фокуса Е сицествует 
такая прямая 4 {директриса), что 
отношение расстояний от любой точ- 
ки М элдипса (гиперболы) де фокуса Е 
и 00 директрисы 4 — величина по- 
стоянная. Она называтся эксцентри- 
ситетом эллипса (гиперболы) п обоз- 
начается греческой буквой = (эпсн- 
лон). Для параболы, таким образом, 
в = 1; из дальнейшего выяснится, 
что для эллипса = меньше |, а для 
гнперболы Е больше |. У параболы 
одна директриса, а у эллипса (гипер- 
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Рис. 5. 


болы) — две, по одной для каждого 
фокуса (рис. 6). 

Докажем это свойство, например, 
для эллилса. Директрисы 4; н 4. — 
это линии пересечения плоскостн П 
с плоскостями Ги ИП (см. рис. 3). 
Для эллипса они расположены вне 
конуса и, значит, вне кривой. Из 
подобия треугольников Мо, 2, 
(МО,-44) и МО.Р, (МБ, 14.) 
имеем: МР, : МВ, = МРь : МО.- 
Обозначим эти отношения через &. 
Так как МР, = МА,, МР. = МЕ., 
то МЕ, == #- МБ, МЕ. = Е. МРе. 
Складывая этн равенства, Получаем 


МЕ, + МЕ, = в (МО, + МБ.) = 
=".0.О.. 


Но левая часть, по фокальному 
свойству эллипса, постоянна и равна 
2а. длина Р.О. (расстояние между 
днректрисами) тоже постоянна. Зна- 
чит, & = соп%. 

Аналогично проводится рассуж- 
дение и для гиперболы. 


6) 


Рис. 6. 


Для концов А,А, большой оси 
эллипса (см. рис. 6, а} имеем по дн- 
ректорнальному свойству 


Е 
А: и А.О = 


А.Е 
Або А: в. 


Вычитая первое равенство из второ- 
го, получаем 
А, А, == Я. Г, БЕТ" = т. 


Е Е? 


нли, обозначая ЁЁЕ› через2 с (см. 


«Квант». 1975, № 1, с. 7). Е, 


Таксе же равенство справедливо ни 
для гиперболы. Отсюда видно, что для 
эллипса в меньше |, а для гиперболы 
= больше 1. 

У окружности оба фокуса слн- 
ваются в одну точку (центр) и с = 0, 
откуда вытекает, что эксцентриситет 
окружности равен нулю. Слово «экс- 
центриситет» происходит от латин- 
ских ех (вне} п сегит (центр); экс- 
центриситет показывает, насколько 


3* 


= 


фокусы эллипса разошлись друг от 
друга по отношению к длине 2а 
его фокальной оси, то есть какова 
растянутость эллинса. 


Происхождение названий эллипса 
и гиперболы. Кривые второго порядка 


Назовем главной хордой эллипса, гн- 
перболы, параболы ту хорду, которая 
проходит через фокус пернендику- 
лярно к фокальной оси (так называет- 
ся ось, проходящая через фокус кри- 
вой). У эллииса и гиперболы, в от- 
личие от параболы, по две главные 
хорды. Длину половины главной хор- 
ды будем обозначать буквой р и на- 
зывать фокальным лораметром ко- 
нического сечения *). 

Для любой точки М конического 
сечення построим желтый  прямо- 
угольник АВС (высота которого 
равна главной хорде) и синий квад- 
рат ИМЕН (рис. Т, а, 6, в). Как мы 
‘знаем **), для параболы эти прямо- 
угольник и квадрат имеют одннаковую 
площадь. 

Ниже мы увидим, что для эланиса 
квадрат имеет меньшую площадь, чем 
прямоугольник, то есть этот квадрат 
нмеет недостаток (2/11 р$ё$). Для 
гиперболы же квадрат имеет большую 
площадь, чем прямоугольник, то есть 
имеет избыток (Нирегбо{е). Этот 
факт, известный еще Аполлонию, пос- 
лужил основой для названия обеих 
кривых. 


Доказательство. 
уравиение эллипса имеет вид 


Каноническое 


Если, однако, сдвинуть эллипс вправо на 
а единиц (так, чтобы в начале координат 
находился ие центр, а левый конец фокаль- 
ной оси эллипса), то в этом новом ноложе- 
нии (снний эчлилс на рис. 8,а) он будет 
иметь уже другое уравнение, которое полу- 


*) Рекомендуем возобновить в памяти со- 
ответствующие сведения о главной хорде 
и фокальном параметре параболы («Квант», 
№ 4, с. 12). 

**) «Квант», № 4, с. 19. 


Рис. 7. 


чается из прежнего, 
нить на х— 0: 


если в нем х заме- 


а? + 5 — 1, 
или 
25: 5? 
2 к — —— кб 
у и 2 


Заметив, что р=--_ (ЭТО получается 
непосредственио вычислением: см. рис. 7,6) 
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Рис. 8. 


р аз к > 62 
р т = 
сать это уравнение так: 


мы можем запи- 


у? = 2рх + (2? — 1) х?. (2) 


Точис к такому же виду приводится урав- 
нение гиперболы (здесь кривая сдвигается 
так, чтобы в начале коордниат оказался 
правый конец фокальной оси (см. рис. 8, 6} 
и х заменяется на х-ра). 

Заметим, что н парабола (рис. 8, в), 
у которой =г=|, имеет то же уравнение: 


у=2рх *). Таким образом, все три кривые вы- 
ражаются одним и тем же уравнением (2). 
Оно называется уравнением относительно вгер- 
шины, так как начало координат в этом слу- 
чае находится в вершине кривой {рнс. 9). 
Второй член в правой частн (2) отрица- 
телен для эллипса, равен нулю для параболы 


*) В «Кваите» №4 (с. 13) уравнеине па- 
раболы было получено в виде х?—2ру, а 
здесь мы пишем его так: /?-=2рх. Дело в 
том, что оси координат мы здесь переста- 


вили (сравните рисунки 8 в, в этой статье 
и б в статье «Парабола» в «Кваите» № 4). 


Рис. 93. 


Рис. 10. 


н положителеи для гиперболы. Сравнив ри- 
сунки 7и 8, видим, что левая часть в (2) рав- 
на площади сниего квадрата, а первый член 
правой части — площади красного прямо- 
угольника. Это и доказывает утверждение, 
сфсрмулированиое выше. Разумеется, у Апол- 
лония оно доказано иначе — ие аналитически, 
а чисто геометрически. 


Существенно, что уравнение ко- 
нического сечения (2) — второй 
степени относительно входящих в не- 
го переменных. Это относится и к ка- 
ноническим уравнениям всех трех 
кривых. Вообще, любая кривая, урав- 
нение которой в прямоугольной. си- 
стеме коордннат имеет вторую сте- 
пень, то есть 
Ах? -- Вху - Су? + 

Ох + ЕЕ = 0, 
является коническим сечением *). 1]0- 
этому коннческие сечения называются 
также кривыми второго порядка. 


От эллипсов к гиперболам 
через параболу 


Рассмотрим плоскость П, пересе- 
кающую конус по окружности, и возь- 
мем в этой плоскости прямую [, 
касающуюся этой окружности. Если 
теперь начать поворачивать плоскость 
П вокруг прямой [, то она будет 


*) Правда, при такой формулировке при- 
ходится считать коническим сечением не толь- 
ко кривую лииню, но и, например, пару пере- 
секающихся прямых (уравиение х?—у?=0). 
Однако это вполие естественно, так как плос- 
кость, проходящая через вершнну конуса, 
может пересекать его по двум прямым, то 
есть по «вырожденному» коническому сечению. 
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пересекать конус по все более вытя- 
нутым эллипсам. Наконец (когда по- 
ворачивающаяся плоскость окажется 
параллельной одной из образующих 
конуса), сечение превратится в пара- 
болу, а затем (прн дальнейшем вра- 
щении плсскссти) оно будет пред- 
ставлять собой гиперболу *). На рн- 
сунке 10 показаны кривые, посте- 
пенно появляющиеся в поворачиваю- 
щейся плоскости. 

Из сказанного ясно, что пара- 
бола — это граничный случай меж- 


ду эллипсами и гиперболами. Для. 


окружности (==0) второй фокус слит 
с первым. С увеличением эксцентрн- 
ситета второй фокус удаляется от 
первого, но пока Е меньше |, кривая 
остается эллипсом, постепенно рас- 
тягивающимся. При # = 1 эллипс 
деформируется в параболу (его вто- 
рой фокус «уходит.в бесконечность»), 
а дальше (при Е большем 1) второй 
фокус вновь появится на фокальной 
осн (с другой стороны, внутри второй 
ветви гиперболы). 

Перемещая ин поворачивая лампу, 
лучи которой ограничены круглым 
абажуром (рис. 11), мы можем полу- 
чить контур в виде любого конн- 
ческого сечения, кроме гипербол с 


большим эксцентриситетом (=> 


ы . 


Оптические свойства 
конических сечений 


На рисунке 12 изображена густая сеть 
из двух серий концентрических ок- 


ружностей с центрами Ё, и Р.; раз- _ 


ность радиусов двух соседних окруж- 
ностей каждой серии равна 4. Сеть 
разбивает плоскость на маленькие 
4-угольники, которые можно считать 


*) Несложные вычисления (мы их не прн- 
водим} показывают, что эксцентриситеты 
гипербол, которые можно получить при сече- 
нин даниого кругового конуса плоскостью, 
не превосходят 1/с0$@&, где — угол меж- 
&у осью н образующей конуса. (Это вытекает 
из того факта, что угол между асимптотами 
гнпербол, получившихся в сечении, не превос- 
ходит 2%.) 
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ромбиками; противоположные сто- 
роны «параллельны», а обе «высоты» 
равны (=а). Если, начиная с любого 
узла М сети, двигаться по диагона- 
лям этих 4-угольннков, то траекто- 
рней движения в одном направлении 
будет эллнис, а в другом — одна 
ветвь гиперболы; вторая ветвь ги- 
перболы получится, если двигаться 
из узла М’, симметричного М. Фо- 
кусами обеих кривых будут Ё, и Ё.. 


Рие. п. 


Рис. 13. 


Это следует из фокальных свойств 
обеих кривых: для эллипса Ё,М = 
=Р,М +4, Р.М =Е,М —а н 
РМ + Р.М = Е М + Р.М; анало- 
гично и для гиперболы. Вот новый 
сгособ построения эллипса и гипер- 
болы по фокусам и одной точке! На- 
чинать можно с любого узла сети, и 
мы получаем два семейства «софокус- 
ных» эллипсов и гипербол. Это по- 
строение тем точнее, чем меньше 4. 

Диагонали ромба взаимно пер- 
пендикулярны, значит, каждая пара 
софокусных эллипса и гиперболы пе- 
ресекается под прямым углом *). Ди- 
атональ ромба делит угол ромба по- 
полам, значит, касательная к эллип- 
су (гиперболе) является биссектрисой 
каждого угла ромбической сети, внут- 
ри которого она проходит. Из того, 
что каждый радиус окружностн пе- 
ресекает ее под прямым углом, сле- 
дует, что касательная МА в каждой 
точке А эллииса образует равные 
углы с прямыми Р.М и Р.М. Значит, 
по заксну «угол падения равен углу 
отражения», луч Р.М, падающий из 
Г, в точку М залипса, отражается 
низ него по прямой МР. (рис. 13, а). 
Это будет дяя каждой точки эллипса. 
Таким образом, все лучи, выходящие 
из фокуса Р', отражаясь от эллипса, 
соберутся в другом его фокусе Р.. 
В этом и состоит оптическое свойстео 


*) Под углом между двумя кривыми по- 
нимают угол между касательными и вим, 
проведенными в точке их пересечения. 
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эллипса, отсюда и название фокус 
(латинское — {/юсиз — очаг). 

Для гиперболы оптическое свой- 
ство звучит так; лучи, выходящие из 
одного фокуса, отражаясь от гипер- 
болы, будут расходиться таким обра- 
зом, что кажутся выходящими из 
второго фокуса (рис. 13, 6). 

Случай параболы — промежуточ- 
ный между эллипсом и гиперболой. 
Второй фокус «уходит в бесконеч- 
ность» по фокальной оси, и личи, 
выходящие из единственного фокуса, 
отражаясь от параболы, пойдут по- 
раллельно оси *) (рис. 13, в). 


Некоторые другие свойства 


В заключение приведем без доказа- 
тельства еще несколько свойств ко- 
нических сечений. 

Свойство сопряженных днаметров, 
доказанное для эллипса **), с неко- 
торыми вариациями переносится на 
параболу н гиперболу. У параболы 
множество середин параллельных 
хорд лежит на луче, параллельном 
оси симметрии параболы — каждый 
такой луч и является днаметром па- 
раболы. У одной ветви гиперболы 
середины параллельных хорд также 
лежат на луче. Прямая, на которой 
этот луч лежит, проходит через центр 
гиперболы и называется днаметраль- 
ной. Исследуйте сами, где лежат сере- 
дины параллельных хорд другого вн- 
да — отрезков, один конец которых 
лежит на одной, а другой — на дру- 
гой ветви гиперболы. 

Если взять на коническом сечении 
шесть последовательных точек А, В, 
С, О, Е, Е (ограничиваясь в случае 
гиперболы одной ветвью), то в полу- 
ченном вписанном  шестиугольнике 
АВСРЕЕ три точки пересечения пар 


*) На этом свойстве параболы основано 
устройство прожекторов — у. ннх внутрен- 
няя зеркальная поверхность получена вра- 
щением параболы вокруг ее оси («парабо- 
лонд вращенняз). Еслн источник света по- 
местить в фокусе параболонда, то лучи от- 
разятся от зеркала параллельным пучком. 


**) См. «Квант» № 1 за этот год, с. 5. 
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противоположных сторон АВ и ПЕ, 
ВС и ЕЁ, СР и ЕА лежат на одной 
прямой (теорема Паскаля). Могут ока- 
заться исключения, когда имеется па- 
ра параллельных противоположных 
сторон или две такие пары (тогда н 
стороны третьей пары параллельны). 
Подумайте, что можно сказать о трех 
точках пересечения в этих случаях 

Вотеще два интересных свойства — 
одно у эллнпса, другое — у гипер- 
болы. 

Если отрезок АВ постоянной дли- 
ны скользит своими концами по двум 
взанмно перпендикулярным прямым, 
то любая точка М этого отрезка опи- 
сывает эллипс с полуосями АМ и 
ВМ *). Отрезок касательной к ги- 
перболе, заключенный между ее асим- 
птотамн, делится в точке прикосно- 
вения пополам. 

Заканчивая статью, мы не можем 
не упомянуть о законе Кеплера для 
движения небесных тел — планет, ко- 
мет, спутников. Если материальная 
точка М движется в пространстве толь- 
ко под действием притяжения другой 
материальной точки С (которую бу- 
дем считать неподвижной), причем 
сила притяжения подчиняется закону 
Ньютона Е = в/'* (где г — расстоя- 
ние между С и М, а — постоянная), 
то траектория движения является 
коническим сечением с фокусом в точ- 
ке С (либо же точка М движется по 
прямой, проходящей через С). Кеп- 
лер пришел к этому закону эмпирн- 
чески, изучая наблюдения Тихо Бра- 
ге; математически закон был доказан 
впоследствии Ньютоном. Планеты и 
естественные их спутники движутся 
по эллипсам, кометы — по эллипсам, 
гиперболам и параболам **). Косми- 
ческим кораблям можно придать лю- 
бую из этих траекторий. 


*) Доказательство этого факта чнтатели 
«Кванта» могут найти и первой публнкацин 
статьн «Эллипс» («Квант», 1970, № 9). 

**) Небольшая дуга сильно вытянутого 
эллниса, близкая к фокусу, плохо отличима 
от аналогичной дугн параболы и гнперболы 
{#2 1, см. с. 37). Из-за этого возникают труд- 
ностн при определении орбиты кометы—вер- 
нется она влн не вернется? 


Опыты 


с со струей воды 


ЛАБОРАТОРИЯ 
.НВАНТА- 


М. П. Головей 


Наука, изучающая законы равнове- 
сия и движения жидкостей и способы 
применения этих законов к решению 
различных практических задач, на- 
зывается гидравликой. Трудно на- 
звать область техники, где бы не 
применялись законы гидравлики. Они 
используются при строительстве гид- 
роэлектростанций, мостов, водопро- 
водов, каналов; они нужны для кон- 
струирования поливальных машин и 
дождевальных установок. 

С различными гидравлическими 
устройствами мы встречаемся и дома: 
это водопровод, канализация, тепло- 
снабжение. Истечение воды из крана, 
шланга, отверстия в сосуде — во всех 
этих, на первый взгляд, простых яв- 
лениях определить закономерности 
на так просто. 

За примерами не надо далеко хо- 
дить. Как вы думаете, какую форму 
нмеет ноперечное сечение струи воды, 
вытекающей из отверстия в форме 
квадрата? А из отверстия в форме 
треугольника? круга? Не торопи- 
тесь с ответом. Попробуйте посмот- 
реть на опыте, как вытекает вода из 
отверстий с различными сечениямы, 
н вы получите совершенно неожидан- 
ный результат. 

Оказывается, поперечное сечение 
струи, вытекающей через квадратное 
отверстие, имеет вид креста с четырь- 
мя тонкими ребрами (рис. 1, а). Если 
отверстие треугольное, сеченне струи 
приобретает форму креста с тремя 
тонкими ребрами (рис. 1, 6), если 
круглое — форму эллипса (рис. 1, 6). 


Форма сечения струи по мере улале- 
ния от стенки сосуда непрерывно 
меняется. На рисунке 1 показаны 
формы сечений струй на разных рас- 
стояниях от сосуда. Особенно замет- 
ные изменения происходят при квад- 
ратном и треугольном отверстиях. 
Так, поперечное сечение струи, вы- 
ходящей из квадратного отверстия, 
сначала имеет форму восьмиуголь- 
ника, а затем становится крестооб- 
разным. Это явление называется ин- 
версией струи. 

Все вы, наверное, видели, как 
вытекает струя воды из поливаль- 
ного шланга. В конце шланга обыч- 
но делают наконечник из куска тру- 
бы, слегка сплющенной с одной сто- 
роны. В этом случае струя летит 
дальше. Есть ли какая-нибудь зако- 
номерность в этом явлении? Оказы- 
вается, есть. Конические насадки с 
углом схождения В==13” (рис. 2) 
дают в 1,3—1,4 раза больший рас- 


Рис. 1. 
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Рис. 2. 


ход *) воды, чем цилиндрические (прн 
одинаковых площадях выходных се- 
чений}. Это оптимальный угол для 
получения наибольшего расхода во- 
ды. Коническне сходящиеся насадки 
дают сплошную струю с большими 
скоростями и поэтому широко прн- 
меняются на практике в брандспой- 
тах, соплах гидромониторов. 

Обратимся теперь к истечению во- 
ды через отверстие в стенке сосуда. 

Возьмем °запюлненный водой ин- 
линдрический сосуд, в боковой стен- 
кс которого нмеется малое отверстие 
площадью $, (рис. 3}. Через эта от- 
верстне вода вытекает под давлением 
столба жидкости высоты Н. Отвер- 
стие считается малым, если его раз- 
меры по крайней мере в десять раз 
меныне высоты столба Н, создающе- 
го напор. При этом условии все точки 
малого отверстня находятся прибли- 
зительно на одной м той же глубине 
от поверхности жндкостн, н скорости 
течения во всех точках можио счи- 
тать одинаковыми. 

Отверстнем в тонкой стенке назы- 
вается отверстие, края которого имеют 
достаточно острую кромку, чтобы 
толщина стенки не влняла на форму 
и условия ислечения струи. Это ус- 
ловие выполняется в том случае, 
когда толщина кромки меньше трех 
днаметров отверстия. 


*) Расходом называют количество воды, 
вытекающей в единицу времени. 
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Рис. 3. 


От чего зависит скорость, с кото- 
рой вытекает вода через малое отвер- 
стие в тонкой стенке сосуда? Чтобы 
ответить на этот вопрос, воспользуем- 
ся законом сохранения энергни. 

Пусть за малый промежуток вре- 
мени АЕ из сосуда вытекло неболь- 
пое количество воды Ат. Потен- 
циальная энергия воды в сосуде прн 
этом уменьшилась на величину АтёН 
{время достаточно мало, чтобы счи- 
тать уровень Н воды в сосуде не ме- 
няющимся). Это изменение потенци- 
альной энергии равно кинетической 
энергии массы воды Ат, вытекаю- 


щей из отверстия со скоростью 9, 
Ат 

то есть о =АтёН. — Отсюда 
очи Е ТТ. 


Сколько времени будет вытекать 
вода из сосуда? Очевидно, это завн- 
сит от скорости истечения и от пао- 
щади отверстия. Разберемся сначала 
со скоростью. и 

Как мы уже показали, = 25Н. 
Но эту скорость можно считать по- 
стоянной лишь на протяжении ма- 
лого промежутка времени (пока мож- 
но считать Н = соп${). По мере исте- 
чения жидкости уровень понижается, 
и следовательно, скорость истечения 
уменьшается от ш=у 28Н (в на- 
чальный момент временн Ё=0) до 
от-=0 (Т— время вытекания). Каков 
характер изменения скорости со вре- 
менсм? Пусть в начальный момент 
времени (1, -:0), когда открывают от- 


верстие, высота уровня воды в сосу- 
де над отверстием равна Н. Началь- 


ная скорость истечения и, = у 2ЕН. 
За малый промежуток времени А из 
сосуда вытекает масса воды Ат = 
= ро,5АЁ (р— плотность жидкости; 
А! столь мало, что в течение этого 
времени скорость и, постоянна). За 


это время уровень воды в сосуде 

Ат 
на величину АЙ = —— 
($ — площадь дна сосуда). Поэтому 
в следующий момент времени (1. =- 
= А!) скорость истечения меньше 
у, и равна о, —Аз = г25 (НЫ— АВ). 
Возведем последнее равенство в квад- 
рат: 


уменьшится 


1—0 Ле -- (Аи)? = ЭвН -— 2688. 


Пренебрегая величиной (Ао)? и учи- 
тывая, что л=2еН, получаем 


о,и = во -5 М, До = -х 44. 


Следовательно, 
Ао 5 
Е Яр 2. == с01$ 


(разумеется, для заданных $, 5и 0). 
А это означает, что скорость исте- 
чения линейно зависит от времени. 
Поэтому можно считать, что в тече- 
ние всего времени Т, пока вытека- 
ет жидкость, скорость истечения ра- 
вна среднему значению (за промежу- 
ток времени Т), то есть равна 


Ен Г 
та ол 


Теперь посмотрим, как влияет па 
время вытекания воды площадь от- 
верстия. За единицу времени из сосу- 
да должна вытекать масса жидко- 
сти Я = р$и.р (р — плотность жид- 
кости). При этом мы считаем, что ско- 
рость в данный момент времени во 
всех точках отверстия направлена 
строго перпендикулярно к плоскости 
сечения отверстия. Однако, если внн- 
мательно приглядеться к струе, вы- 
текающей из круглого малого отвер- 


стия в тонкой стенке, то можно замё- 
тить, что диаметр ее поперечного се- 
чения меньше диаметра отверстия. 
Струя как бы сжимается. Сжатие 
струи происходит из-за того, что жнд- 
кость подтекает к отверстию со всех 
сторон и ее частицы, движущиеся 
к отверстию вдоль стенок сосуда, 
пройдя отверстие, продолжают сбли- 
жаться с осью струн. Только на неко- 
тором расстоянии от кромки отвер- 
стия, равном примерно радиусу от- 
верстия, траектории частиц становят- 
ся почти параллельными. Сжатие 
струи продолжается и дальше, но 
уже несравненно медленнее, незамет- 
но для глаза. Сечение, при котором 
заканчивается резкое видимое сжа- 
тие струи, иазывается сжатым. Отно- 
шение площади сжатого сечения $. 
к площади сечения отверстия $, на- 
зывается коэффициентом сжатия Е: 


в = 52/5. 


Поскольку расстояние между сече- 
НИЯМИ $, И $. мало (как мы уже гово- 
рили, оно равно примерно радиусу 
сечения $;), то скорость воды во всех 
точках ‚сечения $, практически равна 
у 2е# {В — высота уровня воды 
в сосуде в данный момент временн) 
н пернендикулярна к плоскости се- 
чения. Следовательно, расход воды 


9 — $50 ср == 2$, 9ер = вез, У2еН 


Теперь совсем просто подсчитать 
время, в течение которого вытекает 
вода из сосуда. Объем вытекающей 
воды У = $Н, следовательно, 


В ВЕ 
ь ое, УН  “ Ув 


Это соотношение можно проверить 
на опыте. Для эксперимента возь- 
мите сосуд с отверстием диаметром 
2—3 мм. Можно воспользоваться ме- 
таллической банкой с высокими стен- 
камн или цилиндрическим ведром. 
Отверстие должно находиться доста- 
точно далеко от дна и от поверхности 


воды. Заметьте по часам время исте- 
чения жидкости н сравните его с рас- 
четами, проведенными с @ = $: 9ст, 
где $; — площадь сечения отверстия. 
Очевидно, что отношение Т.ксп.: Грьеч. 
равно г. Вообще при истечении струн 
через малое отверстие в тонкой стен- 
Ке в = 0,64 --0,60. Укладывается ли 
ваш результат в эти пределы? 

После того как мы разобрались 
в особенностях нстечения струи воды 
из отверстия в стенхе сосуда, обра- 
тимся к красивому и вместе с тем 
простому опыту, моделирующему ос- 
новной элемент волоконной оптики — 
свегтовод. 

Обычно световод состоит из де- 
сятков или сотен тысяч тончайших 
(диаметром несколько микрон) стек- 
лянных волокон. Длина их может 
достигать нескольких метров. Волок- 
на укладывают в плотный жгут, на- 
лодобие многожильного провода, и за- 
ключают в защитную оболочку. Све- 
товые лучи попадают внутрь светово- 
да и распространяются по каждому 
волокну независимо от одного конца 
до другого. 

Работа световода основана на яв- 
лении полного внутреннего отраже- 
ния, заключающегося в том, что лучи 
света могут выходить из оптически 
более плотной среды в менее плотную 
только в том случае, если онн падают 
на границу раздела сред под углами, 
меньшими предельного угла полного 
внутреннего отражения. Для грани- 
цы раздела стекло — воздух этот 
угол равен 42”, для границы раздела 
вода — воздух 497. Все лучи, состав- 
ляющие с границей раздела угол, 
больший предельного, отражаются об- 
ратно в более плотную среду. Это 
явление происходит и в волокках 
световодов, где луч, войдя в один 
конец волокна, многократио отра- 
жаясь, доходит до другого его конца. 

Рассмотрим еще один опыт со 
струей воды. Для эксперимента не- 
обходим какой-нибудь сосуд со свето- 
непроницаемыми стенками диаметром 
10—90 см и высотой 20—40 см. 
Зузше всего воспользоваться жестя- 


Рис. 4. 


ной банкой или цилиндрическим вед- 
ром. На расстоянии 30—40 мм от 
диа следует просверлить два отвер- 
стия, одно напротив другого (рис. 4). 
Диаметр одного отверстия —2 мм, 
днаметр другого — 5—10 мм. Полу- 
чающиеся по краям отверстий заусен- 
цы обязательно зачистите наждачной 
бумагой или срежьте сверлом ббль- 
шего диаметра, иначе вытекающая 
струя получится неоднородной. 
Большее отверстие заклейте про- 
зрачным материалом, например, по- 
лиэтиленовой пленкой или целлофа- 
ном. Достаточно хорошю и герметич- 
ис можио заклеить отверстие даже 
резнновым клеем. Опыт лучше всего 
проводить в затемнениой комнате. 
Заклеенное отверстие нужно осве- 
щать направленным источником све- 


‚ та. Им может служить обычный кар- 


манный фонарь. Пока сосуд не за- 
полнен водой, свет карманного фона- 
ря`проходит насквозь через оба отвер- 
стия. Если же заполнить сосуд водой, 
траектория луча света изогнется по 
форме вытекающей. струн. 

Дело в том, что, проходя через 
прозрачное окно, свет сквозь второе 
отверстне в стенке попадает внутрь 
струи, зытекающей из отверстия. На 
границу раздела воза — воздух лучи 
света попадают под углами, ббль- 
шими угла полного внутреннего от- 
ражения. Поэтому свет не может 
выйти через бсковую поверхность и 
следует вдоль струн, которая уподо- 
бляется изогнутому световоду. 


МАТЕМАТИЧЕСКИЙ 
НРУЖОК 


Выход 
в пространство 


И. Ф. Шарыгин 


Попробуйте решить следующую го- 
ловоломку: из шести спичек сложить 
четыре правильных треугольника так, 
чтобы стороной каждого была целая 
спичка. Попытки решить ее к успеху 
как будто не приводят. Мало того, 
можно доказать, что такое построение 
не осуществимо на плоскости (попро- 
буйте это сделать). Как же быть? 
Оказывается, нужно выйти в прост- 
ранство — сложить из спичек пра- 
вильный тетраэдр (рис.1). Невозмож- 
ное на плоскости осуществимо в трех- 
мерном пространстве! 

Выход в пространство бывает по- 
лезен и при решении некоторых пла- 
ниметрических задач. Классическим 
примером является теорема Де- 
зарга. Если 0ва треугольника 


А:В.С, и А,В.С, расположены на: 


плоскости так, что прямые А\А., 
В.В., С,С. пересекаются в одной точ- 
ке, то три точки пересечения прямых 
А.В, и А.В., В.С, и В.С. С.А, 
и С.А, расположены на одной прямой 


(рис. 2). Утверждение теоремы ста- 
новится очевидным, если увидеть на’ 
рисунке 2 пространственную фигуру, 
а именно — трехгранный угол, пере- 
сеченный двумя плоскостями: одна 
плоскость пересекает ребра трехгран- 
ного угла в точках А,, В, ин С,, 
а другая в точках А., Вь и С.. Три 
точки пересечения соответствующих 
сторон треугольников — А.В,С, и 
А.В.С, принадлежат линии пере- 
сечения этих плоскостей и, значит, 
лежат на одной прямой. 

С помощью выхода в пространство 
изящно доказывается и теорема 
Брнаншона. —Днагонали, со- 
единяющие противоположные верши- 


ны описанного шестиугольника, пе- 
ресекаются в одной точке. 
Доказательство. Пусть 


АВСРЕЕ — плоский шестиугольник, 
описанный около окружности. Возь- 
мем произвольный пространствеиный 
шестиугольник А,В,С.О.Е\ ЕЁ, 
(рис. 3), отличный от АВСБЕЕР, про- 


Рис. |. 
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Рис. 3. 


екция которого на плоскость р есть 
шестнугольник АВСОЕЕ п соответ- 
‘ствующие стороны которого прохо- 
дят через точки касания шестиуголь- 
ника АВСРЕР с окружностью. Для 
доказательства сучцествования такого 
шестнугольника АД,В,С.О,ЕЁ, до- 
статочно одну вершину, например, 
А,, взять произвольно на-`перпенди- 
куляре к плоскости р, восстановлен- 
ном в точке А; тогда остальные вер- 
шины определяются однозначно. В сз- 
мом деле, пустьа, 6, с, 1, е, { — длины 
касательных к окружности, прове- 
денных соответственно через точки 
А, В, С.Р, Е, Еий — расстояние от 
А, до плоскостн шестиугольника 
АВСШЕР. Тогда В, находится по дру- 
гую сторону от плоскости, по сравне- 
нию с АД, на расстоянии 18/2, С, по 


ту же сторону плоскости, что н Ат, на 


Г йс 


во 
расстоянин к 2 от Илоскости 


р. 

нт. д. Наконец, найдем, что ЕЁ, лежит 
по другую сторону от плоскости, не- 
жели А,, на расстоянии 2//а, и, значит 
А, нР, лежат на прямой, проходящей 
через точку касания АР с окружнос- 
тью. Любые две  противонолож- 
ные — стороны шестнугольника 
А,В,С.О.Е.ЁЕ, расположены в одной 
плоскости (докажите самостоятельно). 
Следовательно, любые две днагонали, 
соединяющне противоположные вер- 
шины шестиугольника А,В,С,Р.Е,ЁР, 
пересекаются, а отсюда и все 
три днагоналн шестиугольника 
А,В.С О.Е Е, (ни не лежат в од- 
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Рис. 4. 


ной илоскости), пересекаются в одной 
точке. Поскольку  шестиугольник 
АВСРЕЕ — проекция шестиугольни- 
ка А,В.С.О.Е,Ет, теорема доказана. 

Заметим, что аналогично можно 
локазать и более общий факт. Если 
прямые АВ, ВС, СО, РЕ, ЕЁ и РА 
касаются одной окружности, то пря- 
мые АР, ВЕ и СЕ пересекаются в 
одной гпочке или параллельны. Один 
из возможных случаев расположения 
точек А, В, С, О, Е, Е показан на 
рисунке 4. | 

Только что доказанная теорема 
Брнаншона оказывается справедлн- 
вой для шестиугольника, описанного 
около произвольного конического се- 
чения (эллипса, параболы, гипербо- 
лы), поскольку произвольное кони- 
ческое сечение можно спроектировать 
относительно некоторой точки на дру- 
гую плоскость так, что его проекция 
будет окружностью. При этом пря- 
мые, касающиеся конического сече- 
ння, перейдут в прямые, касающиеся 
окружности. 

Вот более сложный пример. Дока- 
жите, что с помощью одной линейки 
нельзя найти центр окружности. 

Пусть данная окружность нахо- 
дится в плоскости <. Если мы лока- 
жем, что существует такая плоскость 
Ви точка О, что проекцией данной 
окружностн относительно точки О 
на плоскость В будет окружность, но 
при этом центр первой окружности 
переходит п точку, отличную от цент- 
ра второй окружности, то наша за- 


5. 


дача будет решена (рис. 5). Действи- 
тельно, любому построению с помо- 
щью одной линейки в плоскости @ со- 
ответствует прн проектировании по- 
строение с помощью одной линейки 
в плоскости В. 

В качестве плоскости В возьмем 
произвольную плоскость, пересекаю- 
щую плоскость а по прямой [, не про- 
ходящей через центр данной окруж- 
ности. Пусть АВ — днаметр данной 
окружности, перпендикулярный к /, 
а Л — точка пересечения прямых АВ 
и {+ Восставим из точки № перпендн- 
куляр к [, лежащий в плоскости 
В, и возьмем на нем точки А, и В, 
лак, чо А.М = в. ВАМ = д». 
В качестве точки О — центра проек- 
ции — возьмем точку пересечення пря- 
мых АД, и ВВ,. Очевидно, середина 
отрезка АВ проектируется в точкх, 
отличную от середины отрезка А.В\.- 

Возьмем произвольную точку О 
на данной окружности ОМ 1 АВ. 
Проекцией ОМ будет Р.М, | А, В... 
Докажем, что О, лежит на окруж- 
ности, построенной на А.В, как на 
диаметре. Воспользуемся тем, что 
№ рР..МО=мр.МО ({АРМОс 
с АО,М,О) и МО? = ВМ.МА. 
Нам нужно доказать, что М,0? == 


=В,/1,-М,А., или, используя два 
предыдущих равенства, получить, что 
ВМ-МА В,М,-МА, 
м0? = М0: , 
ВМ МА ВМ, МА, 
мо `мо = М0 мо - 


Заменяя в 


последнем 
ношения отрезков отношеннем снну- 
сов иротивоположных углов соответ- 


равенстве от- 


ствующих треугольников, 
очевидное равенство 
5 ф 51$ зто змф 
ту ти 7 Япи ‘эту ° 


получим 


Одной из самых красивых и нео- 
жиданных иллюстраций к теме «Вы- 
ход в пространство» служит, пожалуй, 
решение этим методом известной за- 


дачи Аполлония. ЛПостроить 
окружность, касательную к трем 
данным окружностям. Поставим в 


соответствие каждой окружности в 
данной плоскости две точки простран- 
ства, расположенные по разные сто- 
роны от плоскости, удаленные от этой 
плоскости на расстояние, равное ра- 
диусу окружности, и такие, что про- 
екция каждой из них на плоскость 
есть центр окружностн. Обратно: каж- 
лдой точке пространства соответствует 
окружность в нашей плоскости, центр 
которой совпадает с проекцией точки 
на плоскость, а радиус равен расстоя- 
нию от точки до плоскости. Прежде 
чем перейти к решению задачи Апол- 
лония, обратим внимание на следую- 
щее обстоятельство: если Р — одна 
из двух точек, соответствующих ок- 
ружностн # то любой точке, нахо- 
дящейся на конической поверхности, 
вершиной которой является точка Р, 
а направляющей — окружность 
(рассматриваются обе полы этой по- 
верхности), соответствует окружность, 
касающаяся окружности # (рис. 6). 
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Рис. 7. 


`Пусть теперь даны три окружности 

на плоскости. Построим для каждой 
указанным выше способом одиу из 
двух конических поверхностей. .Точ- 
ке пересечения этих трех поверхнос- 
тей соответствует окружность, ка- 
сающаяся трех данных. Беря различ- 
ные расположения точек, соответст- 
вующих окружностям, можно полу- 
чить все решения нашей задачи. 


Мы привели несколько примеров, 
когда помогает трехмерное простран- 
ство. А может ли помочь четырехмер- 
ное пространство? Конечно, да! На- 
пример, с его помошью можно ре- 
шить такую головоломку: из десяти 
сиичек сложить десять правильных 
треугольников так, чтобы сторона 
каждого треугольника равнялась це- 
лой спичке. 

Решение. Нужно выйти в 
четырехмерное пространство и сло- 
жить в нем многогранник, аналогич- 
ный тетраэдру. Такие многогранники 
называются симплексами. Симплекс 
на плоскости — это треугольник, в 
трехмерном пространстве — тетраэдр; 
что представляет собой симплекс в 
четырехмерном пространстве, можно 
понять из рисунка 7. Этот пример, 
конечно, серьезен лишь наполовину, 
а вот уже вполне серьезный пример. 
Пусть три плоскости пересекаются 
по одной прямой. Рассмотрим три 
трехгранных угла, вершины которых 
расположены на этой прямой, а ребра 
лежат в данных плоскостях (пред- 
полагаем, что соответствующие ребра, 
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Рис. 8. 


то есть ребра, расположенные в одной 
плоскости, не пересекаются в одной 
точке). Тогда три точки пересечения 
соответствующих граней этих трех- 
гранных углов лежат на одной пря- 
мой (рис. 8). Поскольку для доказа- 
тельства этой теоремы мы хотим «вый- 
ти» в четырехмерное пространство, 
расскажем сначала о некоторых свой- 
ствах этого пространства. 


Простейшимн фигурами четырехмерпого 
пространства будут: точка, прямая, плос- 
кость н трехмерное многообразие, которое 
мы будем называть гиперплоскостью. Пер- 
вые три фигуры — это паши старые зна- 
комые из трехмерного пространства. Прав- 
да, некоторые утверждения, связанные с 
ними, нуждаются в перефразировке. На- 
пример, вместо слелующей аксиомы трех- 
мерного пространства: еслн две различные 
плоскостн имеют общую точку. то оин пе- 
ресекаются по прямой, — слелует ввести 
аксиому: если две различные плоскости. 
прниаллежашие одной гиперплоскости. име- 
ют общую точку, то онн пересекаются по 
прямой. Введение нового геометрического 
образа — гиперпласкости — заставляет 
ввести связанную с ним группу аксиом, 
аналогичио тому. как при переходе от гео- 
метрин плоскости, — плапиметрии, к геомет- 
рии трехмерного пространства, — стереомет- 
рии. вводится группа аксном (вспомните, 
кгких?), выражающих основные свойства 
плоскостей в пространстве. Эта группа со- 
стонт Из следующих трех аксиом: 

1. Какова бы ни была  гиперплоскость, 
существуют точки, ей прикадлежащие, и 
зочкн. ей ие принадлежащиг. 

2. Если две различные  гиперплоскостн 
имеют общую точку, то они пересекаются 
по плоскости, то есть существует плоскость, 
принадлежащая каждой нз гиперплоско- 
стей. 

3. Еслн прямая, не принадлежащая 
плоскости, имеет с ней общую точку, то су- 


ществует единственная гиперплоскость, со- 
держащая эту прямую н эту плоскость. 


Из этнх аксиом непосредственно следу- 
ет, что четыре точки, не принадлежащие од- 
ной плоскостн, определяют гиперплоскость; 
точно также трн прямые, не принадлежащие 
одной плоскости, но нмеюшне общую точку 
илн две различные плоскостн, имекищие об- 
щую прямую, определяют  гиперилоскость. 
Мы нс булем доказывать эти утверждения; 
попытайтесь сделать это самостоятельно. 


Для дальнейшнх рассуждений нам пона- 
добится следующий факт, справедливый п 
четырехмерном пространстве: трн различ- 
ные гиперплоскости, имеющие общую точ- 
ку, имеют общую прямую. В самом деле, по 
аксноме 2, любые две из трех гиперплоско- 
стей нмеют общую плоскость. Возьмем две 
плоскости. по которым пересекается какая- 
то нз трех гнперплоскостей с двумя доуги- 
ми. Этн две плоскости. принадлежащие од- 
ной гиперилоскости — трехмерному много- 
образню, имеют общую точку, и, значнт, пе- 
ресекаются по прямой илн совпадают. 


Перейдем теперь к доказательству 
нашего утверждения. Если бы три 
плоскости, о которых говорнтся в 
условии, были расположены в че- 
тырехмерном пространстве, то утверж- 
дение было бы очевидным. Действи- 
тельно, каждый трегранный угол оп- 
ределяет гиперплоскость. Две гипер- 
плоскости пересекаются по плоскости. 
Эта плоскость не принадлежит треть- 
ей гиперплоскости (по условию, эти 
гиперплоскости пересекают одну нз 
данных плоскостей по трем прямым, 
не проходящим через одну точку), 
и, следовательно, пересекается © ни- 
ми по прямой линии. Любые три со- 
ответствующие гранн трехгранных уг- 
лов лежат в одной гиперплоскости. 
определяемой двумя плоскостями, на 
которых расположены соответствую- 
щие ребра, и поэтому каждая тройка 
соответствующих граней имеет об- 
щую точку. Три эти точки принадле- 
жат трем гиперплоскостям, опреде- 
ляемым трехгранными углами, и, как 
было доказано, лежат на одной пря- 
мой. Теперь для завершения доказа- 
тельства достаточно «увидеть» в дан- 
ном условии задачи проекцию соот- 
ветствующей четырехмерной конфи- 
гурации плоскостей и трехгранных 
углов. 


Рис. 9. 


В заключенне мне бы хотелось пр>досте- 
речь читателя: не следует чрезмерно дове- 
рять своей «трехмерной иитунции», когда 
речь идет п четырехмерном пространстве. 

Как вы думаете, сколько вершин может 
нметь выпуклый многогранннк, для которого 
каждый отрезок, соединяющий любые две его 
вершины, является ребром? На плоскостн 
таким свойством обладает только треуголь- 
ник, в пространстве — тетраэдр. В четырех- 
мерном же пространстве существуют такие 
многограниикн с0 сколь угодно большим 
чнслом вершин (см., например, рис. 9). 


Упражнення 

1. По четырем прямым плоскости с по- 
стояннымн скоростями идут четыре пешехода 
А, В, С, О. Известно, что пешеходы А, Вн С 
встречаются друг с другом, пешеход Д встре- 
чается с Ан 8. Докажите. что пешеходы 
С и С встречаются. 

2. На плоскостн даны три непересекаю- 
щиеся окружностн. Рассмотрнм шесть точек, 
каждая из которых является точкой пересе- 
чения общнх виутренних или общих внешннх 
касательных к каким-то двум Нз данных 
окружностей. Докажнте, что эти шесть точек 
лежат на четырех прямых, по трн на каждой. 

3. Даны трн параллельные прямые н три 
точкн на плоскостн. Постройте треугольник, 
вершины которого лежат на данных прямых, 
а стороны проходят через данные точки. 

4. Три точкн А, ВнС, лежат на одной 
прямой. Возьмем произвольную окружность, 
проходящую через А н В, н проведем к ней 
нз С две касательные — СМ н СХ. Локажн- 
те, что точка пересечення прямых МА и АВ 
постоянна. 

5. Пусть А — данная точка внутри дан- 
ной окружностн, ВС — пронзвольная хорда, 
проходящая через А. Касательные к окруж- 
ности в точках В и С пересекаются в точке М. 
Найдите геометрическое место точек А. 

6. Покажите, что в четырехмерном прост- 
ранстве две плоскости могут пересекаться 
в одной точке. 
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задачник офанта 


Решения задач из этого номера можно посылать ие позднее 1 июля 1975 г. по 
адресу: 117074, Москва, В-74, Ленинский проспект, 15, издательство «Наука», журнал 
«Кванть. После здреса на конверте изпишите, решения маких задач вы посылаете, 
например: «Задачник «Кванта», М321, М322» или «...Ф333». Решения задач по каж- 
дому из предметов [математике м физике}, а также иовые задачи просьба присы- 
лать в отдельных конвертах. Задачи из разных номеров журнала присыпайте хакже 
в разных коизертах. В письмо вложите конверт с написанным на нем вашим адре- 
ссм [в этом конверте вы получите результаты проверкя заших решений]. Условия 
оригииапьных задач, предпагаемых для публикации, присылайте в двух экземплярах 
вместе с вашими решениями этих задач (из конверте пометьте: иЗадачник «Кванта», 
иовая задача по физике» нли «...мовая задача по математике»). После формулиров- 
ки задачи мы обычно указываем, кто предложил иам эту задачу. Разумеется, не 
все эти задачи публикуются впервые. Наиболее трудные задачи отмечены звез- 


дочкой. 


Задачи 
М321—М325; Ф333—337 


№321. Имеется прямоугольный стол 
площадн 1. Докажите, что для любо- 
го =>0 можно указать систему пря- 
моугольных салфеток, покрываю- 
щих этот стол (края салфеток парал- 
лельны краям стола), такую что дю- 


бая се подсистема, состоящая из пе-. 


Перскрывающихся салфеток, 
площадь, меньшую =. 


имеет 


Л. В. Бранлов 


М322. а) Фигура, состоящая более 
чем из одной точки, является пере- 
сечением М№ кругов. Докажите, что 
границу этой фигуры можно предста- 
внть в виде объединения 2М— 2 
дуг окружностей. 

6) В алфавите № букв. Несколько 
букв выписано по окружностн так, 
что никакая буква не встречается два 
раза подряд и для любых двух раз- 
личных букв а, 6 можно провести 
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прямую так, что все буквы а будут 
по одиу сторону от прямой, а буквы 
2 — по другую (рис. 1). Докажите, 
что выписано не более 2№М — 2 букв. 

С. В. Фомин 


М3З23*. Докажите, что любую функ- 
цию, определенную на всей числовой 
прямой, можно представить в виде 
суммы двух функций, график каждой 
из которых имеет центр симметрин. 

В. А. Сергеев 


`М324. Имеется несколько кучек кам- 
ней. Двое играют в игру, ход которой 


оо 
| 


А 


Рис. 1. 


Рис. 2. 


состоит в том, что игрок разбивает 
каждую кучку, состоящую более чем 
из одного камня, на две меньшие куч- 
ки. Ходы делаются поочередно до 
тех пор, пока во всех кучках не ос- 
танется по одному камню. Победите- 
лем считается игрок, сделавший по- 
следний ход. Как должен играть начи- 
нающий, если сначала в каждой куч- 


ке было от 80 до 120 камней? 
С. В. Фомин 


МЗ25. В числовом треугольнике верх- 
нее число равно { и крайние числа в 
каждой строке — тоже 1, а каждое 
из остальных чисел не меньше суммы 
двух чисел, стоящих над ним (в част- 
ности, этому условию удовлетворяет 
«треугольник Паскаля», изображен- 
ный на рис. 2). Пусть натуральное 
число а, большее |, встречается в 
этом треугольнике Ё раз. Докажите, 
что 2^ < а?. 


ФЗЗЗ. На непроводящем диске радиу- 
са Ю закреплена по хорде проволока 
длиной [. Диск вращается с постоян- 
ной угловой скоростью ®. Перпен- 
дикулярно к. диску направлено маг- 


Рис. 3. 


®]- 


Рнс.4 


нитное поле с индукцией В (рис. 3). 
Найти разность потенциалов между 
середнной н концом проволоки. 

Б. Б. Буховцев 


$334. Бусинка соскальзывает без тре- 
ния по вертикально расположенной 
проволоке длины [, которая изогнута 


в гармошку длины = (рис. 4). Во 


сколько раз время соскальзывания бу- 
синки больше времени ее падения с 
высоты {? Амплитуда перегибов про- 
волоки много меньше ее длины. Раз- 
меры бусинки пренебрежимо малы по 
сравнению с длиной «колена» гармош- 
Ки. 

Б. Н. Брейзман 


$335. Цилиндрический сосуд радиу- 
са К, ось которого составляет угол “ 
с вертикалью, заполнен водой. В ци- 
линдр опускают хорошо притертый 
поршень, материал которого пропус- 
кает воздух, но непроницаем для воды. 
При каком минимальном весе поршня 
вся его нижняя поверхность будет 
касаться воды? 

В. В. Мирнов 


ФЗ36. Цилиндрическая чашка со рту- 
тью вращается вокруг вертикальной 
оси с угловой скоростью ®. При этом 
поверхность ртути образует парабо- 
лическое зеркало. Определить фокус- 
ное расстояние этого зеркала. Плот- 
ность ртути р, ускорение свободного 
падения д. 


$337. Ирн наблюдении в телескоп 
яркие звезды видны даже днем. 
Объясните, почему. 


$1 


Решения задач 


М286 — М290; $296 — $298 


№286. На плоскости располо- 
жено № точек. Отметим все 
середины отрезков с концами 
в этих точках. Какое наи- 
меньшее количество точек 


плоскости может оказаться 
отмеченным? 


Рнс. 1. 


-—-_$-—я4—--9——%-—% 
Рнс. 2. 


М287. Существует ли такая 
последовательность — нату- 
ральных чисел, что любое на- 
туральное число 1, 2, 3,... 
можно представить в виде 
разности двух чисел этой 
последовательности един- 
ственным способом? 


Рассмотрим всевозможные расстояния между заданными 
№ точками и выберем среди этих расстояний наибольшее — 
пусть это ‚расстояние между какими-то двумя точками А 
и В. Соединим точку А с остадьиымн М—1 точками; получим 
№—1 отрезков. Середины этнх отрезков различиы н все ле- 
жат внутри или на границе круга с цеитром в точке А радиуса 


1 
—- [АВ] (рнс. №. 


Аналогично, соедннив точку В с оставшимися М—1 
точками, получим М—1 отмеченных точек (середин), распо- 
ложеиных внутри или ма границе круга того же раднуса 
с центром в точке В 

Построенные два круга имеют только одну общую точ- 
ку — середину отрезка АВ. Следователъис, всегда имеется 
по крайней мере 2 (№М—1) — 1 (так как середину отрезка АВ 
мы учитываем дважды) отмеченных середнн, то есть не менее 
{2М—3) отмеченных точек. 

Покажем, что 2М—3 — это нанменьшее число отмечен- 
ных точек. Пусть заданные Л’ точек лежат на одной прямой, 
причем расстояння между соседнимн точками одинаковы 
(рис. 2). Легко видеть, что в этом случае число отмеченных 
точек — середин (на рнсунке 2 это красные точки) равно 
{и Е М —1=2мМ — 3. Тем самым все доказано. 

В заключение мы предлагаем чнтателям подумать над 
следующей задачей. При какнх № можно расположнть на 
плоскости № точек так, чтобы они не лежалн на одной пря- 
мой и чтобы при этом количество отмеченных середин от- 
резков с концами В этих точках равнялось № — 3? 


С. В. Конягин 
Ф 


Такая последователъьиость существует. Объясинм корот- 
ко, как ее постронть. 

Предположим, что мы построили конечную последова- 
тельность, обладающую следующимн свойствами: 

№) все попариые разности между членамн этой последо- 
вательностн различны; 

2) чнсла 1,2..... можно представить в виде разности 
двух ее членов; 

3) число А -|- | иельзя представить в виде разностн двух 
ее членов. 

Пусть максимальный член этой последовательности 
равен А!. «Допишем» теперь эту последовательность: добавим 
к ней чнсла 2М и 2М -- Е-- 1. Проверьте сами, что новая 
последовательность удовлетворяет свойствам 1,2 (с заменой 
Е на & -|- Г, где { — некоторое натуральное число, зависящее 
от первоиачально построенной последовательностн, #2 1) 
и свойству`3 (с заменой числа А - Ё на число & 1-1). 
Прнменяя описанное «дописыванне», например, к числам 
1,2, получим бесконечную последовательность, удовлетво- 
ряющмую условиям задачи. 


„7. Г. Лиманов- 


№288. На конгрессе собрались 
ученые, среди которых есть 
друзья. Оказалось, что ни- 
какие двое ученых, имеющие 
на конгрессе равное число дру- 
зей, не имеют общих друзей. 
Докажите, что найдется уче- 
ный, у которого ровно один 


друг. 


№289. М гирь, каждая из ко- 
торых весит целое число грам- 
мов. разложены на К равных 
по весу куч. Докажите, что 
можно не менее чем К раз- 
ными способамы ибрать одну 
из гирь тах, что оставшиеся 
{^—1) гири уже нельзя раз- 
„ложить на К равных по весу 
куч. 


М200. Для каких п сущест- 
вует такая замкнутая не- 
пересекающаяся ломаная из п 
Звеньев, что любая прямая, 
содержащая одно из звеньев 
этой ломаной, содержит еще 
хотя бы одно ее звено? 


Возьмем ученого А, число друзей у которого максимально 
{еслн такнх ученых несколько, возьмем любого нз ннх): 
обозначим это чнсло через №. Если ни однн из № друзей 
ученого А не имеет ровно одного друга, то так как ученый 
А нмеет макснмальное чнсло друзей, каждый из его друзей 
может иметь 2,3, ..., ^ друзей— всего № — | возможио- 
стей. Поскольку же число друзей ученого А равно №, то, 
значит, двое из друзей ученого А нмеют равное чнсло друзей 
н, кроме того, общего друга — ученого. А. Но это противо- 
речнт условию задачи, и, следовательно, хотя бы один нз 
ученых (друзей ученого А) нмеет ровно одного др а к 

. 7ак 


Ф 


Возьмем две коробки н разложнм в них наши гири так, 
чтобы в первой коробке оказалось менее К гирь. Расклады- 
вать же гири будем следующим образом. 

Сначала возьмем гири. веса которых не делятся на К. 
Еслн таких гирь меньше К. то положим нх в первую ко- 
робку н перейлем к следующему шагу. Если же таких гнрь 
окажется больше К, то положим все гири во вторую коробку. 

В первом случае возьмем те гири, веса которых делятся 
на К, но не делятся на К?. Если они уместятся в первой короб- 
ке, то положнм нх туда; еслн же нет, то положим все гири, 
не лежащие в первой коробке, во вторую. 

Если опять будет иметь место первый случай, возьмем 
затем те гири, веса которых делятся на К*, но не делятся 
на КЗ н так далее. Так как всего гирь не меньше К штук, 
то часть гнрь обязательно попадет во вторую коробку. Пусть 
первой группой гнрь, не поместившнхся в первой коробке, 
будут гири, веса которых делятся на К’, но не делятся на 
К’+1. Во второй коробке окажутся те гнри, веса которых 
делятся на К/, ав первой —те, веса которых не делятся на К". 

По условню задачн, гири можно разложить на К равных 
по весу групп. Поскольку п первой коробке меньше К гнрь, 
в ней ннкак не могут быть представлены все К групп, и зна- 
чит, существует группа, все гири из которых оказались во 
второй коробке. Следовательно, суммарный вес этой (а значит, 
н каждой) группы делнтся на К”. Так как всего У нас К рав- 
ных но весу групп, то суммарный вес гирь делится на К’+1. 

Предположим теперь, что мы убралн какую-нибудь гирю, 
и оставшиеся тири смогля разделить на К равных но весу 
групп. Как н раньше, получим, что сумма весов оставшнхся 
гнрь делится на К’+й. 

Вес гири, которую мы убрали, равен разности суммарных 
весов всех гирь п оставшихся гирь; следовательно, вес этой 
гири делится ца К’+! (заметим, что г может оказаться равным 
нулю; это соответствует тому, что все гири попадают во 
вторую коробку, а первая остается пустой). Значнт, если бы 
мы убрали гнрю, вес которой ве делнтся на К’+*, то оставшие- 
ся гирн нельзя было бы разложнть на К равных ло весу 
групп. Но в силу ‘выбора числа х гирь, веса которых не де- 
лятся на К’+1, не меньше К, так как иначе они все были бы 
помещены в первую коробку. Тем самым все доказано. 

С. В. Конягин. 


Ф 


Заметнм сразу, что число звеньев п должно быть достаточ- 
но большнм, во всяком случае, п > 8. Докажем вначале 
(учнтывая уже сделанное замечание), что любая несамопе- 
ресекающаяся замкнутая ломаная с нечетным числом 
звеньев, не превышающим 13, обладает тем свойством, что 
всегда найдется прямая, содержащая ровно одко звено этой 
ломаной. Предположнм противное, то есть что для такой 
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Ф?296. Каждый из Ё различ- 
ных кочденсаторов с гмко- 


стями С, С,,°.... Син з6- 
ряжен до разности потен- 
циалов . Затем все конден- 
саторы соединены ‹ последо- 
вательно разноименными по- 
люсами в замкнутую цепь. 
Найти напряжение на каж- 
дом конденсаторе в этой 
цепи. . 


ломаной (п= 2 |1, лж 13) не существует прямой, 
содержащей ровно одно звено. Тогда на одиой из прямых 
должны лежать по крайней мере трн звена нашей ломаной. 
У этих трех звеньев шесть кониов, н нз каждого конца выхо- 
дит звецо ломаной, то есть всего шесть иовых звеньев, причем 
никакие два из этнх звеньев не лежат на одной прямой. 
Поэтому каждая прямая, содержащая одно из этнх шести 
звеньев ломаной, должна в силу сделанного предположення 
содержать ио крайней мере еще одно звено, отличное от уже 
рассмотренных ранее {3 -г 6 звеньев); значнт. рассматрн- 
вземая ломаная должна иметь еше по крайней мере шесть 
звеньев. Получаем, что число звеньев у такой ломаной должно 
быть не меньше, чем 3 -- 6 | 6 = 15 — протнворечие. 
Покажем теиерь, что для любого четного п >> 19 и чечет- 
ного п> 15 ломаная, о которой говорится в задаче, сущест- 


вует. Для четных л >> Ю это хорошо всем нзвестные т - 


конечные звезлы (рисунок 3; на этом рнсунке пл = Юи 
п = 12). Песамопересекающуюся замкнутую ломаную © не- 
четным числом звеньев, ббльшим 13, обладающую указан- 
иным свойством, построить сложнее. Ломаная из 15-ти зве- 
ньев изображена на рнсунке 4. Отрезая от нее последователь- 
но прямой по два угла, получим ломвную © \7-ю звельями, 
19-ю, м так далее (рнс. 5). 

(28 „Ландо 


Ф 


До соедннения конденсаторов в цепь их заряды были 
Ч: = а да — Сы, ВЕ: 9: — С, зи ех = Сьи. 

Обозначим заряды коидеисаторов после соедннения в цепь 
соответственно через 9,, 45. ..., 9 Распределение 
зарядов на пластинах конденсаторов будет такнм, как пока- 
заио на рисунке 6. Из закона сохранения заряда следует, 
что сумма зарядов соединенных друг с другом пластин сосед- 
них конденсаторов (один из такнх участков цепи выделен 
на рнсунке 6 пунктнрной линией) должна быть равна сум- 


марному заряду. который был на этнх пластинах да соедице- 
ния конденсаторов. То есть (с учетом знаков зарядов} 


42—91 > 9—9 (С, — С) 9. 
93 — 92 = %з— 9з= (С; — С) ЦИ. (+) 


9к — 9%—1= 9и — 9%: =(Са — Си. 


Кроме того, работа по перенссению заряда вдоль замкнутого 
контура в электростатическом поле равна нулю, поэтому 
равна нулю сумма папряжений на отдельных ковденсаторах: 
И ...- Ць == 0, нли 


. 


а 9% 
СЕ +... + =0 (+) 


Из системы уравнений ({») и {+») определим новые 
заряды конденсаторов, я потом и напряжения ца цих. 


Прежде всего, выразим все заряды через заряд 9, пер- 
вого конденсатора. Нз первого уравнения системы (*) сле- 
дует, что 92=39, -Р (С. — С: И. Сложная первое ин второе 
уравнения системы (*), получим 43 == 9 + Сз— С)Ые. 


Ф297. Коническая пробка пе- 
рекрывает сразу два отвер- 
стия в ллоском сосуде, за- 
полненном — жидкостью при 
давлении р. Радиусы отвер- 
стий Ю и г. Определить 
суммарную силу, действую- 
щую на пробку со стороны 
жидкости. Поле тяжести не 
учитывать. 


Рис. 7. 


Амалогичио, для заряда Ё-то конденсатора получим 
9; =. + (С: —Сци- 
Подставим полученные выражения в Уравнение (жз}: 


+в) ++ 


Отсюда 91 = (С, — &С,) Ц, где С, — емкость ба- 


тарен последовательно соеднненных коидс нсаторов: 
1 | | | 
= +с =-. 
Г: С.‘ С. о Ск 


Так как 9=я-+(С, — сви, то 


91 =(С, — 09+, —С08 =, — и. 


Это означает, что напряжение на Г-м конденсаторе равно 


+ 


На каждый малый элемент боковой поверхности пробки 
с площадью 5; действует сила давлення жидкостн АР: == 
— рёА$;, направленная перпенднкулярно к боковой поверх- 
ности пробки (рис. 7). Из снмыметрнн ясно, что горнзон- 
тальные составляющне таких снл, действующих на различные 
малые элементы поверхностн пробки, складываясь, взанмно 
уничтожат друг друга. Поэтому равнодействующая сил дав- 
ления вертнкальна ни равна сумме вертнкальных составляю- 
щих этих снл. То есть 

= УР; эта = УХ рА$; зта = р ХА; зта. 

Произведенне А$; зто — это проекция площади эле- 
мента на плоскость, параллельную стенкам сосуда. Следова- 
тельио, сумма #455; зи @ равна площади проекции боковой 
поверхностн пробки на эту плоскость, т.е. л (2—2). Поэтому 


Е=рд (8—1). 


Прнведем еще одно решенне этой задачи. Рассмотрнм ана- 
логнчный данному в задаче плоскнй сосуд, но без отверстий. 
Выделим в этом сосуде объем жндкости, равный объему проб- 
кн между стенкамн сосуда (рис. 8). Так как выделенный 
объем жндкостн находится и равновеснн, то равнодействую- 
щая всех снл, действующих на него, равна нулю. Какие же 
снлы действуют на выделенный объем жидкостн? Это силы 
реакцнн со стороны стенок сосуда, равные по абсолютной 
величине М, =рлВ? и №. = рз/?, и равнодействующая Ё 
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Рис. 8. 


$298. Внутри фотоаппарата 
перпендикулярно к фотоплас- 
тинке расположено плоское 
зеркало, длина которого РВ 
равна половине фокусного рас- 
стояния объектива (рис. 9). 
Изображение А звезды Вега 
находится от центра фото- 
пластинки на расстоянии, 
вдвое меньшем радиуса объек- 
тива. Во сколько раз осае- 
щенность «отраженного изоб- 
ражения» С звезды Вега мень- 
ше освещенности ге изображе- 
ния А в присутствии зер- 
кала? 


сил давлемия со стороны окружающей жидкости, направлен- 
ная вертнкально вверх. Так как М, — №. —Е= 0, то 


= М, — М. = др (В? — 1”). 


Очевидно, что на пробку со стороны жидкости действует точно 
Такая же сила. 


Ф 


Найдем отношение световых потоков, идущнх от далекой 
звезды и попадающих на фотопластнику в точкн А и С (рис. 9}. 
В точке А собираются те лучи, которые проходят через лнизу 
объектива ниже точки С — точки пересечения прямой А 
с линзой. Лучи, идущне выше точкн С, попадают на зеркало 
и, отражаясь от него, собираются в точке С. м 

Рассмотрим сечение лнизы объектива плоскостью, пер- 
пеиднкулярной к падающему пучку лучей (рис. 10). Прямая 
ЕК делит линзу на два сегмента, через которые лучн попада- 
ют в точку А илн в точку С. Так как линза равномерно ос- 
зещена светом звезды, то отношение световых потоков равно 


отношению площадей соответствующих сегментов. Найдем 
зто отношение. 
Фотопластинка расположена в фокальной плоскостн 


объектива, длнна зеркала равна половине фокусного расстоя- 
ния объектива, поэтому ОВ = ОР (см. рис. 9) н &СРО = 
— ААДДОВ. Следовательно, СО = АВ = Ю/2, где В — раднус 


Рис. 10. 
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объектива. Тогда (см. рис. 10) СКО == 30°, .<КОб = 60° 
и <РЕОК == 120°. Выразнм теперь площади сегментов $, 
й $» через площади соответствующих секторов н треугольника 
ОК: 


яЕ? З хА? 3 
Отношение $,/$, равно 
$. __ _ 13/3 — А? (3/4 41 —3 Уз 
м 0.55. 


$:  2л82/З- 82 У 3/4 ИЗ Уз 


И. Ш. Слободецкий 


В этом номере мы публнкуемфамилиитех, 
хто прислал правильиые решення задач 
№276 — М285; Ф293 — ФЗ02. Жирные цифры 
лосле фамнлин — последние цифры номера 
решенной задачи. 


Математика 

Большинство читателей, приславших нам 
письма, успешно справилось г задачамн 
М276, М281, М282. Остальные залачи реши: 
ли: Д. Азов (Челябинск) 77, 79, 84, 85: А. Алек- 
сандрин (Валуйки Белгородской обл.) 84; 
В. Басманов (Воронеж) 77, 84; А. Блох 
(Харьков) 77, 78, 84; К. Бобрович (Могилев) 
85; А. Богорад (Ленинград) 85; И. Брод- 
ская (Москва) 85; Л. Бродский (Москва) 
77, 84; И. Вандакуров (Ленннград) 77 ;Р. Вас- 
серман (Одесса) 84, 85; В. Винокуров (Москва) 
77, 84; В. Витюков (Орел) 84; А. Ворович 
{Москва) 77; Л. и М. Гандельсман (Ленинград) 
77; Е. Горбатый (Одесса) 77, 84; С. Горишний 
(Таганрог) 78, 84; С. Гродский (Корсунь- 
Шевченковский) 77; В. Гусейнов (Нахнче- 
вань) 77, 78а, 84; А. Диденко ( Краснодар) 84: 
Э. Дяченко (Киев) 77; В. Ерпылев ( Ашхабад) 
77, 786. 84; Я. Захаревич (Ташкент) 78а; 
Д. Зелевинский (Москва) 84, 85; С. Золота- 
рев (Москва) 77, 78, 84; В. Калабин (Москва) 
85; И. Калика {Киев) 84; А. Кажалян (Ид- 
жеван Арм. ССР) 77, 84; П. Кирсанов (Моск- 
ва) 77; В. Клочков (Челябинск) 77, 84; С. Кор- 
ицнов (Монино Московской обл.) 78, 84, 85; 
Д. Костюк (Москва) 84; А. Косульников 
(Москва) 77; Т. Кулиев (Баку) 77; Е. Ланд- 
ман (Ленинград) 77, 84; А. „Тейдерман (Мо- 
гилев-Подольский Вяиницкой обл.) 78, 84; 
В. Липкин (Москва) 84; С. Лифиц ( Харьков) 
84; М. Любич (Харьков) 72, 84; И. Морозов 
{Горькнй) 77, 78: В. Нейман (Ленинград) 79; 
Н. Нецветаев (Ленинград) 77, 78, 80; А. Па- 
ламарчук (Бровары Киевской обл) 84; И. Па- 
ник (Ленннград) 77, 80, 84; Б. Певзнер (Моск- 
ва) 77, 78а; А. Ллахов (Москва) 77, 78, 84; 
Р. Портной (Черновцы) 77, 78а; С. Послав- 
ский (Харьков) 78а, 84; Д. Поцхишацли (Тби- 
лиси) 77; Ю. Пошехонов (Энгельс Саратов- 
ской обл.) 84; М. Райтер (Ленинград) 77; 
В. Романов (Димитровград) 77, 128, 84; Л. Ру- 
биншитейн (Калининград) 84; Ю. Скрынни- 
ков (Руставн) 84; С. Соловьев (Орел) 84; 
А. Соломахов (Москва) 84; Б. Соломяк (Ле- 
нинград) 84, 85; В. Тарасов (Ленинград) 84; 
С. Трегуб (Ташкент) 84; А. Туровский (Псков) 
79,.84; Ю. Философов (Саратов) 77; С. Фи- 
нашин (Ленннград) 84, 85; И. Фомина ( Харь- 
хов) 77; В. Харатокик (Польша) 84; А, Хо- 
мич (Брест) 84; И. Цукерман (Ленинград) 
77, 18, В0, 84, 85; М. Чеповецкий (Ленинград) 
84; А. Черебатов (Омск) 77, 84; В. Чурук 
(Минск) 84; Г. Шмелев (Ярославль) 77, 80, 
84, 85; В. Шпильрайн (Москва) 84; А. Шуль- 
ман (Киев) 84; М. Щербина (Харьков) 84; 
М. Юмашев (Железнодорожный Московской 
обл.) 77; И. Юнус (Харьков) 77, 80; В. Ясин- 
ский (с. а и Вниницкой обл.) 77; 
Б. Яцало (с. Морочно) 77, 7Ва, 84. 


Физика 


Почти все читатели справились. с зада- 
чамн $293, $297 и $302. Правильные ре. 
щения остальных задач прислали: Х. Абдул- 
лин (Алма-Ата) 5; Г. Айзин (Брест) 4, 9, 0; 
А. Алексеев (ст. Выселки Краснодарского 
кр.} 0; А. Алексеев (Смоленск) 5; К. Андроник 
{ Кишинев) 4, 6, 9; И. Астров (Таллим) 4; 
А. Баклай (Пннск) 4; Р. Басыров (д. Н. Ка- 
ракнтяны ТАССР) 0: Ю. Богомолов (Казань) 
4, 6, 9, 0; И. Борисов (Одесса) 5; В. Борю 
(Запорожье) 6, 9; И. Винокуров (Москва) 9; 

Вишнепольский (Рига) 4; И. Долинников 
(Волгоград) 0; М. Гедалин (Тбилисн) 4; 
А. Говяда (Киев) 8, 9, 0; О. Годин (Симферо- 
поль) 9, 0; А. Гончаров (Воронеж) 6; С. Го- 
ришний (Таганрог) 8, 9, 0, 1; Г. Горлачев 
{ Белорецк) 9; С. Грания (Таллин) 5; С. Грод- 
ский (Корсуиь-Шевченковский) 9; В. Гуров 


(о. Листвянка Рязанской обл.) 9; В. Дементь- 


ев (Кировск) 4; Е. Демихов (Усмань) 4; 
У. Джуманиязов (Хазараспский р-н Хорезм- 
ской обл, 4; Ю. Докучаев (Ленннград) 4, 
5, 8, 9, 0, 1; Е. Жуков (с. Волгодоновка Це- 
лнноградской обл.) 4, 9; И. Заверткин (Орск) 
0; В. Изащук (Киев) 4—8, 9, 0; С. Керем 
(Рига) 4; С. Карташова (Светлоград) 5; 
Б. Кацман {Мытищи) 5, 8; А. Клочко (Жу- 
ковский) 5; Я. Кобылецкий (Баку) 9; Я. Ко- 
ган (Глазов) 4, 0, 1; А. Козел (Москва) 5; 
Н. Конев ( Каменск-Шахтинский) 5; А. Коп- 
нов { Новочеркасск) 5; В. Контарин (Таллин) 
9; С. Копыловский (п. Знобь-Новгородское 
Сумской обл.) 4—6, 0; Д. Корин (Киев) 4, 0; 
Ю. Коровин (Курск) 5, 9, 0; С. Коршунов 
(п- Монино Московской обл.) 4—6; М. Кроль 
(Павловский Посад) 5; А. Крохин (Харьков) 
4, 5, 8, 0; С. Левитин (Днепропетровск) 4; 
Ю. „Ленгев (Алма-Ата) 5, 9, 0; В. Мадгазия 
(Ташкент) 5; А. Майоров (Ярославль) 4; 
С. Матвеенко (Москва) 4—6, 0; С. Мельник 
(Харьков) 4—6, 9, 0; А. Мишин‘ (Ленинград) 
4; В. Моисеев (Астрахаиь) 5; Р. Мусалимов 
{Байрам-Али) 5, 0; И. Никитин (Ленииграл) 
5; Ю. Онищенко (Люберцы) 9. 0; С. Онучин 
(Пермь) 8; Б. Очиров (Новосибирск) ®, 0; 
П. Паровичников (Обнинск) 4; В. Пахомов 
{Днепропетровск) 4; В. Пиотух (Севасто- 
поль) 8, 9; А. Поблагуее (Винннца) 4. 6; 
М. Половинник (Мена) 9; А. Полянский (Че- 
лябинск) 4; А. Пресман (Москва) 9; С. Раш- 
кеев (Солнечногорск) 9; Р. Ризнычук (Львов) 9; 
М. Розмак {Псков) 4, В; А. Рудерман (Ле- 
нинград) 6; Г. Саргазаков (Фрунзе) 9; В. Се- 
ребрянный ( Харьков) $; Р. Сирота ( Харьков) 
4. 9, 0; И. Соколов ( Москва) 9: О. Стехин (Ва- 
сильков) 4; В. Тарасов (Ленинград) 8; Г. Тан- 
чишвили (Тбилиси) 9; Н. Федин (Омск) 4, 5; 
П. Фоменко (Днепропетровск) 4, 8; А. Хо- 
мич (Брест) 4, 6; Л. Цимринг (Горький) 8, 
9; Г. Ципурский уи 4: Ю. Черныш 
(Минск) 4—6, 8: Е. Шафирович (Ногинск) 4; 
С. Шихарев (ст. Раевская Краснодарского 
края) 9; Г. Шмелев ( Ярославль} 9; О. ШЩерба- 
ков (Лида) 4, 9. 
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ПРАНТИНУМ 
АБИТУРИЕНТА 


Институт 
начинается 
с0 школы 


К. И. Кашин 


Раз уж вы взяли в руки «Квант», то, 
навернсе, решилн после скончания 
школы идти учаться в таксе высшее 
учебное заведение, гле один из самых 
важных предметов — математика. Ес- 
ли это так, то все, что написано в 
этой небольшой статье, — для вас. 

Заканчивая среднюю школу, вы 
с трудом вспоминаете, как были пер- 
воклассником. Вы выросли, созрели 
н смотрите на нынешних первоклашек 
несколько иронически (если, конечно, 
вы не будущий педагог). Ведь они 
еще не умеют мыслить логически, от- 
влеченно, даи решать сколько-нибудь 
сложные задачи им не под силу. Они 
только слушают, запомннают ин рас- 
сказывают, причем рассказывают пло- 
хо. Вы, конечно, умеете пересказы- 
вать гораздо более сложные вещи, 
потому что вы умеете логически 
мыслить, доказывать, преобразовы- 
вать данные. А они, первоклассники, 
умеют только слушаться и подражать. 
Для них все внове, они ко всему еще 
только присматриваются. Ведь так? 

А теперь присмотритесь к себе — 
будущему студенту технического ву- 
за. Очень скоро вы вновь станете пер- 
вокласс..., то есть, я хотёл сказать, — 
первокурсником. Вы тоже будете прн- 
мернваться и присматриваться к пре- 
подавателям, стараясь понять, чего 
они хотят от вас. А хотят они, раз уж 
ЕЫ научились хорошо логически мыс- 
лить, дать вам за пять лет знаний во 
много раз больше, чем в школе вы 
получили за десять. И знания эти ка- 
чественно другие — они готовят вас 
к самостоятельной деятельности. 


з 


В ннститутский учебный процесс 
входят следующие элементы: лекции; 
практические занятия; лабораторные 
занятия; консультации преподавате- 
телей, чнтающих лекции и ведущих 
практические занятия; выполнение до- 
машних заданий; выполнение конт- 
рольных работ; зачеты; экзамены. 
И все эти элементы учебного процесса 
требуют самостоятельности. 

Начнем по порядку, с лекций. 
Работа студента на лекции делится 
на три стадии: 

1) слушать лекцию; 

2) пересказывать для себя мысли, 
высказанные лектором (стадия эта 
необходима и потому, что способству- 
ет бодее глубокому пониманию из- 
лагаемого материала, и потому, что 
записать за лектором все, что он гово- 
рит, студент попросту не успеет); 

3) записывать краткий пересказ 
(составлять конспект}. 

Как свидетельствует практика, 
весьма и весьма значительная часть 
студентов первых курсов не умеет 
составлять конспекты лекций. А ведь 
составление конспекта — очень важ- 
ная часть работы. От того, как вы 
с нею справитесь, зависит многое. 

Если конспект составлен плохо, 
то вполне может случиться, что сту- 
дент из-за нехватки времени на ос- 
мысление записей пойдет на экзамен 
с подготовкой, не гарантирующей бла- 
гопрнятный нсход. 

Если же конспект составлен хоро- 
шо, то во многих случаях оказывается 
достаточным просмотреть его (даже 
не заглядывая в учебник), чтобы бла- 


гополучно сдать экзамен. В других 
случаях он явится путеводителем по 
любому учебнику, даже если учебник 
написан не по программе вашего 
ннстнтута. 

Так что, если вы хотите в инсти- 
туте сберечь время для занятий сво- 
им любимым предметом — математи- 
кой, то обязательно научитесь сос- 
тавлять конспекты. 

Я не стану учить вас решать зада- 
чи, а именно решением задач занима- 
ются на практических занятиях. 
В «Кванте» вы встречаете много хоро- 
ших задач, составленных спецнально 
для того, чтобы вы получили пред- 
ставление о самостоятельной исследо- 
вательской работе. Сравните по пол- 
ноте ваши собственные решения с те- 
ми, которые приведены в журнале. 
Привыкайте завершать начатое. В ин- 
ституте вам эта привычка очень при- 
годится. 

Лабораторные занятия по матема- 
тике обычно связаны с выполнением 
работ на электронных или клавиш- 
ных вычислительных машинах. Очень 
может быть, что в вашей школе таких 
машин нет, а где их искать, вы не 
знаете. 

Однако вы не первоклассник, ко- 
торого всему учат учителя. Если вы 
намерены всерьез в будущем занимать- 
ся прикладной математикой, вам нуж- 
но проявить ннициативу, побывать на 
выставках, где экспонируются ЭВМ, 
или в научно-исследовательском ин- 
ституте или проектном бюро, где на 
этих машннах работают, и постарать- 
ся разобраться, что такое ЭВМ. Здесь 
вам могут помочь «дни открытых две- 
рей», проводимые весной во многих 
вузах. В эти дни школьников — бу- 
дущих студентов — знакомят © ин- 
стнтутом. 

Зачем нужны в институте консуль- 
тации? Конечно, не только для того, 
чтобы преподаватель давал вам со- 
веты. Преподаватель советовать уме- 
ет, а вот умеете ли вы задавать во- 
просы? Задавать вопросы очень важ- 
но, чтобы проверить, все ли вами по- 
нято правильно, нет ли какой-ни- 


будь тонкости, которая ускользнула 
от вашего внимания. Не надейтесь 
скромно, что «ваш» вопрос зададут 
соседи по студенческой скамье, такая 
скромность не украшает! Хорошо 
еще, если ваши соседи не понялн того 
же, чего не поняли вы. А если они 
не обратили внимания на рассмотрен- 
ную вами тонкость, то свонм молча- 
нием вы оказываете им плохую услу- 
гу. Так что лучше, если вы научи- 
тесь задавать вопросы уже сейчас, 
в школе. 

Работа на лекциях, на лаборатор- 
ных занятиях и на консультациях — 
только часть обучения. Ведь знання, 
которые вы получаете, нужно пере- 
жить, прочувствовать. Это происхо- 
дит обычно во время выполнения до- 
мазиних заданий. 

Можно надеяться, что в школе во 
время контрольных работ (а выпол- 
няете вы их, конечно, самостоятельно) 
вы научились трудиться спокойно, 
внимательно, «спеша медленно» и рас- 
пределяя время на использование чер- 
новика и оформление чнстовика. Ес- 
ли это так, то приобретенная привыч- 
ка вам очень пригодится в институте. 

Зачет — это экзамен, на котором 
ставится одна из двух оценок: «за- 
чет», «незачет». Многие из вас еще не 
знают, как он выглядит. Сейчас вам 
достаточно знать, что зачет есть неч- 
то, что почти гарантируется успеш- 
ным выполнением контрольных ра- 


бот. 

Последний момент учебного про- 
цесса — экзамен. Вы егб достойно 
выдержите, если хорошо знаете пред- 
мет и серьезно относитесь к указан- 
ным моментам учебного процесса. 

Знание предмета, приобретенное 
в средней школе, конечно, тоже вам 
существенно поможет, но это тема для 
другого разговора. Сейчас важно, что- 
бы вы подготовились не только к бо- 
лее интенсивному потоку знаннй, ко- 
торый хлынет на вас сразу же, как 
только вы поступите в ниститут, но 
и к учебному процессу, чтобы вы ие 
оказались вновь в роли первоклас- 
сника. 
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Как приступить 
к решению задачи 


по физике? 
Г. И. Розенблат 


Решение физической задачн — весьма 
сложный процесс. Он требует от ре- 
шающего глубокого знання физики, 
умения анализировать задачу и пра- 
вильно применять для ее решення за- 
коны физнки н их следствия. Часто 
бывает полезно прнвлекать для реше- 
ния данной задачи опыт прежних ре- 
шений, проводить аналогии, делать 
упрощения н т. п. 

Трудно (или даже невозможно) 
разработать универсальные приемы 
для решения любой физической зада- 
чи. Однако можно предложить неко- 
торые общие правила, обеспечиваю- 
щие наиболее важную часть решения, 
а именно: отбор тех законов, которые 
можно применять для решения. Об 
этих правилах, применнтельно к ме- 
ханическим задачам, ин пойдет речь 
в статье. 

При решении задачи учащиеся не- 
редко выбирают тот нли иной закон 
на том основании, что в его формулу 
входят величины, имеющиеся в усло- 
вии задачи. Такой подход может при- 
вести к серьезным ошибкам. Дело 
в том, что каждый физический закон 
имеет определенные граннцы и усло- 
вия применимости, то есть его можно 
применять не всегда. Так, например, 
закон сохранения импульса можно 
применять только в том случае, если 
выполняются одновременно два ус- 
ловия: система отсчета является инер- 
циальной и исследуемая система тел 
замкнута. Если хотя бы одно из этих 
условий не соблюдено, закон  со- 
хранения импульса использовать для 
решения задачи нельзя. Таким обра- 


зом, прежде чем применять какой-ли- 
бо закон, необходимо проверить, вы- 
полняются ли условия его применн- 
мости. Причем для каждого закона 
можно установить определенную 
последовательность вопросов, на ко- 
торые нужно ответить, то есть по- 
строить «алгоритм распознавания» *). 
Так, для закона сохранения импульса 
последовательность вопросов должна 
быть такой: 

1. Является 
инерциальной? 

2. Является лн исследуемая сис- 
тема тел замкнутой? 

Если система отсчета не инерциаль- 
ная, закон сохранения импульса не 
выполняется, даже еслн рассматри- 
ваемая система тел замкнута. Так 
что порядок вопросов должен быть 
именно таким. 

Приступая к решению конкрет- 
ной задачи, разумно прежде всего 
выяснить, какие из основных законов 
физики можно применить. Для меха- 
нических процессов и явлений это — 
законы сохранения энергии и импуль- 
са, законы Ньютона и т. п. Оказы- 
вается, отобрать пригодные для ре- 
щения задачи законы можно, анали- 
зируя условия выполнимости этих 
законов. При этом порядок постанов- 
кн вопросов опять-таки должен быть 
вполне определенным — от нанболее 
широкнх границ применимости к наи- 
более узким. Он может быть, напри- 
мер, таким: 

1. Является ли 
инерциальной? 

2. Можно ли применять законы 
классической механики? 

3. Можно ли исследуемые тела 
считать материальными точками? 

4. Является ли рассматриваемая 
система замкнутой? 

5. Являются ли внутренние силы 
системы потенциальными? 

6. Какие частные законы механики 
можно использовать? 


ян система отсчета 


снстема отсчета 


*) Алгоритмом называется совокупность 
действий, выполняемых в строго уетанов- 
ленном порядке для решения задач опреде- 
ленного тила. 


Рис. 1. 


Поясним на конкретных задачах, 
как пользоваться таким «планом» ре- 
шення задачи. 

Задача 1. Брусок высотой й 
скользит ускоренно вниз по склону 
горы. Какая половина бруска, правая 
или левая, сильнее давит на горц, если 
поверхность горы шероховатая? 

Анализ. 1) Система отсчета 
связана с Землей, то есть является 
практически инерциальной. 2) Ско- 
рость бруска, по-вндимому, гораздо 
меныше скорости света в вакууме, 
а сам брусок является макроскопи- 
ческим телом — можно применять за- 
коны классической механики. 3} Бру- 
сок, конечно, нельзя считать мате- 
риальной точкой в данной задаче, 
так как в условии говорится о его 
размерах и рассматривается давленне 
его отдельных частей, — нужно прн- 
менять законы динамики и кинема- 
тики для протяженных тел, в данном 
случае — для твердого тела. 4) Сис- 
тема теля Земля — брусок замкнута, 
можно применять закон сохранения 
импульса. 5} Внутренние силы в сис- 
теме — силы трения — не являются 
потенциальными, поэтому закон ‹<о- 
хранення механической энергии прн- 
менять нельзя. 

Таким образом, мы установили, 
какими законами можно пользовать- 
ся прн решенни этой задачи. Но это 
не означает, что всё этн законы нужно 
применять. Ни один из законов со- 
хранения не имеет отношения к дав- 
лению частей бруска, поэтому сле- 
дует попытаться решить задачу, ис- 


Рис. 2. 


пользуя законы динамнки и кинема- 
тики твердого тела. 

Решение. Брусок движется по- 
ступательно, следовательно, равно- 
действующая всех действующих на 
него сия проходнт через центр масс 
бруска. На брусок действует сила тя- 
жести т, приложенная в центре 
масс, сила трения Ё;„, направленная 
вверх вдоль наклонной плоскости, 
и сила реакцин опоры М, перпендику- 
лярная к плоскости. Равнолействую- 
щая В двух последних сил, прило- 
женных к основанию бруска, также 
должна проходить через его центр 
масс. 

Если брусок движется равномерно, 
то сумма всех сил равна нулю, то 
есть сила В равна по величине силе 
тяжести бруска и направлена с ней 
по одной прямой (рис. 1}. Следова- 
тельно, сила В, а значит, и сила М, 
приложены в точке В, которая лежит 
ниже точки О — середины основания 
бруска. Согласно третьему закону 
Ньютона сила давления бруска на 
тору тоже приложена в точке В. 
Это означает, что правая часть брус- 
ка давит сильнее, чем левая. 

Если брусок скользит с ускоре- 
нием, то равнодействующая всех сил 
направлена так же, как ускорение, 
то есть вниз по наклонной плоскости. 
Значит, сила В в этом случае откло- 
нена от вертикали вправо на некото- 
рый угол (рис. 2). Проведем через 
центр масс примерное направление 
действия этой силы; оно пересечет 
плоскость в точке А, которая, так 


же как н точка В, расположена ниже 
точки О. Следовательно, и в этом слу- 
чае давление на гору правой полови- 
ны бруска больше, чем левой. 
Задача 2 (подобная задаче 
$278). Спутник Земли движется по 
круговой орбите радиуса Ю.. Его хо- 
тят перевести на элличтическую ор- 
биту с максимальным удалением от 
центра Земли К, и минимальным 
Ю.. Насколько для этого необходимо 
изменить скорость спутника? Ка- 
ким будет период обращения? 
Анализ. 1). 2) — ответы та- 
кие же, как в задаче |. 3) Спутник 
можно считать материальной точкой — 
можно применять законы Ньютона и 
уравнения кинематики точкн. 4) Сис- 
тема тел Земля — спутник замкнута 
(пренебрегаем взанмодействнем с дру- 
гими космическими телами) — мож- 
но применять закон сохранения им- 
пульса. 5) Между телами выбранной 
системы действуют только силы при- 
тяжения, которые являются потен- 
циальными,— можно применять за- 
кон сохранения механической энергин. 
6) Кроме того, движение спутника 
подчиняется законам Кеплера. 
Решение. Рассмотрим снача- 
ла спутник на круговой орбите. За- 
коны сохранения не позволяют найти 
скорость спутника, так как на кру- 
говой орбнте все состояния спутника 
равноправны. Поэтому можно пробо- 
вать применять ‘законы Ньютона и 
уравнения кинематики точки: 
Е =та, где Е" 
1 


(т — масса М — масса 


Земли); 


спутника, 
21, 


и 
те ыы пр 


{©, —скорость спутника на круговой 
орбите). Тогла 


о гу н т 
Е К, и, 


При движении спутника по эл- 
липтической орбите, наоборот, за- 


#3 


коны Ньютона оказываются неудоб- 
ными для решения, так как сила 
тяготения в разных точках орбиты 
различна. Попробуем применить за- 
кон сохранения механической энер- 
гии и второй закон Кеплера; 


о . 
тг тм 


{у —скорость спутника на эллипти- 
ческой орбите в перигее). Отсюда 


: 2уМЮ. и Ю 
= И = : 

1 (Р, шы Ю.} К, ы ; ®,-- К. 
Искомое увеличение скорости равно 
Аи, -= и: — и,. Период обращения мож- 


но найти с помощью третьего зако- 
на Кеплера 


ИИ: 
т 2 * 


-- 
где К, 5 Ка 


— большая полуось эл- 
лнитической орбиты. 
Итак, окончательно, 


ло, = УЪ. (У нтв 1 


С Е 


Задача 3 ($282). Найти час- 
тоту «симметричных» колебаний сис- 
темы, показанной на рисунке 3. Мас- 
сы всех шаров т, коэффициенты упру- 
гости пружинок К. 

А нализ. 1), 2} — ответы такие 
же, как в задаче |. 3) Всю систему 
нельзя считать материальной точкой 
(нсследуется движение ее частей друг 
относительно друга). Но каждый шар 
в отдельности можно считать точкой 
н применять законы Ньютона и урав- 
нення кинематики точки. 4} Иссле- 
дуемая система тел является замкну- 
той — можно применять закон сохра- 
нения импульса. 5) Между телами 
системы действуют потенциальные си- 
лы — силы упругости пружинок — 


Рис. 3. 


можно применять закон сохранения 
механической энергии. 6) Поскольку 
речь идет о колебаниях, можно ирн- 
менять законы колебаний, в частности, 
гармонических колебаний (если огра- 
ничиться рассмотрением малых амп- 
литуд). Так как в систему входят 
пружинки, можно использовать све- 
дення о них: прежде всего, закон 
Гука. Можно также воспользоваться 
тем, что система симметрична. 

Для решения задачи можно ис- 
пользовать законы колебаний совмест- 
но с законами Ньютона или с законом 
сохранения механической энергин. 

Решение. Первый способ. 
Пусть в некоторый момент смещение 
каждого шара равно х; тогда удли- 
нение каждой пружники будет равно 
ху 3, а сила упругости одной пру- 
жиики (по закону Гука) —&х у 3. 
Равнодействующая сил упругости 
двух пружинок, действующих на 
каждый шар, равна ЗАх. Согласно 
второму закону Иьютона для этого 
шара (направим ось х по направле- 
нию смещення шара) 

те ЗАх ЗА 


Ч х = —— = 


Сравним полученную формулу с урав- 
мением гармонических колебаний: 
ах= — ых. 


Отсюда циклическая частота 


ЕТ 
@) = —. 
т 


Второй способ. Запишем за- 
кон сохранения энерски: 


ы 
РЕ Е. 
ь 7 


1 

В положении равновесия скорость 
шаров максимальна, а пружинки не 
деформированы, то есть ЕЁ, = К, = 
Зтос | 

5 (3 —амплитуда скорости). 

В крайнем положении скорость ша- 
ров равна нулю, а смещение макси- 
мально и равно амплитуде колеба- 
ний А. При этом удлинение каждой 


пружинки равно А; 3, поэтому 


#5\2 
БП, =3 Ве. Тогда 


Зти? 3 ЗЕ 
в _ о Ё(А УЗ) _ И ЗЕ 
— = З о = ИИ, — у = А. 


Используя нзвестное выражение для 
максимальной скорости гармониче- 
ских колебаний 9=оА, получим 
10 же выражение для циклической 
частоты, что и при первом способе 
решення. 


Упражнення 


В приведенных ниже задачах устзиови- 
те, какие из основных законов механики 
можно применять в исследуемой ситуации, 
з также, какие из этнх законов нужно прн- 
менить для решения. 

$. Самолет массой т-=2,5 т с выклю- 
ченным мотором спускается, планируя, с вы- 
соты #, = км до высоты В. = 1 км, пролетев 
при этом г постоянной скоростью и == 144 км ч 
расстояние !/—= Ю км. Какую мощиость М 
должен развить мотор самолета, чтобы он смог 
падняться до высоты А, пролетев расстояние 
с той же скоростью? 

2 (Ф228). На конце доски длины Ё 
м массы М иаходнтся короткий брусок мас- 
сы т. Доска может скользить 663 
трения по горизоитальной плоскости. Коэф- 
фнциент трения скольжения бруска по по- 
верхности доски равеи и. Какую скорость со 
нужно толчком сообщить доске, чтобы она 
выскользнула из-под бруска? 

3. С горки высотой Н съехали санки 
массы т и остановились, пройдя некоторое 
расстояние. Какую работу нужно совершить, 
чтобы поднять санки по тому же пути ло 
первоначальной высоты? 
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им. М. В. Ломоносова 


(механнко-математический факультет. 
физический факультет, факультет 
вычнслительной математики ни кибернетики) 


Подробно об этмх факультетах МГУ мы рассказывали в «Кезнтех, 1973, № 4. Здесь 
мы помещаем варманты письменного экзвмена по математмке, предлагаяшиеся по- 


ступавшим на эти Факультеты в 1974 году, м задачм, 


экзамене по физике. 


Математика 


Механнко-математнческий факультет 
Варнант 1 
1. Решить уравнение: 
ИГРЕ хх -=0. 
2. Решить неравенство: 
УТ — ю—2+2) < 


< ов (5х* — 1х - 10). 


3. Вокруг треугольника АВС опнсана 
окружность. Медиана АБР продолжена до 
пересечения с этой окружностью в точке 
Е. Известио, что АВ АР = ОЕ, угол 
ВАР = 60° н АЕ = 6. Найти площадь тре- 
угольника АВС. 

4. В треугольной пирамиде АВСР ребро 
ОС = 9, ребро РВ = АО, а ребро АС пер- 
пендикулярно к гранн АВО. Сфера раднуса 
2 касается грани АВС, ребра ОС, а также 
грани ДАВ в точке пересечения ее меднан. 
Найти объем пирамиды. 

5. Найти все действительные значения ©, 
для каждого нз которых существуют четыре 
целых числа (х, и, и, 0), удовлетворяющие 
равеиствам: 

ха у? = (111 — ©) (а — 89), 
50 (#2 — 51) = @ (15: + б5— а). 


Вариант 2 
1. Решить уравнение: 
У? ятах + 25тх=0. 
2. Решить неравенство: 
УГ- юв, @* + М + 8) < 
=—1-- юйв (7х2 - 14х -1 8). 
#4 


предлагазвшмеся на устном 


3. Вокруг треугольника АВС описана 
окружность. Через точку В проведена ка- 
сательная к этой окружности до пересече- 
ния с продолжением стороны СА в точке О. 
Известно, что АВ-- АБ = АС, отрезок 
СР =3, угол ВАС = 60°. Найти пернметр 
треугольника АВС. 

В основаини треугольной пирамиды 
АВСР лежит треугольник АВС, и котором 
угол ВАС = 60°, а угол АСВ прямой. 
Грань ВС образует угол в 60° с гранью 
АВС. Ребро ВО = 2. Сфера касается ребер 
АВ. АС н грани ВСО. Центр сферы — 
точка О-— лежит на основании пирамиды 
н отрезок ОБ перпендикулярси к плоскости 
основання пирамиды АВСО. Найтн длину 
ребра АС 

5. Найти все действительные значення 
@&, для каждого из которых существуют че- 
тыре натуральных числа (х, и, и, и), удов- 
летворяющие равенствам: 


(рух у-+- 20) = (140 — 0) (а — 80), 
о (Ви? -| 20? — ©) = (4и? — и). 
Физический факультет 
Варнант 1 
1. Решить уравнение: 


= 4: 
УЗ — мх=а (3--*=). 


2. Решить неравенство: 


— 2-Х 0. 
3. Решить уравнение: 


2 у 21082 вх — ОЕ, х—6=0. 


4. Два одинаковых правильных ТРеУ- 
гольника АВС и СРЕ со стороной 1 распо- 


ложены на плоскости так, что имеют только 
одну общую точку С, и угол ВСО меньше, 


л 
чем —_. Точка К — середина АС, точка 
1 — середина СЁ, точка А — середина отрез- 
ка прямой ВО. Площадь треугольника КЕМ 


равна >. Найти длину отрезка ВО. 


5. Даны две треугольные пирамиды 
5АВС и МКЕМ. все ребра которых равны а. 
Эти пирамиды имеют общую высоту 5М ($ — 
центр гранн КЕМ и М — центр грани АВС). 
Кроме того, КГ. | ВС и пирамиды распо- 
ложены так, что плоскость. проходящая через 
КГ. и ВС, пересекает отрезок $А№. Найти 
объем общей части нирамид ЗАВС и МКЕМ. 


Варнант 2 
1: Решить уравнение: 


х 
упх - с05х — | = с (с9$х— |. 


2. Решнть неравенство: 
(х[ — 18 2. 
3. Решить уравнекие: 


: "—3 _ 
,53х— 30} Юз х-{ 36 =0. 


3 
4 Е 
4. Из точки К, расположенной вне ок- 
ружности с центром О, проведены к этой 
окружности две касательные МК и МК 
{Мн № — точки касания). На хорде ММ взя- 
та точка С (МС < СМ). Через точку С пер- 
пендикулярно к отрезку ОС проведена пря- 
мая, пересекакжлая отрезок МК в точке В. 
Известно, что раднус окружности равен А, 
< МКМ = а, МС-= 6. Найти длину от- 
резка СВ. 
5. В основании треугольной пирамнды 
5$АВС лежит прямоугольный равнобедрен- 
ный треугольник АВС. Точка ) — середина 
гнпотенузы АВ, 5Р — высота пирамиды, 
50 = ОС = а. Через точку $ проведена плос- 
` кость, нерпендикулярная к $0, н в этой плос- 
кости построен прямоугольный треугольник 
ЗЕЕ так, что точка 5 — вершина прямого 
угла 5Е=5Р=-а\|2, а ЕРШ АВ. 
Кроме того, треугольник 5ЕЁР расположен 
так, что плоскость, проходящая через ЕЁ 
н АВ, пересекает ребро $С. Найтн объем 
общей части пирамид ЗАВС и ЗРЕР- 


Факультет вычнслительной математики 
н кибернетикн 


Варнант 1 
+. Найти все решення уравнения 


Из (1—х) == ИУсозх, удовлетворяющие 
условию 0= х= 2п. 

2. Найти все действительные значения а. 
при которых каждое решение неравенства 
Юй , х2 > ЮБ, (х-+ 2) является решением 

2 в 
неравенства 49х? — 40% = 0. 


3. Найти все зиачения х, удовлетворя- 
ющие олновременио следующим условиям: 


ы-Ч + 31-1, 
| 813х — 974 = 163х°. 


4. Имеются три несообщающихся между 
собой резервуара, причем объем третьего не 
меньше объема второго. Первый резервуар 
имеет объем и и может быть заполнен первым 
шлангом за 3 часа, вторым шлангом — за 
4 часа, третьим шлангом -— за 5 часов. К каж- 
дому из резервуаров может быть подключен 
любей из этнх трех шлангов. После того как 
нроизведено подключение к каждому нз ре- 
зервуаров по одному шлаигу каким-либо 
способом, все шяанги одновременно вклю- 
чаются. Как только какой-то резервуар на- 
полнится, соответствующий шланг отклю- 
чается и не может быть подключен в даль- 
нейшен к другому резервуару. Заполкеине 
считается оконченным, если наполнены все 
три резервуара. При самом быстром способе 
подключения заполнение окончится через 
В часов. Если бы резервуары сообщалнсь, за- 
полнение окончилось бы через 4 часа. Най- 
ти объемы второго и третьего резервуаров. 

5. В треугольной пирамиде $АВС сум- 
мы трех плоских углов при каждой вершине 
В нС равны 180°и $А -- ВС. Найтн объем 
пирамиды. если площадь граии ЗВС равна 
100 см?, а расстояние от центра описанного 
шара до илоскости основания АВС равно 
3 см. 

Варнант 2 


|. Найти все решения 


Ут х =: И с0$ (2-х), 
уловлетворяющие условию 0: х= 24. 


2. Найти все действительные значения 
а, при которых каждое решение иерзвенсува 


' + 
(0,5 1 = (0.25) 3—" 
является решением неравенства 
16а%х? — 9= 0. 
3. Найти все значення х, удовлетворяю- 
щие одновременно следующим условиям: 


Ги 21+ 3, 
Тим -+ 279х = 1392. 


4. В порту для загрузки танкеров име- 
ется три трубопровода. По первому из них 
закачнвается в час 300 тони нефтн, по вто- 
рому 400 тони, по третьему — 500 тони- Нужно 
загрузить два танкера. Если загрузку про- 
водить первыми двумя трубопроводами, пол- 
ключив к одному из танкеров первый трубо- 
провод, а к другому танкеру — второй трубо- 
провод, то загрузка обоих танкеров при нан- 
более быстром из двух возможных способов 
подключения займет [2 часов. При этом ка- 
кой-Тто Из таикеров, может быть. окажется 
заполненным раньше и тогда подключенный 


уравнения 


к нему трубопровод отключается и и даль- 
нейшей загрузке не используется. Если бы 
вместимость меньшего по объему танкера была 
ваное больше, чем на самом деле. и загрузка 
производизась бы вторым и третьим трубо- 
проводами. то прн быстрейшем способе под- 
ключення загрузка заияла бы 14 часов. 
Определить, сколько тоин нефти вмещает каж- 
дый из танкеров. 

5. В треуголыюй иярамнле ЗАВС суч- 
мы трех плоскнх углов ири каждой верши- 
не 4, В п С равны 180”. Найти расстояние 
между скрещнвающимися ребрами ЗА п ВС 
если ВС- 4 см. АС=5 см, АВ- 6 см 


Физнка 


‚ факультет 
вычислительной  математнки 


Механико-математическнй 
н факультет 
н кибернетики 


1. На концах легкого стержия длиной 
{ 20 см помещены два шарика, первый 
нз свинца (р: 11,3 г-см3З), з второй нз ааю- 
мнния (р, — 2,7 2'‘см4). Стержень шаринрно 
закреплен посередине м опущен в воду. где 
ан находится и равновесия. На сколько нужно 
нередвинуть но стержню второй шарик, что- 
бы равновесне восстановилось в воздухе? 

2. Шарик массы р = 200 г может сколь- 
зить без трения но горизовтальному стержию, 
нращающемуся вокруг вертикальной оси 
к угловой скоростью ш 2 с К шарику 
прикрепшлена пружина, другой конец которой 
закреплен на оси. Длима пружины в неде- 
формированном состоянии }{ 20 см. Онре- 
делить абсолютиое удлинение пружнны А. 
Жесткость пружины Ё 4 нм. 

3. Свинцовая пуля массы т Ю г, 
летящая горизонтально со скоростью 
- 400 мс, попадает п кусок свница массы 


А! -- 1990 ен застревает в нем. Свинец лежит 
на тладкой горизонтальной поверхностн. 
Цайти, на сколько градусов АЁ нагреется 


свинец, Передачу тенла окружающим телам 
не учитывать. Тенлоемкость свнниа с 

1.2. 10: дж ке. град- 

4. Цилиндрический сосуд высотой Ё - 

#0 си разделен на две части невесомым 
тоиким поминем, скользящим без трения. 
Поршень находится на высоте В 265.7 см 
над дном пиянидра. Под поршнем находится 
водород. а над пим газ с неизвестной моле- 
кулярной массой нц. Узнать ц газа. если его 
масса равна массе водорода. 

5. Пять конденсаторов объеднинены п 
цень, показанную на рисунке |. Емкости коп- 
денсаторов 1, 2, 3 одинаковы н равны: С; - 

С, - С. 2 мкф. Емкости конденсато- 
ров С. н С; равны 4 мкф. К точкам Ан В 
приложено напряжение и 100 в Опре- 
делить заряды дьн 45 на четвертом н пягом 
копденсаторах. 

6. Проподник ллины 0.1 и может без 
трения скользить по двум проводящим ка- 
раллельным рейкам, соединенным сопротнв- 
лением В - 0.1 ом, п однородном магнитном 


#6 


Рис. 1. 


поле, индукция которого В 0.05 тл пер- 
пендикулярна к пзоскости реек. Какую силу 
нужно приложить к проводнику, чтобы он 
двигался равпомерно со скоростью п ^- | м с? 

7. Размеры изображения предмета в 
ногнутом зеркале п 2 раза меньше, чем 
размеры самого предмета. Расстояние между 
предметом и изображением 4 — 15 см. 
Чему равен радиус кривизны зеркала? 


Физический факультет 


Г. Космический корабль находнтся ка 
расстояннк Я 20 000 км от поверхности 
Земли и п системе координат, связанной с 
Землей, имеет скорость и, ^ 6 км/с, нанрав- 
ленную по радиусу от центра Земли. Двн- 
татели ие работают. Упадет ли корабль на 
Землю или улетит п космическое иростран- 
ство? Влиянием Солица, Лупы н нланет нре- 
небречь. Раднус Землн равен К '_ 6400 км. 
[Л 10 м ‘с*. Что произойдет. если ири тех 
же условиях скорость корабля и, - 5 кмс 
или 1. - 4 км. с? 

2. Трн одинаковых тела начинают сколь- 
зить по абсолютно гладкой неподвижной ша- 
ровой поверхцости радиуса В из положения, 
когда третье тело находится на полкже шара. 
Тела соединены невсесомыми н нперастяжи- 
мыми  ИИТеМИи одинаковой длины {< ВР. 

а) Определить начальное ускоренне п 
этей системы тел. 

@) Определить, при каком миинмальном 
коэффициенте трення А между телами и ша- 
ровой поверхностью тела ие сдвинутся с 
места. 

3. Цилинлрический стакан плавает в 
ноле так, чТо его края находятся у новерх- 
ности. клгда он наполовнну заполнен волон- 
Вынув стакан и вылив из него воду, погру- 
жают его вверх дном па такую глубнну В, 
где он находится в равновесни (неустойчи- 
вом} — не всплывает п ине тонет. Определнть 
глубину Н., отсчитывая ее от уровия воды 
[о стакане. Атмосферное давление 
ра 10° н’и?. Толшнной дна и стенок ста- 
кана пренебречь. & 10 ча. 


КО 


Рис. 5. 


4. На абсолютно гладкой новерхиостн 
неподвижно лежат две одинаковые шайбы 
Тя 2 массой А1 каждая. Между ними на ли- 
нии, соедмияющей центры этих шайб, име- 
ется шайба 3 массой А1'4 (тех же размеров). 
которан двнжется со скоростью г в направ- 
лении второй шайбы (рис. 2). Считая столкно- 
асиня шайб абсолютно упругими, определить 
но величине и нанравлению скорости всех 
трех вайб после того, как ‹толкновення 
прекратятся. 


5. Между поршнямн двух одннаковых 
неподвижных цилиндров, заполненных одн- 
наковым газом. вставлена пружнна (рис. 3). 
В исходном состоянии расстояние между 
поршнями н дном цилиндров равно {[, ина- 
чальная температура 7Т`. Затем газ в обоих 
цилиндрах был нагрет до температуры Т.. 
ирн этом давление п инх возросло в п раз. 

Найти. насколько изменилась длина 
пружины. 

6. В сосуд объемом Г — Ш дл. наполиен- 
ный воздухом при давлении р, — Ё ал: п тем- 
иературе 1 ® °С, пакачивают дополин- 
тельмо массу т ^ $е азота при температуре 
@ С. Сосуд закрывают и нагревают до тем- 
пературы 100 `С. Определить давление 
рх смеси газов п сосуде при этой температуре. 
Для азота п = 28. 

7. Имеются два точечных заряда: от- 
онцательный — 4 с массой т и положитель- 
ный -: Ос массой М. На каком расстоянии Ц 
лруг от друга должны быть расположены 
зтяды. чтобы во внешнем однородном элект- 
рнческим поле г напряженностью Ё они ус- 
корялись как одно целое (т. е. ие изменяя 
взеимного расположенния)? 

8. Электрическая цешь состоит из ба- 
тарей сэ. де А; и Ё,, сопротивлений К,, 
А, н ВЮ. п иснзвестион батареи Е;, вклю- 
ченных. как показано на рисунке 4. К участ- 
ку АВ подключен вольтметр И сбольшим внут- 
рениим сопротивлением. Онределить, при 
каком значении э- д. с. Ё, неизвестной бз- 
Тарси ноказакия вольтметра не изменяются 
при замыкании ключа К. Внутреиним сопро- 
тивленнем батарей пренебречь. 

9. Узкая светящаяся щель $ располо- 
жена нараллельно ребру малого { несколько 
минут) двугранного’ угла $. образованного 
нлоскими зеркалами З, и З», на расстояннн 
А$ = гот этого угла (рис. 5). На расстоянии 
А09 . 1 ъ гот ребра угла пюмещен экран Э- 
Определить угол 2%, нод которым выходят 
из щелн лучи, сходищиеся носле отраження 
и центре экрана (точка 0). Дополнительный 
экраи Э, закрывает прямой пучок лучей от 
источника 5. 

10. Человек смотрит в вогнутое сфери- 
ческое зеркало н видит прямое изображение 
своего глаза. Угловой размер этого изобра- 
жения п ^\ = 18 раза больше, чем угловой 
размер изображения, которое получилось 
бы в нлоском зеркале, помещенном на таком 
же расстоянии в = 24 см. Определить рз- 
днуе кривизны А вогнутого зеркала. 

Н. В возлухе длниа волны монохрома- 
тического света А, = 6000 ‚\. При переходе 
в стекло длина волны меняется и становится 
равной 2.; = 4209 :\. Под каким углом ф свет 
падзет на плоскую границу раздела воздух — 
стекло, если отраженный н преломленный 
лучи образуют прямой угол? 

Ж. М. Михайлов, 
В. Н. Слудский, 
А. В. Устинова 


67 


ИНФОРМАЦИЯ 


ФАЛТ— 
ЧТо это такое? 


Редакция получает много пмысем с просьбой рассказать об институтах, готовящих 
спецналистов дпя различных областей науки м техннки, где необходимы фундамен- 


тальные знанмя математмкм м физыкм. 
Многых маших читателей  мнтересует 


Московский фнзмко-технмчесний — инстытут. 


В 4972 году в нашем журнале быпа напечатана статья, в которой рассказывалось об 
МФТИ («Квант», 1972, № 6]. В этом мнституте семь факупьтетов. Сегодня мы публн- 
куем рассказ © факультете аэромеханмим м летательной техныкм. Этот материал 
подготовмл доцент факультета А. Л. Стасенко. 


Московский ордена Трудового Красного Зиа- 
мени физико-технический институт готовит 
иаучных работников по новейшей технике 
н современной физике для ниститутов Ака- 
демин наук СССР, отраслевых научно-ис- 
следовательских ииститутов и коиструктор- 
ских бюро. 


Уже со второго года обучения студенты 
МФТИ лостененио включаются в работу кол- 
лективов ученых, а дипломные работы сту- 
дентов, как правило, входят в план изучно- 
нсследовательских работ соответствующей 
лабораторнн илн нистнтута. Понятно, что 
очень важно приблизить студеита к базовому 
институту даже территориально. Здесь мы 
расскажем об одном из факультетов МФТИ — 
факультете аэромехаиикн и летательной тех- 
ники (ФАЛТ), — где эта проблема решена, 
пожалуй, идеально. 


Первое слово предоставляем декану фиа- 
кильтета профессори Л. А. Симонову: 


«Наш факультет был организован в 1965 
году. Для него был построен специальный 
учебный корпус и общежитие для студентов. 


Летательная техника за последние 25 лет 
прошла путь от поршиевой до сверхзвуковой 
реактивной авиации, до ракетной техники. 
Авиадия заняла ведущее положенне в пас- 
сажирском и грузовом транспорте, и надо 
ожидать ее дальнейшего развнтня. 

Предстоит освоение полета на скоростях, 
превышающих достигнутые  сверхзвуковые 
скорости. иилоть до орбитальной скорости 
нолета, с нспользованнем воздушной среды 
на всех высотах. 

Методы решения научных проблем ле. 
тательной техинкн могут быть теоретическн- 
ми и экспериментальными. 

Вылусккик ФАЛТ должен владеть обо- 
ими методами — и теорней, и эксперныентом. 

ФАЛТ дает сведения на современном 
уровке об аэродниамике, газодинамике, ме- 
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ханике полета, прочности ирименительно к 
летательным аппаратам различного типа и к 
их снловым установкам». 

А вот что рассказывают руководители 
ведущих кафедр института. 

Заведующий кафедрой азрогидродинамики 
профессор В.В. Сычев: 

«Предметом изучення аэрогидродниамики 
яйляется движение жидкостей и газов. Че- 
ловек всегда искал объяснений наблюдаемым 
закономерностям в течениях рек, полете птни, 
порывах ветра н волнекин моря. Но, по- 
жалун, только нопытки создания нервых ле- 
тательных аппаратов тяжелее воздуха со 
всей остротой поставили вонросы а необхо- 
димости систематических нсследований в 
этой области с целью создания строгой ма- 
зематической теорни, объясняющей возник- 
новенне подъемной силы н гидродинамическо- 
го сопротивления. 

Теоретические исследования в области 
механики жидкостей и газов опираются на 
многие разделы математнкн. Некоторые из 
них вообще возникли на «гидродннамнческой» 
почве — это, вапример, векторный и тен- 
зорный анализ, ряд разделов теории функции 
комплексиого переменного и, особенио, ме- 
тоды исследования и решения нелинейных 
уравиеннй < частными производнымн, так 
как с последними (кроме общей теории от- 
носнтельности) имеет дело только мехаинка 
жидкостей и газов». 

Заведующий кафедрой механики полета, 
профессор, член-корреспондент АН СССР 
Г.С. Бюшгеинс: 

«На кафедре механики полета готовят 
специалистов трех профилей. 

|. Аэродннамнка летатель - 
ных аппаратов. Задача исследова- 
телей этой специальности — разработка про- 
блем аэродинамики крыльев н другнх эле- 
ментов летательного аипарата, отработка 
аэродинамики зппарата в целом; разработка 


Был бы двигатель... 


методов расчета аэродинамических харак- 
теристик, выбор основных параметров само- 
летов. ракет, орбитальных и космических 
аппаратов. 

2. Динзмнка летательных 
апнаратов. Задача исследователей — 
проблемы динамики, в первую очередь ус- 
тойчивость, управляемость движений; изу- 
чение траекторий — нх оптимизация. Раз- 
работка принципов автоматнческого управ- 
лення летательного аппарата. 

3. Оптимизация летатель- 
ных алпаратов. Задача исследова- 
телей в этой области — разработка методов 
поиска оптимальных решений при создании 
летательного аппарата. 

Цифровые вычислительные машины от- 
крылн в этом отношении большие возмож- 
ности, и разработка необходимых алгоритмов 
поиска оптимальных решений — здесь одна 
из главных задач. 

Кафедра механики полета уделяет боль- 
шое виимание методике и практике эксперн- 
ментальных исследований, а также методо- 
логин использования их результатов». 

Заведующий кафедрой авиационной а8- 
томатики и автометрии профессор М.А. 
Тайц: 

«Создаваемые в настоящее время систе- 
мы автоматического управления самолетов 
н других летательных аппаратов — это слож- 
нейшие комплексы, включающие бортовые 


У ирнроды стоит поучиться. 


н наземные системы управления. При их 
создании используются новейшие достиже- 
ния электроники и других областей науки 
н техники. Взанмодействне этих снстем долж- 
но а ряде случаев обеспечивать практически 
полностью автоматизнрованиое решение всех 
задач, возлагаемых на летательные аппараты. 
Создание м отработка этих снстем немыслимы 
без глубоких теоретнческих исследований 
в различных областях науки и широких экс- 
периментальных нсследоваинй. 

Вторым важным направлением нашей 
работы является автометрия — сравнитель- 
но молодая отрасль наукн, нзучающая ос- 
новы построения современных измернтель- 
ных снстем для сбора, переработки, хране- 
ния и выдачи информации». 

Заведующий кафедрой общей физики 
ФАЛТ профессор В.Н. Жигулев: 

«Физика на физтехе — главный предмет! 
Единство физики и техники для современной 
науки и производства очень четко отражено 
на физтехе. 

Современная летательиая авиационная 
п ракетная техника использует новейшие 
физические достижения. Поэтому будущий 
специалист, выпускник ФАЛТ, должен обла- 
дать широким объемом физических знаний. 

На первом курсе студенты ФАЛТ изу- 
чают механику. куда включены вопросы спе- 
циальной теории относительности, релятн- 
вистской динамики и теорни поля, молеку- 
дярную физику и термодинамику, где рас- 
сматриваются основы статистической физики 
к физической кинетики. На втором курсе 
параллельно изучаются курсы «Колебания 
и волиы» н «Электричество и магнетизм». 
Раздел «Колебания и волны» в курсе общей 
физики является оригинальным. здесь изу- 
чаются физическне явления н процессы, рол- 
ственные в смысле физической (колебательной 
и волновой) формы движения, Заключитель- 
ный раздел «Квантовая физика» представ- 
ляет собой годовой курс, охватывающий вто- 
рую половину второго курса и первую по- 
ловипу третьего курса. Здесь студенты нзу- 
чают основные положения современной тео- 
рни атома и ядра, а также физики твердого 
тела, квантовой статистики и физики излу- 
чепия. 

Заместитель заведующего кафедрой выс- 
шей математики МФТИ доцент В. М. Ша- 
лов: 

«Студенты МФТИ изучают следующие 
обязательные математические дисциплины: 
математический анализ, аналитнческую гео- 
метрию, основы линейпой алгебры, дифферен- 
циальные уравиения, уравнения математн- 
ческой физики, теорию функций комплексного 
перемениого. теорню вероятностей. 

Кроме того, на 111--1ТУ курсах студенты 
всех факультетов изучают основы вычисли- 
тельной математики н программирование. 
Все студенты проходят практику на совре- 
менных ЭВМ, изучают алгорнтмические язы- 
ки «АЛГОЛ» и «ФОРТРАН». 
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Проверим прочность. 


Для студентов старших курсов и аспи- 
рантов МФТИ читается также свыше 20 спе- 
циальных математических курсов, среди ко- 
торых обучающийся может выбрать себе спец- 
курс по желанию, в соответствии с задачами 
своей будущей специальности и своими науч- 
нымн интересами. 

Кафедра высшей математики МФТИ ра- 
ботаст в тесном контакте с Математическим 
институтом имени В. А. Стеклова АН СССР, 
с Вычислительным центром АН СССР. Это 
ведущие научные центры страны, ни и них 
студенты соответствующих  снециальностей 
МФТИ слушают лекиин крупных ученых, про- 
холят практнку>. 

В заключение — несколько слов замести- 
теля секретаря партбюро ФАЛТ А. В. Гу- 
сева: 

«С момента образования факультета коы- 
сомольцы ФАЛТ былн его активными стро- 
ителями, при их непосредственном участин 
факультет стал неотъемлемой частью физтеха. 

Сделано немало, но сколько еще пред- 
стоит! }} везде, во всех делах нам нужиы го- 
рячие комсомольские сердца н умелые руки 
молодых. Именно вам предстоит завтра про- 
должать и приумножать то хорошее, что име- 
ем мы сегодня. И нам сегодня совсем не 6без- 
различно, кто же будет на физтехе завтра. 
Поэтому не теряй времени, незнакомый друг! 
о встречн на физтехе. До встречи на ФАЛТ». 

Адрес института и прнемной комиссии: 
г. Долгопрудный Московской области, МФТИ. 

Проезд электропоездом до станини Дол- 
гопрудная илн Новодачная Северной ж. д. 
{< Савеловского вокзала). 

Телефоны приемной комиссии: 216-67-40 
(прямой) или (через коммутатор) 215-00-05. 
доб. 2-17. 

А. „7. Стасенко 
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ШКОЛА-ИНТЕРНАТ 
ПРИ 
ЛЕНИНГРАДСКОМ 
ГОСУДАРСТВЕННОМ 
УНИВЕРСИТЕТЕ 

ИМ. А. А. ЖДАНОВА 


Вот уже более 11 лет работают специализи- 
рованные школы-интернаты при Московском, 
Лепнииградском. Новосибирском и Кневском 
упиверситетах. В этих школах учатся стар- 
шеклассники {(8—10 классы). проявившие Ин- 
терес и склонности к изучелию математикн, 
физики, химии, бнологин. 

Расскажем более подробно про школу- 
интернат при Ленинградском университете. 
В нее принимаются учащиеся, окончившие 
седьмой илн восьмой класс. проживающие в 
Архангельской, Вологодской, Калининград- 
ской, Кировской, Ленинградской, Мурман- 
ской, Новгородской и Псковской областях. 
Карельской н Коми АССР, Латвийской, Лн- 
товской ин Эстонской ССР. 

Собеседование с желающими поступить 
н школу-нитернат проводится на областных, 
зональных, республиканских н Всесоюзных 
олимпналах. Кроме того, в июне п каждом 
областном и республиканском центре иро- 
волятся экзамены по профилирующим пред- 
метам для всех желающих поступить в школу- 
интернат. Сроки этих экзаменов можно у3- 
нать в областном отдеяе пародного образо- 
вания или Миинстерстве просвещения соот- 
ветствующей республики. 

Подавляющее большинство выпускин: 
ков школы-интерната продолжают образо- 
вание в Ленинградском уннверситете- 

Большюе внимание уделяется различным 
олимпиадам. В проведении олимпиал уже 
сложилась определенная традиция. Мы ипро- 
водим олнмпиады новичков, | тур общешколь- 
ных олимпиад, в которых участвуют все 
ученики школы-интериата. 11 тур, зздачи ко- 
торого по уровню трудности близки к за- 
дачам Всесоюзных олимпнад. 

Учашиеся школы-интерната успешно вы- 
стунают на Всесоюзных олимпиадах. Доста- 
точно сказать, что они более шестидесяти раз 
становились победителями н призерами этих 
олимпиад. Пятиадиать раз учащиеся школы- 
интерната становились победителями и прн- 
зерами Международных олиминад. 

Приглашаем всех любителей математики 
н физики в нашу школу! 


Наш адрес: 197228, г. Ленинград, ул. 
Савушкина, дом 61, ФМШ при ЛГУ. 


А. А. Быков, Ю. И. Нонин 
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«Квант» для младших школьников 


Задачи 


1. Ира, Таня, Коля и Леня соби- 
рали грибы. Таня собрала больше 
всех, Ира — не меньше всех. 

Верно ли, что девочки собрали 
грибов больше, чем мальчики? 

2. В сосуд, п котором находится 
50 г льда ири темнературе —10°С. 
наливают 100 г воды, температура ко- 
торой + 10°С. Какой станет темпера- 
тура воды в сосуде? Тенлоемкостью 
и тенлонроводностью сосуда прене- 
бречь. 

3. Доказать, что 17-1 2% 3" -|- 
—— 4" делится на 19 тогда и только 
тогда, когда п не делится на 3. 

4. На столе лежит твоздь с ма- 
ленькой тяжелой шляпкой. Как надо 
подвигать к нему подковообразный 
магнит, чтобы шляпка и острие ирн- 
липан к магииту одновременно? 

5. Сколькими способами, продви- 
гаясь от буквы к букве, можно про- 
чнтать слово «Треугольник»? На рн- 
сунке показан один из маршрутов. 
Сможете ли вы сосчитать все возмож- 
ные нутя? 


Рисунки Э. Назарова 


гсльник 


УГОЛЬНИК 
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СЧЕТЫ 


у. Я.ЧОПЕНКО 


Как вы думаете. сколько лет счетам? 
1002 2002 3002 Оказывзется, намного 
больше! Прароднтель счетов — он на- 
зывастся айбик — был известен еще 
в Древней Грецян, Правда. это былн 
далеко пе привычные нам счеты, а 
обыкновенная лоска, нпосыпанная тон- 
ким слоем темиого песка, на Когором 
можно чертить пальшем или заострен- 
ной палочкой. По преданию, Архимед 
был убит римским солдатом, когда 
он занимался расчетами иа такой «це- 
сочной доске». 

Более позицим видом счетов, из- 
вестным уже в Г\ веке ло н. э.. была 
«счетная доска» (такими досками поль- 
зовались и в эпоху Возрождения). 
Вирочем, есть основания предпола- 
гать, что такие доски были известны 
и раныне и что ими пользовались 
в ХУШ веке до и. э. в Вавилоне. 
Сохранилось несколько изображений 
счетной доски, и одна греческая счет- 
ная доска была паилена на острове 
Саламии (рис. 1). Счетная доска — 
это прямоугольник, расчерченный иа- 
раллельмыми линиями, представляю- 
щими разряды числовой системы, как 
прави.ю, десятичной. Линии чертили 
на пергаменте, вырезали на дереве, 
гравировали на мраморе, а нногла 
лаже вышивали па сукис. По этим 
лнниям передвигали незакренленные 
фишки, п таким образом производили 
нросгые вычисления. Фишками могла 
быть круглая галька или что-инбудь 
похожее, п от латинского слова са{- 
из — галька — вознякло слово 
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калькуляция (вычисление стоимости 
говара. подечет нздержек и т. и.). 

Счетная доска замечательна не 
только тем, что с ее помощью можно 
было производить арифметические оне- 
раиин. Це менее замечательно то. 
чго на счетной доске числа делили на 
разряды И производили с ними оие- 
рашии так же, как мы производим их 
сеичас. В то же время, когда нужио 
было ипроизводигь вычисления на бу - 
маге, вернее, на пергамеите или папи- 
русе. эти же вычисления производи- 
лись с числами, записанными чрез- 


вычайно неудобным образом. Поиро- 
буйте. например, сложить два боль- 


Рнс. 1. 


Рис. 2. Суан пэн 
Огложено число 2187. 


ших числа, записанных римскимн 
цифрами. Вы сразу убедитесь, что 
это намного труднее, чем сложить 
числа п обычной записи. А умножение 
н деление становятся просто непо- 
снльными операциями! Именио по- 
этому более ХУ веков в Европе почти 
все вычисления делались на счетах. 
Таким образом, одновременно сущест- 
вовалн два способа обозначения чн- 
сел — один, крайне громоздкий п не- 
удобный, применявшийся при записи 
чисел, и второй. вполне удобный и 
пракгичный, применявшийся при под- 
счетах. Этот второй способ, по сути 
дела, не отличается от иривычного 
дяя нас современного способа записи. 
По-видимому, не счеты возинкли пос- 
ле изобретения позиционной системы 
счнслення, а позиционная система 
возникла благодаря счетам. 

Первым, кто ввел в Европе индо- 
арабскую систему обозначения чи- 
сел, был Леонардо из Пизы, извест- 
ный под именем Фибоначчи. Он из- 
ложил ее в своей прекрасной кинге 
«ГАфег АБас» (1202 год). Распростра- 
нение арабских цифр в Европе при- 
вело к появлению алгористов — вы- 
числителей, которые полностью отка- 
зались от римской системы обозиаче- 
ния чисел ради более совершенной ни- 
до-арабской системы. Название алги- 
рист происходит от нменн арабского 
математика |Х века Аль-Хорезми и 
является предшественником современ- 
ного слова алгоритм. Абакисты, ко- 
торые придерживались в письменных 
вычислениях римских цифр, в счи- 
тали в основном на счетах, и алго- 
ристы часто состязались между собой 


ТТТ: 


в скорости вычислений. На рисунке, 
взятом из изданной в 1504 году книги 
«Магваг а рийозор са» (см. вторую 
страницу обложки), вы видите такос 
состязание. 

Оптовые торговцы вскоре обнару- 
жили, что новые цифры чрезвычайно 
удобны для ведения счетов. Однако 
в некоторых европейских страяах 
пользоваться ими было запрещено за- 
коном, так что применять арабские 
цифры можно было лишь подпольно. 
Например, в 1299 году во Флоренции 
появляется указ, запрещающий упо- 
треблять арабские цифры, н даже в 
1594 году в Антверпене купцам не 
разрешают писать арабские цифры 
в контрактах и векселях. С цифрами 
велась борьба даже в некоторых араб- 
скнх странах. Новая система записи 
чнсел окончательно победила лишь 
в ХУГ—ХУЦ веках, когда началось 
массовое производство бумаги, а вско- 
ре арабские цифры приобрели стан- 
дартное начертанне благодаря кни- 
гопечатанию. 

Но вернемся к счетам. Совфремен- 
ные счеты — это, по существу, ви- 
донзмененная счетная доска, на ко- 
торой фишки скояьзят по проволоке 
наи стержням. В настоящее время ис- 
пользуются три вида счетов: китай- 
ский суан пэн, японский соробан н 
русские счеты. 

У китайского суан иэна (рис. 2) 
косточки скользят почти без тренцня 
но бамбуковым стержиям. На каж- 
зом стержие помещается иять бусин 
(еднини) под разделителем п две (пя- 
терки) — над разлелителем. На ри- 
сунке 3 вы видите китайский неро- 
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Рис. 3. 


глиф «суан» —- «исчислягь». Он изо- 
бражает счеты, которые держат два 
нероглифа «рука» над нероглифом 
«бамбук». 

Пронсхождение суаи пэна неиз- 
вестио. Его точное описание восхо- 
лит к ХУ веку, но он, несомненно, 
появился на много столетий раньше. 

Янонский соробан (рис. 4) также 
восходит к ХУР веку, когла он, по 
всей вероятности, был занмствоваи из 
Китая. Косточки у него с заострен- 
ными краями: два конуса, соединенные 
в основаниях. На каждом стержне име- 
ется лишь одна косточка (нятерка) 
над разделителем (эту область янон- 
цы называют небом), и только четыре 
косточки (сдиницы) внизу — на зем- 
ле. Устройство первоначально имело 
пять косточек внизу, как на китайском 
суан иэне, но иятую выбросили около 
1920 года. 

В Японии до сих пор проводят 
ежегодные состязания п счете на со- 
робане. Нередко проводилнсь состя- 
занвя между японскими или китай- 
скими вычислителями на счетах и 
американскими — на  арнфмометре. 
Самое известное подобное состязание 
состоялось в 1946 году, когда рядовой 
Томас Вуд померялся силами с Киоси 


Мацузаки. Оказалось, что Мацузаки 
выполнил все расчеты, кроме умноже- 
ния огромных чисел, быстрее. 
Русские счеты резко отличаются 
от восточных. Возможно, они поза- 
имствованы у арабов. До сих пор та- 
кие же счеты используются кое-где 
в Индии н на Ближнем Востоке, где 
турки называют их кульба, а армя- 
не — хореб. Стержии с четырьмя кос- 
точками, которые вы видиге на ри- 
суике 5, используются для подсчета 
дробных частей рублей пи конеек. 
Лучье всего счеты прясиособле- 
ны для сложения и вычитания. Умно- 
жение п деление на счетах осущест- 
вляется с помощью многократного нов- 
торения эгих операций. Сложение и 
вычитание на счетах делается так же, 
как на бумаге ири выполнении оне- 
раций столбиком. Чтобы быстро счи- 
тать на счетах, движения пальцев 
должны быть совершенно автомати- 
ческими; останавливаться и сообра- 
жать нельзя! Если хорошо изучить 
движения пальцев, нужные для сло- 
ження, то движения, нужные для 
вычитания, можно не разучивать. 
Дело вот п чем. Пусть, например, 
нужно вычесть 9213 из 456 789: 


456 789 — 9213 
456 789-- 7869 999 
456 789 -- 786 ‹ 1 — 18 000. 


Таким образом, мы свели вычи- 
тание к сложению н вычитанию неко- 
торой степени десяти. (Разберитесь 


Рис. 4. Соробаи. Отложсно число 46:20, 
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Рис 5 


самостоятельно, как следует лдейство- 
вать в случае произвольных чисел.) 

Этот метод называется методом 
вычитания путем добавления допол- 
нений. Он используется и в быстро- 
действующих ЭВМ. Здесь его ириме- 
нять особенно просто, носкольку ма- 
нины работают п двоичной системе 
счисления. Применим этот метод п ни 
числовой системе с ‚нобым основанием. 
Постарайтесь понять, как он будет 
выглядеть в случае системы с основа- 
нием 9. (Разумеется, это задание от- 
носится только и тем, кто знает, что 
такое система с основаннем 4. Если 
вы этого не знаете, совеглем вам 
прочитать статью «Системы счисле- 
ния», напечатанную и «Кванте» №.6 
за 1970 год.) Кстати говоря, на сче- 
тах тоже можно производить онера- 
ции © числами, записанными и не 
в десятичной системе. Например, при 
подсчетах с двоичными числами нужно 
пользоваться самой левой косточкой 
в каждом ряду, с троичными — двумя 


левыми косточками и так далее. При 
работе с десятичными числами можно 
обойтись девятью косточками, а все 


десять косточек нужны только для 
однннадцатиричной — системы  счис- 
ления. 


Отличное практическое упражие- 
ние в сложении на счетах связано 
с таким числовым фокусом. Вы пише- 
те «волшебное» число 12345 679 и 
просите кого-нибудь из присутствую- 
щих назвать любую цифру. Допустим, 
названа цифра 7. Тогда вы пвредлагае- 
те умножить волшебное число на 63. 
Оказывается — надо полагать, к все- 
общему развлеченню,— что произве- 
ление состоит из одних семерок (что- 
бы определить множитель, нужно но- 
просту умножить названное число 
на 9). 

Вот как можно ипснользовать это 
«волшебное» число для хиражнения 
на счетах. Положите на счетах 
12 345 679 и прибавьте к нему это же 
число восемь раз. Если вы ие донус- 
тилн ошибок ирн этих сложениях, 
то вы получите на счетах число, со- 
стоящее из одних единиц. Сложите 
«волшебное» число еще девять раз и 
получите чисяо из двоек, еше девять 
раз — из троек. Наконец, после 80 
сложений вы должны получить число 
из одних девяток. Это упражнение 
замечательно тем. что с его помощью 
легко провернль точность работы на 
каждом из девяти этапов. 

Кроме 12 345 679 есть еще бес- 
конечное множество «волшебиых» чн- 
сел. Например, 37:3 74, ге а — 
однозначное число, состоит из одних 
4. Наименьшее волшебное число для 
семи — 15 873; для 13 — 8547, для 
99 — 1122 334 455 667 789. Найдите са- 
мостоятельшо наименьшее «волшеб- 
ное» число для 17. Постарайтесь 
разобраться, для каких чисел мож- 
но указать «волшебное» число, я для 
каких — иельзя. 


7 


ОТВЕТЫ. УНАЗАНИЯ. 
РЕШЕНИЯ 


К статье «Как приступить к решенню задачн 
по физике?» 


й, —# 
|. №= Это ое. 200 квт. Мож- 


но использовать законы Ньютона и уравнения 
кипематики точки, а также закон сохранения 


энергии для неконсервативных систем. Со. ` 


ответственно-возможны два способа решения. 


2. 1, > Уна (1 > т ) . Можноис- 


пользовать; а) законы Ньютона и уравнення 
кинематнки точки для доски и бруска в от- 
дельности, 6) закон сохранения имнульса 
для системы доска — брусок, в) закон сохра- 
нения энергии для кеконсервативных систем. 
Возможны два способа решения: первый г 
нспользованием законов а) н 6), а второй — 
законов 6) н в). 

3. А - 2 ман. В исследуемой ситуации 
можно использовать законы Ньютона ни кни- 
нематику точки. в также закон сохранения 
энергин для неконсервативиых систем. По- 
скольку профиль горки неизвестен. записать 
законы Ньютона нельзя. Для решения сле- 
дует ирименить закон сохранения энергии. 


К статье «Московский государствеиный 
уннверситет им. М. В. Ломоносова» 


Математнка 
Механнко-математический факультет 


Вариаит 1 
Зл 
11 х=л- 2лл; х== 7 +214, 


гле п, А — любые целые числа. 
Указание. Не забудьте, что соз х=6. 
2 —1<5х<1;1<х=3. 


3. АВС У азанин е. Легко 


получить систему уравиеннй: 


‚ АВ - АБ --ШЕ, 
\ АО-ОЕ == 82, 
где ВО? можно выразять по теореме косниусов 


из ДАВО. 
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4. У АВС =- 36. 

Указание. Пусть О — центр сферы. 
М, Е. К — точки ее касания граней АВС, 
АВР и ребра СР соответственно, Р — точка 
пересечения плоскостя ОМЕ с ребром АВ. 
Тогда ОМРЕ — квадрат со стороной @ (до- 
кажите!), поэтому ОЁ = 2ЁР = 4и КР = 
`- ОЁ ==: 4 как касательные, проведенные из 
точки 2 к сфере. Аналогично СК = СМ = 5. 
Пусть М — точка пересеченкя ребра АС с 
прямой, проходящей через М параллельно 
АВ. Обозначив АС через х, выразив через х 
отрезки МС и ММ и написав теорему Пифаго- 


ра для треугольника АСМ. найдем, что 
АС - 6, АВ :- 6. 
5. м -- 00. Указание. Из первого 


равенства получаем: 89 = = 111. Найдя м 
из второго равенства, докажем, что © — це- 
лое число, кратное 5 


Варнант 2 


эл 
т хо. лаз х = 22, где п, В — 


любые целые числа. 
2. = — 2х. Ц хы0. 


3. Равс = 3-- УЗ. 
Указание. А АВО > Д ВСО. 


4. 4 =. 


Указание. Пусть К и М — точки 
касания сферы я ребром АС н гранью ВО 
соответственно, и пусть радиус сферы ра- 
вен г. Так как ЛО — биссектриса угла 
ВАС, то АК-г\УЗ. Пусть ОР 2 ВС (точ- 
ка Р лежит на ВС), тогда точки О, Мн 
Р лежат на одной прямой и ДОР: ВС, 
< ОРО -- 60°. Так как ОМ --г. из А ООР 
легко выразчть через г ОР н ОР. а затем 
к ВР. После этого из АЛ РРВ находим 


=" Уз 


5. & = 50. 
Физический факультет 
Варнант 1 


1. х=3 + +19, где п — любое 


целое число. 
2. 1 УЗ<х<а+ УЗ. 
- 3. х--2-% х =. 
уз 
уз - 
У казавие. Обозначив < ЕАС через 


4. легко выразить через Ф отрезок КЁ н 
высоту в А КАГ., п затем и его площадь, 


4. ВО = 


равную Уз. откуда с0$ ф == — 
5 


а ]/? 
5. Е 


тировать основании пирамид на плоскость 
одного из них, получатся дна правильных 
треугольника с общим центром, погернутыс 
вокруг него друг относительно лруга на 60^ 
(см. рис. 1)- Легко понять, что боковые 
ребра каждой из пирамид «протыкают» бо- 
коные грани другой п центрах этих тра- 
ней- Поэтому общая часть пнрамид состовт 
нз двух пирамид, все ребра которых рапны 


. Указание. Если спроек- 


а 

—. и тела, изображенного па рисунке 2. 

Это тело состоит из двух правильных четы- 

рехугольных пирамид, нсе ребра которых 
р 

также равны —}—- На рисунке 20.. 0., 


Оз — центры граней АЗС, В5С и АЗВ со- 
ответственно; Р,. Р.. Рз -— центры гранен 
ГУК, КУМ и ММЕ соответственно: общее 
основание указанных пирамид заштриховя- 
но. Эти пирамиды составляют правильный 


а 
октаздр со сторонон 8 х 


Варилпнт 3 


т. хо 2агсш2-- 2дп, где п — любое 


делов число. 
2. х>1-ь 9: хх 1 У. 
3з- $ - 
3. х 


РА р а 
4. вс | ее —26В со че 
Указание. Заметив, что КО — бис- 
сектриса угла МАМ и что <: ОМУ 
=: << ММО -: из /^, ОМС найдем ОС. 


Около четырехугольника ВСО№Х можно опи- 
‹ать окружность, поэтому < СВО 


4х 
Р * 


[ 
== < С№О 5. Теперь нз прямоугольного 


треугольника 860 легко найтн ответ. 
23 
5- 18. 


Факультет вычислительной математики 
н кибернетики 


Варкант 1 


71 | , 
Г. х—-- —. Указание. Возие- 
4 2 
ая обе части уравнения и кводрат, полу: 
чаем после преобразований, что 
| д 
а" —. 
где п- любое целое число. Услопию 


Рис. 1. 


0= х=л 


удовлетворяют лишь 
] Зл 7л | 
В а а 
получающиеся из (1) при д= — Г ил-= 
— 2 соответственно. Но созх, < 0, что 
не уловлетворяет условию. 

2. в УТ (нначе, в > 7, е5-— УЗ. 
Указание. Реления нервого неравенства 
— 1х0, 0<х=2, второго |х]-= 

2 2 
= 7 а". Условие выполнено, сани" 22. 


- 


487 м 
4 - 9. — Гы = ь 
3. х: 2. 3х =3. Указанне. 


Решения уравиення: 2 х=3, решения 
487 487 
неравенства; х = 2; х > Т63* ПРИЧем 163<3- 
2 1 на 
3. 15 2:. Указание. — Лусть 
объем второго резервуара ранен х, объем 
третьего --- у. „Легко найтн, что х-ну - 


32 
ЧЕ Далыне надо ировести неребор 


возможных случаен, Учитывая, что ху 
что 6 часов — время наполнения при бысл- 
рением способе подключения, 


Рис. 2. 


и 


5. Узлнс —= 400 сиз. Указание. Из 
условия следует: а) все гранн пирамиды 
равны;6) центр описанного около пирамиды 
шари совпадает с центром винсанного шара 
(см. «Кааит», 1970, № 10. с. 42}. От- 
сюла следует, что радиус вписанного шара 
равен 3 см. Соедниив цеитр шара с верши- 
нами пирамиды, разобьем данную пирамиду 
ма четыре равновеликне пирамиды с высотой 
3 см и площадью основания 100 см". 


Вариант? 


— 
Е 
1 


4. 3500 пк; 4800 ли. 


5 М. 


Указание. 113 условия задачи сле. 
дует: а) все грани пирамиды равны; 6) проск- 
ния пирамиды на льюскость, параллельную 
ребрам А5 н ВС — прямоугольник. С 
помощью 6) легко доказать, что отрезок. 
сосдиняющий середиим ребер АЗ и ВС, пер- 
певдикулярен к этим ребрам. 


Физика 


Механико-математический факультет 
н факультет вычислителЬной математики 
и кибернетики 


к, (0, Я в:) 
а 2р: (о, В, Ри) 


— пзотисеть воды). 


1. ж Рен (р — 


то 
2. М тб 15см. 
га Ат 
3. м Я т 3, ЗС: 
я 
4, и - ТЩ ими, 5. 
\. ибо 
5. ея. саж ве 1:33 510-155. 
я ов? 
6. Г = 1/81 ча ве 2, 5- Ю-Ен, 
р зат 
7. ЮР И 20 см. 


Физический факультет 


!. Если кинетическая эвергия корабля 
больше его потенциальной энергии,то корабль 
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Рис. 3. 


улетнт. При и, =6 ^мс корабль улетит, 
при и, —Элмсти, - 4 кмер— упадет на 
Землю. 


2. Так как { . А (рис. 3), то 
{ р 


ЧелмМИ ярый лы — 


р, И р, с0$ 292 |. 


1 { 
а) Ор, 6) Ея. 


3. И 10 м. 


4. Занисав закон сохранення энергии и 
Зикой сохранения количества движения для 
соударения шайб Зи #. п затем для соуда- 
рения шайб 3 н 1, можно найти: 


6 р 9 
о В ие р ет г. 
е Те —лТ, 
а. 9. пт ы 
1 
2 Рой, и 
6. р. г | у | - {1,8 ат. 


7. Ускоренне зарядоч определяется еи- 
лой. дейстнующей па инх со стороны поля, 
и силой Кулона. Нз уравнений данжения 
для каждого заряда получим 


ие © 
в р в а 34 
4ле, Е (тО -—. М9) 


8. Ток на участке АВ не должен изме- 
(Е. —Е,) Юз 
®. А. 


9. Так как чзображения 
н 5” (рис. 4) находятся за 
одинаковом расстоянни, равном 
ог нсточника до зеркала, то точки 5, 5’и 
$” лежат на одной окружности радиуса г 
г центром и точке А. Вхе углы малы. по- 
этому дуги можно заменить хордамн. Тогда 
Р.Р, --7.20 == [..2% (см. рис. 4), 


няться, ноэтому Ё,; -- 
нсточннка $5’ 
зеркалом на 

расстоянню 


“> в и р. _ 21 Фи — ве 
аа Фф -= =? тЫ 


ПИ 


Рис. 4. 


10. Построим изображение предмета 
в плоском и сферическом зеркалах (рис. 5): 


В ‚ р 
у т, Ре А | Иа РБ › 
из уз -- : 


— > = 


ау уси 


1 1 2 


Отсюда 


И. При переходе световой волны из 
эднон среды в другую частота у сохра- 
нястся, п длина полны Л и скорость рас- 

с 


прострапения света изменяются: ^. >. 


ое 
й 
| 
} 


с 
т = ре — показатель преломления 


1 


стекла). Отсюда п = р = 1,43. 
м 


Угол падения ф и угол преломления ф 


ее п 


и! 


сиязаны соотпошением По ус- 


ловию ф --ф = > . Таким образом, 
(иф-= и = 1.43, у 5130’. 
К задачам «Квант» для младших 
инкольнихов» 
{См. «Квант», 1975, №4) 

1. Митя купил чеиские марки, Толя и 
Петя — советские, Саша — болгарские. 

2. Чтобы «прорвать» поверхность воды. 
надо преодолеть силу поверхностного на- 
тяжения. Давление много больше, когда 
нырялыцик +входит» н воду головой (пло- 
щадь поверхности меныне). " 

3. Указанис- Воспользовавшись 
признаками деления числа из 9 н на 5, по- 
казать, что достаточио рассмотреть пабор 
чисел (1. 2. ..., 10). 

4. Вода н сосуде остынет быстрее. если 
лед лежит сверху ина крышке. 

5. [2 лет. 


Итоги турннра 


(см. «Квант», 1975. №3. 2-я с. оба.) 

1} Начнем с позиции из партии № 2 — 
№ Г. Белые могут и пять ходов съесть неш- 
ку а7, но если они действуют прямолиней- 
но, то партия заканчивается виичью: 1.Кре?7 
КрсЗ 2. Кр97 Кр44 3. Крс? Кр45 4. Кро? 
Краб 5. Кр:а7 Крс7! к белый кароль п кац- 
кане. В распоряжении белого короля имеет- 
ся 30 маршрутов, закаичивающихся взятием 
нешки, но лишь один из них ведет к победе’ 
1. Креб! КрсЗ 2. Кра5! Белый король, как 
говорят шахматисты, «отталкивает плечом» 
своего онпоненти 2... Кра3 (выпуждениая по- 
теря темпа) 3. Крсев Кр94 4. КрЬ7 Кра5 
5. Ко:а7 Крсб 6. КрЬ8 н т. д. Эзу партию 
№ 2 выиграл бяагодаря тому, что был луУч- 
ше знаком с геометрией шахматной доски. 
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2) В партии № 3 — № 2 возникла уди- 
вительная Позиция, в которой одна белая 
пешка справляется со всей армией непрния- 
тельских фигур. 1. Кр:АЕ ФНЕ (выбора нет) 
2. аЗ!! Почему ие 2.24? Хитрость раскроет- 
ся поздиее. 2...ФН2 3. а4 ФН 4. а5 ФН? 
5. ав ФН! 6. а7 ФЕ? 7.248 К!! Теперь конь 
съедает обе пешки «КБ, а затем берет ладью 
ВЗ с матом (в этот момеит черный ферзь стоит 
на 11). Итак, при ферзе на белом поле №1 
конь объявляет мат с черного поля 23. По- 
скольку а дапиом окончании ферзь на каж- 
дом ходу меняет цвет поля, а конь всегда об- 
ладзет этим свойством (см. по этому поводу 
«Квант», 1971, № 9), тои в момецт появления 
коня поля, на которых стоят ферзь н конь, 
должны иметь разиые цвета. Вот почему на 
первом ходу белые двниули пешку всего па 
одно поле! 

3) Как мы видим, судьба турнира реша- 
лась в партин № |1 — № 3. Имея лишнюю 
пешку, белые ие сомневались в победе. Од- 
нако партия, к их удивлению, вскоре закон. 
чилась вничью. Возможно, если бы № 1 
знал о существовании математического «ира- 
вила пяти», то он не пошел бы па данную 
позицию, а предпочел другой план. Для по- 


добных ладейных окончаний с отрезаиным 
королем слабемлей стороны «правило пяти» 
заключается в следующем. Если номер го- 
ризонтали, на которой находится пешка. и 
число вертикалей, отделяющих ее от пепри- 
нтельского короля, в сумме пе превосходят 
ияти, то партия закаичивается виичью. Если 
эта сумма больше пяти, то спасения нет. 
В нашем случае указанная сумма равна 5, 
позиция ничейная! 

Итак, результаты турнира таковы: пер- 
ное место заслуженио занял математик № 3 
(он лучше освоил математические свойства 
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Рис. Т. 
шахматной доски). на втором месте № 2 н 
на третьем № 1. 


К статье «Математические игры 
на шахматной доске» 


(см. «Квант», 1975, № 4) 


1. Белые проигрывают (а в поддавкия — 
выигрывают) независимо от очереди хода. 

2) 1. 98К!, и этот конь быстро прино- 
сит гебя в жертву; 

6) на любой ход черного коня следует 
48С', и слон вскоре стаповится под удар 
коня. 

2. 1. Кре4! Фд8! (иначе белый король 
уже иа втором ходу встанет под бой) 2. Кр@4!, 
и следующим ходом король кончает само- 
убийством. 

4. В таблине па рисунке 6 первая и тре- 
тья инфры на полях — номера вертнкалей и 
горизонталей. проходящих через них, вторая 
инфра — номер диагонали, — параллельной 
инини №1 — 28. Если ферзн пе угрожают 
друг другу, то ва восьми полях, заня- 
тых ими, все левые цифры различны , зиа- 
чит, образуют полный набор чисел 1,2,....8. 
То же самое касается вторых п третьих 
цифр. Из этого следуст, что сумма всех 24 
цифр. записаиных на полях © ферзями, рав- 
ма {1424..18)-3=108. Из рисунка 
нидно, что сумма цифр каждого поля делит- 
ся на 8, то есть найденная сумма так- 
же должна делиться на 8. Одиако 108 ка 8 
не делится — противоречие! 

5. Одна из расстановок показана иа ри- 
сунке 7 (вместо магараджей здесь изобра- 
жены обычные ферзи). Заметим, что всего 
существует 4 искомые расстановки, осталь- 
зые трн получаются из данной при помощи 
двух поворотов доски, и также одного ст- 
ражения. 


Чехомский полиграфический комбинат 
<:оюзполиграфирома а 

ири Государственном комитете Совета Мнинстров 
СССР по делам издательств, полиграфии п книж- 
ной торговли, г. Чехов Москопской области 


Рукописц не возвращаются 
—_— ААС С АЭ/„’/А Аа 


ХХХ лет победы над 
тмтлеровскмым фашизмом 


В мае 1945 г. победоносно 
закончилась Великая Отече- 
ственная зойна советского 
народа против гитлеровской 
Германим. : 

Ценой 20 миллионов жиз- 


190655 


ней наш народ ме только 
отстояп завоевания Велыко- 
го Октября, но м освободыл 
народы Европы о от фа- 
шизма. 

6 нашей стране зыпущено 
около трехсот марок и бло- 
ков, рассказывающих о под- 
виге советского народа в 


Великой Отечественной вой- 
не. Часть из них вышла @ го- 
ды войны. Они были посая- 
щены ‹ героическим подви- 
гам нашых о тонов, парти- 
32м и тех, кто самоотвер- 
женным трудом в тылу соз- 
давал оружие и снабжал 
Фронт всем необходимым. 
‚ Однако большая часть та- 
ких марок была выпущена 
уже после скончания вой-: 
ны. Они выпускались к раз- 
личным юбилейным датам. 
Некоторые из этих марок 
мы воспроизводим ме при- 
зеданных здесь фотографи- 
ях, ы 7 
Взерху вы видите марку 
< известным плакатом воен- 
ных лет художника И. Тоид- 
зе. «Родина-мать зовет», 
призывающим = вступать . в 
народное ополченмна. 
Крупные военные пораже- 
’ ния потерпели гитлеровскые 
войска э битвах под Моск- 
‚ вой, под Сталинградом ин 
' под Орлом м Курском. 


Уголок коллекционера 


ПОЧТА СССР 


“^^ 


кво {а "5 


Ве 


Мы взоспромзводим здесь 
марки, выпущенные к 25-ле- 
тию раэгрома гитлеровских 
полчищ под Москвой и 20- 
летию победы наших войск 
под Сталинградом и на Кур- 
ской дуге. Здесь же приве- 
дена марка, посвященная 


одной из намболее крупных 
операций заключительного 
этапа войны--операцыии «Баг- 
ратионю, в результате кото- 
рой была освобождена Бе- 
лоруссыя и наши вонска вы- 
шли к границам Восточной 
Пруссим. На марке изобра- 
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жен памятник: четыре штьы- 
ка, символизирующие четы- 
ре фронта, в результате 
совместных действий кото- 
рых была проведена опера- 
ция. На заднем плане —, 
карта с изображением на- 
правлений глазных ударов 
советских войск. Е - 
На фото также _ приведена 
марка, выпущенная зв декаб- 
ре 1967 г., с изображением 
памятника Неизвестному 
солдату — памятника всем 
аэвшим в Великой Отечаст- 
зенной войне. 8 мая 1967 го- 
дз, в канун праздника Побе- 
ды ма могиле Немзвестного 
солдата был зажжен Веч- 
ный огонь славы от факела, 
доставленного из Ленингра- 
да с Марсова поля, где по- 
хоронены. борцы Великого 
Октября. - 
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Ё нашим читателям 


Прололжается подписка на 1975 гол на 
научно-популярный физнко-математический 
журнал «Квант». 

«Квант» адресован всем школьникам 
6—10 классов, которые любят математнку 
и физнку, любят решать залачи. 

Наци: журиал полезен и тем шкозьникам, 
которые еще не увлеклись физикой или ма- 
тематикой, но хотелн бы получше позиако- 
миться с этими науками. 

Сейчас происходнт коренная переработ- 
ка школьных программ по математнье н фн- 
зыке. «Квант» актнвио участвует в этой 
работе. И 1975 году на страницах журнала 
будуг систематически публиковаться статьи, 
разъясняющие материал новых прогг. в 

Много материалов будет опубликояано 
зэля школьников 1) классов, готовящихся и 
ностуляению п ниститут. 

Ш 1975 году «Квант» будет продолжать 
печатать статьн для млазших школьинков. 
Объем этих лубликаций будез существенно 
расширен 
«Квант» полезен также в преподавателям. 
Мазерналы. публикуемые в «Кванте», мо- 
гуг быть использованы на занятиях мате- 
матнческих ш физических кружков в на фа- 
кульгатнаных занятиях 

Читайте в «Кванте: в 1975; 

С:атьн. посвященные онытам которые 
можио провести наз моделями как фнизичс- 


ского. таь к матТечмагичег кого происхожле- 
ния. 

Болымое количество статей Эу де: носвя- 
щено Бовок прирамм в школе Так. в 
‹тазьях ^. Г. Морлковяча школьники по- 


знакомятся . понятием производной м 
применением при решеини задач. 


ее 


Вот уже пятый год раздел журнала 
«Задачник Кванта» учит школьников ре- 
шать задачн повышенной трудности по ма- 
тематике н физике. В работе этого раздела 
принимают участие школьники из городов 
и сел. Читатели, регулярно  присылающине 
правильные решения. получают право учас- 
тия и областных олимпнадах. Редакция 
консультирует школьников. присылающинх 
решения задач. 

Для поступающих и вузы и 1975 году 
будут опубликованы статьн на следующие 
темы. Математика: тождественные преобра- 
зования иррациональных уравнений: провер- 
ка решеннй; уравнения ‹ параметрами: до- 
казательство неравенств; нспользованне мо- 
нотонности функций прин решении уранис- 
ики и неравенств; решение тригонометриче- 
ских уравнений; решение эмдач иа тела вра- 
шения: прямоугольная нроскция при реше- 
нии стереомегрическнх  залач: «скрытые» 
панные о усаовин запачн 

Физика: законы идеальных 12308 элект 
рический зок. лннин передач: трансформато- 
ры построение изображений пластинка 
низа, зеркало}: оптические приборы: ГЛАЗ 
ннтерференция. 

Мы будем продолжать знакомить наших 
чнуи гелей с новыми книгамн, пре ‘и гавлям- 
щимин 1ля инх ингере.. рассказывать и па 
боте физнко-математнческих школ. 0 плим- 
пиадах. о работе различных иухзов го школ 
никами в т. д 

Поднисяа на «Кранг» ярннимается 56; 
ограничения в пуикглх  приемя побписки 
«Соючпечатьх. отдедениямн связи. н> поч 
гамтах Грн подписке ссылайтесь нд нац ин 
пек. 70365. Цена номера 30 коп. 
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ря г. обл. — свометрический орнамент. скамстрикреваниеей 
из деух семейств подебных парабоь и семейства пойбных каад- 
ратое. Его удается правильно раскпасить в два цеста. Поди- 
мойте над тем. какие опрывментия Фопискокии подобним ра. 
краски. 

4-я <. обл. —- рисунок к ламеиаке «Одиннадцать кригив» 1 м. ‹. Г). 
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«Квант», 1975 2ад 


аитератнром 


(. Д- Нильме Цир 


Легко указать задачи на лострое- 
ние, не имеющие решения. Нельзя, 
например, провести касательную из 
данной точки к данной’ окружности, 
если точка лежит внутри окружности. 
Значительно интереснее случай, ког- 
да фигура, которую нужно построить, 
заведомо существует, но ее построе- 
ние нельзя провести с помощью вы- 
бранных инструментов. Многие из 
вас, наверно, слышали, что две древ- 
ние задачи: о трисекцин угла ни об уд- 
роении куба — меразрешимы ‹ цир- 
кулем и линейкой. Что означают эти 
слова, какие лостроения можно н 
какие нельзя провести циркулем н 
лннейкой — вот а чем рассказывает- 
ся в этой статье. 


1. Решение задачи о трисекции угла 
циркулем и линейкой 


Пусть на рисунке | отрезок АВ 


равен радиусу окружности: АВ = 
= ОВ = ОС = ОР. 
Тогда ‚ ВАО = 3 ВОА =: а, 


СВО = —ВСО 2% (2СВО— 
внешний угол ААВО}, .2СОР. = За 
(как внешний угол ДАСО). Отсюда 
вытекает следующий простой способ 
делення произвольного угла па три 
равные части. 

Сделаем на линейке две отметки А 
н В. Радиусом АВ опишем окруж- 
ность с центром в вершине О данного 
угла (который нужно разделить на 
три равные части). Точки пересече- 
ния её со сторонами угла обозначим 
через Си р. Будем двигать лннейку 
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так, чтобы ее край все время прохо- 
дил через точку С, а точка А скользи- 
ла по прямой ОБ, пока точка В не 
попадает на окружность. Когда это 
произойдет, мы получим расположе- 
ние, изображенное на рисунке 1}, так 
что -3ВАО окажется равным трети 
„Сор. 

Описанное построение может со- 
здать впечатление, что задача о три- 
секции угла (о делении угла па три 
равные части) решается с помошью 
циркуля н линейки Чтобы объяснить, 
что нас не устраивает в этом построе - 
нин, обсудим решение следующей фи- 
зической задачн. 

Как, находясь на крыте многоэтажного 
дома, измерить его высоту © помощью баро- 
метра и часов? 

Решение. Надо сбросить ба- 
рометр с крыши, засечь время паде- 
ния Фи вычислить высоту дома АЙ но 


формуле Я = = где с — ускорение 


свободного падения. 


Рис. 1. 


Недостаток обоих решений в том, 
что инструменты используются «не по 
правилам». 


2. Что же разрешается делать 
циркулем н лннейкой? 


Линейкой разрешается проводить 
прямые, проходящие через две дан- 
ные (илн ранее построенные) точки, 
а циркулем — окружности с данными 
(нли построенными) центром и радну- 
сом *). 

На первый взгляд, ответ — чет- 
кий и недвусмысленный. Во всяком 
случае, он запрещает делать на ли- 
нейке отметки и двигать ее по илос- 
кости. Тем самым он запрещает по- 
строение из п. | или, например, та- 
кое построение проходящей через точ- 
ку А касательной к окружности 5 
(А вне 5): будем двигать линейку так, 
чтобы она все время касалась $; 
когда ее край пройдет через точку А, 
проведем касательную. 

Однако и здесь таятся подводные 
камни. Что значит, например, что 
проведена прямая? Значит лин это, 
что даны все ее точки? 

Чтобы ответить ва этот вопрос, 
рассмотрим задачу об удвоении куба. 

Зная ребро куба, построить ребро дру- 
гого куба, имеющего вдвое больший объем. 

Нам дан отрезок АВ (ребро куба). 
Проведем через Аи В прямую. Ес- 
ли считать, что все сс точки даны, 
то дана и такая ее точка С, что 


АС—=АВЗ у? и искомое ребро АС 
«построено». Из разобранного при- 
мера видно, что нужны дальнейшие 
уточнения. Нужно четко выяснить, 
что означают слова «дана точка» и 
«дана прямая». 


3. Элементарные построения 


Перечислим, какие элементарные 
построения можно проводить цирку- 
лем н линейкой, когда на плоскости 
проведено конечное число прямых н 
окружностей и отмечено конечное чис- 
ло точек. 


*) О построениях циркулем мы уже писали 
(см. «Квант», 1974. № 10). 
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©. Если отмечены точки Ан В 
(и А не совпадает с В). то можно про- 
вести прямую АВ. 

В. Если отмечены точки О, Ан В 
(н А не совпадает с В), то можно про- 
вести окружность с центром О н ра- 
диусом АВ. 

у. Если проведены две окружности 
(или две прямые, или прямая п ок- 
ружность) и если они пересекаются 
или касаются (но не совпадают!), 
то можно отметить любую из их об- 
щих точек. 

Упражнение 1. Пусть на пло- 
скости проведена прямая [ и па ней отмечена 
точка А. Можно лис помощью конечного чис- 
ла элементарных построений а, В и } про- 
вести через точку А прямую р, перпендику- 
лярную к Р 


4. Как формулировать задачи 
на построение? 


Пусть на плоскости проведено ко- 
нечное число прямых и окружностей 
и отмечено конечное число точек — 
совокупность этих линий и точек бу- 
дем называть конфигурацией. Ска- 
жем, что точку А можно построить 
(циркулем и линейкой), исходя из 
данной конфигурации, если можно 
сделать конечное число элементар- 
ных построений а, В и\, так что в 
результате точка А окажется отме- 
ченной. 

Всякую геометрическую задачу на 
построение можно сформулировать 
так. 

Дана некоторая конфигурация. Пост- 
роить, нсходя из нее, точки А|,..., Ак. удов- 
летворяющие некоторым условиям. 

Примеры. А. Задача «постро- 
нть прямую, равноудаленную от двух 
данных точек ин данной окружности» 
в этих терминах формулируется так- 

Исходная конфигурация: проведена 
окружность 5 и отмечены точки А и В. Пост- 
роить точки А, и А, так, чтобы А, ие совпа. 
дала с А.н прямая А.А, была равноуда- 
лена от А, В и 5. 

В. Задача «Дан ДАВС. Постро- 
ить вневписанную окружность, ка- 
сающуюся стороны ВС » формулнру- 
ется так. 


Отмечены точки А, Ви С. Постронть точ- 
кн Оно, удовлетворяющие следующим ус- 
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ловиям: О удалена от прямых АВ, АСи ВС 
на одно н то же расстояние, равное ОД н 
лежит вне ЛАВС:) лежит на отрезке ВС. 


С. Задача «Построить ААВС по 
трем биссектрисам» формулируется 
так. 

Проведена прямая {[, на ней отмечены 
точки О, р. Ен Р. Построить точки А, В 
н С так. чтобы в АВС биссектрисы Ад, 


фви 5с равнялись соответственно Ор, ОЕ 
н ОГ. 


5. О «произвольных точках» 


Если вы сумели построить цирку- 
лем и линейкой прямую р из упраж- 
нения |, то, значит, вы невниматель- 
но прочитали п. 3: к исходной кон- 
фигурации {/, А} пельзя применить 
нн одно из элементарных построе- 
ний, так како и В требуют, чтобы в 
конфигурации были отмечены хотя 
бы две различные точки, а у — чтобы 
было проведено хотя бы две различ- 
ные лннин. 

Для того чтобы можно было на- 
чать работу, мы потребуем, чтобы в 
нсходной конфигурации всегда было 
отмечено не менее двух различных то- 
чек. После этого упражнение | пе- 
реформулируется так. 

Упражнение 2. Пусть на плоско- 
сти проведена прямая ? н на ней отмечена 
точка А. Кроме того, пусть на плоскости 
отмечена еще одна точка В (отличная от 4). 
Постройте прямую р, проходящую через Ан 
перпендикулярную к Г. 

Упражнениез3. Пусть в исходной 
конфигурации отмечены хотя бы две различ- 
ные точкн. докажите, что тогда можно — 
многократио ислользуя элементарные пост- 
роения а, Ви } — отметить точку, 

а} заведомо принадлежащую некоторой 
из проведенных линий — или даже любому 
фикснрованному отрезку (или дуге) этой 
нии, 

5) заведомо не прннадлежащую ни одной 
из линий исходной конфигурации, 

<) заведомо принадлежашую (или не 
принадлежащую) какой-либо фигуре, обра- 
зованной проведенными линиямн (кругу, 
треугольнику н т. п.). 


Обычно в задачах на построение 
встречаются построения следующего 
типа: «отметим произвольную точку 
на дуге ЕР» или «отметим произволь- 
ную точку вне ДАВС». Упражиение 
3 показывает, что любое такое по- 
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А |: 
Рис. 2. 
строение можно заменить комбина- 
цией элементарных построений «а, 
Вит. 


6. Перевод на язык алгебры 


Основная цель этой статьи — 
исследовать, какие задачи на построе- 
ние разрешимы (требуемое построе- 
ние можно провести циркулем и ли- 
нейкой), а какие неразреншимы. Для 
этого исследования значительно удоб- 
нее алгебраический язык: всякая кон- 
фнгурация описывается конечным 
набором чисел (которые мы будем 
называть лараметрами  конфигиура- 
ции), и задача на построение точек 
А, -.., А; заменяется алгебраиче- 
ской задачей вычисления их коорди- 
нат по параметрам исходной конфи- 
гурации. 

Укажем, как выбираются пара- 
метры конфигурации. Возьмем в за- 
данной конфигурации две различные 
отмеченные точкя А н В и введем си- 
стему координат так, как показано 
на рисунке 2: АВ — единица длины, 
А — начало координат, В имеет ко- 
ординаты (1, 0). В число параметров 
включим 

1) координаты ху. ш любой отме- 
ченной точки, 

2) числа Ё и В — для любой про- 
веденной прямой, задаваемой урав- 
неннем и =- Ах |- В, нли число @ — 
для прямой х = а, 

3) координаты центра хе, и н ра- 
диус г — для любой проведенной ок- 
ружности. 


Сформулируем основную теоре- 
му (ее доказательство будет дано в 
п. 8), которая показывает, какие ал- 
гебранческие действия соответству- 
ют элементарным  построениям «а, 
Виу. 

Определение. — Сложение, 
вычитание, умножение и деление чи- 
сел, а также извлечение квадратного 
корня из положительного числа бу- 
дем называть основмыми действиями. 

Теорема }. Если исходная 
конфигурация имеет параметры ру»... 
-::.» Ра, то точку (х, у) можно по- 
строить тогда и только тоеда, когда 
х и у выражаются через р:, .-.-, Ра 
с помощью конечного числа основных 
действий. 

Замечание. Иногда задачи на 
построение удобно формулировать 
так. 

Даны отрезки © длинами Ф....., ад. 
Построить отрезок длнны х. К таким задачам 
удобпее применять не теорему |, а следую- 
шую теорему. 

Теорема 1’. Пусть даны от- 
резки, длины которых выражаются 
числами 41, .--. Фи, и пусть среди 
них есть единичный отрезок. Тогда 
циркулем и линейкой можно постро- 
ить отрезок длины х (то есть по- 
строить две точки на расстоянии х) 
в том и только том случае, когда х 
выражается через 41, ..., Час по- 
мощью конечного числа основных дей- 
ствий. 

Упражнение 4. Выведите теоре- 
му 1’ из теоремы 1. 

Упражнение 5. В теореме 1’ ска- 
зано, что одио из чисел 4,,..., аи равно [, 


Покажите, что без этого условия теорема 
Г, вообще говоря, неверна. 


7. Неразрешимость задач об удвоении 
куба и о трисекции угла 


Согласно теореме |’ вопрос раз- 
решимостн задачи об удвоении куба 
(см. п. 2) можно сформулнровать так. 

Дано число !. Можно ли выразить через 
него с помощью конечикого числа основных 
действий число 75? 

Упражнение 6. Докажите, что 


3/2 
у 2.— нррациональное число. 


Неразрешимость задачи об уд- 
воении куба вытекает нз этого уп- 
ражнения и следующей общей теоре- 
мы, доказательство которой будет да- 
но в п. 9. 


Теорема 2. Путь кубическое 
уравнение х3З -{- ах? = фхс=0ес 
рациональными коэффициентами а, 6 
и с ме имеет рациональных корней, 
п пусть хо — его корень. Тогда хо 
нельзя выразить через целые числа с 
помощью конечного числа основных дей- 
ствий. 


Действительно, как следует из 
упражнения 6, уравнение хз? —2 0 
не имеет рациональных корней, а зна- 


чит, его корень хь — у 2 нельзя выра- 
зить через | с помощью конечного 
числа основных действий. Поэтому, 
исходя из единичного отрезка, нель- 
зя постронть циркулем н линейкой 
ребро куба с объемом 2. 

Перейдем к задаче о трисекции уг- 
ла. Это, собственно говоря, не одна 
задача, а целая серия: каждому углу 
соответствует своя задача. Некото- 
рые из них разрешимы — например, 
угол в 90° можно разделить циркулем 
н линейкой на три равные части. Мы 
покажем, что в общем виде задача о 
трисекцин угла  меразрешима. Для 
этого достаточно указать хоть один 
угол ф, который нельзя разделить на 
три равные части. Мы возьмем $ = 
== 30°. 

Этот угол можно построить цирку- 
лем и линейкой (см., рис. 3), исходя 


Рис. 3. 


Рис. 4. 


из конфигурации {А, В}, состоящей 
из двух точек А и В (АВ -= 1). Если 
бы его можно было разделить цир- 
кулем и линейкой на три равные час- 
ти по 10°, то мы смогли бы, исходя из 
конфигурации {А, В}, построить н 
угол в 10°, а значит, и отрезок длиной 
$ = а 10° (см. рис. 4, где С = 10°, 
СО -= 1, РЕ ТСЕ, и значит, РЕ = 
= т 10°). 

Докажем, что этого сделать нель- 
зя, то есть число 5 = $п 10° нельзя 
получить с помощью конечного числа 
основных ‚действий из числа 1. 

Используя формулу яп За == 
=- ЗЯпа —4$13 а, получаем урав- 


ненне = —= $11 30° = 35 — 453, или 


9 Эзра 0. (1) 


По теореме 2 нам достаточно дока- 
зать, что (1) не имеет рациональных 
корней. В этом можно убедиться не- 
посредственно, но ‘проще восполь- 
зоваться следующим общим приемом. 
Лемма. Пусть уравнение 
ха ат * +... ах 
-- аи =-0 (2) 
с целыми коэффициентами ал, - - -› @л 
имеет рациональный корень х.- Тогда 
хо, — обязательно целое число и |хо | 
является делителем числа |а, |. 
Доказательство. —Запи- 
шем ху в виде несократимой дроби 
р/а ф — целое, д — натуральное, в 
частности, если хо — целое, то д = 1). 
Подставим х, = р/д в (2), умножим 


$ 


все члены на 4” " и перенесем первое 
слагаемое в правую часть. Получим 
ар"! -— агр" 9... Нара" + 

+ ад" * = —р"/9. 
Слева стонт целое число, значит, 
р"/9 — тоже целое, и поскольку р 
и 9 взаимно просты, то 9 = иж — 
целое.  Переписав (2) при х = % 
в виде 


получаем, что {а„| делится на |х |. 
Лемма доказана... 

Чтобы воспользоваться леммой, 
сделаем в (1) замену х =: 2$. Получим 
уравнение 

х3 — Зх+1-= 0. (3) 
Так как 1 и —1 не являются его кор- 
нями, то (по лемме) оно ие имеет ра- 
цнональных корней, а значит, и урав- 
нение (1) не имеет рациональных 
корней. По теореме 2 число $ нельзя 
выразить через 1 с помощью конечно- 
го числа основных действий, и значит, 
задача о трисекции угла в 30° нераз- 
решима. 


Упражнение 7. Можно ли угол 
в 19° разделить циркулем п линейкой на 
19 равных частей? 


8. Доказательство теоремы 1 


Будем говорить, что число х можно 
построить, исходя из данной конфи- 
гурации, если, исходя из нее, можно 
построить’ такие точки С и О, что 
Ср = |х| (о есть СР -= х, если 
х>0, и СР =—х, если х< 0. 

Упражиение 8. Докажите, что 

а) еслн числа 2 и { можно построить, то 
можно построить и числа 2 -{ Ё, 2—%, 26, 5 


(ри #0) п 1/2 (при 2>0), 

Ъ) точку (х, у) можно постронть тогда 
ин только тогда, когда можно построить ее 
координаты — числа х н у, 

с) нсходя из конфигурации с парамет- 
рами р,.-..рл. МОЖНО Построить числа 
Рь.---» Вл. 

Из упражнений 8с и 8а следует, что, 
исходя из данной конфигурации, мож- 
но построить любое число, которое 
выражается через ее параметры ру,... 
.-*, Дл С ПОМОЩЬЮ конечного чис- 


ла основных действий. Тем самым, 
согласно упражнению 8Ъ, можно 
построить любую точку (х, и), коор- 
динаты которой выражаются с по- 
мощью основных действий через ру,... 

.. Р». Половина теоремы | дока- 
зана. 

Остается доказать обратное ут- 
вержденне: если точку (х, у) можио 
построить, то х н у выражаются че- 
рез параметры исходной конфигура- 
ции с помощью основных действий. 
Это утверждение сразу вытекает из 
следующей леммы. 

Лемма. Пусть к конфигурации 
с параметрами дл, . - -, дк применено 
одно из элементарных построений @, 
8, %. Тогда параметры полученной 
конфигурации выражаются через ду,... 

... 9к с помощью основных действий. 

Доказательству леммы — пред- 
пошлем следующее упражнение. 

Упражненне 9. Докажите, что 

а) прямая, проходящая через две раз- 


личные точкн (Са, са) к (4,. 4»), задается урав- 
нением 


х= са при с, = 4, 
н 
с. —4 с.4: — с.4 
еб нисни а, 


о 
Ъ) расстояние между точками (с1, са) 
н (4: 4:) равно У (с, — 4,)* + С, — &,)*, 
С) если две прямые задаются уравнениями 
у= Ах: и у= № 6. 


то пры. В, = №, они либо параллельны, лнбо 
совпадают, а прн #Ё, 5 Ё, пересекаются в 
точке 


5, —6, №6: — #16, \. 
Ё, ыы Е: ь А, > № * 
прямые у = &х-- $, н х= а, пересека- 
ются в точке (а, #а, + 6,:); прямые х = 
= а; н х= а, либо параллельны, либо сов- 
падают, 

9) окружность с центром (с, @) и радну- 
сом г задается уравнением (х — с)? + (у— 
— 4} = р, 

Доказательство лем- 
мы. При построении а к параметрам 
4:› - - -, 9к добавляется одно илн два 
числа — коэффициенты уравнения 
Хх =с или у = Ах -| Ь, задающего 
проведенную прямую. Согласно уп- 
ражнению Эа они выражаются через 
91, - - -› 9х с ПОМОЩЬЮ ОСНОВНЫХ ДеЙ- 


ствий (так как координаты отмечен- 
ных точек, через которые проводится 
урямая, входят в число параметров 
дн. м). 

При построении В проводится ок- 
ружность с центром О и радиусом СД. 
Координаты точек 0, Си В входят в 
число параметров, а радиус выража- 
ется через них с помощью основных 
действий согласно упражнению ЭЬ. 

При построении ф возможны трн 
случая. 

Первый — когда отмечается точ- 
ка пересечения двух прямых — раз- 
бирается с помощью упражнения 9с. 

„Во втором случае пусть отмечает- 
ся точка (хо, Ио) пересечения или ка- 
сания окружности (х — с)* - (у — 
— 4)* =: (сы. упражнение 94) 
ни прямой у = Ах - 5. Координаты 
(х‹, и) удовлетворяют обоим уравне- 
ниям. Подставив у=Ах--6 в первое 
уравнение, получаем для определе- 
ния х квадратное уравнение 


(х— + (фа =т. 


Если применить формулу для реше- 
ния квадратного уравнения, то х 
(а стало быть, н %-=Ах|65) выра- 
зится через А, 6, с, 4 иг с помощью 
основных действий. Для прямой, за- 
данной уравнением х = а, аналогич- 
ный результат получается еще проще. 
В третьем случае отмечается точка 
пересечения или касания окружнос- 
тей 
(х— д + и—а=т, 
Шефа =. 
Раскроем скобки н вычтем одно урав- 
нение из другого. Получим лннейное 


уравнение 

Рх - Чи = В, 
где Р=2 (57—65), 9=2 (4 — а), 
Ю = — г? + с — с 4 — 42. 
Если О =. 0, то перепишем его в виде 
у = + (где = _РЮ, в = 
= Ю/Ю), а если О -= 0, РЭО — тов 
виде х — а (где а = Ю/Р), и тем са- 
мым сведем все к уже разобранному 
второму случаю; равенство Р = @ =- 
—= 0 невозможно (если Ю 520, ок- 
ружности не имеют общих точек, если 
Ю = 0 — совпадают). 


Лемма, а вместе с ней и теорема | 
доказаны. 


9. Доказательство теоремы 2 


Разделим основные действия на 
простые — сложение, вычитание, ум- 
ножение и деление и сложное — из- 
влечение квадратного корня. 

Пусть имеется некоторое множест- 
во чисел. Рассмотрим все числа, ко- 
торые можно получить из них с по- 
мощью конечного числа простых дей- 
ствнй. 

Определение. 
значить исходное множество через 
М, то полученное миожество Р на- 
зывается полем, порожденным М. 

Ясно, что если числа 2 н Ёпринад- 
лежат полю Р, то и числа 2 + & 
2— Ён г! (при 152 0) принадле- 
жат Р. 

Примеры. А. Множество М, 
состоящее из одного числа |, порож- 
дает поле рациональных чисел. 

В. Множество М, состоящее из 
всех рациональных чисел и числа И’ 2, 
порождает поле Р, в которое входят 
все числа вида а-- У? (гдеан Ь 
рацнональны) н только онн. Проверь- 
те это, обратив особое внимание на 
деление. Отметим, что то же поле Р 


порождается двумя числами: | ин |2. 


Если обо- 


Упражненкне 10. Принадлежит лн 
УЗ полю Р нз примера В? 

Пусть х — какое-нибудь число, ко- 
торое выражается черёз | с помощью 
конечного числа основных действий. 
Это значит, что имеются числа х.,... 

-.› Хи, ГДе Х; = |, хи = х, и каждое 
число х, (1 < А < п) выражается че- 
рез предыдущие с помощью одного 
основного действия. Например, для 


х = И2-— БУ 3 можно взять х, = 1, 
х=1 +1 =2, х, =, 
х=1-+2=3, ж= ИЗ, 
=2+3=5, х.=5 УЗ, 
ж= У 2—5 УЗ=х. 
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Построим цепочку полей Ру, 
....Р,, где Р‚ — поле, порож- 
денное множеством чисел ху, - .., хи. 
`В этой цепочке для каждого поля 2, 
имеются две возможности: 

1. Если х» принадлежит Р‚_\, то 
Рь совпадает с Р‚_.. 

2. Если х‚ не приналлежит Р‚_|, 
то Р‚ порождается множеством, кото- 
рое получается добавлением к полю 
Р»_^ числа хь (при этом х? обяза- 
тельно принадлежит Р;_/). 

Из сказанного ясно, что для дока- 
зательства теоремы 2 достаточно ус- 
тановить следующее. 

Лемма 1. Лусть число $ не 
принадлежит полю Р, 5? принадле- 
жит Р и О — поле, порожденное 
множеством, которое получается до- 
бавлением к Р числа $. Пусть уравне- 
ние 


хз + ах +- вх ес=0 (4) 


с коэффициентами, принадлежащи- 
ми Р, не имеет корней в поле Р. 
Тогда оно не имеет корней и в 
поле 0. 

Прежде, чем доказать эту лемму, 
опишем, как устроено поле 0. 


Лемма 2. Любое число 9 из поля 


1} представляется в виде 9 = 
== р: -- ра$, где р, и р. принадлежат 


2) удовлетворяет квадратному 
уравнению х -- ах фе=0 с юо- 
эффициентами 4 ие, принадлежа- 
щими Р. 


Доказательство 
мы 2. 

1} Ясно, что все числа вида р, -+ 
+ р.5 принадлежат @. Чтобы дока- 
зать, ч1о других чисел в © нет, до- 
статочно проверить, что простые дей- 
ствия над числами вида р, -| р»5-сно- 
ва приводят к Числам того же внда. 
Это следует из формул 


(ра р:5) = (, + г.9 = 
= (ра - га) - (ф: 4 га), 

(р, - Рз5) - (г, + г.) = 
== (раг, + Рог.5*) + (ри. | Раг1)5 


лем - 


{напомним, что 5$? принадлежит ио- 
лю Р), 
(р, -Е рэ5$) : (г, + г,5) = 

а. {р: 2 р2$) (и, — Гз$) 


2 2 < ы 
г1 — 5 $ 
‚ г Г.5 ` 
= р. $) —— т —щ 
(р, рз9) г — га 5? п 


(71 — 125° 52 0, так как иначе 5 = 
== М/И, и $ = Е г,/г, принадлежит Р 
вопреки условию). 

2) Положим 4=р, — р.5, тогда 
число д==р, + р,$ удовлетворяет 
уравнению (х— 9 (х—Фёх- 
-- хе - 0, ге а —(9-+а = 
= —2р, е— 99 = р} — р:$. 

Доказательство лем- 
мы 1. Докажем лемму 1 от против- 
ного. Пусть уравиение {4} имеет ко- 
рень д в поле ©. Тогда по лемме 2 чис- 
ло 9 удовлетворяет снстеме уравне- 
ний 

хз -|- ах? + фх-с- 0 4 

х? 4 ах фе = 0. (4°) 

Умножив уравнение (4’) на (х-- 
-. а — а). вычтем его из уравнения 
(4). Получим [6 — е — (а — а) х + 
-- [с — а— а}е]| = 0. 
первую скобку через {, а вторую — 
через 2. Тогда [4 НЕ -— 0. Если 
[5 0, то д: —в} принадлежит полю 
Р, что противоречит условию. Если 
{= 0, онаё= 0, н значит, 
хз + ах? -- 6х -- с хта—-фх 

хи “+ 0д=р-+а=0, 
то есть 
хз -- ах? -- 6х + с = 2 

=(х + а— а) + \ -- +9. 
Но тогда уравнение (4) имеет корень 
9 - а4- а, принадлежащий полю Р, 
— вопреки условию. 

Полученное противоречие дока- 
зывает лемму 1, а вместе с ней и тео- 
рему 2. | 


Обозначим 


РР 


Задачн 
наших читателеи 

1}. Сторона квадрата 
АВСО равна а. На лнагона- 
ли АС взята точка Р так, 
что |РС| = |АС! 4. Пусть 
Е — точка пересечения ВР 
я СР, О — центр квадрата, 
4 — точка пересечения ВР 
с перненднкуляром ОХ, про 
введенным нз точкн О ня сто- 
рону ВС. 

а) Найти |СЕ] 

6) Доказать. что тре- 
уэгольник ОЁМ равнобедрен 
ный 

М И Абзенбере 


2 Вокруг  треугольни 
ка АВС описана окружность 
3 произвольной точки этой 
окружности на стороны АВ. 

Сп АС треугольников опу- 
щены соответственно  иер 
пендикуляры й.. И, ий, 
Затем из этой же точкн опу 
щены перлендикуляры Я., 
Вь и Нсна касательные к 
ланной окружности соответ- 
ственно в очках ДА, БнС 


Доказать, что Н, + Нь 
>> Н.-> [и & я, =! й„ 
Н В Шербина 
3 Дан  1973-угольник. 


ЕГго разрезают на А 987- 
угольняков такнх, что их 
вершины либо совпадают с 
вершинами 1974-угольннка, 
либо лежат внутри него, 
причем ин одна из вершин 
какого-либо  987-угольника 
не является внутренней точ- 
кой стороны другого 987. 

угольника 
Найтн нанменышее зна- 

чение В. 
М Биктимиров 


4 На плоскости раепо 
ложены 1973 прямые общего 
положения (никакне две пря- 
мые не параллельны. няка- 
кне три прямые не пересе- 
каются п одной точке). Пря 
их пересечении образовалось 
100 многоугольников. Опурс- 
делить число точек пересече- 
ння прямых. 


Л. Иванов. 


ак 


Б. Г. Ерозолимский Бета-превра ЦЕНУ; р 


ядер 


и свойства НЕЙ 


Весь доступный нашему знанию 
мир, как известно, состоит из взанмо- 
действующих друг © другом частиц 
матерни— из так называемых элемен- 
тарных частиц. Это, прежде всего, 
электроны, протоны, нейтроны, фо- 
тоны н десятки других частиц. Сей- 
час уже стало очевидным, что термин 
«элементарные частицы» неудачен. На 
самом деле эти частицы нельзя рас- 
‹матрнвать как элементарные кир- 
пичики мироздания, они сами явля- 
ются сложными образованиями. Глав- 
ным доказательством этому служит 
то, что все известные сейчас элемен- 
тарные частицы способны превра- 
щаться друг в друга. По-видимому, 
понять «устройство» частиц невоз- 
можно, не поняв особенностей нх 
взанмодействий друг с другом, кото- 
рые. в частности, приводят к взаим- 
ным превращениям частиц. 

В настоящее время известно четы- 
ре типа взаимодействия частиц ма- 
терни: гравитационное, электромаг- 
нитиое, ядерное (сильное) и так на- 
зываемое слабое. 

Читатель, безусловно, знаком в 
той или иной стелени с первыми тре- 
мя типами взанмодействия. Напом- 
ним лишь, что нанболее интенсивным 
является ядерное взаимодействие 
(именно поэтому его и называют еще 
сильным взанмодействием). Силы при- 
тяжения между нуклонами, то есть 
протонами и нейтронамн в ядре, и обу- 
словливают стабильность атомного яд- 
ра. Чтобы разрушить ядро, преодо- 
леть ядерные силы, необходимо за- 
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тратить огромную энергию. Ядерные 
силы очень быстро спадают с расстоя- 
нием и проявляются лишь при не- 
посредственном «контакте» нуклонов 
друг с другом. 

Несколько слабее, но все же до- 
статочно интенсивно электромагнит- 
ное взаимодействие. Это — обычнсе 
притяжение или отталкивание элект- 
рически заряженных частиц. 

Гравитационнсе взанмодействие— 
нанменее интенсивное из всех взан- 
модействий, оно не имеет никакого 
практического значения в жизни эле- 
мент „рных частиц. 

Последний вид — слабое взаимо- 
действие. Его так назвали потому, что 
оно действительно значнтельно сла- 
бее ядерного и электромагнитного 
взанмодействий. Однако его роль в 
микромире велика. Оказывается, бла- 
годаря слабым  взаимодействиям и 
пронсходит ббльшая часть превра- 
щений одних элементарных частиц 
в другие. 

Впервые с такими превращениями 
наука встретнлась при изучении ес- 
тественной радиоактивности, откры- 
той в самом конце Х[Х века. Иссле- 
дования ученых, прежде всего Ма- 
рни и Пьера Кюри н Эрнеста Резер- 
форда, показали, что ядра некоторых 
химических элементов способны са- 
мопроизвольно распадаться, то есть 
превращаться в ядра других элемен- 
тов. Такие превращения сопровожда- 
ются излучением. Известны излуче- 
ния трех типов, которые обозначают- 
ся буквами ©, В иф. Как оказалось, 


а-лучи — это потоки ядер атомов ге- 
лия, В-лучи — потоки электронов, а 
\-лучи — потоки фотонов. Мы будем 
говорить подробно только п В-распа- 
дах (когда превращения ядер сопро- 
вождается вылетом быстрых электро- 
нов). 

Откуда берутся электроны, вы- 
летающие с огромной скоростью? По- 
видимому, из ядра, тем более, что при 
В-распаде электрический заряд яд- 
ра изменяется как раз на единицу. 
Значит, в ядре есть электроны? Пер- 
вая ядерная модель действительно бы- 
ла построена из протонов и электро- 
нов. Лишь позднее стало ясно, что та- 
кое устройство ядра невозможно, 
свойства атомных ядер ин элементар- 
ных частиц несовместимы с этой гн- 
потезой. С современной точки зрения 
ядра всех элементов состоят из про- 
тонов и нейтронов. Как же тогда 
объяснить В-распад? Здесь-то и начи- 
наются превращения частиц друг в 
друга! 

Оказывается, что при В-распаде 
ядра один из нейтронов в ядре пре- 
вращается в протон, что сопровожда- 
ется рождением энергичного электро- 
на *): 

п--р-|-г°. (1) 

При этом порядковый номер элемен- 

та (заряд ядра) соответственно уве- 

личивается на единицу. Например, 
зоРЬТ* — ВЕ -|- 


— изотоп свинца превращается в изо- 
топ висмута с тем же атомным ве- 
сом. 

Следует особо подчеркнуть содер- 
жащийся в процессе (1) полный и ре- 
шительный разрыв с глубоко укоре- 
нившимся в сознанни ученых прошло- 
го века представленнем о том, что час- 
тнцы вещества не могут рождаться 
или исчезать. Вылет электрона из яд- 
ра при В-превращении рассматрива- 
ется здесь не как следствие того, что 
он (электрон) там и был до этого, а 


*) В самом деле прн таком превращении 
рождается еще одна частица, но об этом будет 
рассказано позже. 


как акт возникновения электрона в 
самом процессе В-распада. Это под- 
тверждается множеством фактов. В 
частности, в конце 40-х годов было до- 
казано, что свободный нейтрон (не 
входящий в состав ядра) нестабилен 
п самопроизвольно превращается в 
протон и электрон с периодом полу- 
распада всего около 10 минут. За но- 
следние два десятилетия с помощью 
ускорителей открыто большое число 
новых элементарных частиц: мезонов 
(частиц легче протона, но тяжелее 
электрона), гиперонов (частиц тяже- 
лее протона). Все они, как оказалось, 
недолговечны и тоже превращаются 
друг в друга, наподобие свободного 
нейтрона. 

Появление атомных реакторов, а 
также техники разделения изотопов 
привело к открытию и получению 
большого количества новых искус- 
ственных  радиоактнвных веществ. 
Среди них много таких, при В-распа- 
де которых происходит вылет не элек- 
трона, а позитрона (2+). Заряд ядра 
(атомный номер) ири этом соответ- 
ственно уменьшается на единицу. Это 
означает, что в таких ядрах осущест- 
вляется превращенне одного из прото- 
нов в нейтрон и позитрон по схеме *) 

рп -2*. (2) 
Например, превращение магния в 
натрий, пронсходящее с пернодом по- 
лураспада 11,6 секунды, можно за- 
пнсать так: 

:2М9?3 — ,Ма?3 2 е'. 


Процесс (2) возможен, правда, лишь 
в ядре; и свободном состоянин именно 
нейтрон превращается в протон. Де- 
ло в том, что масса нейтрона, а зна- 
чит, и его собственная энергия боль- 
ше, чем у протона. И потому превра- 
щение свободного протона в нейтрон 
нарушало бы закон сохранения энер- 
ГиН. 

Таким образом, способность к 
взаимному превращению из уникаль- 


*) Эта реакция так же, как и реакция (1}, 
записана пока неправильно 
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ного днковинного свойства, нроявив- 
негогя в В-раснаде ядер, стала не- 
отъемлемой характеристикой пракии- 
чески всех известных элементарных 
частиц. В настоящее время эта об- 
ласть физики — физика слабых взаи- 
модействий — бурно развивается. С 
30-х годов, когда Э. Ферми создал 
первую георню В-распада ядер, сле- 
лано уже немало для того, чтобы все 
известные факты получили теоретиче- 
ское обоснование. Правда, существую- 
нише пока представления очень дале- 
ки от той стройности в законченнос- 
ти, которые отличают, например, в 
настоящее время картину  электро- 
магиитного взаимодействия. 

Согласно современным воззре- 
ниям всякое взаимодействие может 
быть описано с помощью некоторого 
поля, причем возникновение сил при- 
тяжения или отталкивания между 
частинами обусловлено их сиособ- 
ностью «рождать» и поглощать кван- 
ты этого поля. Теория устанавливает 
глубокую связь между механизмом 
возникновення сил, действующих 
между частицамн —источниками данно- 
го поля, и возможными «иревраще- 
ниями» этих частиц, которые сопро- 
вождаются рожденяем квантов этого 
поля. 

Например, взаимодействие между 
электрическими зарядами обуслов- 
лено электромагнитным полем, кван- 
ты которого — фотоны. Эго же взаи- 
модействие приводит к возможности 
рождения кванта (фотона), скажем, 


при торможении быстро летящего за- 
ряда (электрона). Реакция ‹киревра- 
щения» тут такая: 

ее ту, 
Где е’— эго электрон с изменившей- 
ся энергней. 

Аналогичная ситуация оказывает- 
ся и в случае слабого взаимодействия. 
Сами силы взаимодействия частини, 
например нуклонов, при этом столь 
ничтожны на фоне ядерных и элек- 
тромагнитных сил. что их проявле- 
ния удалось обнаружить лишь кос- 
венно, п то в очень тонких экспери- 
ментах. А вот процессы превращеннй, 
при которых рождаются кванты это- 
го поля, нам давно известны — имн и 
являются В-превращения ядер и сла- 
бые распады элементарных частиц. 
В этом смысле реакцин {1) ин (2), реак- 
цин превращения протона н нейтрона 
друг в друга, можно интерпретиро- 
вать как процессы рождения квантов 
поля слабого взаимодействия (2 ие*). 
Подробное изучеине, однако, показа- 
ло, что ситуация здесь оказывается 
существенно сложнее. Поле слабых 
сил на самом деле представлено кван- 
тами двух сортов: электронами (по- 
знтронами) и частнцами с совершенно 
удивительными свойствамн, а нмен- 
но — нейтрино, так что реакции (1) 
и (2) записаны неверно. Вместе с 
электроном нли позитроном должно 
обязательно рождаться и нейтрино. 

История открытия нейтрино- яв- 
ляется одной из самых блестящих 
страниц науки ХХ века и заслужнва: 


Рис. 1. 
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Краским показана проекция винтовой траектории электрона. 


Рис. 2. Бета-спектр свободного нейтрона. 


ет того, чтобы вкратце о ней расска- 
зать. Существование нейтрино было 
теоретически предсказано В. Паули 
в результате попыток осмыслить 
странный факт, обнаруженный в В- 
распаде ядер. Измерения энергии вы- 
летающих ири В-распаде электронов 
показали, что электроны не обла- 
дают фиксированной энергией, кото- 
рая была бы свойственна данному 
В-превращению. Имеется широкий 
днапазон, нли, по-другому, спектр 
энергий, простирающийся от нуля 
до некоторого максимального значе- 
НИЯ. 
Измерение энергии электронов 
производится с помощью специаль- 
ных приборов — бета-спектромет- 
ров, в которых электроны разных 
энергий различаются либо по траек- 
ториям в магнитных илн злектриче- 
ских нолях, либо по амплитуде элек- 
трических импульсов, возникающих в 
детекторах спектрометрического ти- 
па (например, в синнтилляционных 
счетчиках). На рисунке | изображена 
схема простого магнитного спектро- 
метра с продольным полем. Электро- 
ны из источника И понадают в маг- 
нитное поле, образованное соленои- 
дом С. Траектория электрона в таком 
поле представляет винтовую линию с 
осью, параллельной оси соленонда *)- 
Можно показать, что электроны, вы- 


*) См. наирнмер. решение задачи Ф217, 


«Квант», 1974, № 2. 


й 


М(Е} 


Рис. 3. Бета-спектр радиоактивного изотопа 
золота. 


шедшие из источника достаточно ма- 
лого размера с одной и той же энер- 
гней. сфокусируются вблизи оирелде- 
ленной точки, где н устанавливается 
днафрагма Д, за которой стоит счет- 
чик Сч. Траектории частиц с другой 
энергяей при этом таковы, что эти 
частицы через диафрагму Д не прохо- 
дят. От прямого же попадания элек- 
тронов (влоль снловых линий поля} 
в отверстие диафрагмы Д предохраия- 
ют кольцевые диафрагмы К. Изменяя 
величину магнитного поля (тока в со- 
ленонде), можно таким образом «про- 
смотреть», сколько электронов, нис- 
пускаемых источником, обладают той 
нлн иной энергией, то есть исследо- 
вать их энергетический спектр. 

Вот как выглядит, например, В- 
спектр свободного нейтрона (рис. 2) 
нли спектр радиоактивного изотона 
золота 1. Аи? (рис. 3}. По оси орли- 
нат отложено в произвольном масшта- 
бе число частии с энергией Ё (точнее, 
с энеэгией в достаточно малом интер- 
вале АЕ, от Ё до ЕЁ |+ АЕБ). ашо оси 
абсцисс — энергия в килоэлектрон- 
вольтах. Из рисунков 2 и 3 вилно, 
что В-спектр непрерывен, ирисутству- 
ют элекгроны с любыми энергиями от 
Оо Ев. 

В спектре, представленном на рисуп- 
ке 3. видны отдельные узкие липии. Это сви- 
детельствует о том, что кроме электронов © 
непрерывным спектром есть еще несколько 
групп электронов © вполие определенными 


энергиями {так называемые смонохромати- 
ческие» электроны). Однако, природа таких 


линий совершенно иная, соответствующие 
этим. линиям электроны никакого отношения 
к В-распаду не имеют. 


Если процесс В-распада предста- 
влять по схеме (1) или (2), то на- 
личие непрерывного спектра элек- 
тронов совершенно непонятно. В са- 
мом деле, процесс В-превращения со- 
провождается выделеннем вполне оп- 
релеленной энергии, которая распре- 
деляется между двумя образующимн- 
ся частицами (электроном и ядром 
отдачи — ядром нового элемента) 
единственно возможным — образом, 
так что энергия электрона должна 
быть вполне определенной. Это непо- 
средственно следует нз законов сохра- 
нения энергии ин количества движе- 
ния. Так как первоначальное ядро 
покоится, то его количество движе- 
ния (импульс р) равно 0. Суммарное 
количество движения образующихся 
частиц так же должно равняться 
нулю, то есть электрон и ядро отдачи 
должны разлетаться |) противополож- 
ные стороны. Обозначим массу элек- 
трона н его скорость через т, и ц.., 
а массу ядра отдачи н его скорость — 
М нин запишем закон сохранения 
количества движения: 


тео, — Ми -= 0. (3) 
С другой стороны, сумма кинетиче- 
ских энергий образовавшихся частиц 
должна быть равна Е, — полной энер- 
гии, выделившейся при В-распаде: 


Е: = Ем и Ео- {4) 


Для простоты расчетов можно прн- 

нять, что связь между энергией и им- 

нульсом частицы дается классической 
2 

формулой Е = 5 


2т` 


Из уравнений (3) н (4) следует,. 


что скорость и., а значит, и энергия 
электрона Е, определены однознач- 


но (Б. == Следовательно, В- 


о] 
1--т М” 
спектр должен был бы представлять 
собой одну единственную линию. 
Кстати, легко убедиться в том, что 
поскольку М»т., то Е. ^ Ез, то 
есть ядро отдачи уноснт весьма малую 
долю всей энергии распада. 
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Какова же величина этой ожидае- 
мой энергин электрона? Для примера 
рассмотрим В-раснад свободного нейт- 
рона. Точные измерения показали, 
что масса нейтрона несколько болыше 
массы протона, а именно: 


т, — т» = 2,5 т.. 


Согласно одному из фундаментальных 
положений теорин относительности 
Эйнштейна всякой массе соответству- 
ет энергия, связанная с ней соотноше- 
нием Е -= тс*, где с — скорость све- 
та. Тогда энергия, которая должна 
выделиться при превращении нейтро- 
на в протон и электрон, равна 
Ев —= (ть — тр — т.с? = 

— 1,6т.с*= 780 кэв. 


Из рнсунка 2 видно, что энергия 
Еъ как раз и есть Езах — граничная 
энергия В-спектра. Это значит, что 
практически всегда электрон уносит 
не всю энергию распада (с точностью 
до энергии ядра отдачи), а лишь часть 
ее, причем величина этой части от ра- 
за к разу принимает различные зна- 
чения. 

Куда же девается остальная энер- 
гия? Многократно проводившиеся 
измерения, в которых В-радноактив- 
ный препарат помещался внутрь кало- 
риметра с очень толстыми стенками, 
показали, что нет никаких известных 
излучений, которые уносили бы часть 
энергии, а в калориметре при этом 
выделяется энергия, которая в сред- 
нем составляет лишь половину от 
полной энергии В-распада. 

Это «исчезновение» энергин, кото- 
рое даже давало повод подвергать сом- 
нению справедливость закона сохра- 
нения энергии в микромнре, и натолк- 
нуло Паули на мысль о.том, что нрн 
В-распаде рождается еще одна частн- 
ца. Она не обладает электрическим 
зарядом, а масса ее чрезвычайно ма- 
ла. Ферми назвал эту частнцу нейтри- 
но. Нейтрино может свободно прохо- 
дить через весьма большие толщи ве- 
щества и поэтому не улавливается 
стенками калориметров. Полная же 
энергия В-превращения распределя- 
ется между нейтрино н электроном, 


оставляя в среднем на долю электрона 
лишь половину *). Таким образом, 
вместо реакций (1) и (2) нужно запи- 
сать такие реакции: 
але У (5) 
рп ее- у. (6) 
Символ у соответствует нейтрино 


а у — антинейтрино (0 различиях 
между ними будет рассказано даль- 
ше). | ы 

Важным подтверждением этой ги- 
потезы явились эксперименты, в кото- 
рых исследовалась отдача ядер, об- 
разующихся в результате В-распада. 
Было показано, что ядро отдачи и 
электрон вовсе не разлетаются в про- 
тнвоположные стороны. Это также 
свидетельствует о рождении еще од- 
ной какой-то частицы нри В-раснаде. 
Ведь закон сохранения количества 
движения (импульса) требует, чтобы 
центр масс всех разлетающихся в ре- 
зультате В-распада частиц оставался 
на месте — ведь распадающееся ядро 
первоначально поконтся.(с точностью 
до теплового движения). Образовав- 
шиеся ядро отдачи и электрон, как 
показывает опыт, разлетаются под 
любыми углами друг к другу. Но 
тогда суммарный вектор их количест- 
ва движения не равен нулю! Если же 
учесть, что вылетающая частица уно- 
сит с собой некоторый импульс, то за- 
кон сохранения импульса может быть 
выполнен. 

Но самое замечательное то, что 
между недостающим значением энер- 
гни Е; и величиной  «нескомпенси- 
рованного» импульса р. оказывается 
всегда имеет место очень простое со- 
отношение: Е, = рус, где с— ско- 
рость света. Но ведь это нзвестное 
соотношение между энергией н им- 
лульсом фотона — частицы, движу- 
щейся со скоростью света и имеющей 


нулевую массу покоя. Такое же соот-* 


ношение устанавливает теория отно- 
сительности для тел, движущихся со 
скоростью, близкой к скорости света, 
то есть для тел с весьма малой или 


*) С точностью до энергии ядра отдачи. 


Рис. 4. 


лаже равной нулю массой покоя *). 
Итак, предположив, что при В-распа- 
де вылетает нейтрино, мы обеспечи- 
ваем выполнение обоих фундамен- 
тальных законов сохранения (энер- 
гии и импульса) и получаем возмож- 
ность правильно рассчитать энергии 
частии — продуктов распада. 

Для примера еще раз рассмотрим распад 
свободного нейтрона. Пусть электрон н про- 
тон разлетелись под углом 907. кинетическая 
энергия электрона Ее - 200 кэ. Какова 
ири этом энергия протона? 


Составляем два уравнения: закон сох- 
ранения энергия 
ВЕ. - Е, ТЕ {7) 


и закон сохранення импульса (рис. 4) 
р. р | 2 
| а“ ИР {8) 


Здесь Е, = 780 кэж — полная энергия, вы- 
деляющаяся при В-распаде нейтрона 
(см. рис. 2), Е, и р, — энергия п импульс 
нейтрино, причем Е, = р.с. Импульс элек- 
трона рес п его кинетическая эпергня с уче- 
том ноиравок теории относительностн связаны 
между собой тзк; 


“ р 
Г. с*-= Е; - 2Естьс®. 
Действительно. импульс электрона равен 
тей 
Ре = ти (М!..-- Масса нокоя элект- 
ИУ- ие 
рона). полная энергия электрона равна 
ь тис? 
Е =, энергии покоя равна 
УГ и: 
Еи — тс. Тогда кинетнческая энергия 
электрона 


ь { 1 \ 
7 = Е— Е = Те ЕЕ —= 1). 


”) См.. например. статью Н. П. Ста- 
ханова «Масса и энергия в теории отио- 
сительности», «Квант», 1975, № 3. 


Возведя обе части равенства п квадрат я 
учтя выражение для нмнульса электрона, 
нолучим записанное выше соотношение между 
кинетической энергией и импульсом элект. 
рона. 

Связь между импульсом и кинетической 
энергией протона можно записать класси- 


ческой формулой р 2МЕр (М у - - масса 
протона), так как скорость протона много 
меньше скорости света. 

Решение уравнений {7} и (8) с учетом со- 
отношений между кинетяческой энергией в 
импульсом частиц даст для энергия протона 
величииу Ёл2=50 38. 

Итак, при В-превращении ядра 
всегда образуется не две частицы, а 
три. Именно это и приводит к тому, 
что В-спектр оказывается снлошным: 
доля энергии, уноснмой электроном, 
зависит от того, с какой энергией вы- 
летело нейтрино. Первая теория этого 
процесса была предложена в начале 
30-х годов Э. Фермн. 

Современная теория объединила 
явления В-распада ядер с аналогич- 
ными превращениямн других частиц 
в общий класс явлений универсаль- 
ного слабого взаимодействия. Одним 
из наиболее примечательных утверж- 


дений теории явилось предсказание 
возможности процессов, обратных 
процессам (5) и (6): 
Зы В. (9) 
урл ге". (10) 


Тсория предсказала также н интен- 
сивность таких процессов. Оказа- 
лось, что прежде чем произойдет за- 
хваг нейтрино (с энергией | мзэ5), 
эта частица может {в среднем) пройти 
слой вещества (например, воды) тол- 
щиной около 10° хм! Нейтрино 
свободно может иройти сквозь всю 
Землю так, что лишь одна из 5. 0 
частиц поглощается Землей, то есть 
вызывает «обратный» В-распад. Вот 
почему никакие калориметры в ран- 


них экспериментах по В-распаду не 
могли задержать эту «неуловимую» 
частицу. 


Тем не менее, такой процесс был 
обнаружен в чрезвычайно тонком и 
рекордном по чувствительности экс- 
перименте американских ученых Рай- 
неса и Коуэна в 1953 году (экспе- 
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римент проводился вблизи мощного 
промышленного атомного реактора). 


Этот опыт явился окончатель- 
ным доказательством существова- 
ния нейтрино. В опыте  регист- 


рировалось в среднем около трех со- 
бытий захвата нейтрино за час. Такая 
частота событий находится в отлич- 
ном согласии с количественными 
предсказаниями теорни. 

Изучение свойств этой частицы 
продолжается и в настоящее время. 
Например, было установлено, что ней- 
трино, вылетающие при  рас- 
паде нейтрона (процесс 5), и нейтри- 
но, вылетающие при превращении 
протона в нейтрон (процесс 6), явля- 
ются на самом деле разными частн- 
цами. Оба вида нейтрино, как оказа- 
лось, обладают собственным враща- 
тельным моментом — синном, на- 
правленным по оси вращения. Од- 
нако у нейтрино из распада (5} на- 
правление спина соответствует пра- 
вовинтовому вращению, ау нейтрни- 
но из реакции (6) — левовинтовому. 
В соответствии с этим нейтрино пер- 
вого типа ‘называют «антинейтрино» 
нп обозначают его у. 

Далее, исследования распада ме- 
зонов, проведенные на больших ус- 
корителях в Брукхейвене (США) п 
Церне (Швейцария), показали, что 
существует еще одна пара нейтри- 
но — антинейтрино, которая чем-то 
существенно отличается от нейтри- 
но, участвующих в распадах типа 
(5) и (6). Во всяком случае, под дей- 
ствнем тех нейтрино (именуемых мю- 
онными) не происходит обратный В- 
процесс Райнеса — Коуэна (процесс 
10)- Зато происходят аналогичные 
процессы захвата нейтрино нейтроном 
или протоиом, при этом вместо элект- 
рона или позитрона рождаются ц- 
мезоны соответствующего знака: 

пт рти, 
Уи ри -ц*. 


(11) 
(12) 

Установлено -также, что у всех 
нейтрино масса покоя действительно 
очень мала (либо вовсе равна нулю); 
так, например, про массу обычного 


(электронного) нейтрино известно, 
что она по крайней мере меньше 
1/7000 массы электрона. 

Во многих лабораториях мира, в 
том числе и в Советском Союзе, ве- 
дутся интенсивные эксперименталь- 
ные работы по изучению нейтрино. 
Цель этих работ — выяснить, какими 
еще свойствами обладают нейтрино. 
В частности, ведутся поиски других 
процессов, которые согласно теории 
слабых взаимодействий должны иро- 
исходить под действием нейтрино. 

Огромное внимание уделяется 
также поиску пока еще не обнаружен- 
ного нейтринного излучения от Солн- 
на и других звезд. Современные 
представления о природе солнечной 
и внутризвездной энергии связаны с 
картиной интенсивных ядерных про- 
цессов, происходящих в сверхгоря- 
чей плазме (при температуре в не- 
сколько десятков мнллионов граду- 
сов), из которой состоят внутренние 
области Солнца и других звезд. Воз- 
никновёние в этнх процессах нейтри- 
но должно существенно сказываться 
на общем энергетическом балансе, 
а следовательно, н на всей динамике 
развития звезд, поскольку нейтрино, 
свободно проникая сквозь всю толщу 
Солнца или звезды, улетают в косми- 
ческое пространство и уносят с со- 
бой заметную долю общей энергии. 
Для обнаружения солнечных нейтри- 
но сооружаются огромные подземные 
лабораторин на большой глубине в 
угольных шахтах или в тоннелях под 
большими горами с тем, чтобы обес- 
печить мннимальный «уровень фона» 
от космических лучей в нейтринных 
детекторах. 

Так в решении проблем, связан- 
ных с изученнем слабых взаимодей- 
ствий и нейтрино, тесно сомкнулнсь 
путн развития физики элементарных 
частиц — физики микромира — и 
науки о звездах и других галактичес- 
ких объектах — современной астро- 
физики. 


о «Квант» № В 


Элементарная 
исповедь 
Хорошо быть иейтриной. 


Летишь себе куда хочешь, 
пролетаешь все насквозь. За- 
ряла нет, масса нулевая, 
‘икто тебя пе трогает, не ре- 
гистрирует... Чего еще надо? 

А тут вертишься, как 
проклятый, вокруг ядра, с 
переменной вероятностью. 
` уровия на уровень скачениь. 
Энергию излучаешь. Все до 
последнего кванта отдаешь, 
а тебя все по Бору да по 
Дираку квантуют. 

Поле открыли. Электро- 
магнитное называется. Е по 
нксу, М по игреку, У по 
зету. С ума можно сойти. 
Орбиты, говорят, ‘ стацно- 
нарные, вертись, пожалуй- 
ста. сохраняй энергию. 

Вот друг у меня нз 
|-й Боровской работает, 
у Водорода А живет где-то 
у черта на куличках. Пока 
на работу доберется, так 
намучается бедняга, что хоть 
на ядро падай. А на ра- 
боте что? Кванты разные, 
фотоны. Хулиганье. Шастают 
кругом, так и смотрят, кого 
с орбиты сшибить. Непоря- 
док. Больше 10-8 5 на одном 
атоме не удержишься. 

А свободному п того 
хуже. То поле, то яма, а чего 
доброго и Ш ускоряющее. 
Вот деверь мой как-то в 
яму попал, теперь у него 
что-то с ф-функцией не Е по 
рядке. Не совсем гладкая, 

вывихом, значит. 

В общем, что-и говорить. 
Вот раньше, бывало, бежишь 
себе спокойно от «< к 
«--». Ток тебе навстречу. 
У исго новости спросишь, 
сам расскажешь. Добежишь, 
передохнешь. А теперь.. Да- 
же остановиться нельзя. 
Остановишься — такую не- 
определенность в импульсе 
получишь, что аж закачаешь- 
ся, и импульс уменьшишь — 
по пространству рзазмажут. 
Нет, нейтрино быть лучие. 


ИЗ газеты 
Московскогофизико-технического 
инститита «За науки». 
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ЛАБОРАТОРИЯ 
*НВАНТА- 


Как можно измерить 
толщину 
зеркального слоя? 


Н. М. Ростовцев 


При изготовлении зеркал на полн- 
рованную поверхность стекла нано- 
сят тонкий слой металла, хорошо от- 
ражающего свет. Особенно широкое 
распространение получили зеркала из 
серебра, осажденного на стекло химн- 
ческим путем. 

Но серебро, как известно, металл 
дорогой. Как  проконтролировать 
расход серебра, то есть измерить тол- 
щину его слоя на зеркальной поверх- 
ности? Вы сумеете ответить на постав- 
ленный вопрос и произвести измере- 
ния толщины зеркального слоя, если 
познакомитесь с методом, предложен- 
ным Физо в 1861 году. Этот метод 
основан на химическом взанмодейст- 
вин иода © серебром, он до сих пор 
применяется на практике. 

Для измерения толщины зеркаль- 
ного слоя серебра на него кладут 
крупинку нода. Почти сразу же в ок- 
рестности крупинкн начинает изме- 
няться цвет покрытия. Через 5—1 
минут (в зависимости от толщины 
слоя) вокруг крупинкни образуется не- 
сколько окрашенных колец, а в том 
месте, где лежала крупннка, зеркало 
становится прозрачным. Если зеркало 
осветить красным светом или смот- 
реть через красное стекло, то вокруг 
крупинкн будут видны чередующие- 
ся красные и темные кольца (рис. а). 

Что же происходит? Пары иода 
([.), распространяющиеся от кру- 
пинки, взанмодействуют с серебром 
(Ад) и переводят его в нодистое сереб- 
ро (АП — прозрачное твердое ве- 
щество. Около крупиикн нода обра- 


зуется слой Аз! переменной толщины, 
напомннающий по своей форме двоя- 
ковыпуклую линзу (рис. 6). Толщи- 
на «линзы» к краям спадает «на нет». 
Интерференцией света в этом слое и 
объясняется появление колец. 

Когда на зеркало падает световая 
волна (луч 1 на рис. 6), то она час- 
тично отражается от внешней поверх- 
ности слоя Аз! (точка А, луч 2), 
частично проходит внутрь слоя, от- 
ражается от второй его поверхности, 
то есть от границы с серебром (точ- 
ка В), н выходит наружу (точка С, 
луч 3)..Полученные таким образом 
отраженные волны (лучи 2 и 3) коге- 
рентны, поэтому они будут интерфери- 
ровать. Результат интерференции за- 
внсит от геометрической разности хо- 
да 6 лучей 2 и 3, которую можно под- 
считать по формуле 

6 = АВ + ВС. 
Если угол падения света равен нулю 
нли близок к нему, то АВ — ВС, 
поэтому 
6 = 2АВ = 24, {1) 

где 4 — толщина «линзы» в месте па- 
дения светового луча. От края к цент- 
ру слоя толщина его @ постепенно 
растет, увеличивается и разность хо- 
да 6. При освещении монохромати- 
ческим светом (например, красным) 
максимумы освещенности (красные 
кольца) наблюдаются там, где раз- 
ность хода лучей равна целому чис- 
лу длии волн света в иодистом се- 
ребре. Темные кольца (минимумы 
освещенности) образуются там, где 
разность хода лучей кратна половине 


длины волны А в этом веществе: 
6=(#-0%. 0) 
Здесь Ё = 1,2,3,... — номер темно- 


го кольца. Первым считается крайнес 
внешнее темное кольцо. 

Из соотношений (1) к (2) следует, 
что там, где наблюдается темное коль- 
цо с номером Ё, толщину слоя АБ 
можно подсчитать по формуле 

1) 3 

4- (2—1) +. (3) 

Если последнее темное кольцо с номе- 
ром Ах совпадает с краем централь- 
ного прозрачного пятна, то максн- 
мальная толщина слоя @4„.х равна 


(4) 


В действительности же последнее тем- 
ное кольцо обычно не совпадает с 
краем прозрачного пятна, а нахо- 
дится на некотором расстоянин от 
него (как, например, на рис. а). По- 
этому на самом деле 4х несколько 
больше значения, рассчитанного по 
формуле (4). Попробуем оценить эту 
неточность. Разность толщин «лин- 
зы» в местах, соответствующих двум 
соседним темным кольцам, равна по- 
ловине длины волны. Следовательно, 
погрешность в определении тах не 
превышает А/4. Тогда, можно считать, 
что тах Равно приблизительно 
2 


^ . 
Ч тах — (2А пах — 1) Е —- а ие 


А 
Атах = (2А их — 1) АЕ - 


Длина волны света в веществе А 
связана с длиной волны света в ва- 


2 
кууме № соотношением 4. == —"-, где 
п — показатель преломления ве- 
щества. Учитывая это, запишем 
2 
Я тах — пах о 5 {6) 


Оказывается (см. упражнение в 
конце статьи), толщина й серебряного 
слоя на зеркале связана определен- 


2 


Темные нольца Пргозречное , 
ь пятно 


| 


77 Й_ 
т, я 


ным образом с максимальной толщи- 
ной иодистого серебра Чизх: 


— Чтах 

Для иодистого серебра п -= 25. 
Подставив это зкачение в (7), полу- 
чаем формулу для определения тол- 
щины слоя серебра: 


тах За - 


Г 


й а 17.3. 


Пусть картина, изображенная на 
рнсунке а, наблюдается через крас- 
ный светофильтр (длина волны крас- 
ного света 6,2: 10-5 см); тогда 

5 . -5 
10-8 си. 
Если наблюдение проводят в белом 
свете, то под А„.х понимают число 
цветных колец, а А берут равной 
5,6-10-$ см (длина волны зеленого 
света, к которому наиболее чувстви- 


телен наш глаз). 


Погрешность измерения толщины 
слоя Ав! методом Физо, как было по- 


казано выше, равна -;- =5„-. Толщи- 


на слоя Ав в 4 раза меньше толщины 
слоя Ав], поэтому погрешность в оп- 
ределении толщины слоя серебра рав- 

И 
аи д: 

Для опытов по измерению толщи- 
ны зеркального покрытия проще всего 
воспользоваться шариком из. набора 
елочных украшений. Такой шарик на- 
до осторожно разбить на кусочки с 
размерами порядка 1Х1 см. Можно 
использовать п обычное маленькое 
зеркало. Слой серебра в зеркалах 
обычно покрывают краской, но ее 
легко удалить ваткой, смоченной п 
скипидаре илн ацетоне. Опыты мож- 
но проводить и с пластинками слюды, 
покрытыми тонким слоем серебра. 
Такие пластинкн имеются в слюдя- 
ных кондеисаторах емкостью 100— 
1000 лф. 

Крупинки нода можно найти в 
школьном кабинете химии. Для опы- 
тов подойдут крупинки размерами с 
маковое зернышко или несколько 
больше. Если крупинки иода достать 
не удается, то можно воспользовать- 
ся настойкой иода. Спичку смачива- 
ют в настойке нода, и после впитыва- 
н®я раствора отрезают кусочек дли- 
ной | — 1,5 мм. Его и кладут’ на ис- 
следуемый слой серебра. 

Если кольца располагаются очень 
близко друг к другу, то следует вос- 
пользоваться лупой. Кольца видны 
более четко и сосчитать их легче, если 
рассматривать картину через красное 
стекло. 

Упражнение 

Показать, что толщина слоя серебра приб- 
дизительно в 4 раза меныне толщины слоя 
НОДИСТОгГО серебра. если известно, что плот- 
ность серебра — 10,5.10% кг/м3, плотность 
нодистого серебра — 5,73.103 кг’м?, атом- 
ный вес серебра — 107,8, молекулярный вес 
иодистого серебра — 234,7. 

Указание. Запишите реакцию обра- 
зовання нодистого серебра я сравните объем, 
занимаемый прореагировавшим серебром, с 
объемом полученного нодистого серебра. Сред- 


ине площади сечения обоих слоев считать 
одинаковыми, 
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Задачи 
на делимость 
чисел 


Ниже приводятся несколько 
задач. которые мы советуем 
попробовать решить Е по- 
мощью метода  математиче- 
ской индукции. Этот метод 
зачастую позволяет решить 
многне задачи такого типа 
«В лоб» и избавляет нзс от 
поисков более «хитрых» реше- 
ний. Правда, эти «хитрые» 
решения зачастую короче, но 
зато нх труднее придумать! 
Приведем сразу одно указа- 
ние — индукцию приходится 
иногда пряменять многократ- 
но. 


!. Докажите, что 


пз-|- 50 делится ина три, 
п* -} 6лз -- 11а? -|- бя 
делится на четыре 

при любом натуральном п. 


2. Докажите, что 


41 -- }5п — } делится на 59. 
5" — 41 — | делится иа 16, 
7" — бп — 1 делится на 36. 
8" — 7п — | делится иа 49, 
{т 7 — т.п — 1 делатся 
на м? 

прн любых натуральных 
тил. 


3. Докажите, что 


37+1 -|- 27.57*? делится на7, 
2" — 37 делится на 16, 
527+1-}- 37+? „27-1 делится 
на 19 
при любом  натураль- 
ном п. 


4. Докажите. что 
п*—л делится на 2, 
п3—я делится на 3, 
п5-_м делится на 5, 
п7—л делится на 7. 1 
пР—п, где р— простое число, 
делится на р 
при любом натуральном л. 


О. С. Берлянод, Б.О. Берлянд 


Одиннадцать кругов 


На четвертой странице обложкн в круге 
размещены двадцать три круга. Положенне 
каждого из них определено точками касания 
либо г опорными окружностями, либо с 
онорными прямыми, либо друг с другом, 
Центры всех опорных окружностей лежат 
на вертикальном диаметре, точки их пере- 
сечения с этим днаметром — нли крайние 
точки днаметра, или цеитр круга, или сере- 
днна раднуза. 

Одинаково окращенные круги кажутся 
коигрузитнымн, ие так ли? Но, может быть, 
зрение нас обманывает? Во всяком случае, 
с помощью циркуля различне между ними 
установить ие удается. Так какое же вынол- 
няется равенство — точнюе или ириближен- 
ное? 

На рисукке | из рисуика © обложки уда- 
лены частн, содержащие кругн, явно конг- 
руэнтные оставшимся одноцветным. Двенад- 
цать кругов исчезло, оставниеся пронуме- 
рованы. В том же порядке занумеруем их 
радиусы. Ясно, что если удастся провестн 
доказательство гипотезы для кругов на ри- 
сунке 1. то его легко распространить на рису- 
нок с обложки. 

Проверку начнем с желтых кругов. 
Пусть раднус нанбольшей нз опорных ок- 
ружностей равен А. Из рисунка 2 видно, что 


(9-7 


откуда г, =А 6. Аналогично из эисунка 3 по- 
лучаем равенство 


^ = 


[= ср ") + (7) = (Е — г.)1, 


из которого следует, что н г» == Ю:6. Теперь 
вы без труда докажете самостоятельно, что 
73 —- Ю:6.* 

А вот для того, чтобы доказать, что 
Г = А!:6, теоремы Пифагора недостаточно; 
приходится воспользоваться теоремой Стю- 
арта: если в треугольнике со сторонами а, 
Ьи с из вершины А к стороне п провести от- 
резок Олины 4 (рис. 4), который делит ее на 
отрезки т п п, то 

аа = Б?т -|- сл — ати. 

Доказательство теоремы Стюарта сле- 
дует из равенств с?= 4 -- т? — 2тр ин 
Ь" = 4*-г пл? - 2пр, где р — проекция от- 
резка 4 иа основание треугольника. 

‚ Радиус любого из белых кругов равен 
Ю!8. Чтобы доказать это для десятого круга, 
можно рассмотреть прямоугольный  треу- 
гольник, выделениый красным иветом на 
рисунке 5. 

Локазано почтн все, остальное вы без 
труда сделаете самостоятельно. А может 
быть, вы найдете другое доказательство? 


В. Н. Березин 


Расположенне опорных окружностей и пря- 
мых на рисунках 1, 2, Зин 5 соответствует 
- рисунку на четвертой странине обложки. 
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задачнив Иран 


Решения задач из этого номера можно посыпать не позднее 1 августа 1975 г. по 
адресу: 117071, Москва, В-74, Ленниекий проспект, 15, издательство «Наука», жур-. 
нал «Квант». Поспе адреса на конзерте напишите, решения каких задач вы посы- 
лаете, например: «Задачинк «Кванта», М326, М327» мпм е... ФЗЗ8». Решения задач 
по каждому из предметов [математике мн физике}, а также новые задачи просьба 
присылать в отдельных ноивертах. Задачи мз разных номеров муриала при- 
сылайте танже в разных конвертах. В письмо впожите конверт с написаи- 
ным ина нем адресом [в этом конверте вы попучите резупьтаты проверки 
ваших решения]. Условия орнгимальных задач, предпагаемых для пубпикацим, при- 
сыпаяте в двух >кземплярах вместе с вашимн решенмями этнх задач (на конверте 
пометьте: «Задачник «Кванта», новая задача по физнкею млм с... новая задача по 
математике»). После формулнровкн задачн мы обычно указываем, кто предпожнл 
нам эту задачу. Разумеется, не все эти звдачи публикуются впервые. Наиболее 
трудные задачн отмечены звездочком. 


МЗ27. В компании М человек. 
Задачи Каждому из них нравится ровно А 
М326—М330; ФЗ38—ФЗ342 людей из этой компаиии. При каком 


наименыцем А можно утверждать, 
что обязательно найдутся два чело- 
века из этой компанин, которые „нра- 
вятся друг другу? 


М326. Хорда окружности удале- 
на от центра на расстояние Я. В каж- 
дый из` сегментов, стягиваемых хор- 


дой, виисан квадрат так, что две А. Колодия. ученик № класса 
соседние вершины квадрата лежат (г. Кололныя) 
на дуге, две другие — на хорде 

(рис. 1). Чему равняется разность М328. По правильному  гетразд- 
длин сторон этих квадратов? ру ползают муха н два наука. Муха 


9. Г. Готмин  подзает только по ребрам, а пауки — 
4 


ей по всей поверхности. Максималь- 
иг” ная скорость мухи в 2 риза больше 
„| максимальной скорости пауков. 


Ра 


ух и, 
#7. 
Я 


*^. 
мех \# 
х С а) Докажите, что прн любом на- 


я 
АИ 
1 


чальном расположении пауки смогут 
поймать муху. 


Е 6) Верно ли это, если максималь- 


Е | ная скорость мухи более чем в 2 ра- 
>> за превосходит максимальную ске- 
2:4  рос'ь пауков? 

я в) Как изменится ответ, еслн раз- 


“УИ К^ ] решить паукам ползать только по 
ребрам тетраэдра? по всему объему 


тетраэдра? (Муха по-прежнему двн- 
гается только по ребрам.) 
0. Ефремов, ученик 9 класса (г. Ангарск) 


М329. Выпуклый п-угольник по- 
мещен в квадрат ео стороной 1. До- 
кажите, что найдутся три верши- 
ны А, В, С этого п-угольннка такие, 
что площадь треугольника АВС мень- 
ше 8/п?. 

Г. Шмелев, ученик 10 класса (г. Ярославль) 


МЗ30. На плоскости расположены 
два выпуклых многоугольника М. 
и М,. Обозначим через М множество 
точек, в которые может попасть сере- 
дина отрезка, один конец которого 
принадлежит Ме, второй — М,. До- 
кажите, что М — выпуклый много- 
угольник. 

а) Сколько сторон может иметь М, 
если М, имеет их ль, а М, —п,? 

6) Каков может быть периметр М, 
если периметр М, равен Рь, а 
М, — Р,? 

в)* Какова может быть площадь 
М, если площадь М, равна $, а 
площадь М, — $? 

Н. Б. Васильев 


ФЗ38. Два стержня из разных ме- 
таллов с коэффициентами линейно- 
го расшнрения а; и а2 при темпера- 
туре 0°С имеют малоразличающие- 
ся длины Пи 6 и поперечные сече- 
ния $1 и 52. При каких температурах 
стержни будут иметь одинаковые 
а) длины? 6) поперечные сечения? 
в) объемы? 

Б. Б. Буховцев 


$339. Теннисный мяч попадает 
на тяжелую ракетку и упруго отра- 
жается от нее. Масса мяча много 
меньше массы ракеткн, а скорость 
мяча до столкновения с ракеткой 
равна п и составляет угол а = 60° 
с перпендикуляром к ракетке. С ка- 
кой постоянной скоростью должна 
поступательно двигаться ракетка для 
того, чтобы мяч отразился от нее под 


прямым углом к направлению 
воначального 
так и после столкновения с ракеткой 
мяч не вращается. 


пер- 
движения? Как до, 


$340. — Спутник Земли массой 
т = 19 кг, движущийся по круго- 
вой орбите в высоких слоях атмосфе- 
ры, испытывает сопротивление раз- 
реженного воздуха. Сила сопротив- 
ления Ё--5-10- н. Определить, 
насколько изменится скорость спут- 
ника за один оборот вокруг Земли. 
Высоту полета спутника над поверх- 
ностью Земли считать малой по срав- 
нению с радиусом Земли. 
С. М. Козел 


ФЗ41. В простейшей схеме маг- 
нитного  гидродниамического гене- 
ратора плоский конденсатор с пло- 
щадью пластин $ и расстоянием меж- 
ду ними 4 помещен в поток проводя- 
щей жидкости с удельной  проводи- 
мостью с. Жидкость движется с по- 
стоянной скоростью и параллельное 
пластинам. Конденсатор находит- 
ся в магнитном поле с индукцией В, 
направленной перпендикулярно ско- 
рости жидкости и параллельно пло- 
скости пластин. Какая мощность 
выделяется во внешней цепи, имею- 
щей сопротивление К? 


$342. Найти заряд  конденса- 
тора 2 (рис. 2), если С,=С,=С:=С. 
Э. д. с. источника Е, внутреннее 
сопротивление нсточника г. 


Решения задач 


М292—М295; ФЗ00—ФЗ02 


№292. На доске выписаны 
числа от | 90 50. Разреша- 
ется стереть любые два чи- 
сла м вместо них записать 
одно число — модуль их рал- 
ности. После повторения 
указанной процедуры несколь- 
ко раз на 9оске остается 
одно число. Какое это мо- 
жет быть число? 


123467 
№ У № 
о хи 
А. _— 
4 


12345678 
У \ \/ 
11 й 
| 0 

„“ 
о. 
6 
№293. Дан треугольник 


С.С.0. В нен проводится 
биссектриса С.С, затем 8 
треугольнике С.:250 — бис- 
сектриса С.Сьу и так далее. 
Докажите, что  последова- 
тельность величин — у2408 


ул =С ее стремится к 


пределу, п найдите этот 
предел, если СОС. == &. 


Ответ. Любое нечетное число, меньшее 50. то есть ол- 
но из 25 чисел 1, 3, 5,..., 49. 

Покажем сначала, что любое из этих чисел может по- 
лучиться. Пусть мы хотим получить число 2т--1 (т==0,1,..., 
24). Разобьем числа от 1 до 50 на пары так: (1, 2т-Н 2), {2, 3), 
(3, 5). ..., @т, 2т-\), @т-г3,2т--4), ..., (49, 50). Запишем 
вместо каждой пары модуль разности входящих в нее чи- 
сел: 2т-Ё1, 1..., 1! (24 единицы). Осталось избавиться от 
елинни. Для этого можно, разбив их на пары, получить 
12 нулей, а потом избавиться и от нулей (вместо пары (а, 0) 
мы можем писать одно число [а—0=а). 

Теперь докажем, что никакое другое число, кроме 1, 3, 
5,....49 получиться не может. Прежде всего ясно, что любое 
написанное на лоске число будет заключено между 0 и 50 
(еслн 0<а=50, 0550, то н 0= |4а—В=50). Докажем, 
что полученное число обязательно будет нечетным. Просле- 
днм за суммой всех чисел, выписанных на доске. Вначале 


она равна 
и Е2-Е3-...-50= 25.51, 

то есть нечетна. Но замена пары (а, 2) на одно число |«— В 
не меняет четность всей суммы, поскольку числа а|-6 н |[в— 5} 
всегла обинаковой четности (или оба четны, или оба нечетны). 
Поэтому сумма выписанных чисел на каждом шаге, в том 
числе н на самом последнем, когда остается одно число, — 
будет нечетна. 

Можно показать, что и в более общем случае, когда вна- 
чале на доске вылисаны числа от [| до л, в конце может по- 
лучиться любое целое число А такое, что 0<А=<л и # — той 
же четности, что л(п-Е1)/2 (то есть А четно, если п дает при 
делении на 4 остаток 3 или 0, и нечетно, если — остаток | 
или 2). 


Ф 


Попробуем догадаться, чему равен этот предел (пред- 
положив, что существо вание предела уже доказа- 
но). Мз условия задачи следует, что Си, Сп+: — биссектри- 
са угла треугольника С»Спа.О (рис. 1), поэтому 

Зи, Ну, -Раг=л. (1) 


Если предел туд существует и равен В, то, переходя 


л-о 
к пределу в равенстве (1), получим 
2В--В-- ал, (2) 
откула 
В—=(л—©)/3. 


Телерь докажем, что и действительно стремится в пре- 
делу В= (к—<)/3. Посмотрим, как меняется с ростом п раз- 
ность между фл и В. Перепишем (1) так: 

л—а л-—-&а 
2[\"+: — 3 с И о 


Отсюда следует, что |\п+-,—В|-2|\„— 72, то есть что раз- 
ность между у„ и р при переходе отп ка-+! уменьшается 
вдвое. Следовательно, ’„—В|-"|7,—В|727-1 стремится к иу- 

в то и предел у)» действительно существует п равен 
=(^—&уЗ. 


М294. Докажите, ито если 

а мс. 4, х. и, и, Ю— а 

цественные числа и аёга 0, 

то 

(ах 2 ви) (аз ву) (сх аъ) < 
х (си -Ё ау) >> (асиих = 

-- бсиху -- о4охи--оЧичии) < 
-Х (асх- бси -- аас -- Ф4у). 


№295. Сечения — выпуклсго 
многогранника тречя парал- 
лельными плоскостями ро, р, 
р. (р, расположема между 
Г, и р: ча одинаковом раг- 
стоянии | от той и другой) 
имеют каощады $, $, п $. 
соответственно. Между рь 
ш р, мет ни одной вершины 
многогранника. 
а) Докажите, что 


2 75, = 5+ 15: 


6) В каком случае мера. 
венство обращается г равен- 
ство? 

в) Найдите площадь 5, 
сечения многогранника пло- 
скостью, параллельной р, и 
распояоженной на расстэя- 
ниц ТВоти р, и 2-Й от 


‚ ОР 2 
2) Напдите объем чисты 
многогранники, закаюченлой 


между плоскостями ры и р.. 


Еслн раскрыть все скобки, то в каждой части неравен - 
ства получится по 16 слагаемых, из которых 12 -— одинако- 
вые и сокращаются. Оставшиеся слагаемые носле привеле- 
ния нодобных членов составляют такое очевилное неравен- 
ство, эквивалентное исходному: 


арса (ху—ио)?-.0 
Ф 


Обозначим часть многогранника, заключенную между 
нлоскостями ро и р». через М; через У — объем выпуклого 
мпогограниика М. По условию все вершины М лежат в пло- 
скостях рон р.. На рисунках мы будем вершины и ребра 
многогранника 41, лежащие в плоскости р». изображать го- 
лубым цветом, п р,— зеленым, а сечение плоскостью р,--- 
красным. 


Рассмотрим сначала несколько примеров. 

1’. А1 — призма с основаниями в нлоскостих ра п р. 
{рис. 2). =. $::-С (шостоянная величкна). п частности, 
Зо: °С. так что выполняется равенство 


2 УЗ, = ие. ИФ, [+ 


и У: 25. (высота призмы равна 21). 

27. М — треугольная пирамида, у которой вершина ле- 
жит в плоскости р,. п основание — п нлоскости р. (рис. 3). 
Тогда линейные размеры сечения плоскостью.  параллель- 
ной ра, пропорциональны расстоянию этой плоскости от ри, 


так что $, пропорционально &; $, АЁ, так что 
$»- 0, бл А. $: 
и вновь выполняется равенство (+); при этом -25 ›й! 3. 


3. М — усеченная треугольная ри с основания- 
мн в плоскостях ру ир. (рис. 4). Тогда $, — И (#1)? (т онре- 
деляется тем, на каком расстоянии Я от плоскости р» 
пересеклются прололжения боховых граней пирамиды: т>2 
нли т<0, в завиенмости от того, лежит ли точка пересечении 
прололжепин боковых граней по ту же сторону ОТ ра. что ра. 
или го другую), так что 

Зо: ЗА. Ат) 


Проверьте, что вновь выполиено равенство (+). 
но выразить через 5, и 5» так: 


з Ант мож- 


т —2 у». 2 _. 
т $ 5. — №» ° 


ес 
(1 Зо : | ва 


Объем Г разен 25,1! $ 92-52) 3 
как разность объемов  днух 
$З.йт $.й (т — 2) 
СВ Зв. 
зе меется, ирнмер 2 можно считать частным случаем 3. 


. М — трехгольная призма, лежаная па боку (рис. 5, а). 
з® 5, ВО--0, так что 


ЗВ. 5 
и выполнено неравенство 

Щи 
У 5.1 (рис. 5, 6). 


найтн 
пирамид: 


(его можно 
неусеченных 


В, Зо. 


(+=) 
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Рис. 6, и. 


Рис. 8, 6. 
26 


5. М — треугольная пирамида, у которой две верши- 
ны принадлежат ро, я две — р. (рис. 6, а). Тогда $,-— пло- 
цадь параллелограмма, у .которого длины сторон линейно 
зависят от ({, причем одка обращается в © при {-"0, а другая — 
при /=2, поэтому 5$, —А{ (1—2), так что $,-=$,=0, $, =—А 
н выполнено неравенство (х*). Объем И здесь равен 45/3 
(пис. 6, 6). 

6°. М — многограниик. у которого все сечення плоско- 
<тями, параллельными р, и р..— нараллелограммы (быть 
может, вырожденные при {=-0 или 1(-=2 — см. рисунок 7). 
В этот пример входят 4”, 5’, язраллелепипеды, усеченная 
пнрамида с параллелограммом в основании и другие много- 
граниикн. Здесь мы заметим только, что длины той и другой 
стороны параллелограмма линейно зависят от { (либо вообще 
не зависят от /)., так что $; выражается функцисй вила $51:--С, 
$ В(1-1,) или 5:=А(1- {т.т числа. не принад- 
лежащие интервалу ]0;2|). —. 

Теперь приведем схему решения задачн а общем случае, 
оставляя детали доказательств читателю. 

Любой многограниик Л] можно свести к уже рассмотрем- 
ным, воспользовавшись тем или другим из следующих спо- 
собсв: 

{Р)- М можно разрезать на треугольные пирамн- 
ды (вида 2’ и 5) некоторыми плоскостями, проходящими 
через его вершины (рис. 8, а— 2). " 

(Д). Если М отличен от многогранников вида 6”, то, 
продолжив некоторые его грани, можно несколькими тре- 
угольнымн усеченными нирамидамн и призмами (вида 37 м 2” 
н Г) дополнить 41 до треугольной усеченной пирами- 
ды или призмы (рис. 8, д). ‘ 

Теорема 1. Площадь сечения 51. как функция [, 
выражается для любого мносогранника М квадратным трех- 
членов: 

$=АР-ВЕЬС, 
причем Эискриминант 7020 трехчдена неотрицателён: 
В. —4АС-—0 


п равен нулю только дая призм п пирамид (в том числе усе- 
ченных} с основаниями в плоскостях ро и ра. 

Лемма. Пусть РАЙТ ВЕЕС0 на отрезке а 5 
=5. Тогла график функция у -.- УЕ (#} на этом отрезке — 
выпуклый вверх. если 8*—4АС> 0, выпуклый вниз, ссли В*-- 
—4АС<0, и представляет собой отрезок прямой линии (или 
состоит из отрезков двух прямых), если В2—4АС-*0. (Гра- 
фик функнии и: К) на отрезке [а, $] мы называем выпуклым 
вверх. если для любых точек с, с_Ч и с 4 этого отрезка вы- 
полнено неравенство 


Зне Вс 4) +Кс-Ф. 

н вылуклым вниз, если выполнено противоноложное неравен- 
ство, — см. рис. 9.) 

Ясно, что из теоремы | и леммы вытекает утверждение 
а) залачн №295 п ответы на вопросы б) и в): 

6) равенство { * ) выполняется только для пирамид, призм 
и усеченных нирамид с основаннями в плоскостях рьи ро. 

в} 5 АВЕС, где А, Ви С определяются из систг- 
мы уравнений 5$, .С. 5:7 А! В--С, $, ЗА 2В-НС; отсюда 


Що Зы Эй 
в ть 5, 


Чтобы найти объем И, те, кто знаком с началами инте- 
грального исчисления, могут просто проннтегрировать 51 
от {: Одо Г 2 н результат умножить на А. Впрочем, с само- 
го начала ясно. что если нужная формула существует (то есть 
объем дейстемтелью выражается через $., $;. $. и А), ТЗ 
она должна иметь вид У= ($: В$; [а$.)й, а числа @& и 8 


| | 
} 1 
Чс-а) пе | И(с+а) 
ОЕ вос. 
с-а | с+4 
Рис. 9. 


ФЗ00*). Найти. на какую вы- 
соту поднимается жидкость 
`в расипгряющемся и суживаю- 
щемся конических капилая- 
рах. Смачивание полное. Угол 
при вершине конуса, который 
образует кипилляр. равен 2 с. 
Этот угод считать малым. 
Коэффициент поверхностного 
натяжения жидкости о. 


легко найти из рассмотренных пяти примеров. Таким обра- 
зом. мы приходим к такой теореме, дающей ответ па волрос г). 
_ Теорема 2. Объем У многогранника М равен 
(5-4$.-- $173. 
заключение дадим несколько указаний к доказатель- 
ствам всех высказанных утверждений. 

Утверждения (Р) н (Д) можно доказать индукцией но 
числу вершин или но числу гранея многогранника М. 

В доказательстве теоремы | удобно воспользоваться (Д): 
если М|1Й,\).. И, =Но и 514=0, 1...., п)-- площади се- 
чений многогранников Г; (усеченных пирамид и призм), то 

Зет... 5уй = АННВЫ-С, 
где каждое 511 имеет вил либо С‚, лнбо А (!-—1); посколь- 
ку 5,20 при 0-12 и (если $1— непостоянная) АЁ?--В!-:-С 
принимает неположительные значения {если о = 29) (1— 


—То)*, то при { -То. если $0 С ,— то при достаточно боль- 
имх 0, 5: АВЕС имеет вещественные корнн, то есть 
В2—4АС--.0. 

Яля доказательства леммы полезно иснользовать тот 
факт, что свойство «иметь вещественные корни» и направле- 
ине выпуклости графика сохраняются, если умножить трех- 
член из положительное число или перейти к новому трехчле- 
ну г помощью линейной замены неременной # -р{*-|-9 рн 
4 — любые числа, рэ 0). Для тёх, кто познакомился с кри- 
выми второго порядка по статьям И. Н. Бронштейна 
(«Квант», №№ Т. 3, 4). заметим, что и случге 84—4АС> 0 гра- 
фиком и = УЕ 0) будет кусок эллипса нли гинерболы. фо- 
кусы которой лежат на оси О{, ав случае 8*—4АС<0 — ку- 
сок гиперболы, у которой отрезок, соединяющий фокусы, 
перпендикулярен ОГ. 

Для доказательства теоремы 2 лучше использовать (Р)-- 
Ри оормуу лля У достаточно проверить для тетраэдров 

“и. 
Н.Б. Васильев 


Ф 


Так как смачивание полное, то свободная поверхность 
жидкости в капилляре представляет собой часть сферичес- 
кой поверхности, внисаниой в конус. Радиус этой сферы ВЮ 
равен г.©с0$. где г — радиус канизляра иа той высоте, дс 
котсрой поднимается жидкость (рис. 10, 11). Под вогнутой 
сферической поверхностью радиуса Ю давление п жидкости 


26 20 с0$ @ 
меныне атмосферного на велнчину дл = и Ш т 
20 со; я 
равно р = р, — 7х = р, — Иер На уровне поперхностн 


жидкости в широком сосуде давление в капилляре равно 


р Е пий н, очевидно, равно атмосферному давлению Ри- 
Следовательно, 


20 с05 24 со & 


р, — 7 Ий = Рь. или рей — 


|; 
Е (1; 

Обозначим через г, раднус капнлляра на уровне по- 
верхности жидкости в широком сосуде. Тогда г = 7, | й ша 


п случае расширяющегося капилляра н г=Р — А ща 


*) Решение задачи Ф299 будет опубликованс в следу- 
юшем номере. 
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Рис. 


при суживающемся капилляре. Или, для обоих случаев. 
г о- АА ШО, где & — 1 для расширяющегося капилляра 
и А. =— | для суживающегося капилляра. Учитывая это. 
перспишем (Г) п виде 
20 с05 5 
о ВА ва {2) 
При & —0 это уравнение дает известный результат Я == 
26 
Пет 
получаем квадратное уравнение 


ФАК — 
. Если < не равно нулю, то из (2} непосредственно 


Крах се? -- рагой — 20 с0$@ 0. (3) 


Решая это уравненне, найдем 


— рег, = УбФего)Е-- ВАО эта й 

2ря ща ®) 

В случае расширяющегося капилляра (при &=1) 

нместся только одно почзожительнос значение корня урав- 
пения (3): 


й,.= - 


—+у го -- 89 5т ори 


й — 

21а , 

Ло такой высоты п поднимется жнлкость в расниряющемся 
капилляре. 

В слуйае суживающегося каиилляра (А — — 1}, если 


ре > 85 ина, оба корня могут быть положительными и по- 


этому необходимо исследовать ответ более подробно. Для 
этого вернемся к уравнению (2). Выражение в леной части 
уравнення — это гидростатнческое давление столба жил- 
кости высоты й; обозначим его рх. Выражение п правой ча- 
сти — это добавочное, «поддерживающее» давление Рлд. во3З- 
никающее благодаря действию снл поверхностного натяжения. 
Зарисуем на одном чертеже графики зависимости ри рад 
от Й (рис. 12). Точки пересечения графиков соответствуют 
найденным значениям Й, и й»›, то есть положениям равновесия 
жидкости в капилаляре. Рассмотрим оба эти положения. 
Пусть й- В; ин по каким-то случайным причинам уровень 
жнакости немного увеличился. В этом случае Рл увеличится 
меньше, чем рг, следовательно, поверхность жидкости опу- 
стится, вернувшись к уровню с #= Л;. При уменьшении 
В рд уменьшится меныше, чем ре. благодаря чему уровень 
жидкости увеличится. Это означает, что ноложение равио- 
весия 


|; в — вот о ’ря 


24 
является устойчивым. Точно так же, рассматривая положение 
равновесия А = А‚, можно показать, что оно является не- 
устойчивым. Ири случайном уменыненни уровня жндкости 
сн будет продолжать уменьшаться до й,, а при увеличении 
й — увеличиваться до верхней границы капилляра. 
р. Е 

При раго = 80 $1 нместся только одно значение корня, 

графики деи рд (нунктирная линия па рнсунке) касаются 
и 

у =. 
в точке 21ва 

В этом случае положение равновесия жидкости неустой- 
чино, н при случайном малом увеличении уровня жидкости 

2 

си будет лодпиматься ло границы капилляра. При рег < 
<вВазто положения равновесия вообще отсутствуют, и жид- 
кость обязательно подинмется до верха капилляра. 


Ф 301. Круглая линза диамет- 
ра РО состоит из двух сседи- 
ненных по диаметру полови- 
нок- Фокусное расстояние 0д- 
ной из них К, другой 26. 
На рахтоянии п от линзы 
находится источник света, 
а расстоянии 2а по другую 
сторону линзы — экран. На- 
рисуйте график зависимости 
огвещеьности изображения ис- 
точни«а на экране от рас- 
слсямия точки экрана до 
оптической оси линзы. Не- 
точник находится на опти. 
ческой оси линзы, экран пер- 
пендикуззрен этой оси. 


а<Е 


Рис. 13. 


г<а<\15Р 


Рис. 14. 


Иве половинки линзы образуют оптическую систему 
нз двух линз с фокусными расстояниями Р (линза Л,) и Е 
(линза Л.). Оптические осн этих лииз совпадают. По опреде- 
лению освещенность зависнт от светового потока, попадающе- 
го на экран, и от илощади пятна из экране. В нашем случае 
при опредлелениом положении источника каждая Лииза с03- 
дает на экране свое световое пятно, так как различны фокус- 
ные расстояния лииз. Величины же световых потоков, про- 
ходящих нерез линзы, одкизковы. поскольху одинаковы 
площади лииз, а зиачит, и телесные углы. внутри которых 
заключены световые потоки. попадающне из экран. Следо- 
вательно, освещенность экраиз определяется величиной ило- 
щалн изображения. Очевидно, что при изменении положения 
источинка меняется положение его изображения, следова- 
тельно, изменяются площаль пятна на экране и величина 
освещениости изображения на экране. 


х 
1 


Э 


Используя формулу линзы, найдем. что изображения ис- 


Ра 
точника находятся от лииз на расстояйнях М а -Ё и 
2Ра у 
= Е‘ Рассмотрим несколько положений источника. 


При < Р/<0н < 0, то есть оба изображения 
нсточинка мнимые. На экран попадают пучкк лучей, пока- 
занные на рисунке 13. Эти пучки на экране не перекрывают- 
ся, каждая линза освещает свою часть экрана и создает на 
нем свою освещенность. (Напомним, что ш геометрической 
оптике рассматриваются узкие прносевые пучки. ПОЭТОМУ 
световое пятно на экраие небольшое, и можно считать, что 
освещенность в любом месте пятпа одна и та же.) 
Справа на рисунке показап графнк зависимости освещенности 
от расстояния х до оптической оси. 

Пря Е < а<?Е {> 0и р< 0. Изображение источиика 
в первой линзе действительное, а во второй — минмое. 
Однако распределение освещенности зависит еще от того, 
каково }; — болыше оно кли меныше, чем расстояние до 

а Хх 


Е. о 


3 
экрана 2и. Это соответствует случаям Га < тя: Еи 
3 
= Ра ЭЕ. 
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1,5Р<а<2Е 


Рис. 15. 


ФЗ302. За лисой, бегущей пря- 
молинейно и равномерно со 
скоростью 1, гонится соба- 
ка, скорость которой и» по- 
стоянна по абсолютной ве- 
личине и направлена все время 
на лису. В тот момени, 
когда скорости цу и г» ока- 
зались’ взаимно перпендику- 
лярчыме, расстояние между 
лисой и собакой было равно [. 
Каково было ускорение собаки 
в этот момент? 


° И 
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Ты 


Пучки лучей и графики освещенности для этнх случаев по- 
казаны иа рисунках 14 н 15. 

Н, цакоцец. при а > 2Р оба изображения источника дей- 
ствитезьные, причем Д < 2а. а [, может быть и больше. 
н меньше, чем 24. Если 2К <а< ЗР. то $, > 23а; ход лучей 
и график освемениости апалогичны случаю, показанному 
на рисунке 15. Если жеа> ЗР, то }, < 28, ностроения 
п графики аналогичны случаю. соответствующему рисупку 
}4. Убеднтесь н этом самостоятельно. 


Ф* 


Так как абсолютная величина скорости собаки постоянна. 
п меняется только паправление скоростн, то ускорение собаки 
папривлено перпендикулярно в вектору скорости. Чтобы 
найти величину ускореиня собаки, воспользуемся тем. что 
любую траекторию материальной точки за очень малый 
промежуток времсяи можно считать дугой окружности. 
Тогда ускорение собаки представляет собой центростреми- 
тельное ускорение, равное 

ы 


а=-; 


где КЮ — радиус окружности, которой можно заменить дей- 
ствительную траекторию собаки. 

Рассмотрнм перемещение собаки за малое время №. 
За это время вектор скорости собаки повернется иа угол 


г 


с. такой, что © = Я 


(рис. 16). С другой сторопы, айса за 


время А{ переместнтся па расстояние и, А! = Яя так как 
вектор скорости собакн все время направлен на лису. Слс- 
довательно, 


2 Шм 


Тогда 


И. Ш. Слободецкий 


ПРАНТИНУМ 
АБИТУРИЕНТА 


Прикладная 
математика 
и математики 


Л. Е. Садовский 


Мы оказались современниками 
мощного прогресса математических 
знаний, становлення новых разделов 
математики, новых сфер ее прило- 
жений н таких научных направле- 
ний, как «математическая экономи- 
ка», «математическая лингвистика», 
«математическая психология», «ма- 
тематические методы в биологии». 
Вторжение математики в нетрадици- 
онные для нее области интеллекту- 
альной и практической деятельности 
человека, создание за последние де- 
сятилетня электронных цифровых 
вычислительных машин (ЭЦВМ) — 
существенные черты пронсходящего 
во всем мире процесса, именуемого 
научно-технической революцией. 
Этот процесс потребовал перестрой- 
ки математического образования на 
всех ступенях: в школах, техникумах, 
вузах. Вольно или невольно, но мы 
все — участники этой перестройки. 

Учащиеся начальных и средних 
школ уже изучают математику по 
новым учебникам, сообразно новым 
концепциям и программам. В 1975— 
1976 годах экспериментальные шко- 
лы и классы страны закончат пример- 
но 3000 учащихся, а в 1977 году все 
выпускники наших школ будут под- 
тотовлены по новым программам. 
Учителя. школ уже ведут преподава- 
ние по-новому, перестраивают ме- 
тодику обучения. Математические 
кафедры вузов и университетов, в 
свою очередь, вынуждены учитывать 
реально сложиЕшуюся ситуацию и 
также менять многое в издавна уста- 
новившихся порядках. Научные ра- 


ботникн, инженеры, чтобы ве от- 
стать, вынуждены овладевать но- 
выми разделами прикладной мате- 
матики н широко использовать ЭЗЦВМ. 

Таким образом, огромная часть 
активно работающего общества не- 
посредственио или косвенно включе- 
на в процесс математизации наук. 
При этом возникает множество боль- 
ших и малых проблем. Охватить их, 
даже частично, в неболыной статье — 
еще одна проблема (и к тому же не- 
разрешимая!). 

Поэтому, имея в виду естествен- 
ные ннтересы выпускннков средних 
н специальных  физико-математиче- 


ских школ и интернатов, останов- 
люсь на новом явленни, порожден- 


ном возрастающей потребностью со- 
временного общества в «математизн- 
рованных кадрах». Здесь я, во-пер- 
вых, имею в виду существенное рас- 
ширение математических курсов на 
традиционных и новых факультетах 
технических вузов и, во-вторых, фа- 
культеты (потоки) прикладной мате- 
матики, созданные за последние го- 
ды в ряде крупнейших вузов страны. 

Нынешние выпускники вузов к 
концу текущего столетия станут 
активной научной и инженерной сн- 
лой. В условиях быстрого старения 
техники, технологии производства н 
професснональных навыков инже- 
нер обязан готовиться к осмыслива- 
нию новых явлений, к изменению 
профессиональной направленности, к 
поисковым работам на стыке раз- 
личных областей. По словам амерн- 
канского специалиста Гэлбрейта, 


чтобы управлять организацией, воз- 
никшей в результате специализации, 
нужен снециалист в области органн- 
зацин. 

Менее всего со временем теряют 
свою значимость знания в области 
фундаментальных дисциплин, в пер- 
вую очередь — математики с ее при- 
ложениями, теоретической механики 
н физики. В несколько категоричной, 
но выразительной форме об этом пн- 
шут авторы книги «Математика ни ло- 
гика. Ретроспектива н перспектива» 
(«Мир», 1970) М. Кац и С. Улам: 
«В одном отношении математика сто- 
ит особняком среди других наук: 
никакой ее результат не может быть 
зачеркнут дальнейшим развитием на- 
уки. Однажды доказанная теорема 
уже инкогда не станет неверной, хотя 
впоследствии может выясниться, что 
она является лишь тривиальным част- 
ным случаем какой-то более простой 
истины. Математические знания не 
подлежат пересмотру, н общий их 
запас может лишь возрастать». 

Знание совокупности законов при- 
роды, математических конструкций, 
теорем, умение логически мыслить, 
сопоставлять и анализировать фак- 
ты на основе — диалектико-материа- 
листического мировоззрения — вот 
существенная часть научного капи- 
тала инженера. Постановление 
ЦК КПСС и Совета Министров СССР 
«О мерах по дальнейшему совер- 
шенствованию высшего образования 
в стране» как раз и ориентирует нашу 
высшую школу на изучение общих 
закономерностей природы, на получе- 
ние твердых знаний в области фунда- 
ментальных дисциплнн, на умение 
вести самостоятельную поисковую 
работу. Изучение инструкций, опи- 
сательных дисциплии, частностей уст- 
ройства агрегатов, технологий ни т. д. 
отодвигается на второй план. 

О требованиях к знаниям моло- 
дежи говорил также в своей речи 
на ХУП съезде ВЛКСМ тов. 
Л. И. Брежнев *): «Наше время — 


*) «Правда», 24 апреля 1974 г. 


век грандиозной научно-технической 
революции. Она охватывает все сто- 
роны жизни общества, предъявляет 
большие требования к каждому че- 
ловеку, его знаниям, профессиональ- 
ной подготовке. Это особенно долж- 
но волновать молодое поколение, на 
которое завтра лягут все заботы о 
дальнейшем умноженин матерналь- 
ных н духовных сил нашего государ- 
ства. Перед молодежью как никогда 
остро стоит задача постоянно по- 
полнять и углублять свои знания, 
овладевать последними — достиже- 
ниями науки п техники. И это от- 
носится не только к нынешним н 
будущим инженерам, техникам и дру- 
гим снециалистам, но н к рабочему 
классу, к труженикам села». 
Многочисленные наблюдения под- 
твердили решающую роль точных 
наук в становлении — непрестанно 
совершенствующегося инженера и 
техника. Как правило, только тот, 
кто помимо основной подготовки об- 
ладает специальнымн  математиче- 
скими знаниями, способен в сжатые 
сроки овладевать новыми разделами 
техники и приложениями  матема- 
тикн. А сейчас многие способные 
молодые людн, закончившие втузы 
по обычным инженерным  спецналь- 
ностям, явно ощущают свою «мате- 
матическую — несостоятельность» и 
устремляются на инженерные потокн 
математических факультетов универ- 
ситетов. 
Огромная тяга к образованию 
(в особенности в области чистой н 
прикладной математики) в нашей 
стране счастливо сочетается со все 
расширяющимися возможностями. 
Еще не столь давно математиков го- 
товилн только математические, ме- 
хаиико-математические и физико- 
математические факультеты универ- 
ситетов н педагогических институтов 
(последние в основном — преподава- 
телей школ). Однако мощность унн- 
верситетов явно недостаточна для обе- 
спечения потребиостей страны, ее 
научных н вычислительных центров, 
автоматизированных систем управ- 


ления (АСУ) и других звенъев иарод- 
ного хозяйства. 


По скромным подсчетам, девятая 
пятнлетка потребовала свыше 125 000 
специалистов по прикладной матема- 
тике и АСУ. Более 50 000 математн- 
ков-прикладников будет подготов- 
лено за текущее пятилетие. 


Более чем в 60 вузах страны иачалась 
подготовка такнх специалистов. Несколько 
лет в университетах н крупнейших вузах 
ведется подготовка инженеров--математиков 
(или математиков—инженеров). За прошед- 
шине годы страна получила примерно 10 ты- 
сяч инженеров—математиков. С 1969 года 
специальность «инженер—математик» преоб- 
разована в новую специальность —«приклад- 
ная математика», имеющую несколько спс- 
циализаций. Основиые из них: 

1} математическое обеспечение АСУ, 

2) математическое обеспечение ЭВМ. 

3} применеиме средств вычислительной 
техники (к решению инженерных, экономи- 
ческих, управленческих и других задач). 

Проблемы, с которыми сталкивается ин- 
женер математик, весьма разнообразны и 
по своему происхождению, п по трудностн. 
Поэтому охарактеризовать их можно лишь 
в общих чертах. 

Специалисты по математическому обес- 
печенню АСУ занимаются, в основном, про- 
ектированнем принципизльных схем АСУ, 
математическим описанием и выбором опти- 
мальных вариантов процессов производства, 


управления, сбора и обработки информации, ; 


построением оптимальных объемных планов 
(на год, квартал), оперативным яланирова- 
нием (например, суточным), экономико-ста- 
тистическими нсследованиями {от взаимосвя- 
зей со смежными производствами и реализа- 
цни продукции до системы материального 
поощрения) и другими. 

АСУ представляет собой своеобразную 
иерархическую систему. В ней цель каждой 
поденстемы состоит в принятин определенных 
решений. При движении от более крупных 
частей к более мелким происходит постепен- 
ная детализация задач. Чем задача конкрет- 
нее, тем она, как правило сложнее. К самым 
трудным относятся вопросы оперативного 
планирования и управления. Большие затруд- 
нения вызывает установление критериев по- 
лезности, оптимальности. Обычно создапие 
обоснованного критерия — часть решения 
задачи. Примерно таким кругом задач опи- 
сывается специализация математического обе- 
спечения АСУ — одной нз указаниых выше 
специализаций «прикладной математики». 

Вторая специализация (математическое 
обеспечение ЭВМ)— это так называемое внут- 
реннее обеспеченне ЭВМ: составление набо- 
ров (пакетов) программ, направленных на ре- 
шенне определенного круга задач; изучение 
различных языков программирования; созда- 


ние трансляторов — устройств, воспринимаю- 
щих текст программ, изписанных на «почти 
человеческом» языке, п переводящих их на 
язык машины; исследовзине различных ре- 
жимов работы отдельной ЭВМ к вычнсли- 
тельных систем, разработка структуры вы- 
числительного процесса. 

Третья специализация (применение 
средств вычислительной техники) связана с 
подготовкой математиков для лоисковых работ 
в различных областях техннки, технологии, 
экономнки, обработки информации, управ- 
ления. 

Здесь требуется умение сформулнро- 
вать задачу на языке математнки — постро- 
ить ее «математическую модель», изучить эту 
модель, установить, если это требуется, кри- 
терин полезности п выявить условия, их 
оптимизирующие. 

Поэтому специалисты п указанной облас- 
тн и классифицируются как математики. 

Подготовка математиков-прнкладников 
ведется в универснтстах и наиболее круп- 
ных втузах страны (в частпиости, в Ленинград- 
ском и Львовском политехнических, Харь- 
ковском радиотехническом, Казанском авиз- 
ционном ниститутах, в Днепропетровском ин- 
ституте инженеров железнодорожного тран- 
спорта в МАИ, МИЭМ, МИФИ, МФТИ, 
МИИТе, МИНХ и ГЦ. 

Чтобы стать математнком-прикладни- 
ком, вовсе не обязательно стремиться в унн- 
верситеты или в столичные города. Эта воз- 
можность открыта любителям математикн, 
физики и их приложений во многих учеб- 
ных заведениях страны. 


Математники-прнкладникн — вы- 
пускники специализированных фа- 
культетов университетов и втузов — 
высоко ценятся повсюду.  Вспоми- 
наю слова представителя дирекции 
завода  счетно-аналитических’ ма- 
шин (САМ), произнесенные им в 
1972 году на совещании в Министер- 
стве высшего н среднего спецналь- 
ного образования СССР: «Математн- 
ки н только математики с универси- 
тетским образованием и выпускни- 
кн факультетов прикладной матема- 
тики нужны САМ». Еще одна иллю- 
страция: ° математикам-прикладни- 
кам, направляемым на работу в вы- 
числительные центры железных до- 
рог, Министерство путей сообщения 
установило начальный оклад в 
160 рублей в месяц. 

Заметим, что нужда в спецнали- 
стах-математнках велика во всех 
странах мира. Так, потребности ев- 
ропейских стран за период с 1970 по 


1975 год оцениваются в 400 000 че- 
ловек, примерно на том же уровне 


находятся потребностн США. 
Основная особенность специаль- 
ности «прикладная математика» за- 
ключается в широкой — математиче- 
ской подготовке в сочетании с овла- 
деннем программнрованием на унн- 
версальных языках для ЭЦВМ и 
знаннем основ ряда общетеорети- 
ческих и ниженерных дисциплин — 
физики, теоретической механики, 
электротехники, электроники, тео- 
рии автоматического управления. 
Широкое математическое образова- 


за 


нне и активное владение им обесне- 
чивает подготовку к решению не 
одной какой-либо задачи, а к реше- 
нию многих различных задач. В то 
же время обычное инженерное обра- 
зование приспособлено, как правило, 
к решению узкого круга задач. В 
учебном плане спецнальности «при- 
кладная математика» из общего чис- 
ла 4700 учебных часов около 2600 от- 
ведены математике, ее приложениям, 
ЭЦВМ и АСУ, предусмотрено 
18 различных магематическнх кур- 
сов (объемом в 1700 часов) от мате- 
матнческого анализа до особенностей 


подходов н методологии прикладной 
математики*). 

«Распространение математики 
вширь сопровождается ее проникно- 
вением вглубь; математика зани- 
мает теперь видное положение в жиз- 
ни общества. Изменилось и традн- 
ционное представление о математн- 
ках: место паганелеобразных чуда- 
ков заняли в этом представлении мо- 
лодые люди в ковбойках, занимаю- 
щнеся лыжным спортом. Все боль- 
шее число родителей желает опреде- 
лить своих детей в школы с математн- 
ческим уклоном» (В. А. Успен- 
ский, из предисловия к книге «Ма- 
тематика в современном мире»). 

В чем же секрет этой моды? Ко- 
нечно же, не в том, что профессия 
математика достижима в итоге малых 
усилий. Наоборот, не так уж много 
удастся указать снециализаций, тре- 
бующих стольких усилий и времени, 
сколько требует специализация ма- 
тематическая. До конца понять это 
может тот, кто сам занимается мате- 
матикой: решает задачи, доказывает 
утверждения, вносит свой большой 
нли малый вклад в развитие этой нау- 
ки. Следовательно, суть в ином — 
в том реальном эффекте, который 
приносят успешные приложения 
математических методов в решенин 
практических задач и в уверенностн 
в неограниченном росте этого эффек- 
та. Суть также н в том, что матема- 
тика, как и всякая другая наука, 
развивается по собственным внутрен- 


*} В их числе: линейная алгебра и аиз- 
литическая геометрия, математический ана- 
линз, дифференциальные уравнения, уравие- 
ния математической физики, общая алгебра, 
теория графов и комбинаторика, числениые 
методы, теория фуикций комплексной пере 
мениой и специальные функции, функцио- 
нальный анализ, теория вероятностей и ма- 
тематическая статистика, теорня случайных 
процессов, математическая логика, теория 
информации и кодирования, теория массово- 
го обслуживания, теория игр и нсследование 
олераций, методы оптимизации, теория на- 
дежиости н планирования эксперимеита, элск- 
троиные вычислительные машнны и програм- 
мироваине, теорня алгоритмических языков, 
элементы и устройства АСУ. 


ним законам, но питается идеями и 
задачами, возникшими как внутри, 
так и вне нее; она ставит перед со- 
бой цели, диктуемые — собственной 
логикой развития н развнтием дру- 
гих наук. Эти задачи и цели способ- 
ны увлекать своей сложностью, не- 
обычностью и красотой тех, кто спо- 
собен к восприятню этнх особенно- 
стей. Нельзя ие учитывать также и 
требований общества. Известный анг- 
лийский математик-педагог У. Сойер 
пишет по этому поводу в книге «Путь 
в современную математику» («Мир», 
1972): «Автоматизация все больше 
будет вытеснять человека в область 
творческих профессий, требующих ка- 
честв, свойственных исключительно 
человеку:  понятливости,  принци- 
пнальности, оригинальности, кри- 
тичностн, инициативностн. Очевид- 
но, что «автоматизированное общест- 
во» предъявит особый спрос на вы- 
сокоразвитое творческое — начало». 
И далее: «Человеку 2000 года, не- 
сомненно, потребуется гораздо бо- 
лее солидный научный фундамент 
чем нашему  современнику. Быть 
может, ему понадобится знакомство 
с исследованием операций, чтобы 
принимать рациональные решения 
прн большом разнообразни снтуаций. 
В его общем образовании некоторые 
разделы математики  несомнеино 
займут свое место». 

Кстатн, в связи с исследованием 
операций — (понимаемых как меро- 
приятня, подчиненные единому за- 
мыслу и направленные к достижению 
определенных пелей) небезинтересно 
шутливое высказывание известного 
специалиста Т. Саати: «Исследова- 
нне операций представляет собой 
искусство давать плохие ответы на 
те практические вопросы, на кото- 
рые даются еще более` плохие ответы 
другимн методами»- Однако в каж- 
дой шутке есть доля правды: ме- 
тоды прикладной математики прн- 
менимы зачастую в тех ситуациях, 
в которых иные подходы не дают 
сколько-нибудь приемлемых резуль- 
татов. 


3 


Вопрос о том, что такое приклад- 
ная математика, естественно пред- 
варнть вопросом: «Что такое мате- 
матика?» 


Широко известны, ставшие клас- 
сическимн, слова Ф. Энгельса: «Чи- 
стая математика имеет своим объек- 
том пространственные формы и ко- 
личественные отношения действи- 
тельного мира» («Анти — Дюринг», 
К. Маркс и Ф. Эягельс, соч. изд. 2, 
т. ХХ, с. 37). 


Об особенностях математики вы- 
сказывались многие ученые. Так, 
профессор МГУ Г. Е. Шилов гово- 
рил на заседании математической 
секции Московского Дома ученых в 
1972 году: «Математика есть наука 
о математических структурах, рас- 
сматриваемых в их предисторин, то 
есть накоплении фактов и связей яв- 
лений действительности, в их исто- 
рии — анализе и расчленении ло- 
гических связей и понятий, кристал- 
лизации  расчлененных понятнй в 
аксиомы, в их окончательном ак- 
сноматическом оформлении мн раз- 
витии и, наконец, в их выходе в дру- 
гне области как самой математики, 
так и других наук». 


В то же время известный матема- 
тик Р. Курант весьма образно писал: 
«На вопрос —- что такое математи- 
ка? — невозможно дать обстоятель- 
ный ответ на основе одних лишь фи- 
лософских обобщений, семантиче- 
ских определений нли с помощью 
обтекаемого газетно-журнального 
многословия. Так же как нельзя 
дать общее определение музыке или 
живописи: никто не может оценить 
этн виды искусства, не понимая, что 
такое ритм, гармония н строй в музы- 
ке или форма, цвет н композиция в 
живописи. Для понимания же сути 
математики еще в большей степени 
необходимо подлинное пронникнове- 
ние в составляющие ее элементы. 


Принимая во внимание все вы- 


шесказанное, можно тем не менее 
дать математике некоторое общее 
определение... Взаимосвязь общего 


с частным, дедукции с конструктив- 
ным подходом, логики с воображе- 
нием — именно они и составляют са- 
мую сущность живой математики... 

Иными словами, полет в сбласть 
абстрактной общности должен исхо- 
дить из конкретного н частного и 
завершаться конкретным и частным» 
(«Математика в современном мире», 
«Мир», 1967, с. 16). 

Нельзя не согласиться с тем, что 
попытки дать исчерпывающее опре- 
деление математики означает втис- 
кивание ее в некие границы, в то 
время как математика способна моде- 
лировать всевозможные процессы 
мышления и многочисленные ситуа- 
цин, изучаемые в науке и технике. 
Именно в построении  математиче- 
ских моделей явлений, процессов, 
схем, в их исследованин и проявляют- 
ся прикладные аспекты математики. 

Всякий научный подход связан с 
построением модели изучаемого яв- 
ления. Модель в определенном смыс- 
ле проше самого объекта, обычно она 
имитирует не все, з лишь наиболее 
важные его особенности и потому 
удобнее для изучения. Модели могут 
нметь различную природу: матема- 
тнческую, физическую, химическую, 
экономическую и иную. Все зависит 
от изучаемого объекта (явления, си- 
туации) и от тех его свойств, которые 
учитываются моделью. Так, матема- 
тической моделью токов, протекаю- 
щих в электрической цепи, служит 
система линейных уравнений (закон 
Кирхгофа). — Физической моделью, 
воспроизводящей работу водителя 
поезла, является автомашинист. Фн- 
зической моделью строительной кон- 
струкции может служить система уп- 
ругнх стержней, а математической 
моделью последней — система урав- 
нений, связывающая напряжения в 
этих стержнях. Н. Винер и его со- 
трудники построили механическую 
модель, имитирующую дрожание ру- 
кн человека с нарушенной коорднна- 
цией движения. Затем была построе- 
на математическая модель изучен- 
ного явления. 


В действительности мет ничего 
необычного в построенни моделей: 
каждый ннженерный, экономический 
и иной расчет, выполняемый с прн- 
влечением средств н языка матема- 
тнки, оказывается, в сущности, мате- 
матическим — моделированием. 

Хорошо знакомые вам понятия 
числа, функции, уравнения служат 
в известных условиях  математиче- 
скими моделями определенных ре- 
альных объектов. Существуют эко- 
номико-математические модели ис- 
пользования материальных ресур- 
сов различными отраслями хозяйст- 
ва, модели производства и потребле- 
ния и другие. 

Проблемы, связанные с выбором 
модели, ее нзучением, оптимизацней 
некоторых критериев ее качества, не- 
избежными упрошающими предпо- 
ложениями, необходимыми вычисле- 
ннями ин многие другне, весьма мно- 
гообразны, трудны н не могут здесь 
рассматриваться. Все сказанное нс- 
сит лишь иллюстративный характер: 
вот, например, чем занимается прн- 
кладная математика. По вопросу о 
том, является ли прнкладная мате- 
матика самостоятельной дисципли- 
ной, ныне не существует единого 
мнения. Однако это обстоятельство 
для нас несущественно. В особен- 
ности, в условиях отсутствия нс- 
черпывающей ` дефиниции всей ма- 
тематнки как таковой. 

Видимо не существует  бесснор- 
ных признаков, по которым можно 
классифицировать математические 
конструкции на теоретические («чис- 
тые») и прикладные. Все относитель- 
но. Так, например, во времена К. Га- 
усса комилексные чнсла большнист- 
вом математиков рассматривались 
как весьма абстрактные объекты. Но 
прошли годы, возникла теория функ- 
ций комплексной переменной, ее ап- 
парат нашел приложения в гндро- и 
аэродинамике (в расчетах подъемной 
силы крыла самолета), в теоретиче- 
ской электротехпике и других обла- 
стях.  Абстрактная теория групп, 
ведущая свое начало от работ Лагран- 


жа (1736-—1813). нашла изумнтель- 
ное применение в конкретных зада- 
чах  кристаллографин,  теоретиче- 
ской физики, в квантовой механике, в 
теорин кодирования (в математиче- 
ской науке о передаче сообщений по 
линиям связи), в проблеме разреши- 
мости алгебраических уравнений 
в радикалах. Существование не- 
которых элементарных частиц было 
предвосхищено теорией групп задолго 
до их фактического обнаружения *). 
В терминах теории групп Ф. Клейн 
классифицировал различные разделы 
геометрии. Понятие группы, наряду 
с понятнями множества, функции, 
предела стало одним из основных в 
математике. Подобными примерамн 
перерастания чистого в прикладное 
н обратными процессами история 
математики очень богата. 

В уже упомянутой книге Р. Ку- 
рант писал: «На самом деле между 
«чистой» и «прикладной» математикой 
невозможно провести четкую грань. 
Поэтому-то в математике и не долж- 
но быть разделения на касту верхов- 
ных жрецов, поклоняющихся не- 
погрешимой математической красоте 
и внимающим только свонм склонно- 
стям, и на работников, обслуживаю- 
щих их. Подобная  «кастовость» в 
лучшем случае симптом человеческой 
ограниченности, удерживающей боль- 
шинство людей от свободного стран- 
ствования по необъятным просторам 
человеческих интересов». 

Об этом же писал Ф. Клейн в 
книге «Элементарная математика с 
точки зрения высшей» (Гостехиздат, 
}934): «Чисть логические концепции 
должны составить, так сказать, твер- 
дый скелет организма математики, 
сообщающий ей устойчивость и до- 
стоверность. Но самая жизнь мате- 
матики, важнейшие наведення и ее 
продуктивность относятся пренму- 


*} Так, например. существование позит- 
рона п мезона постулнровалось в рабстах 
П. Дирака и Х. Юкавы. Сзойства этих час- 
тиц изучались математическими методами до 
их экспернментального полтверждення. 
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щественно к ее приложениям, то 
есть к взанмным отношениям ее аб- 
страктных объектов со всеми дру- 
гими областями. Изгнать приложе- 
ния из математнки — это то же, что 
искать живое существо с одной толь- 
ко костной основой без мускулов, 
нервов, = сосудов». Уместно также 
вспомнить известный афоризм: «Чн- 
стые математики делают то, что мож- 
но, так, как нужно, а прикладнни- 
КИ — ТО, ЧТО нужно, так, как можно». 

Подчеркнем, что подготовка кад- 
ров на факультетах прикладной 
математики в технической школе пре- 
следует две взанмосвязанные цели: 
создать устойчивую основу матема- 
тических знаний н привить вкус к 
прикладным задачам, научить  ме- 
тодам прикладной математики, ме- 
тодам вычислений, опыту построе- 
ния и исследовання математических 
моделей с использованием  ЭЦВМ, 
пониманию того, что приближенное 
решение лучше, чем полное его от- 
сутствие, что первое приближение 
сегодия подчас важнее лучшего че- 
рез месяц. 

«В нашей стране сложились, в 
основном, два направления  подго- 
товки кадров высшей квалифика- 
нин — университеты и техническая 
школа. Первое направленне отлн- 
чается широкой общенаучной под- 
готовкой, но не готовит выпускников 
в полной мере для работы в промыш- 
ленных научно-исследовательских 
институтах и лабораториях; техни- 
ческая же школа не дает достаточ- 
ной широты образования. — Сейчас 
наблюдается определенное сближе- 
ние университетского и техническо- 
го образования, создан целый ряд 
вузов (технических университетов), 
сочетающих в себе элементы (если 
угодно, преимущества) университет- 
ской и технической школ» (О. М. Бе- 
лоцерковский. Технические увивер- 
ситеты. — В сб. «Будущее науки», 
М., «Знание», 1974.). 

Воспитание математника-приклад- 
ника во многом завнсит от процесса 
учебы и преподавания. В нем, как н 


38 


в общем развитин математики, ос- 
новной проблемой является правиль- 
ное соотношение между теорией н 
практическими прнложеннями. Здесь 
бытуют две точки зрения. Согласно 
первой — полезно все, что развивает 
интеллектуальные снлы личности, ее 
обшую  математическую` культуру. 
Согласно второй — полезно лишь 
то, что непосредственно может быть 
использовано, что приводит к прак- 
тическим результатам. Но, по-вн- 
димому, одна лишь полезность — од- 
носторонний критерий, этакая ути- 
литарная точка зрения, встречающая- 
ся в кругах «потребителей» матема- 
тики. Односторонним является так- 
же и критерий безусловной строго- 
сти к логического совершенства в 
решении конкретной задачи. Они 
далеко не всегда (в практических 
задачах даже очень редко} могут быть 
обеспечены, а решить задачу все же 
нужно. В этих условиях обязателен 
лоиск компромисса между строго- 
стью и полезностью. 

Умение найтн компромисс между 
математической строгостью и целесо- 
образностью, умение использовать так 
называемые рациональные рассуж- 
дения, основанные на «здравом смыс- 
ле», приобретаются в процессе обу- 
чения в технических университетах — 
на специализнрованных факульте- 
тах и потоках прикладной матема- 
тики ряда известных высших техни- 
ческих учебных заведений. 


Абитуриент-1975 


А. Я. Яковлев 


После окончания средней школы 
в Курсавке (Ставропольский край) 
Люда Ф. решила поступить на мате- 
матический факультет Ставрополь- 
ского педагогического института. 
Тем более, что учительница матема- 
тики вывела ей в аттестате четверку 
по алгебре и пятерку по геометрии. 

На нисьменном экзамене Люле 
предложили 4 задачи (ответы к ним 
мы приведем в конце журнала). 

1. Найти боковую поверхность 
правильной треугольной пирамиды, 
сторона основания которой равна а, 
угол между боковыми гранями ра- 
вен В. 


2. Решить неравенство 
2. 
1082 х— 105. х—6 = 0. 
3. Решить — уравнение 


т х— т 2х ат Зх = 
=<0$ х--с0$ 2х--с0$ Зх. 


4. При каких значениях а оба кор- 
ня уравнения 


х—(а-+1) х-т (+4) =0 


отрицательны? 

Увы! Решая первую задачу, Лю- 
да никак не могла вспомнить, что 
такое угол между боковыми граня- 


ми. Потом обозначила через в. угол 


между боковым ребром и высотой 
пирамиды. Разумеется, ответ полу- 
чнлся неверный. 

Решая иеравенство, Люда нашла 
такне корни левой части: х, = \,, 
х› = 4. «Но х = \, не подходит. — 
пишет Люда, — так как график в 
этой точке положительный. Значит, 


корень один: х = 4.» Затем Люда 
формулирует ответ: «При х=4 
график огрицателен». 

Можно ли специально иридумать 
подобную нелепость? 

Прн решении  тригометрического 
уравнения Люда пишет: ит 2х = 
= с0$ 2х — корней нет, так как си- 
нус н косинус не могут одновремен- 
но равняться одному и тому же чис- 
лу». Очевидно, Люда забыза, что 
т 45° = с0$ 45°, то есть что синус 
и косинус угла в 45° равны. А это 
много раз встречалось и в восьмом 
классе, и п девятом, и в десятом. 

Наконец, решая четвертую зада- 
чу, Люда пишет: «Корни отрицатель- 
ны, еслн дискриминант меньше ну- 
ля», — и начинает преобразовывать 
дискриминант. 

Оставим оценки Люды в аттестате 
на совести ее учительницы. Немало 
грубых ошибок в письменных рабо- 
тах и других абитуриентов. Даже 
тех, кто «пожалован» четверками и 
лятерками по математике в аттеста- 
тах. | 

Из 225 поступавших на матема- 
тическое отделение Ставропольского 
педагогического института полностью 
справились с работой лишь ...чет- 
веро. Не справились (получили двой- 
ки) — шестьдесят, хотя оценки ста- 
внлись весьма либерально. 

В расноложенном по соседству 
Ставропольском  сельскохозяйствен- 
ном институте не справились с рабо- 
той почти 50 процентов абитуриентов. 
В том числе — ровно половниа жи- 
телей краевого центра, в том числе — 
шестеро из семи вынускников  шко- 
лы № 6, четверо из четверых -вы- 
пускников школы №17. 

Немногим лучше результаты 
письменных экзаменов по математи- 
ке в московских вузах. Каждый чет- 
вертый абитурнент получил неудов- 
летворительную оценку в Москов- 
ском институте химического маши- 
ностроения, почти каждый третий — 
в автолорожном, до сорока процен- 
тов двоек — в станкоинструмен- 
тальном. 
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И это несмотря на то, что требовз- 
ния, предъявляемые к абитуриенту, 
весьма невысоки. Задачи, предлз- 
гающиеся на вступительных экзаме- 
нах, точно такне же, как в школьных 
задачинках. Еслн у проверяющего 
возникает сомнение — ставится бо- 
лее высокая оценка. А математиче- 
ская подготовка поступающих, как 
свидетельствуют  экзаменаторы из 
всех вузов, из года в год снижается. 
«Мы каждый год вынуждены упро- 
щать задачи для письменных экзз- 
менов», — утверждает проректор Мо- 
сковского  станкоинструментального 
института. Об этом же говорит срав- 
нение вариантов вступительных за- 
даннй разных вузов. 


В технических, — экономических 
н многих других вузах вступитель- 
ный экзамен по математике — основ- 
ной. Именно экзамен по математнке 
показывает качество подготовки аби- 
турнента к обученню в вузе, показы- 
вает, может ли ланный абитурнент 
успешно учиться в данном вузе. Очень 
часто именно пз экзамене по матема- 
тике решается вопрос: быть или не 
быть абитуриенту студентом. Поче- 
му же экзамен по математнке играет 
такую важную роль? 

Если студент химического вуза 
плохо освоил в школе химию, это, 
конечно, безрадостно, но преодоли- 
мо: курс химии он будет изучать в 
вузе «с самого начала». Если же он 
плохо освоил  тригонометрические 
уравнения н преобразования или 
ошибается в действиях со степенями, 
считая, например, что х-3 = а у 

ух 
пешно учиться в инженерном нли 
экономическом вузе он не сможет. 
Физика и химия, теоретическая ме- 
ханика и сопромат, теория вероят- 
ностей и статистика, а также другие 
инженерные н экономические наукн 
потребуют четких, быстрых, 
доведенных до автоматизма навыков 
в вычислениях и преобразованиях. 
А снова учить всему этому в вузе уже 
не будут. Иногда справедливо гово- 
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рят, что программа вуза строится на 
математическом фундаменте, зало- 
женном в средней школе. 

Полбеды, если студент забыл 
формулу объема пирамиды: ее мож- 
но найти в любом сиравочнике; го- 
раздо хуже, если студент не может 
использовать нужную фор- 
мулу для решения загачн или ме 
знает, какую формулу применить. 

«Математика — это язык», — ска- 
зал крупнейший американский фи- 
зик У. Гиббс. Это язык, на котором 


н выражаются условия  производст- 
венных, технических, — экономичс- 
ских, военных задач, и иолучаются 


решения этих задач; это также аппа- 
рат, с помощью которого применяет- 
ся та же химия, тот же сопромат, 
те же экономические науки. Одна 
из важнейших задач сегодняшнего 
инженера (экономиста, исследоваче- 
ля, ученого) — формализация решлае- 
мых задач, формулировка их на язы- 
ке математики. 

Даже сто лет назад инженер Сай- 
рус Смит, попав на «Таинственный 
остров» (вспомните Жюля Верна!), 
мог весьма широко и не без пользы 
применить свон математические по- 
знания. А наука, техника и эконо- 
мика сегодняшнего дня просто не- 
мыслимы без применения математн- 
кн, без умения правильно, быстро и 
точно ею пользоваться. 

Особенно возросло значение ма- 
тематики и ее приложений в послед- 
ние десятилетия. Каждый инженер, 
экономист, исследователь вынужден 
пользоваться помощью ЭВМ; инже- 
неры и экономисты не могут обойтись 
без линейного программирования н 
других математических методов; все 
большую роль нграют теория вероят- 
ностей и математическая статистика. 

Чем же отлнчается письменный 
вступительный экзамен ио матема- 
тике от школьной контрольной рабо- 
ты, от задач, решаемых на уроках? 
Методами решения? Сложностью за- 
дач? Объемом программы? 

Вовсе нет. Ни тем, ни другим, ни 
третьим. 


Программы вступительных экза- 
менов по математике абсолютно не 
отличаются от программ средней 
школы. Любзя задача, предлагаемая 
на вступительном экзамене, может 
быть решена последовательным при- 
менением правил, формул, теорем, 
которые изучались в средней школе. 
Часто на экзамене предлагаются по- 
просту задачи из школьных задачни- 
ков, иногда — из других широко 
известных задачников. Задачи, при- 
веденные выше, также ничем не от- 
личаются от школьных. Наиболее 
трудоемкой из них является первая 
задача. Для решения ее надо после- 
довательно выполнить несколько от- 
дельных этапов, каждый из которых 
мог быть отдельной зада- 


чей в УП-ИХ классах школы. 
Однако отдельные част- 
ные задачи многие школьни- 


ки решают вполне удовлетворитель- 
но, а комплексную зада- 
чу из 5—6 этапов доводят до конца 
лишь очеиь немногне. 

Не. секрет, что школьник часто 
решает задачи не вполне самостоя- 


тельно: учитель задает наводящий 
вопрос, напоминает нужную форму- 
лу, исправляет допущенную ошиб- 


ку, указывает путь или план реше- 
ния. Бывает, что школьник просто 
списывает решенне с доски или даже 
(чего греха таить?) у соседа. Задачи 
в домашнем заданни напоминают 
разобранные на уроке. А на экзаме- 
не в вузе вчерашнему школьнику да- 
ют листок с задачами, которые при- 
ходится решать самостоятельно: на- 
вводящих вопросов никто не задает, 
о пропущенном коэффициенте никто 
не напоминает, «похожие» задачи 
почему-то не приходят в голову, а 
в листке соседа задачи совсем не по- 
хожне. 

Почти все поступающие знают 
необходимые формулы и теоремы и 
даже умеют их доказывать. Но, во- 
первых, далеко не все умеют при- 
менять этн формулы и теоремы. 
И. во-вторых, большое количество 
арифметических ошибок и недосмот- 


ров приводит к резкому (но вполне 
справедливому!) снижению оценок 
за письменные работы по математике. 

Ведь подавляющее болыпинство 
проблем, стоящих леред спецналис- 
том, заключается в том. чтобы найти 
число: число тонн, число рублей, 
чнсло рабочих, число километров в 
час н т. п. Некоторые школьные учн- 
теля за арифметические ошибки н 
недосмотры нной раз и не сбавляют 
оценку: подумаешь, это же арифме- 
тика! Но если только что построен- 
ный мост развалится под первым же 
грузовиком, сможет ли оправдаться 
ннженер, что, рассчитывая мост на 
нагрузку 50 тонн, он «по недосмотру» 
поставил запятую на один знак левее? 

...Вычисляя синус угла, абиту- 
риент получил значение 2,8 вместо 
нужного 0,28. Явно нелепый ответ 
должен был привлечь внимание абн- 
туриента н заставить его искать ошиб- 
ку. Но он этого не сделал. Не смог 
(нли не захотел) додумать. И полу- 
чил неудовлетворительную оценку. 
Не умеющие: (или не желающие) ду- 
мать в вузы не принимаются! 

Недостаточная четкость вычис- 
лений ин преобразований особенно не- 
приятна при решении комплексных 
задач. Выполняя отдельный этал, аби- 
туриент вынужден концентрировать 
внимание на самбм действии, теряя 
нередко нить рассуждений, - забывая, 
какой этап следует дальше. Очень 
часто ошибка по невниманию (иро- 
пущенная цифра, неверный знак, не- 
аккуратно выполненное или нечетко 
записанное действие) — приводит к 
заведомо неверному ответу. А на 
поиски ошибки уходит гораздо боль- 
ше времени, чем на проверку каждо- 
го выполняемого действия. 

Поэтому отработка четких навы- 
ков в вычислениях н преобразовани- 
ях, беглость н автоматизм в элемен- 
тарных  действнях — необходимое 
условие и для успешной сдачи пись- 
менного экзамена по математнке, и 
для успешной учебы в вузе. 

В заключение — некоторые советы 
Абитурненту-1975- 


\. Готовиться к письменному экза- 
мену нужно начать заблаговременно, 
решать задачи — самостоятельно. 
Если задача «не выходит», можно 
попросить недагога или товарища по- 
мочь наметить план решения; после 
этого задачу нужно все же решить, 
не пользуясь чьей-либо номощыьо 
(и не заглядывая в решение). Вообще, 
научиться решать задачи можно 
только решая задачи. 

2. Лучше начинать не с «комплекс- 
ных» задач, а с` более частных. На- 
пример, сначала решать основные 
задачи планимегрин, иотренировать- 
ся в решении треугольников, по- 
упражняться в преобразованин выра- 
жений, содержащих тригонпометри- 
ческие функции, затем переходить к 
решению стерсометрических задач и 
ренению трнгонометрических урав- 
нений, а после этого решать более 
сложные задачи, предлагавшиеся на 
вступительных экзаменах. 

3. Не обязательно начинать с з3- 
дачи № 1. Начните с той, план ре- 
шения которой вам ясен; аккуратно 


занисав ее решение,  принимайтесь. 


за следующую. 

4. К комплексной задаче составь- 
те поэтапный план решения, запи- 
шите порялок выполнения отдельных 
этапов. Это поможет вам не терять 
нить рассуждений п сэкономит вре- 
мя. 

5. К геометрической задаче сде- 
лайте четкий и достаточно крупный 
чертеж, если возможно — в 2—3 цве- 
та. Очень полезны «выносные» чер- 
тежи: сечение, основание, нногда — 
проекция или боковая грань. Не 
экономьте время на качестве черте- 
жей! 

6. Постарайтесь достать прошло- 
годние варианты избранного вами 
вуза и за одну — две недели до экза- 
мена устройте «репетицию». Если не 
справитесь самостоятельно за 3— 
4 часа, то нопросите педагога нлни 
консультанта в вузе разобрать этот 
варпант, а затем  «проренетируйте» 
с другим вариантом. 
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Задачи 
наших читателей 


1. Обозначим через (а) мо- 
луль разности между чнелом 
ан ближайшим к нему це: 
лым числом. Например, (9} = 


=. 0, (+) ==. (“) = 


= 0.14... 

Дана бесконечная после- 
довательность 
(/2}, @ УЗ @ 2. 


(п }/2).. 3 


а) Докажите, что най- 
дется член этой лоследова- 1 
тельности такой, что величи- | 


| 
ма ето меныше тот. 


6) Докажите. что таких 
членов  последовательности 
нандется Сесконечно много. 


В. Колосов 


2. Операция * ставит 
Ц точкам плоскости, не лежа- 
щим на одной прямой, в со- 
отаетствие ортоцеитр, цент» 
тяжести н центр описанной 
окружности треугольинка, ко- 
торый они образуют. 

Можно ли с помощью ли- 
нейкн (она служит только лля 
проведения прямых) и оне- 
раишни « построить наралле- 
лограмм? 


С. М. Агее 
3. Доказать, что : 


С. Л. Манукян 


Московский 
государственный 
университет 


им. М. В. Ломоносова 


В Московском государственном университете в 1974 году на приемных экзаменах 
по физмке использовапись трм варманта экзаменационных бнлетов. Первый пармант 
предназначался для физического факультета, второй — дла механмко-математнче- 
ского факультета н факультета вычислительной математики н кибернетики мн тре- 
тый — для химмческого, почвенмого, геологического м географического факультетов. 

Задачм, предлагавшиеся в билетах первых дзух вармантов, мы уже публиковали 
(см. «Квант», 1975, № 5]. В этом номере мы помещаем задачи из билетов третьего 
варманта. Кроме одной зедачи в каждом билете предлагапысь два теоретмческих 


вопроса. Оба вопроса 


1. Парашютист покидает гондолу сво- 
бодно летящего аэростата на высоте Я. = 
= 250 м. Первые В, = 50 м он падает сво- 
бодно, а затем, раскрыв парашют, опуска- 
ется к постоянной скоростью 9, = 4 м. 
На каком расстоянии 5 от места прыжка 
(по горизонтали) приземлится парашютист? 
Скорость ветра и, = 2 м/с н%ие зависит от 
высоты, 


2. Нужно выкопать колодец глубиною 
Ко = 20 м. При какой глубине колодна А 
будет совершена 1/3 всей необходимой работы 
по выемке грунта? Плотность грунта считать 
везде одинаковой. 


3. Два одинаковых маленьких шарика 
подвешены на нитях длнной { = 2 м к одной 
точке потолка. Когда шарикам сообщили 
одннаковые заряды 4 == 2. 0—8 х, они разош- 
лись на расстояние А = 16 см. Определить 
натяжение Т каждой из нитей. Электриче- 
ская постоянная 

1 
26 — 45-9. 10° Ф/м- 

4. Баллон, содержащий И, = 0,02 м? 
воздуха под давлением р.= 4.10% н/м?, 
соеднияют с баллоном, содержащим У,= 
= 0,06 м? воздуха под давлением р» = 
==2. 10$ н/м*. Найти установившееся в сосудах 
давление, если температура постоянна. 


5. Батарея замкнута на сопротивленне 
В, = 8 ом. Напряжение на сопротнвлеини 
и, = 3 в. Когда батарею замкнули на сопро- 
тивление А.= !4 ом, напряжение на сопро- 
тивленнн стало равным #и.== 3,5 в. Определить 
электродвижущую силу батарен- 


м задача относились К разным разделам курса физики. 


6. Водород лля наполнения аэростата 
объемом У=50 м3 при температуре { -- 0°С 
и нормалыюм атмосферном давленни был 
получен путем электролиза воды. Сколько 
электрической эпергии \ было при этом зат- 
рачено, если напряжение на электродах и = 
= 22,4 6? Электрохимический эквивалент во- 
дорода А == 0,01 мг/к. Объем кнлограмм-мо- 
лекулярной массы газа прн нормальных ус- 
ловнях У, == 22,4 м3. 


7. Собирающая и рассенвающая линзы, 
имеющие общую оптическую ось, располо- 
жены на расстояннн {#=4 см друг от друга. 
Параллельный пучок света круглого сече- 
ния раднуса г1=- 3 см, пройдя через обе анизы, 
остается параллельным. Определнть радиус 
г. выходящего пучка, если свет падает со 
стороны собирающей линзы, а фокусное рас- 
стояние рассенвающей линзы {== 2 см. 


8. Луч света входит в трехгранную 
призму из каменной соли, находящуюся в 
воздухе, перпендикулярно первой граин, 
полностью отражается от второй грани’н 
выходит перпендикулярно третьей грани. 
На какой нанбольший угол можно таким об- 
разом нзмекить направленне луча, еслн по- 
казатель преломления каменной солн м == 2? 


В. Н. Слудский 
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Ленинградский 
государственный 
университет 


им. А. А. Жданова 


В пенмнградском государственном уннверситете ммеются трм физико-матема- 
тмческих факультета: математико-механическмй факультет, факультет прикладной 
математмки — процессов управлення м физический факультет. 

Наиболее отличительной чертой универсигетского образования является шм- 
рота м фундаментальность получаемых знаний, представляющих основу, на ко- 
торой строятся те илм иные дисциплины прикладного характера. Выпускнымк унм- 
верситета обладает широкими возможностямм для приложения свомх знаний, пег- 
ко прыспосабливается и постоянно изменяющимся зэдачам, выдвигаемым прак- 
знкой. | 

Математмко- мехамическмй факультет принимает в последние 
тоды 400 спушатепей м готовмт выпускимнов ло четырем специальностям — мате- 
мазмке, прикладной математике, механмне м астромомни. В соответствми с этим на 
факультете ммеются 4 отделения, прием на которые промзводится с раздепьным 
конкурсом. 

На математическом отделенми студемты специализируются по современным 
направлениям анализа, алгебры, теормм чисел, геометрии, дифференциальмых н 
интегральных уравнений, теорим вероятностей м математмческой фмзики. 

Отделение вычислительной математикы м кибернетмки готовит выпускников по 
методам вычислений, исследованию сперацмйЯ, математическому обеспеченню ЭВМ 
м АСУ, теоретической кибернетике. 

На механическом отделенми вместе с глубоким мзученнем  математикы сту- 
денты получают специализацию по одному нз современмых направлений механи- 
км: амалитической механике, теормм колебаний, автоматическому регулированию н 
управлению, дмнамике полета, теорми упругости м пластичности, гидро- м аэро- 
дмнаммке [иключая аэродинаммку разреженных газов], физмческой механике. 

На астрономической специальности подготовка ведется по специальностям: 
астрофизмка, радмоастрономмя, астрометрия, небесная мехаммна, звездмая астро- 
номмя. 

Факультет прикладной математики — процессов управле- 
мия готовит высококвалифицмрованные кадры ло прикладной математмне, имею- 
щие глубокую  общетеоретическую  подготозку м опыт работы на современных 
ЭВМ. Ежегодный прмем — 200 человек. 

Основные спецмализацми: математическое обеспеченме ЭВМ м АСУ м приме- 
некме средств вычислительной технмки. На факультете научные исследования ве- 
дутся по управлению техническимм объектами, управлению технологическими про- 
цессамм м процессами проектнрования сложных систем, распредепенню сип м 
средств, общим математическим и механмческим вопросам смстем управленмя. 

Физический факультет промзводит прием на спецмальности: физмка, 
радмофизмка м геофизика. Общее число студентов, зачмсляемых на первый курс — 
300 человек. По специальности физика готовят выпускимков 14 кафедр. Из ных че- 
тыре — сугубо теоретические, где студенты занимаются вопросамм квантовой ме- 
ханики, теормм поли м элементарных частиц, статистическом фмзмии м математиче- 
ской физики. Остальные кафедры в основном выпускают физмков-экспериментато- 
ров — спецмалистов по ядерной фмзыке, фмзыке твердого тела. оптине м спентро- 
скопми, физике полимеров, физике атмосферы м др. Научная работа студентов, к 
которой онм привлекаются, начмная ‹ 1-—М курсов, протекает в лабораториях На- 
учно-меследовательского Фиызичесного Мнстмтута лри Ленинградском уммверснтете 
м других НИИ г. Ленмнграда. В настоящее время факультет переехал в новое по- 
мещение, где созданы прекрасные условмя для плодотворной работы. В этом году 
аблмзи факультета сдается общежитие ма 1000 мест, в котором будут жмть сту- 


денты-физики. Вступительные экзамены м зачиспение на физический факультет про- 
водятся а мюле месяце. Прием заявлений прекращается 9 июля. 

Ниже мы прмыводым варманты письменного вступительного экзамена по мате- 
матике на различных факультетах ЛГУ в 1974 году. Примеры задач по физмке, 
предлагавшиыхся на вступительных экзаменах по физмке в последние годы, поме- 


щены в «Квантен, 1974, 4 6. 


Математнко-механический ` факультет 
и факультет прикладной математнкн — 
процессов управления 


Вариант | 


[. Между двумя портами курсирует гру- 
зовое судно, скорость которого линейно за- 
висит от веса перевозимого груза и при наг- 
рузке в 2000 тоин в 3 раза меньше, чем при 
нагрузке в 1000 тони. Кроме того, известно, 
что прн нагрузке в 2000 тонн судно проходит 
расстояние между портами за 25 часов. За 
какое время оио пройдет это расстоянне при 
наибольшем грузообороте? Чему равна наг- 
рузка судна ‹ирн наибольшем грузооборо- 
те? {Грузооборотом называется произведение 
веса перевозимого груза . на скорость 
судна.) 


2. Расположить и порядке возрастапия 
три числа 


0. —Ю8и, 9т2х, а, = — | — 08. Упх, 
аз--юры, (1 — с0$ 2х). 


д 
если нзвестио, чо 0% хх = 


3. Найти все вещественные а, для которых 
прн всех ЁВ`>> О существует в интервале 


0<х< —- решение уравнения 


„Тов. (1 —_х— х?) = 108) _х х22 -:- 6. 

4. Даны равносторонний треугольник со 
стороной а ин окружность, касающаяся одной 
нз сторон треугольника п делящая вторую 
сторону на две равные частн. Кроме того, 
известно, что центр окружности лежит на 
третьей стороне треугольинка. Найти рас- 
стоянне от центра окружности до ближайшей 
вершины треугольника. 


5. Основанием пирамиды служит равно- 
бедренный треугольник, боковые стороны 
которого равны &, и угол при основании ра- 


л 
вен @ (> =). Каждое из боковых ребер 


пирамиды образует угол В с плоскостью 
основания. Найти площадь сечения, прохо- 
дящего через высоту пирамкды и вершниу 
угла 2. 


Вариант 2 


1. Скорость товарного поезда лниейно за- 
висит от количества его вагонов, причем 
известно, что скорость состава из 60 вагонов 


п 
равиа -5; скоростн состава из 40 вагонов. Кро- 


ме того, нзвестио, что паровозная бригада 
выполняет план перевозок на 100% при нан- 
большем грузообороте. (Грузооборотом на- 
зывается произведение числа вагопов на 
скорость поезда.) На сколько процентов бу- 
дет выполнять план перевозок паровозная 


бригада, составляя товарный поезд из 40 ва- 
гонов? 


2. Расположить в порядке возрастания 
три числа 


а, = 1-1 106, с05х, а, — ЮВ, (1 + с052х), 
0; = | — 2108 у тах, 


г 


если известно, что П < х< = . 


3. Найти все вещественные а, для кото- 
рых прн всех $ <:0 существует в интервале 
4 <х< + со решение уравнения 


ее а юв, (1-5) + Ь. 


\ { 
х 


4. Даны равнобедренный треугольник с 
основанием а н окружность с центром в од- 
ной из вершин треугольника. Известно, что 
одна из боковых сторон треугольника делнтся 
окружностью на трн равные части. Найти 
радиус окружности. 


5. Основанием пирамнды служит равно- 
бочная трапеция, у которой боковые сторо- 
ны и меньшее оскование равны а, а острый 


ео 
угол равен < (* т |. Каждое из боковых 


ребер пнрамиды образует угол В с плоско- 
стью основания. Найтн площадь сечения, 
проходящего через высоту пирамнды перпен- 
ликулярно к основаниям трапеции. 


Химический ин пснхологический факультеты 
и экономнческий факультет (кроме отделения 
полнтэкономнн) 


Вариант3 


1. Имеются две порции одиого и чого 
же вещества, играющего роль катализатора. 
В присутствии 1-Й порции реакция в сосуде 
происходит на 6 минут дольше, чем в присут- 
ствин 2-й порции. Если же п сосуд бросить 
обе порции катализатора, то реакция проис- 
ходнт в течение 4 минут. Определить время 
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продолжения реакции в присутствии кажлой 
порции катализатора, если известно, что 
скорость реакцин пропорциональна весу при- 
сутствующего в сосуде катализатора. 

2. Решить неравенство 


ХИ» УТ х 
Ух —2 (2 —х Ух 
3. Решить уравнение 


ОЕ: (9.-{ с0$ 2х) 5 Юму (51° х-созах-- 1-3. 
Е 


4. Определить острые углы прямоуголь- 
ного® треугольника, стороны ксторого со- 
ставляют геометрическую прогрессию. 

5. Основанием пирамиды служит равно- 
бедренный треугольник. боковые стороны 
хоторого равны а, и угол при вершине ра- 
вен а. Две боковые грани пнрамиды, нрохо- 
дящие через равные стороны осиования. 
периендикулярны п основанию, а равные 
боковые ребра наклонены к нему под углом. 


Определить радиус шара. описанного около 
пирамиды. 


ео 


Бколого-почвенный и географический 
факультеты 


Варнант +4 


1. В товарных вагонов первая бригада 
грузчиков может разгрузить на | час быст- 
рее, чем вторая бригада. Если 7 вагонов бу- 
дут разгружать обе бригады вместе, а послед- 
ний вагон будет разгружать только вторая 
бригада, то ина выполненне всей работы пот- 
ребуется 2 часа. За какое время может вы- 
полнить работу каждая из бригад, работая 
отдельно? 


2. Решить неравенство 


| Г, 
Ею. х :-- 10.8 >—-. 
3. Решить уравнение 
яп? -- $11? 2х = $12 Зх. 
4. В прямоугольном треугольнинке ги- 
потенуза равна а, а биссектрися одного из 


а 
острых углов — =. 
рых у уз 


5. В прямом круговом конусе даны 
нлощадь основания $, п площадь боковой 
поверхностн $,. Найти радиус вписанного 
шара 


Найти катеты. 


Геологический факультет пн отделение 
политэкономии  экономнческого факультета 


Вариант5 


1. Из одного города в другой вылетел 
самолет. Если бы скорость самолета была 
на 130 км/ч меньше действительной, то он 
прибыл бы в другой город с опозданием на 
1 час 6 минут. Определить действительную 
скорость самолета. если расстояние между 
городами равно 2860 км. 
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2. Решить уравнение 


1 
— я _—_ 
ЗЕ ох = 2 -^ №8; 2. 
3. Решить уравнение 
1? г + 4 соя [> : 
я (2 ах} 4 со вх =. 
4. Через точку А. лежащую на рас- 
стоянии 2г от центра окружностн раднуса г, 
проведена прямая ина расстоянии г/2 от 
иентра окружности, пересекающая окруж- 
ность и точках Ви С. Найти АВ ин АС. 
5. В основании прямого параллеленипе- 
ла лежит параллелограмм ступым углом @ 
и сторонами ан 6. Меньшая днагональ па- 
раллелепипеда равна большей диагонали осно- 
вания. Определить объем параллелепипеда. 


В. Ф. Осипов, П. Е. Товстик 


Физический факультет 


В носледние годы (1972—1974 гг.) всту- 
нительные экзамены на физическом факуль- 
тете Ленинградского уинверситета проводятся 
п июле в два срока: с 4-го по 18-е июля нс 
1Ю-го по 21-е июля. Прн составлении варман- 
тов вступительного экзамена по математике 
для физического факультета учитываются те 
требования, которые естественно предъяв- 
лять К математическим знаниям будущих 
студентов-физнков. 

Нужно заметить, что примерно четверть 
студентов  физнческого факультета ЛГУ 
специализирустся по различным налравле- 
ниям Теоретической и математической фи- 
зики, требующей глубокого знания как 
прикладных, Так н абстрактиых разделов 
математики. Кроме того, хорошей мате - 
матической подготовки требует освоение 
курсов теоретической физики и большииства 
спецкурсов, читаемых и остальным студентам 
факультета. В связи с этим курс математики 
на физическом факультете читается и боль- 
шом объемё м на достаточно высоком уровне. 
Вместе с тем у этого курса имеются и особен- 
ности: во-первых, нзложение математических 
методов для физиков должно гармонически 
сочетаться с приложением этнх методов к 
конкретным задачам и, во-вторых, развитие 
модельных и интуитивных соображений при 
решении задач должно играть не меньшую 
роль, чем строгий аксноматический подход. 

Отсюда вытекают требования, предъяв- 
ляемые к абитуриентам иа вступительных 
экзаменах по математике. Абитуриент, же- 
лающий получнть высокий балл на пнсьмен- 
ном экзамене, должен ясно представлять себе 
нереход от исходной формулировки задачи 
(иногда нестаидартной) к системам уравне- 
ний, геометрическому чертежу, неравенствам 
ит. л., уметь связывать воедино нден и ме- 
тоды. которые давались на уроках алгебры, 
геометрии и физихи, свободно владеть тех- 


никой преобразований, уметь анализировать 
полученные решения с точкн зрения здра- 
вого смысла, правил размерностей, строго- 
го оправдания формальных выкладок. В ва- 
рнант входят пять задач различной трудности. 

Ниже мы разберем решения нескольких 
характерных задач (трудных и средней труд- 
ности) из чнсла предлагавшихся на пись- 
менном экзамене по математнке на физиче- 
ском факультете ЛГУ в 1973 и 1974 годах 
и приведем два полных варианта 1974 года. 

° Задача !. Стрелок из лука находится 
на расстоянии 40 м от крепостной стены вы- 
сотой 30 м. Начальная скорость стрелы 
40 м/с. При каких углах наклона стрелы к 
горизонту в момент выстрела стрела переле- 
тает через стену? Сопротивление воздуха, 
рост стрелка, толщину крепостной стены, 
влияние оперения и т. д. не учитывать. Уско- 
рение свободного падения считать равным 
10 м/с?. Предельный случай падения стрелы 
на стену не рассматривать. 

Задача нетрудная. Для ее решення нужно 
яншь знать формулы равноускоренного двн- 
ження н правило сложения скоростей. Пусть 
{ — момент времени, когда стрела достигает 
горизонтального расстояния {= 40 м до 
стены, @& — начальный угол наклона стрелы 
к горизонту. Чтобы стрела перелетела через 
стену, ее высота в момент # должна быть боль- 
ще высоты стены Й =: 30 м. Отсюда 


0 05 @ == [ 


и та — >» 


(2е = 40 м/б). Исключая Ё и подставляя чнс- 
ленные значення ис, /, А, получаем инеравен- 
ство относительно &: 


157% — За 7 < 0, 
откуда | < ша < Т. Поскольку, по смыслу 
задачи, угол @& лежнт п пределах от 0 до 
д: п 
-5-, то 4 За ас 7. 


Задача2. Равномерно движущийся 
шар сталкивается с покоящимся шаром цент- 
ральным ударом. При столкновении в тепло 
переходит 25% кинетической знерени. Каково 
должно *быть соотношение между массами 
шаров, чтобы движущийся шар продолжил 
свое движение в первоначальном направлении 
со скоростью не менее 50% от начальной? 

Для решения задачи надо правильно 
напнсать законы сохранения энергин и нм- 
пульса в момент столкновения. Дополни- 
тельная сложность состоит в том, что эти 
законы сформулированы лля материальных 
точек, н при рещении соответствующих 
уравнений появляется второй «нефизический» 
ответ, отвечающий проскакиванию одного 
щара сквозь другой. Такой ответ должен 
быть отброшен. В целом задача трудная. 


Пусть М и м — массы покоящегося и 
движущегося шаров, и; п и. — начальная 
н конечная скоростн двнжущегося шара, 
п — конечная скорость покоящегося шара. 
Из законов сохранения н условня задачи сле- 
дует, что 

К] . 
| ту — Ми? -|- ти ь 


то, == Ми | то., 


| 
и: и, >0 


(условие и в; исключает «нефизический» 


02 
ответ). Введем новые переменные х == а 
1 


Г! т 

и = —, =м- В них система примет 
о, : 

ВНд 


Исключив у из системы уравиений, полу- 
чнм уравнение ’ 


3 
(-- 2+ (#4) 0 


у 


относительно величины х. Отсюда 


1 
Е 3—1 


я = ОГ 
| ПРЕИИЕ 
{ (1 + 3—1) 
я ЕЕ 


Таким образом, приходим к ограничению 
#=3. Физически это условие означает, что 
при большем соотношенни масс (при # _> 3) 
ни при каком характере удара не может 
быть потеряно 25% энергии. Из условия 
ух следует, что годится решение лишь 
с нижним знаком перед радикалом. Оста- 


лось удовлетворить условию х > 2, ко 


торое с учетом найденного выражения для х 
к очевидного неравенства #>>0 принимает 
выд {2 —{— 20. Это неравенство выпол- 


т 
няется при { >2. Ответ: 2 =3. 


Задача 3. Спортемен № { стартует 
из лункта А в пункт Б вверх по реке. 
Вслед за ним через 5 минут отправляется 
спортсмен № 2. Их скорости таковы, ито 


7 


они джищели бы пункта Б одновременно, 
но на середине пути спортсмен № 1 повер- 
нул наз0д и, встретив спортсмена № 2 
в 150 м от пункта А. вернужя в пункт А 
через 5 минут после старта спортсмена 
№ 2. Найти скорость спортсмена №2, 
если скорость спортсмена № 1 в стоячей 
воде равна 1 м/с. 

Если Задачу решать в общем виде, то 
она приводит к уравнению третьей степеин, 
однако заданные численные зиачения вели- 
чии снльно упрощают решенне. Трудность 
задачи — средняя. б 

Пусть и — скорость течения реки (в 
м/с), о — искомая скорость спортсмена № 2 
{в м5), 5 — расстояние от А ж Б цв м). 
Из условий задачи вытекает следующая сн- 
стема уравнений: 


$ $ 
ие _н +300, 
| > 
2 2 
} ити - 600, 
5 5 ый 
т с А а 
ка + Г — ощи о. 


Вычитая из 3-го уравнения 2-е, пахолим 


и! 
ОБЕ Г 


С другой сторомы, иприравияе выражения 
для $, найденные из 1-го и 2-го уравнений, 
после простых, хотя И длинных выклалок 
получим, что 


и-2 


от: 


Отсюда, исключая ху, ирнхолим к уравнению 
2" + и—1=0, 
которое имеет единственный положительный 


1 
корень п = 12. Поэтому в =1 — мг. 


Задача 4. Имеется наклонная пао- 
скость, расположенная под ‘иглом г к гори- 
зонту. На расстоянии $ от нее на второй нак- 
аонной плоскости находится материальная 
точка М. Какой угол с горизонтом должна 
составлять эта плоскость, чтобы материаль- 
ная точка, двигаясь по ней без трения, 90- 
стигла бы первой плоскости за наименьшее 
время? Каково это время? Считать, что 
линия пересечения наклонных плоскостей го- 
ризонтальна. 

Па вступительных экзаменах обычно 
не предлагаются задачн на экстремум, по- 
скольку при их решении можно использо- 
вать элемеиты высшей математики, что дает 
известные пренмущества тем нз поступающих, 
кто этими элементами владеет. Данная задача 
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Рис. 1. 


элементарными методамк решается значи - 
хельно проше, чем ири использовании поня- 
ткя произвольной. 

Пусть В — искомый угол наклона второй 
плоскости, {— длина пучи материальной 
точки по этой плоскости (см. рис. 1). Оче- 
вилно, / = 5/1 (а -- В). На второй наклон- 
ной плоскости действует ускорение & уп’ В. 
Поэтому время движения материальной точ- 
ки ио второй плоскости равно 


м 25 
Е У = а 7 Е яп В чп (2-8) — 


и 4 

5 Е [с0$ & — соз (© -- 98)| ^ 
Искомое минимальное время Гош отвечает 
случаю с0$ (а + 2 В) == —|, откуда 


т 


д—@ г 95 
ут У и 


ее 
Я 0$" > 


Задача 5. Каждое из двух плоских 
згркал может вращаться вокруг своей оси 
{О и О» соответственно), лежащей в пао- 
скоети зеркал, причем эти оси параллельны. 
Между заркалами закреплена светящаяся 
точка $. Ее погожение таково, что если через 
$ провести плоскость, перпендикулярную к 
осям зеркала, то в возникающем треуголь- 
нике 50.0, 2$0,0:= а и 2$0.0\-=- . Какой 
угол у должны образовывать между собой 
зеркала, чтобы изображения точки $ в них 
были максимально удалены друг от друга? 

Хотя эта задача средней трудиости, ее 
решили немногие абитуриенты. Возможно, 
это связано с тем, что в ижоле не усневают 
как следует разобрать простейшие законы 
геометрической оптикн. 

Изображение точки в плоском зеркале 
лежит на перпендикуляре, опущенном из 
точки па зеркало, позади зеркала на рас- 
стоянии, равном расстоянию от Точки до 
зеркала. При вращенни первого зеркала во- 
круг оси О, геометрическим местом изобра- 
жений точки 5 является окружность с 


центром п О; (рис. 2), проходящая через $ 
(поскольку 50, -- 0,5,). Наибольшее рас- 
стояние между г и . лостигается. когда 
изображения 5; и 5. лежат на линии цент- 


ров О;О.. Следовательно, зеркала. должны 
делить пополам углы 35,О0:5н 25$,0.$.По- 
л а 
этому —-.. МО,О, 2 — бе | МО.О- 
т В © -!- В 

Е. >. 

Залдачаб. Найти все вещественные 
решения уравнения 

У —\ эха 

8] _ ИТ — 5 х? ты 


т м 
АИТ 


Несмотря на простоту формулировки 
задачи, ее решение вызывает некоторые труд- 
ности. Попытка «в лоб» избавиться от ир- 


рациональностей ни к чему хорошему не 
приводит. Следует использовать симметрию 
заданного уравиения. Его ОЛДЗ’ х> 1. 
Пусть а(х) = х", Ф (хх --1, с (Х) 
/х —1. Тогда заданное уравиение мож- 
0-й в 30 Ь 
но записать в виде Б => с т аи 
чес р 
-1- ат — РЕ ‚ откуда 


(<— 6) — а) @-9д 0 
абс я 
Таким образом, решение исходного уравнеиня 
эквивалентно решению трех уравнений: 
а(х) - 5х. 8х) с©), <) - ах. кото- 
рые п ланном случае легко решаются. От- 
вет: х= 2. 
Варнаит 1 

‚1. На расстоянии Ё от плоской стены в 
отсутствие поля тяготения ноконтся шарик. 
На него налетает другой такой же шарик 
со скоростью о, направленной под углом {и 
к нерпендикуляру к стене. Линия центров 
нариков в момент удара лежит в плоскости, 
образованной вектором и и пернендикуляром 
х стене. Какой утол В должна образовывать 
линия центров п момент удара и перпенди- 
куляр к стене, чтобы покоящийся шарик 
достиг стены за кратчайшее премя? Каково 
это время? Удар абсолютно упругий. Счи- 
тать. что вращенне шариков ие происходит. 

2. Правильная треугольная пнрамида 
со стороной основания а повернута вокруг 
оси симметрии на угол 607. Определить объем 
общей частн исходной ин новернутой пирамид, 
сли боковые грани — прямоугольные треу- 
ГолЬиики. 

$8 с058ф 
3. Выразить сумму Г и 


толь- 


Рис. 2. 


ко через нараметры ан 6. 
что угоя ф 


1 | 
ыы 


селн 
удовплетворист 


изасетно, 
условию 


{а. В >0). 


ать 
4. Решить урзвиение: 


И № лх 
5 + сом 


# 1 = 
= |. $ я нь 
Юз [х в ый 2 
5. При всех ш 2 0 решить систему урав 
нений: 


х-- уг | 212 — 1, 
ху -г уг! -|- Заз 0, 
ы -|- уг |. Зау 1, 
хё [2 -Р 2ах 0. 


Варнант2 

1. Сваряд п верхнен точке траекторин 
на высоте Й разрывается на два одинаковых 
осколка, которые издают но ивправлению 
движения снаряда: один на расстоянин {, 
от места разрыва по горизонтали, дру гой-* 
на расстоянии Ё,. Скорость, сваряда в момент 
разрыва равна и. Через какое время от м- 
мента разрыва упадет каждый осколок? Мас- 
сой пороховых газов пренебречь. 

2. На плоскости (х, у) построить об- 
ласти. для всех точек которых выполнены 
неравенства 

о и хх 29. 
3. Решить уравнение: 


| | лх лх 
ЕО" — 5 ння Е — 512 
в" 12 
4. Решить неравенство 
ор сок {2 <09$ х- > 1. 

5. Образующая ирямого кругового ко- 
нуса имеет длину { п составлиет с высотой 
угол @. Через две образующие конуса. 
составляющие между собой угол 2В. про- 
ведена плоскость. Найти расстояние от этой 
илоскостн до центра внисзиного п конус на- 


ра. 
ИН. А. Молотков. С. Ю. Славяноя 
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РЕЦЕНЗИИ. 
БИБЛИОГРАФИЯ 


Как создавалась 


современная физика 
звезд и галактик 


Е П Левитан 


Первоначальные сведения по 
астрономин легко почерпнуть 
из научно-популярных кинг, 
журналов, школьных учеб- 
ников. Однако, как правило, 
эти сведения дают песколько 
одностороннее представление 
об астроиомии: перед взором 
не очень пытливого человека 
возникает образ прекрасной 
и ..очень легкой иауки, до 
отказа наполиенной множе- 
ством ннтересиейших данных 
и всевозможных гнпотёз. Ги- 
потезы часто излагаются так, 
что кажется, будто людн 
просто придумали них «между 
делом» м что ровно ничего 
ме стоит придумать десятки 
других, еше лучших. Но ведь 
далеко не всякое измышле- 
ние на научную тему может 
именоваться научной гипо- 
тезой или, тем более, науч- 
ной теорией. И эта мысль 
станет предельно ясной. ког- 
да вы прочитаете книгу мо- 
сковсхого астронома 
В. А. Бронимэна «Гипотезы 
с звездах и Вселенной» *). 


В своей кииге 
В. А. Бронштэн стремится 
ноказать, как создаются, 


проверяются я опровергают- 
ся научные гипотезы о про- 
исхождении и природе не- 
бесных тел». Но это не про- 
сто сборник различиых ги- 
потез, а краткая и умело 
написанная история станов- 
ления Физики звезд, внега- 
лактической астрономии н 
космологии. Как же удалось 
менее чем на 400 страницах 
«объять иеобъятное»? 
Прежде всего, автор `ре- 
шил рассмотреть вопрос об 


*) Бронштэн В. А. 
Гипотезы о звездах и Все- 
ленной. М., «Наука». 1974, 
384 с., цена 77 к. 
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источниках эпергии Солнца 
н звезд. 

В течение очень многих 
лет астрономы кропотливо 
собирали разнообразные све- 
дения о физических характе- 
ристиках звезд и ю соотио- 
шениях между ними. Важ- 
нейшей вехой на пути наве- 
дения порядка в большом 
«хозяйстве» звездной астро- 
номии явилось появление на- 
учно обоснованной класси- 
фикацин спектров звезд. и 
установление — зависимоетн 
между спектром и свети- 
мостью звезды. Современной 
теорин зветтллой  эволюцин 
удалось объяснить особеи- 
ности этой ‘зависимости. 
Об истории создання этой 
теорнн рассказывается в пер- 
вой Главе. 

Затем вам  нредстоит 
встреча с пульсирующимн 
н взрывающимися звездамн. 
Здесь вы встретите уникаль- 
ный случай в истории на- 
уки: самая первая гипотеза 


о причине блеска  цефевд 
оказалась верной, а все 
последующие —- невернымн! 


Тема третьей главы — из 
чего и как рождаются звезды. 

В настоящее время суще- 
ствуют две концепции про- 
исхождения звезд. Какне> 
В чем нх принципнальное 
различие? Этому вопросу по- 
священы миогие прекрасно 
написанные стравицы книги 
В. А. Бронштэна. 

Завершвв рассказ о звез- 
дах, автор приглашает чн- 
тателя в мир галактик (чет- 
вертая — шестая главы). 
Почти сразу после того, как 
ученым стало ясио, что наша 
галактика не единственная 
во Вселенной, а лишь одна 
из многих, возник вопрос: 
как образовались галактики? 


Начались размышления о 
том, имеют ли формы галак- 
тик какую-инбудь связь с их 
эволюцией, какие из галак- 
тик молодые, а какие ста- 
рые н т. д. В кииге 
В. А. Бронштэна подробно 
рассказывается п зарожде- 
нии к развитии космогонии 
галактый. 

Заключительная  (седь- 
мая) глава кингн посвящена 
теорин «горячей — Вселен- 
ной» *). 

Хочется ° подчерки уть, 
что «Гипотезы о звездах н 
Вселенной» — это книга не 
только о научных гипотезах, 
но и о людях науки. И хотя 
в ней нет подробных био- 
графвй ученых, вы, несо- 
миёнино. обратите винмание 
на те краткие сведеиня, ко- 
торые там привелены. НМ уж 
наверняка  Задумаетесь об 
огромной роли молодежи в 
науке. Подавляющее боль- 
шинство крупных советских 
астрономов приобщались к 
астрономни в юношеском 
и даже детском возрасте, 
когда они с увлечением ра- 


боталн в астромомических 
кружках и успешно участво- 
вали пы астрономических 


олимпнадах. Это — один из 
лучших путей в большую 
науку И на этом путн боль- 
шую пользу приносят хоро- 
цие. умные книги. Киига, 
о которой мы рассказали, 
несомненно. одна из них. 


*) Тот, кто заннтересует- 
ся этой теорией более по- 
дробно, может обратнться к 
публикациям и научно-по- 
пулярном журнале АН СССР 
«Земля и Вселенная». 


Новые книги 


В этом номере мы публи- 
куем аниотацин на книгн, 
выходящие во 11 квартале 
1975 года. Заказы на книги 
надо оформлять через спе- 
цнализированные магазины 
илн магазины «Книга — поч- 
той». 


Математнка 


Издательство 
«Наука» 

1. ДоиеддюА. Её- 
клидова планиметрия. Объем 
15 л., тираж 25 000 экз., 
цена 1р. 20к. 

В кииге приводится 
строгое изложение курса пла- 
ниметрии. Система аксном, 
принятая автором, достаточ- 
но близка к системе аксиом, 
принятой в нашей средней 
школе. 

Киига будет полезна 
учителям средней школы, 
школьникам старших клас- 
сов я студентам педагогиче- 
ских институтов ни универ- 
ситетов. 

2. Пойза Д. Матема- 
тика и правдоподобные рас- 
суждения. Объем 3З4л., ти- 
раж 30000 экз., цена 
1 р. 85 к. 

Эта книга принадлежит 
перу широко известного в 
Советском Союзе венгерского 
математика н замечательного 
педагога Д. Пойа. Написан- 
ная превосходным языком, 
она живо н в доступной фор- 
ме знакомит читателя с тем, 
какимн лутямн добываются 
в математнке новые факты, 
как относиться к той илн 
нной гипотезе. 

Кинга представляст 
большой ннтерес для всех, 
кто нитересуется математн- 
кой, психологией  творче- 
ства, историей, 


3. Постников М. М. 
Устойчивые многочлены. Объ- 
ем 12л., тираж 25 000 экз., 
цена 40к. 

В кинге систематнчески 
нзлагается основа теорин 
устойчивых многочленов. Ис- 
пользуя лишь только сведе- 
ння, известные низ курса 
средней школы, она Вводит 
читателя в круг важнейших 
идей классической алгебры 
н анализа. 

Книга рассчитана на 
учителей средней школы, 
школьников, студентов и 
вообще всех любителей мате- 
матикн. 

4 Курош А. Г. 
Алгебраические уравнения 
произвольных степеней. Из- 
дДание 2-е. Объем 2л., тн- 
раж 30000 экз., цена Тк. 

В основе этой кингн 
лежат лекции. прочитанные 
автором в МГУ для школь- 
ников старших классов. 
Крупный ученый н блестя- 
щий педагог А. Г. Курош 
живо ин увлекательно рас- 
сказывает об общих методах 
теории алгебраических урав- 
нений. Кинга полезна для 
всех любителей математики 
н особенно для школьников 
старших классов. 

5. Маркуше - 
вич А. И. — Возвратные 
последовательности. — Изда- 
ние 2-е. Объемы Зл., тираж 
50 000 экз., цена 1Ок. 

7 Автор в живой и до- 
ступиой Для ШКОЛЬНИКОВ 
форме рассказывает о воз- 
вратных последовательно- 
стях (включая арифметиче- 
скую, геометрическую по- 
следовательности и т. д.). 

Автор не только нзлагает 
общую теорию, но н приводит 
интересные нсторическне 
факты, относящиеся к ее 
возникновению. Книга на- 
пясана хорошим языком и 
будет с ннтересом прочитана 
учащимися старших клас- 
сов. 


6. Гик Е. Я. Маге- 
матика на шахматной доске. 
Объем 8 л..тнраж 100000 экз., 
цена 30 к. 

В книге п живой и увле- 
кательной форме рассказы- 
вается о разнообразных свя- 
зях, существующих между 
математнкой и шахматами: 


‘някумы 


о математических легендах, 
посвященных пронсхожденню 
шахмат, об играющих машн- 
нах, о математике шахмат- 
ных турниров. Много внима- 
ння уделено математическим 
задачам н головоломкам, свя- 
занным с шахматной доской. 
Рассмотрены все известные 
тнпы таких задач (задачи о 
доске, о маршрутах, о расста- 
новках и силе фигур нт. д.). 
Приводятся задачи «о ходе 
коня» н 0 восьмн ферзях», 
которымн занималнсь велн- 
кие математнкн Эйлер и Гаусс. 


7. Тумаков И. М. 
Анри 'Леон „Лебег. Объем 
5,5 л.. тираж 10000 экз., 
цена 40 к. 


Значение интеграла Ле- 
бега для современной мате- 
матнкн н ее приложений 
очень велнко, но об авторе 
этого интеграла, французском 
математнке Анрн Леоне Ле- 
беге, почетном члене многих 
академнй наук мнра н мате- 
матнческих обществ известно 
очень мало. Кинга И. М. Ту- 
макова, подготовленная К 
100-летию со дня рождення 
ученого, восполняет этот про- 
бел. В ней приведены бно- 
графические сведения с Ле- 
беге, дан обзор его научных 
трудов, показаны истокн н 
значение открытня Лебега. 


Издательство 
«Высшая школа» 


8. Копенн Т. А., 
Малннов М. П. Посо- 
бие по математике для по- 
ступающих в техникумы. 
Объем 18 л.. тираж 
100 000 экз., цена 74 к. 

Это пособие предназна- 
чено для поступающих в тех- 
на базе В классов 
средней школы. Оно пол- 
ностью отвечает программе 
вступительных экзаменов в 
техинкумы. 


Физика 
Издательство 
«Наука» 

1. Зубов В. Г., 
Шальнов В. П. За- 


дачи по физике. Издание 10-е. 
Объем ° 16 л.. тираж 
300 000 экз., цена 55 к. 


Сборник содержит зада- 
чи по физике в объеме про- 
граммы средией школы. Поч- 
ти все задачй снабжены ре- 
шеннямн нли подробными 
указаниями. Задачник будет 
полезеи учацимся старших 
классов средней школы, 
а также лицам, готовящимсн 
к поступлению в вузы. 


2. Элементарный учеб- 
ник физики. Под редакцией 
Г. С. Ландеберга. 
Том 1. Издание 9-е. Объем 
36л., тираж 300 000 экз., 
цена 1 р. 11 к. 

Эта киига завоевала шн- 
рокую н прочную извест- 


ность. Ее основными досто-- 


ниствами являются глубина 
изложения физических про- 
цессов, простота в изложе- 
ини н великолепный живой 
язык. 


Первый том посвящен 
изложению механики, теп- 
лоты к молекулярной физи- 
ки. Книга рассчитана иа 
школьников старших классов 
н учнтелей физики. 


3. Гегузин Я. Е. 
Почему и как исчезает пусто- 
та. Объем 12 л., тираж 
22 000 экз., цена 75к. 


В кинге популярно и за- 
нимательно рассказывается 
об нсторин развитня физн- 
ческих идей современной тео- 
рии спекания — основы тех- 
нологического процесса по- 
рошковой металлургии н про- 
изводства огнеупорных мате- 
рналов. Показано, как в тес- 
ной взаимосвязи теорин, экс- 
пернмента н технологии Ффор- 
мировались новые идея в об- 
ласти физики спекания. 

4. Карпов И. и.. 
Лисневский Ю. И. 
Кварки. Объем 9 л., тираж 
50 000 экз., цена 60 к. 


Киига посвящена одной 
из интересных проблем со- 
временной физики элементар- 
ных частиц — гнпотезе квар. 
ков. Они в элементарных ча- 
стицах еще ие обнаружены. 
Но эта гипотеза уже оказа- 
лась очень полезной для нау- 
ки, позволнв получить много 
новых выводов, подтвердив- 
шихся в экспериментах. В 
книге в доступной форме нз- 
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лагаются основные лоложе- 
ння гипотезы кварков, по- 
путко разбираются те физи- 
ческне понятия и идеи, без 
знания которых нельзя пред- 
ставить себе ее суть. 


Издательство «Мир» 


5. Пирсол \. Ка- 
витация. Объем 5л., ти- 
раж 50 000 экз., цена 44 к. 

В книге рассказано о так 
называемом явлении кави- 
тации. На большом практи- 
ческом материале автор по- 
казывает вредные н полез- 
ные стороны этого явления. 
Книга представляет нитерес 
для всех любителей физики. 

6. Чедд Г. Звук. 
Объем Ил, тираж 
50 000 экэз., цена 89 к. 

Что такое звук, какова 
его природа, почему звук 
вызывает различные ошуще- 
ния — вот неполный пере- 
чень вопросов, затронутых 
в этой книге. Книга написа- 
на живо, популярно. Ее с 
интересом прочтут широкие 
круги читателей. 


Издательство 
«Просвещение» 


7. Школьный астроно- 
мический календарь на 
1975:76 учебный год. Соста- 
витель Дагаев М. М. 
Объем в 1. тираж. 
100 000 экз., цена 28 к. 

В календаре помещены 
основные сведения а Солнце, 
Пуне, планетах, звез- 
дах ит. д.. а также справоч- 
ные данные, необходимые для 
наблюдения различных 
астрономических явлений. 
Квнига полезна всем любите- 
лям астрономии н особенно 
членам астромических круж- 
ков. 

8. Верзнлин Н. М., 
Корсунская В. М 


В. ИН. Вернадский. Объем 
7 л-, тираж 100000 экз., 
цена 1\9к. 


Эта книга является био- 
графическим очерком о жиз- 
ня нм научной деятельности 
крупного советского ученого 
зкадемика В. И. Вернадско- 
го. Книга представляет ин- 
терес для школьников стар- 
ших классов. 


Издательство 
«А томизда т» 


9. Васильев М. В.. 
Станюкович К. п. 
В глубины  нчеисчерпаемого. 
Объем 12 л.. тнраж 
100 000 экз.. цена 40 к. 

Авторы ярко н увлека- 
тельно рассказывают об эво- 
люции представлений чело- 
века п строенни материи н 
се развитин. Книга рассчн- 
тана на широкий круг чита- 
телей. 

10. РыдникВ. И. 

Законы атомного мира. Объ- 
ем 15 л., тираж 50 000 экз., 
цена 50 к. 
ы Автор в живой м увле- 
кательной форме рассказы- 
вает об основных представ- 
леннях квантовой механики 
н о найденных ею законах 
атомного мира. Книга пред- 
назначена для шнрокого кру- 
га читателей. 

|. Франк-Каме- 
нецкийД. А. Плазма —- 
четвертое состояние веще- 


ства. Издание 4-е. Объемы 
9л.. тираж 100000 экз., 
цена 30 к. 


Книга принадлежит пе- 
ру известного советского уче- 
ного и популяризатора на- 
уки. Автор в живой н до- 
ступной форме рассказывает 
читателю о природе плазмы, 
перспективах использования 
термоядерной энергии н мно- 
гих других возможных нрни- 
мененнях плазмы. Книга 
рассчитана на широкий круг 
читателей. 


Справочная литература 


Издательство 
«Высшая школа» 


1. Справочник для по- 
ступающих в высшие учебные 
заведения СССР в 1975 году. 
Объем 34 пл. тнраж 
500 000 экз., цена 1 р. 25 к. 

Справочник содержит 
правиза приема в вузы, по- 
рядок зачисления на подгото - 
вительные отделения вузов, 
нрограммы — вступительных 
экзаменов и перечень вузов 
с указанием их адресов, фа- 
культетое и специальностей. 

2. Правиза приема п 
программы — вступительных 


экзаменов в вузы СССР в 
1975 году. Объем Б л., тн- 
раж 400 000 экз., цена 20 к. 

Справочинк содержит 
правнла приема и программу 
вступительных экзаменов во 
все вузы Советского Союза 
в 1975 году. 


Научно-фаитастическая 
литература 


Издательство 
«М пр» 


1. — Человек-компьютер. 
Сб. научно-фантастических 
произведений. Объем 16 л., 
тираж 100 000 экз., цена 
Тр. 12 к. 

Основу сборника состав- 
ляст роман американского 
писателя-фантаста М. Края- 
тона «Человек-компьютер». 
В сборник также включены 
фантастические произведе- 
ння английских, венгерских 
н других авторов на тему 
«Медицина я фантастика». 


Издательство 
«Молодая гвардня» 


2. Глазов Г. Вы- 
нужденный детектив. Объем 
14,5 л., тираж 100 000 экз.. 
цена 50к. 

Остросюжетная повесть, 
рассказывающая о розыске 
художественных ценностей, 
похищенных  гитлеровцамн 
в годы войны из польского 
музея. 


Излательство 
«Детская 
литература» 


3. Давыдов Ю. 
Глухая пора листопада. Объ- 
ем 33 л-. тираж 10 000 экз., 
цена Тр. бОк. 

Автор в острой и зани- 
мательной форме рассказы- 
вает о послединх днях «На- 
родной воли». 

4. Файбышен - 
ко Ю.  Реанающий час. 
Объем 13 л.. тнраж 
100 000 экз., цена 78 к. 

Приключенческая по- 
весть о геологах, вступивших 
в борьбу г преступниками, 
пытавшимися втянуть по- 
исковую группу в преступ- 
ление против Родины. 


5. Виткович В. 


Огненный мяч. Объем Ш л., 
тнраж 100000 экз., цена 
45 к. 


Эта книга о взаимоот- 
ношениях человека н ирн- 
роды, об охране природы ни 
окружающей среды. 

6. СтругацккйА,., 
Стругацкий Б. Не. 
назначенные встречи. — Объ- 
ем 26 л., тираж 100 000 экз., 
цена Тр. 50 к. 

В новую киигу нзьс- 
стных советскнх писателей- 
фантастов войдут три пове- 
сти: «Дело об убийстве», «Ма- 
лыш», «Пикннк на обочние». 
„В основе всех трех повестей 
лежит одна общая тема — 
контакт с внеземными цивн- 
лизациями. 

7. Шаталов В. 
Ребров М. „Люди -и 
космос. Объем бл., тираж 
100 000 экз., цена 49 к. 

В этой книге летчик- 
космонавт СССР В. Шаталов 
н журналист М. Ребров рас- 
сказывают о совместном . со- 
ветско-американском экс- 
перименте «Союз — Апол- 
Лон», 

8. Велтнстов Е. 
Победитель невозможного- 
Объем 275 л.. тираж 
100 000 экз., цена 93 к. 

Повести с приключении 
электронного мальчика, 
электронной собакн мн их 
друзей. 

. Подольный Р. 
Пути нородов. Объем 14 л., 
тираж 100000 экз.. цена 
60 к. 

Кннга посвящена про- 
блемам возникновения н фор- 
мирования народов на нашей 
планете. 


Советуем купить! 


Магазин № 8 «Техниче- 
ская кимга» (103773, Москва, 
Петровка, 15] ммеет в про- 
даже н высылает наложем- 
ным платежем (без задат- 
кв] следующие книнги: 


1. Селезнев Ю. А. 
Основы элементарной физи- 
ки. Издание 4-е. «Наука». Це- 
на 92 к.. 

2. Бляшке В. Круг 
по шар. «Наука». Цена 53 к. 


3. Кендалл М,, 
Моран Ш. Ггометриче- 
ские вероятности. «Наука». 
Цена 90 к. 

4. Лефор Г. Алгеб- 
ра и анализ (задачи). «Нау- 
ка». Цена Ёр. 15к. 

5. Манин Ю. Н. 
Кубические формы: алгебра, 
ггометрия, арифметика. «На- 
ука». Цена 1 р. 29 к. 

6. Литлвуд Дж. Ма- 
тематическая смесь. Перевох 
с англ. Издание 3-е. «Наука». 
Цена 37 к. 

7. Шклярскийд. 0.., 
Ченцов Н. Н., Яг- 
лом И. М. Геометрические 
оценки и задачи из комбина- 
торной геометрии. Библно- 
тека математического круж- 


ка, вып. 13. «Наука». Це- 
на 87 к. 
8.Физика. часть [. Все- 


лемная. Перевод с англ. Под 
редакцией Ахматовад. С. 
«Наука». Цена | р. 30 к. 

9. Физика, часть И 
Оптика п волны. Под ре- 
дакцией А хмато - 
ва А. С. «Наука». Цена 
Гр. 78 к. 

10.Элементарный — учеб- 
ник физики. Под редакцией 
Г.С. Я зидсберга.Том 1. 
{Колебания, волны. Оптвка. 
Строение атома.) Издание 7-е, 
стереотипное. «Наука». Цена 
ЕР. 13 к. 

11. Яворский Б. М.. 


Пинский А. А. О2новы 
физики. Том 2. (Электроди- 
намика; колебаиня и вол- 


ны; осиовы квантовой физики 
атомов, молекул н твердых 
тел; физика ядра и эле- 
ментарных частиц.) «Наука». 
Цена [1 р. 20 к. 

12. Тригг Дж. Решаю- 
щие эксперименты в современ- 
ной физике. Перевод г англ. 
«Мир». Цена 41 к. 

13, Дорман Л. И. 
Солнечные космические лучи. 
«Наука». Цена | р. 0бк. 


Т. С. Петрова. 
М. Л. Смолянский 


у, | 


«Ивант» для младших школьников 


Задачи 


1. Квадрат с вырезанной «четвер- 
тушкой» легко разрезать на 4 кон- 
груэзнтиые части (см. рисунок). А смо- 
жете ли вы разрезать на 5 конгру- 
энтных частей квадрат, если эта чет- 
вертушка не вырезана? 

2. Два приятеля — высокий и ни- 
зенький, расходятся с одинаковыми 
скоростями от фонаря в разные сто- 
роны. Чья тень движется скорее? 

3. При делении некоторого числа 
на \Зи 15 лодучились одинаковые 
частные, но первое деление было с 
остатком 8, а второе — без остатка. 
Найти это число. 

4. В недавно вышедшей книге 
Мартина Гарднера «Математические 
новеллы» есть такая головоломка. 
Из четырех спичек составлен «бо- 
кал», в котором лежит вишня (см. рн- 
сунок). Нужно, переместив лишь 
две спички, передвинуть «бокал» 
так, чтобы вишия оказалась спаружи. 
Но словам М. Гарднера многие без- 
успешно ломали себе голову над 
этой головоломкой. 

А вы сможете решить эту задачу? 
Попробуйте также решить эту зада- 
чу для «рюмки». 

5. Однажды первый вторник ме- 
сяца я провел в Ленинграде, а пер- 
вый вторник после первого — ионе- 
дельника — в Риге. В следующем 
месяце я первый вторник провел в 
Пскове, а первый вторник после пер- 
вого понедельника — во Владимире. 
Какого числа н какого месяца я был 
в каждом из этих городов? 

Рисинки Э. Назарова 


—-Я. 1 ахматно- 
математические 
задачи С. Лойда 


Сэмюэль Лойд (1841—1911) принадлежит к 
числу величайших мастеров занимательных задач 
и головоломок. Им придумано множество велико- 
лепных задач, до сих пор не утративших своей 
популярности. А игра «Пятнадцать» принесла 
Лойду мировую славу (подробное исследование 
этой игры можно найти в «Кванте», 1974, № 2). 

Любопытно, что Лойд был не только выдаю- 
щимся изобретателем головоломок, но н одним из 
крупнейших шахматных композиторов всех вре- 
мен. Каждый, кому прнходилось решать шахмат- 
ные задачи Лойда, не раз восхищался остроумием 
н неповторнмостью замыслов композитора. 

До 17 лет юный Сэм посещал общеобразова- 
тельную школу, н если бы он поступил в колледж, 
нз него наверняка бы вышел очень сильный ма- 
тематик или ннженер. Однако, несмотря на любовь 
к математике, страсть к шахматам оказалась снль- 

к нее. Он не стал поступать в колледж, а все время 
отдавал шахматам. Первую задачу Лойда опублн- 


гта в 7 ` = = ковала одна нью-йорская газета, когда автору было 
8 218 Ф | ти 

| а ^^ ый а всего 14 лет. В 16 лет Лойд уже редактировал 
7 & д № отдел в американском «Шахматном ежемесячнике», 
6 $. Е). Е ЙА ав семндесятые годы прошлого столетия вел 
5. Х Го те & еженедельную шахматную страничку в журнале 
4’ = о ® «Заепийс Атейсап». Обычно его статья откры- 

аи — ., валась задачей, расположение фигур в которой 
3, д & № ^ изображало какую-нибудь букву или геометри- 
2. № _ 7 1 ческую фигуру, например, «Колесо в колесе» 
1 Те ых ° (рис. 1). Вот как «раскручивается» это колесо: 

Тс а 1 Ф: 13+ Кр: 13 2. Крв мат, 6) 1...Ке? + 


в 
У’ 0. Креё Л:М ма; в) 1. $Ф3+Ф:#3 2. 
Рис. |. «Колесо м колесе». Куб -- Ф: 66 мат; г) 1...Ке7? + 2. Креё Ке5 +3. 
о ори ПУ’ ы: ре Ф: 95 мат (в) и г)—«обратный» мат). 

мат в два хода: черные | 

о Конечно, Лойд стремился сочетать свою любовь 
хода; в) белые начинают п к математике и шахматам. И поэтому не удивитель- 
заставляют иротивиика дать НО, что многие его задачи имеют одновременно и 
нм мат в два хода; г) чер математическую, и шахматную основу. Сейчас мы 
ные пачинают ин заставля- н 15 > ы ян более 
ют противника дать им мат Рассмотрим с нашей точки зрення наи 

в два хода. интересных шахматно-математнческих задач Сэмю- 


Рис. 3 а. 


Е =. кт и 1 
водо тТтап 
Рис. 3 6. 


эля Лойда. Задачи Лойда в других жанрах можно 
найти в книге М. Гарднера «Математическне голо- 
воломки и развлечения» («Мир», М., 1971). 

Задача 1. Разрезать шахматную доску на 
максимальное число частей, отличающихся друг 
от друга либо формой, либо цветом соответствую- 
щих полей; переворачивать части запрещается. 

Искомое число равно 18. Одни из возможных 
разрезов приведен на рисунке 2. 

Задача 2. На полях а1, 62, с3 и 44 стоят 
белые кони. Разрезать доску на четыре конгру- 
энтные части так, чтобы в каждой из них оказа- 
лось по коню- 

Позднее было придумано множество головоло- 
мок на разрезание 'доски, но именно Лойд явился 
основателем задач такого типа. Одной из люби- 
мейшнх шахматных фигур Лойда был ферзь; мож- 
ис сказать, что Лойд создал целую теорню задач 
с участнем ферзя. 

Задача 3. Ферзь стоит на поле а!. Найти 
наименьшее число ходов, за которое ферзь может 
пройти по всем полям доски и вернуться на исход- 
ное поле. 

Искомое число ходов равно 14. Всего существует 
шесть маршрутов: три приведены на рисунке 3, 
остальные получаются из них зеркальным отраже- 
нием отиосительно днагоналн а! — 18. Красным 
отмечены поля, на которых ферзь делает остановкн. 

Лойд доказал, что если исходное поле нахо- 
дится в синей областн на рисунке 4, то замкнутый 
маршрут ферзя по всем полям доскн занимает уже 
15 ходов. Если же исходное поле находится в 
красной области, то достаточно 14 ходов. Сообра- 
зите сами, Как эта красная область получена на 
симметричном рнсунке 4 (нз рисунка 3). 

Задача 4. За какое минимальное число хо- 
дов ферзь может обойти все поля доски 3х 3, 
если ему разрещается выходить за пределы доски? 

Достаточно четырех ходов (рис. 5}. В попу- 
лярной лнтературе эта задача часто формулиру- 
ется иначе: не отрывая карандаш от бумоен, пе- 
речеркнуть четырьмя отрезками прямых девять 
точек, расположенных в форме квадрата. 

Задача 5. Ферзь стоит на поле 41. Какой 
самый длинный (в геометрическом смысле) путь он 
может проделать за 5 ходов (проходя через центры 
полей)? 

Задача 6. Начав с поля 63, обоййи ферзем 
за 15 ходов всю доску, закончив путь на поле }6. Ни 
одно из полей не должно быть пройдено дважды. 

Задача 7. Расставить на доске 16 ферзей 
так, чтобы на каждой вертикали, горизонтали ни 
диагонали стояло не более двух из них. 


На рисунке 6 приведена искомая расстанов- 
ка: заметим, что для лоски размером пЖл и 2н 
ферзей эта задача не решена до снх пор. 

Многие задачи Лойда посвящены необычным 
расстановкам фигур на доске, а также движению 
коней. Приведем по одпой задаче на каждую нз 
этнх тем. 

Задача 8. Расставить на доске три ферзя 
и две ладьи так, чтобы они держали под обстрелом 
все 64 поля доски. 

Задача 9. В позиции ма рисунке `7 нужно 
переставить белых коней на вертикали е, р бий, 
а черных соответственно на вертикали п, В и с. 
При этом очередь хода ме соблюдается, белым и 
черным коням запрещено отступать (белым влево, 
черным вправо), и на каждой вертикали может 
стоять только один конь. 

Зта задача — олна из труднейших лойдовских 
головоломок. Лойд очень гордился ею. 

Много изобретательностн проявил Лойд, «ана- 
лизнруя» начальную расстановку фигур на доске. 
Вы, конечно, знаете, что самый быстрый мат воз- 
можен уже на втором ходу, причем его получают 
белые: 1.14 еб 2. 24 ФН4 мат. Этот мат в шахматных 
справочииках называется «дурацкимь. Более из- 
вестен  четырехходовый «детский» мат, который 
часто получают начинающие шахматисты: 1. её е5 
2. Сс4 Ксб 3. ФВ5 Кб 4. Ф: Е мат. 

Что касается ничейного нсхода, то часто встре- 
чаются следующие трн ситуации, в которых пар- 
тня заканчивается ничьей: 

а) на доске пат; 

6) один из противников дает вечный шах; 

в} у каждой стороны осталось по королю. 
Естественно возникают новые задачи. 

Задача 10. Как быстрее всего партия может 
` придти к позиции ма рисунке $? | 

Здесь каждая сторона должна съесть по [5 фи- 
гур и нешек противника. Так как на первом ходу 
белые ничего не могут взять, то партня должна с0- 
стоять не менее чем из 16 ходов. Однако известны 
линь 1/-ходовые партни. приводящие к полному 
опустошению доски. В зависимостн от конечного 
расположения королей решений существует много. 
В нашем случае нужно сделать следующие 17 хо: 
лов: 1, е4 45 2. е Ф : 45 3. ФИФ : а2 4. Ф: 7 
о. ро Ф: ре Л: 626. Л: АР Л: 02. Л: 7 
Л :51 8. Л: с7 ХФ: 52 9. Л: с8 + Кра7 10. Л: 8 
я. и.с: вл: вю л.с ВФ: 
Л: 99 4. Ф: е7 + Кр:е7 15. Л: 58 Л: 16. 
Я: ВЛ: П + И. Кр: ПКр: №. 

Задача 11. Как быстрее всего партия может 
закончитыя патом? 


57 


- моя очо 


молосчое З 
г м 
[* =] 


ш Г № 


3 
Е 
6 
© 


= м оъсоачоа 


_ > 


2 


т 


- 


а нь № 


= 
; 


тк 


Кажется, что число ходов должно быть очень 
велико. Ведь в отличие от мата, когда только у 
короля (стоящего под шахом) нет ходов, здесь все 
фигуры должны быть «замуроваиными». Однако 
цели удается ‘достичь всего за 10 ходов: 1. е3 а5 
2. ФА5 Лаб 3. Ф:а5 |5 4. Ф:с7 Лавб 5.14 № 
6. Ф: 47+ Кр 7. Ф:Ь7 ФаЗ 8. Ф : 58 ФИ? 95. 
Ф : с8 Креб 10. Феб нат! (рис. 9). 

Задача 12. Как быстрее всего партия может 
закончиться патом, если ни одна из фигур (ни бе- - 
лых, ни черных) не должна быть взята? 

Парадоксально, но прн таком довольно сильном 
на вид дополнительном условин партня удли- 
няется всего на два хода: 1. 44 46 2. Фа? е5 
3. а4 её 4. ФМ 15 5.13 Се? 6. ФН2 Себ 7. Ла3 
с5 8. ЛрЗ Фаб -+- 9. К42 СВ4 10. 3 СЬЗ 1. 95 е3 
12. с& {4 пат! (рис. 10). 

Доказать, что эти две партин — самые корот- 
кие, очень сложно — практически для этого надо 
перебрать соответственно всевозможные 9- и !|-хо- 
довые партии. Однако, учитывая, что этим партиям 
скоро исполнится сто лет, можно без всяких сом- 
нений считать их рекордными. 

Задача 13. Как быстрее всего партия мо- 
жет закончиться вечным шахом? 

_ Достаточнотрех ходов: 1. 14 е5 2. Кр #2 Ф 6 
3. Кр #3 Ф:!{4- 4. Кр 13 ФБ в так далее. 

В заключение приведем еше два рекорда Лойда, 
также связанных с начальной позицией. 

Задача 14. Черные симметрично повторяют 
ходы белых (пока это возможно). За какое наимень- 
шее число ходов белые могут поставить мат не- 
приятельскому королю? 

Мат дается уже на четвертом ходу, причем двумя 
путями: 1. с4 с5 2, Фа4 Фа5 3. Фсб Фс3 4. Ф : с8 
мат; |. 44 452. ФазФа6б 3. ФИЗ ФПб 4. Ф : с8 мат. 

Известна такая забавная история. Некто явился 
в шахматный клуб н объявил, что нашел способ 
не пронгрывать черными. «Каким образом?» — 
спросили его. — «Очень просто, — повторяя ходы 
противника!» Сыграть с «‹нзобретателем» вызвался 
Лойл, который и объявил ему мат в 4 хода. 

Задача 15. Вновь черные повторяют ходы 


` белых. Зная об этом, за сколько ходов белые могут 


заматовать самих себя? 

Белые могут получить «обратный» мат уже 
на восьмом ходу: 1. е4 её 2. Кре2 Кре7 3. Кре3 
Креб 4. Ф{З ФГб 5. Ке2 Ке? 6. 63 56 7. Са3 Саб 
(рнс. 11). 8. К44 +! е4 мат. 

Конечно, трудно соперничать с Лойдом в изоб- 
ретательностн, но, может быть, вам тоже удастся 
установить какой-нибудь рекорд на шахматной 
доске?! 


ОТВЕТЫ, УНАЗАНИЯ. 
РЕШЕНИЯ 


К статье «Цниркулем н лннейкой» 


1. Нельзя. Решение — в тексте статьи. 

2. Построим окружность $ к центром А 
и радиусом АВ (построение В), отметим точкн 
Сир, в которых $ пересекает { (построение 
у). радиусом СО проведем окружности с 
центрами С к О (построение В), отметнм точку 
нх пересечения Е (построение 1) и проведем 
прямую р—= АЁЕ-{ (построение &). 

3. Проведем прямую АВ и перпендику- 
ляр к ней через точку А (см. упражнение 2) 
н рассмотрим систему координат, изобра- 
жениую на рнсунке 2 в тексте статьи. Дока- 
жем сиачала, что можно построить любую 
прямую, которая в этой системе координат 
задается уравнением и == #/2” (или х -= #/2"), 
где А — произвольное целое, а и — любое 
натуральное число. Для этого нужно разде- 
лить отрезок АВ — 1 пополам, еще раз по- 
полам, и т. д., пока не получится отрезок 
АС = 1/21; отложив его |#| раз по оси и 
(вверх, если Ё`>> 0, или вииз, еслн # < 0), 
получим точку О = (0, #2"); через нее про- 
ведем перпендикуляр к осиу (см. упражие- 
ние 2). Проведя прямые у-== 4/2° и х= 
=1/2", мы можем отметить точку нх перссе- 


чення ({’2”, А/2п). Отсюда следует решение 


упражнения 3. 

а} Пусть на одной из лнний коифигура- 
ции выделен отрезок (или дуга) 4. Хотя бы 
на одну из осей 4 проектируется в отрезок 
{а не и точку) — пусть для определенности 
это ось у. Подберем натуральное м так, чтобы 
длина проекции 4 иаось у была больше 1/27. 
Тогда эта проекция содержит точку вида 
(0, 2/2”). Проведем прямую у= А/27 и отме- 
тим ее точку пересечения с 4. 

Ъ) Поскольку в исходной конфигурации 
проведено конечное число лнний, то не про- 
ведена одна из прямых видау = 4/27. Линин 
нсходной конфнигурацин пересекают ее в ко- 
нечном числе точек. Отметим точку (1/27, 
#/2”"), отличную от всех этих точек. 

с} Ясно, что одна из точек вида (1/27, 
№,27) удовлетворяет условию. 

4. Исходная конфигурация теоремы 1" — 
это прямая { и такие точки А, В; ..., Вх на 
ней, что АВ, = 4,,..., АВ, = ав. Для опре- 
деленностн пусть 4,:=- 1, так что систему 
координат в теореме 1 можно постронть, 
приняв за осному точки А и В — В,. Тогда 
параметрамн конфигурации окажутся числа 
0, 4,..... Ал. 


Если х выражается через 41, ..., пс 
помощью основных действий, то согласно 
теореме | можно построить точку С — (х, 0) 
н, тем самым, отрезок АС длины х. Обратно, 
пусть, нсходя из конфигурации [1, А, ее 
...Вв}, можно постронть отрезок СО длнны 
х.Тогда, отложив СД отточки А, мы построим 
точку (х, 0), и согласно теореме 1, х выража- 
ется через 0, Д,,..., Ч, (а значнт, н через 
а!..-..@л) 6 помощью основных действий. 


3 ‚= 

5. Пусть даи отрезок длины 8 =у2. 
3. 

Тогда отрезок длины х == 4? = ут 4 построить 


3,= 
нельзя. Действительно, х = 4у’2, то есть 
перед намн задача об удвоении куба, нераз- 
решимость которой доказана в п. 7. Если 


3,.> 
бы, наряду Е отрезком длнны 4 == 72, был 
задаи еще отрезок длиные = }, то построение 
отрезка длины х = 4* стало бы возможным 
(рис. 1 прн 1 = = 4). 
6. Любое рациональное число можно 
записать в внде несократимой дроби р!4. 


к 3-= 
Докажем, чтоу 2 так записать нельзя. 


Допустим противное: пусть Ни =р!9 (где 
ри д не имеют общнх множителей). Тогда 
р? = 993, то есть рЗ — четное число. Значит, 
н р — четное число (так как куб нечетного 
чнсла — число иечетное), то есть р = 2м. 
Отсюда 8п3 = 249%, 43= 4п3. Значит, 43, 
з следовательно, и 4 тоже четно. Пришли к 
противоречию: рн 9 нмеют общий множи- 


тель 2. Итак, /2— нррацнональное число. 
7. Можно. Увеличив даниый угол в 


19 раз, получим угол в 361°. 

8. а) См. рисунок 1. 

Ь) Если числа х н у построены, то можно 
построить точки (х, 0) и (0, у). Проведя через 
них перпендикуляры к осям, получим на 
пересечении точку (х, и). 


“Рнс. 1. 
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Если точка (х, и) построена, то, опустив 
из иее перпендикуляры на оси, получим точкн 
(х, 0) н (0, и), то есть построим числа х и у. 

с) Еслн параметр р — одна из координат 
отмеченной точкн, то р можно построить 
согласно 8Ь. Еслн р = # (нлн р- 5) для 
проведенной прямой у= Ах-Е 6, то, отме- 
тив точкн пересечення (0, 6) н (1, А-- 68) 
этой прямой с осью у и прямой х-= 1, мы 
можем постронть р согласно 86 и 8а (для 
прямой х —= а нужно отметить точку ее пе- 
ресечення с осью х). 

Пусть р — один из параметров (хо, 
у. или г) проведенной окружностн $. Отме- 
тим на $ три различные точкн Г;, Га, Г» 
{см. упражнение 3). Проведя средниные пер- 
пендикуляры К отрезкам Т.Г, и Т.Г, 
постронм центр окружностн О -- (хе, Ио). 
Тенерь хь и ус строятся согласно 85, а г == 
= ЮТУ уже построено. 

9. а) Выписаниое уравненне лннейно, 
значит, оно задает прямую. То. что эта пря- 
мая проходит через заданные точкн, прове- 
ряется непосредственно. 

Ъ) Следует нз теоремы Пифагора (см. 
школьный учебннк). 

с) Еслн А; = &», то обе прямые образуют 
равные углы п осью х и, значит, либо парал- 
лельны, либо совпадают; если В; 3 А», то они 
не совпадают и обе проходят через заданную 
точку. Остальные случаи разбнраются еще 
проще- 

4) Следует нз 9. 

10. Нет. Доказательство основывается на 
том. что числа У?, УЗи У6 —иррацио- 
нальиы (последнее устанавливается так же, 


как иррацнональность 5, см. упражнение 
6). Еслй бы ИЗ можно было записать в виде 
УЗ -а-+-ь'У2, гдеа и 6 рациональны, то 
отсюда следовало бы, что 3 -0* --2а6 ]/ 9-:- 
-+- 26". Последнее не иротиворечнт ир- 


рациональности \|/2 только при аб = 0. 
Но если Б- 0, то 3 = а® (что невозможно, 


так как ]/З — иррациональное число),: а 
если а": 0, то 3..2 и 6-= (26 


(вопрекн иррациональности ]/б). 
К статье «Абитурнент- 1975» 


г. БОИ О ЯСИН ОБИ 
8 | ° — 30°) 


т:=) 
2. 1.4 х= 8. 


2л д 
3. х,.: - 37 (ЗИ, ж-- $ и, 


п — целос. 
—4<а=— 3. 


К статье «Ленниградский государственный 
университет нм. А. А. Жданова» 


Вариант 1 


1. При нагрузке судна в Р {тони) его 
скорость © — 3, — ЁР, где А — коэффициент 


пропорциональности, и, >0. Имеем и, — 
— 2000 -- 3 (и. — 10004), откуда А 


Со : Р 
= 2500° @ == ( .— 5506). Следовательно, 


грузооборот судна равен 


Р 
го ( — 555}. 
Последнее выражение принимает наиболь- 
шее значение при Р := 1250 (тонн). 


Далее, еслн $ — расстояние между пор- 


тами,то—— 9000 =25 (ч), откуда $ = 54% - 


ч[ 1 — 5506] 


При наибольшем грузообороте судно ты 


расстояние между портами за —- == 


р. 
56а 


== 150 
“о (1 — 5506 


2. а, —а, = 08, с05х< 0, то есть 

а ха; а— а, =: — юр. зтх-- 108, со5х, 
д 

кроме того, при 0<х< -4_ справедливо 

неравенство с0$5х > Япх, аз > 


>а, а... 
3. Пусть нм -- 108, (1 —х—х"). 


== 10 (4). 


поэтому 


Тогда 


С р 
ы =: 6, то есть и —би-а -0. Ус. 


ловие разрешимостн этого квадратного урав- 
нения нмеет внд 65- 4а>—>0 (для вссх 
Ь`> 0), поэтому а>—>0. Далее, при измене- 


нии х от 0 о -5` квадратный трехчлен [— 


—-х— х? монотонно убывает от 1 до 1/4, 
п и убывает от 0 до — 2. Следовательно, надо 
найти условие на нсотрицательное а. прн 
котором для всех 6`>>0 уравнение и? — 
— фи —в--0 нмеет решение п нитервале 


—92<и< 0. Имеем ц,.. -5 (6 = Ума). 


и, = (6-- ИБ -Е4а) является посто- 
ронним решением, так как при а>0и 
Ь`>@ справедливо неравенство = = 
-- УЕ 4а)-=0. Далее, ясно, что при 
8-0 иё > 0 будет и,-= 5&— У) = 


=0, причем равенство имеет место только 
прн а —0. Поэтому случай а =- 0 надо кс- 
ключить. Осталось удовлетворнть неравен - 


| Е 
ству =— (6 — И 46)> -2, то есть 


4-- 6> ИБ -- 4а. Но последнее иеравен- 
ство прн 6`>0 равносильно неравенству 
4 -26>а (для всех 5`>0), поэтому 44. 
Отвст: 0 <а= 4. 


4. (б—2)а. 


62 со 15 В 


‚ Указание. Усло- 
2 50$ 3% ь 


л 
вие 722 —4 означает, что центр окружно- 


сти, описанной около основания, лежит 
внутрн основания. 
Варнант 2 
1 пут д? 
=: 4. 34а. 5.5 605— - В. Ука- 


ы 
зание. Условие < >> $ оЗначает, что центр 


окружности. описанной около основания, 
лежнт внутри основания. 


Варнант 3 


1. 12 мим; 


1 
6 мин. 2. 9<хх к 
МЗ п 
3. же АЯ. х. = у Ал (# 0 


Уё-ь 


5—1 | 
2гсс0$ р; атеят 5 


ИУ + такой 2. -- 12% со >. 


Вариант 4 ; 


+1 о 4. 


2 со 


5-— 


х 16 


} 
1. 3 часа; 4 часа. 2. > <= 
с 
нли (< х= 8. 3. Хх = + -р + Ал; 


вл 
= —_ (4 =0, 1, ...). 


Х, = 
Замечание. 


д 
Другая форма записи ответа: х, =-5 


вл. а. 73 
+=, *. = Ад. 4 =: 0 
5 5: (5: —5). 
| п ($: 5, 

Вариант 5 

1 
1. 650 км/ч. 2. Е 
км/4 х, х. 22 

А: 

3 Хх: (— И р 0, 1, ) 
з з 
4. Аб УЗИ» АС - о х 


х (Иб--ь.. 5. 2а65та | — аб соза.. 


Физический факультет 


Варнант 1 


| 1. 
1. В и 2’ шт = ——. 2. 


2 
©9052 — 
р Со р] 


@2ь:. 4. х={. 


ЗЕ @ 3 1/2. 3. 
 х=ш=0, 9... = 2... = ча Иа 1, 
2) о - 1, и=2= --а. 


Вариант 2 


1. Задача имеет 
ловин Зи?й >> 11,8. 
полнено, то 


ешение Лншь прн ус- 
сли это условие вы- 


ий + Учи? — 21 ай 


ит” 1.6 


— ив == УИ4и:н — 21 Тин 
2 
18 
{два решения задачи соответствуют двум 
возможным Типам траекторий осколков). 

2. Задаиные неравенства выполнены в 
областях, отмеченных цветом на рисунке 2, н 
о областях, получающихся из них лд— 
периодическим повторением по переменной 


л 
хи —;- — перноднческим повторением по 
переменной у. 


3. х 2. 
д И К 
4. ИЕ кл < х< бу Ап; ты 
2х -- Щл (1:0. ЖЬ...). 


1 соз а (т? к — эт? В)" 
с0$ В (1 -- т &) 


К статье «Московский государственный 
университет им. М. В. Ломоносова» 


1. $ -: 106 м. 
2. в--в! УЗИ ,6 м. 
2 _ 
3. Т-= де КЕ =. 3,5.10-3 н. 


81 


; К, — К: = 
5. Е=и и: вм. 4,5 в. 
6. "= и49 = а 10 дж. 
о 
Г 


7. г: а 190, 


8 Че | РА 
‚ а=и— 2 мемй — = 74. 


К статье «Выход в пространство» 
(см. «Квант», 1975, № 5) 


1) Введем в пространстве декартовы ко- 
орлинаты {х. у. г) так, чта оси хи у располо- 
жены и нашей плоскости. Положению пе- 
шехода в точке с координатами (х, 9) в мо- 
мент временн { соответствует в пространстве 
точке (х, у, 1). Траекторней движения каж- 
дого пезехола в пространстве будет прямая 
линия. Тот факт, что два пешехода встреча- 
ются, означает, что соответствующие им п 
пространстве прямые лересекаются. 

2) Возьмем точки, соответствующие ок- 
ружностям, как это делалось при решении 
задачи Аполлоння (см. статью). Тогда, напрн- 
мер. трн точки, соответствующие пересече- 
ниям пар общих внешних касательных, прн- 
наллежзт нашей плоскости и плоскости, про- 
холящей через три соответствующие точки, 
расположенные по олну сторону от изшей 
плоскостн. 

3) Рассмотрим треугольную призму, реб- 
ра которой проектируются в данные прямые 
н трн точкн на различных ее гранях. проек- 
тирующиеся в данные точкы {две прямые при 
этом можно оставнть на месте). Искомый тре- 
угольник — проекция треугольцика, полу- 
чающегося ирн пересечении нрнзмы плос- 
костью, проходящей через трн точки Выбран- 
ные, на ее гранях. 

4) Рассмотрим плоскость, пересекающую- 
ся с ланиой по прямой АВС и не совпадаю- 
щую с данной плоскостью. В этой новой плос- 
кости возьмем фикснрованную окружность О, 
проходящую через АВ. Возьмем произволь- 
ную сферу. которой принадлежит окружность 
О. Точки касання всевозможных касательных 
к сфере, проходящих через С. лежат в одной 
плоскости. Зяачит, еслн М; и ^№, — точки 
касания этнх касательных с окружностью 0, 
то М, №, Муи №, лежат в одной плоскости. 
При этом М, и А, фнкснрованы, а прямые 
(АВ) и (М,^,) пересекаются. 

5) Возьмем сферу, центр Которой рас- 
положен в центре данной окружности. а 
радиус равен ее радиусу. Проведем в этой 
сфере через А хорду КЁ, перпендикулярную 
плоскости даицаой окружиости. Тогда М 
принадлежит плоскостям, касающимся дан- 
ной сферы в точках Кн 2. 
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Рис. 3. 


6) Возьмем произвольную плоскость, за- 
чем гиперплоскость, пересекающую ее но 
прямой и п этой гиперплоскости другую 
нлоскость, пересекающуюся © этой прямой. 


К статье «Касательные к рулеттам» 
{сн. «Квакт», 1975, № 5} 


Задача \. А -= А, == (х(0, 


у {1)} — точка на траекторни (параболе $ == 


Пусть 


‹ — 
х2; рис. 3}, АВ — тектор скоро- 
# 


— — 
сти в этой точке, АПВ, АС — его вертикаль- 
ная н горизонтальная компоненты, Е — 
проекция А на ось цу, Е — симметричиая 
относнтельно О точка. Надо доказать, что 
ЕА и АВ составляют одну прямую, то 
есть что 5 БАЁЕ= < САВ. Это следует 


низ подобия одноименных треугольциков: 


*, ЕАЕ ср В САВ, так кк [АС -==6, 
14| — а, ЕЕ] — 2 ЮЁ| = 2и?, МЕ = эг. 
Задача 2. Пусть А — точка на тра- 


—- — -— 
екторнн. АВ — вектор скорости. АС, АБ — 
скорости составляющих движений, |ОЁ] -= 


{2 
0} = ЮЕ| (рис. 4). Мы хотим до- 


— 


2 


Рис. 5. 


казать, что точки Е, Ан В лежат на одной 
прямой. Рассмотрим ЛЕРА н Л АСВ. 
Стороны ЕЁ и СВ параллельны, |ЕЁ| — 6:7, 

ЕЯ =. Дале З . 
СВ = 2, то есть СВ ‚ Далес, Е ны 
строения точки 2 ясно, что вектор ЁРЛ ра- 


—> 
вен ОА”, где А’ = (№, в/), то есть точки 
Е, АниС лежат на одной прямой, причем 
РА] 


[АСТ = {. В результате получаем подобие 


рассматриваемых треугольннков и < ЕАЁ-= 
== < САВ, что н требовалось доказать. 
Задача 3. Ясно, что длину вектора 


г, мы можем выбрать произвольно; |г,| = 
: ь — 
= |г-|- Пусть г, = КЕ (горнзонтальный вск- 


— 

тор). г, = КЕ (касательный вектор) (рис. 5); 
выберем длнну |г.| = |го| так, чтобы вершнна 
О ромба ЕКЕО лежала на окружности, огра- 
ннчивающей производящий круг (тогда КР — 
это касательная к циклоидс). Нам нало дока- 
зать, что О — «верхняя» точка круга, то 
есть что прямая ОД) вертикальна (ОБ 1 КЕ}. 
Имеем ЕЕ КО (как днагоналн ромба), а 
значнт, ЕЁ проходит через центр О (как пер- 
пендикуляр к хорде, проходящий через ее 


Рис. 7. 


середину). Получаем, что ДЕДО = ДЕКО 
(по трем сторонам), а значит, 2Р00 = 
—=зРЕКО: но 2РКО = 90° (ЕК — каса- 
тельная к кругу), значит, н 3200 == 90°, 
а это и требовалось доказать, так какЁ]) || КЕ. 


ы —> 
Задача 4. Пусть г. = КА (горизон- 


. Е — 
тальный вектор), |г›|-= А, г:-=КВ. (каса- 
тельный вектор к малой окружности), |г| = г 


— 
(рис. 6). Тогда КР — касательный вектор 
к укороченной циклоиде, и иужно доказать, 
что КЕ > КО, где Е — инжняя точка нроиз- 
водящего круга. Имеем КВЕОК (касатель- 
ная н ралнус). ВО 1 ОЕ (горнзонталь и вер- 
тикаль), значит. +3 КВО = =зКОЕ (как углы 
с взаимно перпендикулярными  сторонамн). 


Далее, |ВО |= | КА | = | ОЕ |= А. 

1 КВ] = [ОК] =г Поэтому ВКО = 
=/^ ОКЕ. Таким образом, 2ВКО = 2ОКЕ; 
следовательно, н з2ЕКО = 3 ОКЕ -!: 


++ 20КО = зВКО- 4 ОКО = ОКВ; но 
так как 2ОКВ — прямой, тои ЗЕКО — 
прямой. 

Задача 5. Ясно, что если из > Гь, 
то наше движение можно продолжить до 
качения круга раднуса г, с центром О, по 
граниие круга радиуса хз — г! г центром 0, 
однако со скольжением (г, 7 и). Найдем 
лля этого движения «рельс» и «колесо». 

ы и. 
Имеем м, = я ‚ и: = 7. — угловые скоро- 
сти пращения соответственно точкн А вокК- 
руг О, н точки О, вокруг О. Выберем два 
числа А н гтак, чтобы Киз гиу, В 2 Г=Рго; 
тогда линейные скорости точек гранины кру- 
га с центром О раднуса А н круга с центром 
О, радиуса г будут равны по величине (рнс. 7}; 
эти кругн касаются друг друга, и так как 
описанные а условни задачи вращения проис- 
ходят в одну и ту же сторону, то в точке ка- 
сання их скорости направлены п разные сто- 
роны. Поэтому круг радиуса гг центром О’ ка- 
тится по границе круга радиуса ВЮ с центром О 
уже без скольжения (см. определение каче- 
ння без скольжения — скорость в точке 


ДЕнтр тяжЕСТИ _ 


соприкосновения равна пулю’). Обозначив 


г 
получим Г = у В ког. 

Итак. мы получили, что точка А будет 
двигаться по обычной эпиниклоиде, еслн 
г == гн удлиненной, если г < гу, и укорочен- 
ной если г> х.. 

Заметим, что может получиться А < г 
п что ограннчение г, > г, не’существенно. 

Эта з2алача поясняет, каким образом 
эпициклоиды появнлнсь и снстеме Птолемея 
{11 век н. г У Големея точка О отве- 
чает Земле, А — Солнцу илн планете, О, — 
Иа точка. Без эпнциклоид не 
обошелся и Коперинк: только в точке О у 
него находилось Солнце. Дншь прн рас- 
смотреннн эллиптнческнх орбит эпициклонды 
уже не требовались”). 

Задача 5’. Продолжим, как и в за- 
даче 5, наше движенне до двнження всей 
плоскости как тверлой пластнны. Возиикзю- 
щее дьнженне будет иметь один из трех видов 
в зависимости от @. (См. обозначения в ре- 
шенин задачи о.) аж 

Пусть х > 1. Определнм А, г так, чтобы 


&, тоесть Г 


Ц 
ое — 
и” 


л 


ы 
и— 1 


*} Птолемей, предположнв, что планеты 
могут двигаться по удлиненным эпиннклон- 
дам, смог объяснить в рамках своей системы 
маблюдавшееся астрономамн «попятное» дви- 
женне планет (нногха планеты начинали двн- 
гаться в обратном направлении). 

**) Подробнее и снстемах мира можно 
прочесть п статье Я. А. Смородниского «Ни- 
колай Коперник», опубликованной в журнале 
«Квант», 1973, № 2. 
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Рассмотрим теперь неподвижный обруч радну- 
са В с центром О. по внутренней стороне ко- 


торого катнтся без скольжения круг раднуса у 
так, что его центр О, движется как сказано 
в условии задачи. Нетрудно убедиться. что 
тогда точка А тоже будет двигаться так, как 
того требует условие. Значит, прн @> 1 
точка А движется по гипоциклоиде, укоро- 
ченной_ ни удлиненной и зависимости от 


того, Р = га, #> грили г < п. 


ь в Г — 
Прих < 1 ноложнм? - т В а. 


гад ъ 
Рассмотрим неподвижный круг радиуса Вс 
центром О, по граннце которого катится 
без скольжения своей внутренней стороной 
обруч радиуса 7, центр которого совершает 
вращение, предписаиное условием задачи 


(> Ю). Тогда точка А будет вовлечена в 
нужное движение. а значит, траекторней ее 
является перициклонда, укороченная илн 
удлиненная, 

При 2 -= { получающееся движение пло- 
скости, как легко убедиться. не будет иметь 
мгновенных центров вращения — точек с 
нулевой скоростью им вам для 
каждого случая © < 1 ‚1, > 1 нарн- 
совать свою картинку). "Но =” оно должно 
являться движеннем по траекторням, полу- 
чающимся друг из друга сдвигом. Так как 
точка О, дьнжется по окружности с центром 
О, то, значит, и остальные точки движутся 
по окружностям, получающнмся из указан- 
ной сдвигом. Попытайтесь доказать этот 
результат непосредственно. 


К задачам «Квант» для младших 
школьников» 


(См. «Квант», 1975, № 5} 


1. Верно. Нра собрала ие меньше, чем 
саин из мальчиков, а Таня — больше, чем 
ыы мальчик. 

2. Для нагревания 502 льда от —® С 
до 0 °С надо затратить 0,43 хал’(2-град} х 
Х50 г. 10 град = 215 кая, а для таяння 
этого льда — еще 80 кал’2-50 г = 4000 кал. 
Прн остывании 1002г воды от -|-10 °С до 0°С 
выделится всего 1 кал /(-град)-100 г 
ХЮ град = 1000 кал. Следовательно, ра- 
стает не весь лед, и я сосуде будет находиться 
смесь воды ин льда при температуре 0 °С. 

3. Дамиое число всегда четно; рассмот- 
реть последнне цнфры степеней 1”, 27, 37, 47. 

. См. рисунок 8. 

5. 1024. 


Чеховскин полнграфический комбинат 
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при Государстленном комнтетс Совета Министров 
СССР по лелам издательств, полиграфии 
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Риколиси ме возвращаютися 


Игра 
«шестиугольник» 


На верхнем рнсунке изо- 
бражены 12 элементов иг- 
ры — фигур. каждой из ко- 
торых дано название. Каж- 
дая из ннх составлена нз 
шести равносторонннх треу- 
гольников. Такие фигуры 
называют треугольным гек- 
самнно. У фигур нет «инж- 
ней» или «верхней» сторо- 
ны. Фигура «шестнугольник» 
до конца игры в игре не 
участвует. 

В нгру «шестиугольник» 
могут играть два н более 
участников. 

Первый нгрок (по`усло- 
виню нли по жребню) берет 
любую из фнгур и клалет ее 
на стол — фнгура в игре. 
Следующий нгрок  очерел- 
ным ходом берет одиу низ 
оставшихся фигур и кладет 
ее так. чтобы она касалась 
уже лежащих по сплошной 
линин, длина которой равна 
трем едииицам длины перн- 
метра фигур (единица дли- 
ны — длнна стороны  треу- 
гольннка, составной части 
фигуры). Если нгрок не мо- 
жет подобрать такую фнгу- 
ру из еще не использо- 
ванных, то он может 
взять любую фнгуру на 
столе, выходящую к граннце 
контура, и переложнть ее 
согласно правилам на другое 
место (вновь касанием под- 
ряд по трем еднницам длн- 
ны пернметра). Когда все 
фнгуры находятся в нгре, то 
очередные ходы заключают- 
ся в перекладыванни фигур. 
Но нгра может закончнться 
раньше, чем возннкнет такая 
необходнмость_ 

Цель игры — созданне 
Такой ситуацни, после кото- 
рой возможен ход фигурой 
«шестнугольник». игрок. 
создавший такую ситуацию, 
получает дополнительный 
ход этой фигурой н выигры- 
вает. 

На ннжнем рисунке изо- 
бражен пример партин (воз- 
можно, самой короткой}. 

Л. П. Мочалов 
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На приведенном рисунке вы видите схема- 
тический разрез нейтринного летектора, 
установлениого вблизи ядерного реактора. 
В этом детекторе впервые удалось зареги- 
стрировать «следы» самой неуловимой из 
всех элементарных частнц — нейтрино. Ос- 
новными элементами детектора служат 0з- 
ки (1. И, Ш) с жидким сциитиллятором. 
снабженные системой фотоэлементов. 

Деление ядер ураиа сопровождается возни- 
кновением нейтрино и антинейтрино. Захват 
антинейтрино протоном приводнт к возник- 
новенню нескольких у-квантов. которые да- 
ют световые вспышкн в сцинтилляторе, 


32 У | <} де 
114491 чи 
а 4 5в 

&% @р 


а „ее } 


Система фотоэлементов преобразует свето- 
вые сигналы в электрические, одновременно 
усиливая их. 

Подробнее об открытии и свойствах нейтрн- 
но вы можете прочнтать в статье Б. Г. Еро- 
золимского (с. 10). 


На первой страннце обложки вы вндите 
геометрический орнамент, скоиструирован- 
ный из двух семейств подобных парабол и 
семейств подобных квадратов. Его удается 
правильно раскрасить в два цзста. Поду- 
майте над тем. какие орпаменты лопускают 
подобную раскраску. 


Цена 30 коп. 
Индекс 70465 


На этом рисунке вы видите двадцать три 
круга. Каждый нз них определен точками 
касання либо с опорными окружностямн н 
прямыми (белые на рисунке), либо друг с 
другом. Центрь: опорных окружностей ле- 
жат на вертикальном днаметре наибольшей 
мз мих. Пересечениями опорных окружно- 
стей с этим днаметром являются илн край- 


ние его точкн, млы его середина, или точка, 
делящая его в отношении 1: 3. 

Одинаково окрашенные кругн кажутся кон- 
груэнтнымн, не тек ли? Но, может быль, 
зрение нас обманывает? Измерением раз- 
лнчиё между ними установить не удается. 
Можно ли доказать, что фигуры конгру- 
энтнь? Об этом рассказывается на с. 21. 
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МЕЖДУНАРОДНАЯ ВСТРЕЧА 
НА КОСМИЧЕСКОЙ ОРБИТЕ 


Июль 1975 года навсегда войдет в историю носмонавтики. В соответствым © согла- 
шенмем между СССР ы США о сотрудничестве 6 ысследованин и использованиы 
космического пространства в мирных целях на этот месяц назначен первый совмест- 
ный полет по программе ЭПАС — экспериментальный полет «Аполлон» — «Союзы, 
Важнейшим моментом этого эксперимента будет стыковна кораблей. 

Стыковка м расстыковка космических кораблей — чрезвычайно важный элемент 
космическых программ. Сегодня она необходима при доставке космонавтов на орби- 
тальные научные станции = возвращении их на родную Землю. В будущем без нее 
невозможна будет сборка в околоземном пространстве сложмых многоцелевых орби- 
тальных станций которые будут собираться из специальных блоков различного назна- 
чения, поочередно доставляемых на орбыту при помощи ракет-носытелей. Она являет- 
ся танже необходимой частью будущих полетов человека к планетам Солнечной систе- 
мы. При этом космический корабль остзется ма удаленной от планеты орбыте как 
базовая станцыя, с которой направляются м поверхносты планеты возвращаемые авто- 
матические зонды им космонавты-исследователи. Наконец, без проведения стыковкы 
невозможно также и оказание помощы попавшим в беду экмпажам космических ко- 
раблен. 

И в советской, м в американской программах космических исследований было осу- 
ществлено много полетов г проведением стыковок в космическом пространстве. 
Одмако, конструкцым советских м америнанских кораблей сыльно отличаются друг ог 
друга м стыковка кораблей «Союз» и «Аполлон» потребовала от конструкторов н кос- 
монавтов решенмыя дополнительных, принципиально новых задач. В связи с лрограм- 
мой ЭПАС в Советском Союзе и США был выполнен большой объем работ по отра- 
ботке новых систем м узлов космических кораблей. Космонавты проходили сложные 
наземные тренировки в условиях, максимально приближенных к тем, которые плё- 
нируются в совместном советско-америнанском полете. В декабре 1974 года был 
проведен полет космического корабля «Союз-16». Энмпаж корабля — А. В. Фылип- 
ченко и Н. Н. Рукавишников — проводил в космических условиях испытание нового 
стыковочного агрегата, совершал маневрирования на орбите, характерные для пред- 
стоящего совместного полета к кораблем «Аполлон». 

Осуществление совместного полета кораблей «Союз» ы «Аполлон» — этого круп- 
ного космыческого эксперимента — явится важным вкладом в развитие международных 
научных связей, будет способствовать укрелленыю взаимного доверия между СССР м 
США н дальнейшей разрядке международной напряженности. 

Мы помещаем небольшой фотоочерк ю советсних космонавтах, подготовленный фо- 
токорреспондемтом Агентства Печати Новосты А. С. Моклецовым. 


1. Центр подготовкн космонавтов  барев (слева) и Георгий Гречко иа одной нз 
нм. Ю. А. Гагарина. „Летчики-космопавты тренировок в макете станции «Салют». 
СССР Герон Советского Союза Алексей Гу- 


1* 3 


2. Орбитальная станция «Салют». Макст 
станции п центре подготовкн космонавтов 
нм. Ю. А. Гагарина. 


3. Испытания космического корабля «Союз» 
н ракеты-носителя. 
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4. Центр подготовки космонавтов им. Ю.А. 
Гагарина. Летчикн-космонавты СССР Герои 
Советского Союза Георгий Гречко (слева) н 
Алексей Губарев после тренировки в орбн- 
тальной станцин-тренажере «“.алют». 


5. Во время подготовки п полету экнпажа 
космического корабля «Союз-12» командир 
корабля поднолковник Васнлий Лазарев и 
бортинженер Олег Макаров проводят тре- 
нпровки на море. 


4-я с. обложки — центр подготовки  кос- 
монавтов им. Ю. А. Гагарниа. Летчик-кос- 
монавт СССР Герой Советского Союза 
Георгий Гречко в кабине космического ко- 
рабля-тренажера «Союз», 


Узел — древнейшее изобретение, н=з- 
много более древнес, чем колесо, 


н настолько привычное, что его труд- 
но назвать изобретеннем. В течение 
лысячелетий искусством «вязания» и 
«развязывания» узлов  овладевали 
кружевннцы и ткачи, матросы па- 
русных кораблей и любители голово- 
ломок. А математическая теория уз- 
лов, раздел обширной области ма- 
тематикн — топологни, < возникла 
около ста лет тому назад. Мы рас- 
скажем о некоторых проблемах нп 
открытиях этой красивой теории. На- 
шему читателю мы соЕстуем запа- 
стись достаточно длинным куском бе- 
чевки, чтобы буквально «своими ру- 
ками» проверять утверждения и ре- 
шагь задачи, которые’ естретятся в 
тексте- 


Удавна 


Рис. 1. Небольшая 
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УЗЕЛ 
НА СТОЛЕ 
МАТЕМАТИКА 


Э. Г. Белага 


$ 1. Мог ли Александр 
Македонский открыть теорию узлов? 


Книги античных историков сохранн- 
ля лая лас зетевду-притчу о том, 
как македонский царь Александр, 
проходя с войском го время своего 
побелоносного похода в глубины Азии 
через персидский город, посетил храм 
и увидел одну из достопримечатель- 
ностей Персия — узел, спаетенный 
мудрепом Горднем; предание гласило, 
что тот, кто развяжет этот узел, 
станет царем Вселенной. Юный царь 
разрубнл узел мечом. 


Восхищаться ли нам находчи- 
востью Александра или сожалеть, 
что тем же ударом меча он лишил 


себя завидной возможностн стать ос- 
нователем теории узлов? 


коллекция морских узлов. 


Но не будем преувеличивать: 
даже если Алексаидр хорошо знал 
античную математику (а это, скорее 
всего, так —— коспитателем Александ- 
ра был Аристотель), он, конечно, был 
бы удивлен, узнав, что задача, от ре- 
шения которой он Так по-царски 
уклонился, математическая. Тем 
более, что решена эта задача была 
только в наше время, около пятнад- 
мати лет тому назад, котда был при- 
думан метод, позволяющий по виду 
или описанию узла определять, раз- 
вязывается данный узел или нет. 


$ 2. Кунсткамера узлов 


Знакомство с узлами мы начнем с 
морских узлов, изображенных на рн- 
суике 1*). Коивы узлов уходят за пре- 
делы рисунка и там крепятся. Однако 
при изучении узлов удобно считать, 
что сгободные концы каждого из них 
соединены друг с другом; после такой 
операцин привычный для нас вере- 
вочный узед < двумя торчащими иди 
болтающимися концами превратится 
в нлетеное верекочное кольшо. 

Па рисунке 2 изображены такне 
«абстрактные» узлы, получающиеся 


*) Рисунок Н. Павлинова из кинги 
Б. Житкова «Морские истории», М., 
«Детская литература», 1972. 


из иекоторых морских узлов рисун- 
ка \: восьмерка изображена на рисун- 
ке 2, а, топовый узел — на рисун- 
ке 2, 6, прямой и бабий узлы (на 
рисунке | у этих узлов по четыре 
конца!) превращаются либо узлы 
на рисунках 2,6 и 2,е. либо в за- 
цепления (рис. 2,0 и 2, 6). 

Примеры зацеплений изображены 
на рисунке 3. 

В теории узлов зацепления изучаются 
наравне с узлами; к сожалению. из-за недо- 
статка места уы не сможем о них рас- 
сказать. 

Рисунок 4 пополняет нашу кунст- 
камеру новыми образцами узлов вме- 
сте с нх математическими вариантами. 

Наши первые впечатлення об уз- 
лах приводят нас к таким определе- 
ниям: 

Узел — это замкнутая прострая- 
ствеенная кривая, не имеющая то- 
чек самопересечения. 

Зацепление — это совокупность 
двух или более попарно непересекаю- 
щихся и самонепересекающихся замк- 
нутых пространственных кривых. 

Рнсунки всех рассмотренных нами 
узлов содержат кратные точ- 
ки — точки, в которых скрещивают- 
ся несколько участков линии, изо- 
бражающей узел. Такие точки на 
рнсунках узлов называют точками 
скрещивания — двойными, тройными 


Рис. 2. Математические двойники некоторых морских узлов. 


Вис. 3. Небольшая коллекния зацеплений. 


или п-кратными, если в них встре- 
чаются две, три или п линий. Все 
точки скрещивания на рисунке 2 — 
двойные; это не случайно: тройных 
точек и точек большей кратности, 
а также совпадения линий и прочих 
«неправильностей» плоского изобра- 
жения узла всегда можио избежать 
выбором подходящего «места», откуда 
мы «смотрим» на узел, когда рисуем 
ето. 
Любое плоское изображение уз- 
ла, ве кратные точки которого — 
это двойные точки скрещивания, на- 
зывается диагроммой узла. 

Для каждой двойной точки скре- 
щивания на диаграмме узла нужно, 
конечно, указать, какая из двух 


пересекающихся в этой точке линий 


проходит «над», а какая «под» другой 
(обычно «нижнюю» из двух линий 
прерывают, как эго и сделано на 
рнсунке 2). 


8 3. Об нскусстве плести узоры 
из веревочного кольца. 


Житейский опыт говорит нам, что 
любой, даже очень сложный узел 
может быть ири некотором терпении 
развязан. Мо вспомним: развязывая 
узел, мы, как правило, манипулируем 
его концами. У наших же ‹абстракт- 
ных» узлов концов нет, и следует 
ожидать, что не разрывая «веревки», 
из которой «связан» узел, мы не смо- 
жем развязать большинство из уже 
- рассмотренных намн узлов. 


Рис. 4. Одинарный узел, «бантнк» и свитео, связаниый из одной нити. 


8 


Рис. 5. «Лестиица Иакова» — тривиальный узел? 


Согласно определению, окружность 
также следует считать узлом — про- 
стейшим из всех узлов. или, как 
еще его называют, тривиальным у3- 
лом. 

Рассматривая топовый узел на ри- 
сунке 1, можно заметить, что он лег- 
ко развязывается. если только его 
петли не охватывают деталей оснастки 
корабля. 

Упражнение |1. Покажите. что 
топовый узел на рисунке 2. б может быть 
распутан н превращен в окружность. 

Узлы, которые, подобно топово- 
му, могут быль развязаны, называют 
узламн тривиального типа, или про- 
сто тривиальными. 

Большой опыт в искусстве «плете- 
ния» тривиальных (но часто весьма 
затейливых) узлов накоплен люби- 
телями популярной игры с веревоч- 
ным кольюм. Один из таких узлов- 


узоров под названием «аестни- 
ца Иакова» изображен на рисун- 
ке. 95”). 

Игак, топовый узел, «лестинца 
Иакова» и окружность — это один 


н тот же узел в разных обличьях. 
Существуют ли другие тнпы узлов? 
И как различать узлы? 


$ 4. Узлы дикие и узлы ручные 


Но прежде, чем пускаться в опасное 
плавание по неведомому нам Морю 
Узлов, проверим прочность нашего 
суденышка — определения. 

Должны ли мы считать узлами 
замкпутые кривые, изображенные на 


*) Способ плетения этого узла на паль- 
цах двух рук и другие подробности об «нгре 
п веревочку» можно найти в книге М, Гард- 
нера «Мэтематические досуги», М., «Мир». 
1972, глава 22. 


Рис. 6. Два янких узла. Цветные «рамочки» пригодятся позже. 


Рис. 7. 


Узлы перед зеркалом. 


рисунках 6, а, 62 И кривые ли это? 
Не вдаваясь в детали *), мы должны 
признать за этнми странными кон- 
струкциями право называться крн- 
выми, а, следовательно, и узлами. 
Но узламн «дикими», п отличие ог 
«ручных», похожих на обычные вере- 
вочные Узлы. 

Ручной узел может быть приведен 
к замкнутой пространственной ло- 
маной с конечным числом звеньев 
н без точек самопересечения. 

Все узлы, изображенные на ри- 
сунках 2 н 4, можно считать руч- 
ными: каждый из них разбивается 
на конечное число «почти прямоли- 
нейных» отрезков. С другой стороны, 
очевидно, что узлы на рисунке 6 
не ручные, такие узлы и называются 
дикими. 

Дикие узлы могут обладать неожи- 
даиными свойствами; например, узел, 
изображенный на рисунке 6, 6^*), 
развязывается, но лишь после бес- 
конечного числа последовательных 
операций: сначала петлю А, нужно 
вынуть и$ петли А. потом петлю 
А. — из А. и так далее. Развязать 
же этот узел в обычном смысле невоз- 
можно. 


*) Строгое определение кривой потребо- 
вало бы многих страниц (см., набронмер. 
кннгу А. Пархоменко 
анния», М.. 1954). 


**) Рисунок взят из княгн «Введенне в 
теорию узлов» Р. Кроузлаа п Р. Фокся, 
М., «Мир». 1967. 


хо 


«Что такое .: 


$ 5. Типы узлов можно определять 
по-разному 

Нам хотелось бы, чтобы наша теория 
узлов сохранила наивное представ- 
ление об «одинаково завязанных» у3- 
лах, которое есть у всех нас. Так 
возникает первое нз двух (раз- 
ных) определений типа узла. 

Первое определенне. 
Говорят, что два узла изотопны, 
или имеют один изотопический тип, 
ссли один узел можно «перевязать» 
в другой, пе разрезая его и не допу- 
ская самопересечений. 

Практически нзотопность двух у3- 
лов можно иногда доказывать либо 
с помощью веревочного кольца, либо 
на сернн рисунков-диаграмм. На- 
пример, как мы уже знаем, топовый 
узел изотопен «лестнице Иакова» п 
оба они изотопны окружности. Вот. 
сше пример: одинарный — узел 
(см. рис. 4, а, 6) изотопен (проверьте 
это!} простейшему носле окружности 
узлу, изображенному на рисунке 7, а. 
Благодаря сходству с контуром кле- 
верного листа, эгог узел называется 
клеверным листом, нАН трилистни- 
ком. Нарисуйте сами узел «двойной 
бантик»; уже в возрасте двух-трех 
лет вы умели доказывать (потянув 
за свободный конеи веревочки), что 
«бантик» (см. рис. 4, в, г) и «двойной 
батик» изотопны одипарному узлу, 
а значнт, и клеверяому . листу. 

Упражнение 2. Докажите, что 
ирямой узел (рис. 2, а) изотопен сквер-узау 


(рис. 8. а). я бабий узел - бабушкини 
узлу (рис. 2. си. 6). 


®®® 


3) 


Второе определение. 
Говорят, что два узла эквивалентны, 
или име’от одинаковый тип, если они 
нзотопны или если один из них изо- 
топен зеркальному изображению вто- 
рого. 

Согласно этому определению, вся- 
кий узея эквивалентен своему зер- 
кальному образу. А вот восьмерка 
даже изотопна! 


Упражнепие 3. Докажите это, 
«перевязав» узел на рисунке 7, 6 (елевую» 
восьмерку) в «правую» восьмерку. 


Узлы, которые, подобно восьмер- 
ке, изотопны своему зеркальному изо- 
бражению, называют зеркальными. 
Существуют лн незеркальные узлы? 
Да: в 1914 году немецкий математик 
Ден, один из основателей теории 
узлов, доказал незеркальность кле- 
верного листа (см. рисунок 7, а). 
Иными словами, эквивалентные узлы 
не всегда изотопны (изотопные же 
эквивалентны по определению). Хотя 
сквер-узел и бабушкии узел очень 
похожи (рис. 8, а и 8, 6), опи не 
только неизотопны, но и неэквива- 
лентны. Строгое доказательство этого 


е) ж) 
(же) 


Рис. 8. Еще девять экспонатов из нашей кунсткамеры. 


утверждения сложнее, например, до- 
казательства нетривнальности вось- 
мерки (или клеверного листа). Тем 
не менее нетрудно указать «причину» 
их неэквивалентности: она состоит 
п незеркальностн клеверного листа 
(обратите внимание на упражнение 9 
в $8). Не эквивалентны и узлы 
истинной (рис. 8, 6) и ложной, 
(рис. 8, г) дружбы есть и такие!), 
беседочный узел, турецкая чалма ни 
китайская роза (рис. 8, 9, е, ж), узел 
грузчика и удавка (рис. 8, з, и}. 


$ 6. Инварианты узла 


По каким же признакам различают 
узлы? Одного ощущения, что два уз- 
ла «похожи» или «не похожи», мало: 
даже такие простые узлы, как кле- 
верный лист и восьмерка, можно 
нзображать н завязывать по-разному 
(мы уже сравнивали рисунки +4, б,г 
н2, ас рисунками 7. а иТ, 6). 
Для нас важны только те признаки 
и свойства узлов, которые не зависят 
от способа их реализации нли изо- 
браження и которые совпадают нпо- 
этому для всех узлов одного типа. 
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Рис. 9. Являзтся ли 


эгот узел замкнутой 


вягизвенной ломаней? 


Такие признаки называют инварнан- 
тами узла *). 

Болыиинство известных  инва- 
риантов определяется и вычисляется 


ДОВОЛЬНО СЛОЖНО. 

Наиболее нзучениый п удобный из ал- 
гебраических инвариантов — группа узла — 
вычисляется па совормениа точно одисан- 
ным правилам, которые в прияниие мог бы 
запоминть любой старшеклассник;: однако 
для понимания как этих правил, так (что. 
конечно, важыес) м самого опредгления груп- 
пы узла нужно зиать начала топология И 
высней алгебры. Используя именно групау 
узла, обычно доказывают, что узел нетрн- 
виалемн илн что два узла исэквнвалеитны. 


*) Мивариант (слово латинского нроис- 
хождения) — неизменный, че зависзмиий от 
формы. 


Рис. 10. Тривиальный узел на сфере, 
ма «кренделе». 
#2 


клеверный лист на «бублике» 


Тем интереснее познакомиться с 
простейшими числовыми ниварианита- 
ми, в том числе — с минимальным 
числом скрещиваний и родом узла. 
Для достаточио простых узлов зиа- 
чения этих инвариантов находятся 
почти сразу по диаграмме узла; 
но доказать, что найденное 
число и есть значение иниварнанта, 
как правило, очень сложно. 


А. Минимальное число 
скрещниваний узла 


Из всех диаграмм (см. $2) узла В 
выберем ту, для которой число точек 
скрешивания минимально. Это чис- 
ло М (В) и называется минимальным 
числом скрещиваний узла В. 


Упражнение 4. {. Докажите, чго 
М (А) = 0 тогда и только тогда, когда узел 
А тоивизален. 
2 Докажите. что не существует узлов А. 
которых МА) =1 или МА) =2 
3. В$ 5 уже упоминалось (хотя и не до- 
казывалось). что окружность. клеверный 
лист п восьмерка попарно не эквивалентны. 
Пользуясь этим, докажите, чго равенства 
М (А) = З и М [В) = + выполняются тогда 
и только тогда, когда узел А эквивалентен 
клеверному листу. а узел В — восьмерке. 
Тем самым мы получили исчерпывающие 
сведения об узлах е минимальным числом 
скрещивания, ие превосходящим 4. 


Б. «“Изломанность узла 
В соответствии с определением руч- 
ных узлов ($ 4) представим узел А 


1 


для 


ай 


== = = инк, о 


и восьмерка 


а) 


Рис. 11 


в виде замкнутой ломаной с наимень- 
шим возможным числом звеньев. На- 
зовем это число И (А) «изломан- 
ностью» узла А. 

Упражнение 5. Вычислите зизло- 
манность» узла, нзображенного на рисунке 9 


(ответ: восемь). Чему равиа сизломан- 
ность» восьмерки? Существуют ли узлы с «из- 


чоманностью» три. четыре ш пять? 
Е ереси 
узла 


Из всех узлов только окружность 
можно нарисовать на сфере без то- 
чек самопересечения; клеверный лист 
можно нарнсовать на «бублике» (то- 
ре), а для восьмерки нужен екрен- 
дель»; как расположить эти узлы 
на таких поверхностях, видно из 
рисунков 10, а, б, в. 


— 


А 
/ 


[в 


ры ен 


. Сферы с ручкамн и завязанный тор. 


И тор, и «креидель» получаются 
н3з гибкой сферы, к когорой приклее- 
ны полые гибкие «ручки» (см. 
рис. 11, а,-6). 

Наименьшее число ручек, кото- 
рые нужно приклеить к сфере, что- 
бы на получившейся поверхности 
можно было разместить узел А без 
точек самопересечения — числовой 
ннвариант К (А) узла Л. 

Упражнение 6. Узлы. для кото- 
рых К (4) = |, называют торическими. По- 


стройте вес торические узлы с минимальным 
чнелом скрещивании. равным 5 Ну м. 

У ннварнанта К (А) нет обще- 
принятого названия. Мы будем на- 
зывать его «кондитерским числом» 
узла. Для того чтобы определение 


К (А) стало вполне корректным, нуж- 
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Рис. 13. «Контурные узлы» сфер с ручками. 


по доказать, что для любого 
узла существует хотя бы одна сфера 
с ручками, на которой можно расно- 
ложить этот узел без точек самонере- 
сечения. 

Увражиспие 7. Придумайге ка- 
кой-нибудь сяособ построения такой сферы 
к ручками по днаграмме узла (подсказ- 
ка: риеунок 12). 
$ 7. Род узла — важнейший из 
числовых инвариантов 


За простотой последнего определения 
кроется подвох: любой узел можно 
расположить па торе, стоит только 
«завязать» тор таким узлом! (Как 
это сделать, видно, например, из рни- 
сунков 11, 8,г.) Следовательно, при 
определении «кондитерского числа» 
нужно условиться, что ручки сфер 


«не завязаны»: например, очень ма- 
лы, разбросаны по поверхности сфе- 
ры далеко друг от друга ин имеют 
форму «половины бублика» (как на 
рисунке 11, 6). 

Напротив. при построении. пожа- 
луй, нанболее полезного из числовых 
ннварнаитов рассматриваются как раз 
сферы ‹ произвольным расположе- 
нием ручек (ручки могут быть перс- 
виты, завязаны и сцеплены); а огра- 
ничение накладывается на способ раз- 
мещения узла на такой поверхности: 
требуют, чтсбы после разрезания 
вдоль узла эта поверхность распада- 
лась па две частн. Ясно, например, 
что после разрезания тора и «кренде- 
ля» влоль узлов на рисунках 10, 6, в 
(проверьте это!) получается только 


Рис. 1. От перемены мест узлов их композиция ие меняется. 


44 


Рис. 15. Разные обличия одного 


узла. 


один «кусок» поверхности. «Крепдели» 
же, разрезанные вдоль узлов-комту- 
ров на рисунках 13, а, 6, распадают- 
ся каждый на две части — верхнюю, 
обращенную к нам, н нижнюю (пер- 
вый из них — это клеверный лист, 
а ьторой — восьмерка). 

Род Р (А) узла А — это половина 
нанменыиего числа ручек у сферы, 
допускающей «разрезающее» размеще- 
ние узаа А. 


Упражнение 8. Докажите, что при 
разрезавии как угодно завязавного тора 
вдоль любого узла на нем можно получить 
тольк оодин связный екусок» поверхности. 
{Вместе с рисунками 13, а, 6, это утвержде- 
ние доказывает равеиство рода клеверного 
листа н восьмерки еднинице.} 


Нам нужно еще доказать возмож- 
ность «разрезающего» расположения 
любого узла хотя бы на одной сфере 
с ручками; кроме того, определение 
наводит на мысль, ч10 «панменьышее 
число ручек» всегда четно (это дей- 
ствительно так — см. упражнение 12 
в $ 10). Мы вернемся к этим вопросам 
в < 0, гле докажем самое замеча- 
тельное свойство рода узла. 


< 


$ 8. Арифметика узлов 


Если два узла завязаны рядом на 
одной веревке, тс получившийся узел 
называют лроизведением или компо- 
зицией этих двух узлов. 

Операция композиции узлов очень 
похожа на операцию умножения це- 
лых чисел. 


1. Роль «единицы» при «имножс- 
ныи» бвух 13408, очевидно, нерает 
тривиальный узел — окружность. 
Обозначив сго буквой Ё, а компози- 
цию двух узлов А и В через 44+ 8, 
получим А. ЕДА АВ м. 
рис. 14, а). 

2. Композиция — коммутативная 
операция: 


АВ ВА. 


Это легко доказать, протащив по 
веревке один узел «сквозь» другой 
(см., например, рис. 14, 6—9). 


Упражнение 9. Сьвер-узел и ба: 
бушкин узел можно разложить п компози- 
цию двух узлов. Как это сделать и какая 
разница между этимн двумя разложенниями? 


Коммутативность композиции часто бы- 
вает удобно исиользовать для доказатель- 
ства изотопности узлов: например. три узла 
на рисунках 15, а, 6, в изотопны, так как ... 
Но вам будет интереснее понять это сямо- 
стоятельно. 

Композицию узлов можно было бы оп- 
ределить ин так, как ее понимают дети — 
любители завязывать узлы покрепче. как 
правнло, на шнурках от собственных туфель: 
сначала завязывается одни узел, па него 
второй. затем трегий п так далее. 

У\У пражнение 190. Используя идею 
‹исремещения» узла но веревке, докажите, 
что такой сложный узел изотопен компози. 
пин составляющих сго узлов. Ипымн слова- 
ми. новое определение композинии по су- 
ществу совпадает со старым. 


3. Узел В делит узел А, если най- 
дется такой узел С, что 


А =В+С. 


Подобно единице, тривиальный 
узел делится только сам на себя. 


Иначе, ннкакой нетривиальный узел 
нельзя развязать, завязав рядом с ним 
другой. 

Это очевидное на первый взгляд угверж- 
денне нужлаестся в доказательство. Вот идея 
одного из возможных доказательств: пред- 
положим, что Я + В= Е; завяжем после 
довательно бесконечное число пар узлов А 
н В. Мы получим днкий узел, изображенный 
на рисунке 6, а. Он легко развязывастея — 
для этого достаточно внутри всех красных 
травений одновременно развязать беско- 
нечное число нар Аз, В» (вспомним. что 
Ак =А, В = Вп АЗВ=Е). Если же 
мы также одяовременно развяжем все вары 
{В:, Аз. (8., Аз, внутри синих 
трапеций. то получим узел А, (=А); сле- 
довательно. он развязывается! Итак. А = А. 
э значит, н В = Е. 

4. Узел называется простым, если 
он нетривиален и делится только на 
тривиальный узел и на узлы, изотоп- 
ные ему самому. 

Подобно простым числам, суще- 
ствует бесконечное число простых уз- 
лов. Подробнее о простых узлах мы 
расскажем в 69. 

5. Как и натуральное число, лю- 
бой нетривиальчый узел представим 
в виде композиции конечного числа 
простых узлов, причем такое пред- 
ставление единственно. 

Доказательства свойств 4 и 5 
найдены сравнительно иедавно — в 
1949 году {© разложимостн узла на 
простые узлы рассказано в следую- 
щем параграфе; единственность тако- 
го представления мы не доказываем). 


$ 9. О простых узлах 


Существование простых узлов было 
доказано более чем через двадцать 
лет после того, как простейшие из 
них были собраны и систематизиро- 
ваны; в 1926 году американские Ма- 
тематики Александер (один 
нз основателей теории узлов) и 
Бриггс опубликовалн таблицу 
диаграмм узлов (в те времена нх еще 
не называли простыми), аналогич- 
ную таблицам простых  чисел*) 
(с. 17). Место узла в таблице опре- 


*) Таблица позаимствована из 
книГгн по теорни узлов, 
К. ВаЧететуег, 1932 


нервой 
«Кпо{еп еоге» 
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деляется, прежде всего, его миии- 
мальным числом скрещиваний, а сре- 
дн узлов с одннаковым таким чис- 
лом — прежде всего, «кондитерским 
числом» узла, а затем уже другими, 
нам пока незнакомыми  инвариан- 
тами. 

Упражнение 11 Найдите все 
простыс узлы на рисунках 2 — 8 и их дна- 
граммы п таблице. Вычислите значения ин- 
вариантов М, И. К. иР для этих узлов. 

В основе доказательств как суще- 
ствования простых узлов, так и раз- 
ложимости любого нетривиального 
узла на конечное чиело простых ле- 
жит замечательное свойство рода уз- 
лов: род композиции двух узлов равен 
сумме родов «сомножителей», то есть: 

Р (АЗ В) =Р(А) т Р (В). 
Мы расскажем об этом свойстве в 
$ 10, а сейчас дважды — восполь- 
зуемся им. 

|”. Итак, рассмотрим нетривиаль- 
ный узел А. Если он простой, то су- 
ществование простых узлов уже до- 
казано, как доказана и разложимость 
узла А на конечное число простых. 
В противном случае разложим А 
на композицию двух узлов, затем 
разложим, если это возможно, каждый 
из узлов-«сомножителей» и так далее. 
Не более чем через (Р (А) —1) шагов 
МЫ получим нужное нам разложе- 
нне — род каждого из (нетривиаль- 
ных!) «сомножителей» не меньше 1, 
а сумма их всех равна Р (А). 

2`. Дадим теперь предельно хкороткос 
локазательство утверждения «никакой нетри- 
виальный УЗгА нельзя развязать, завязав рядом 
с ним Другой» (см. $ 8. свойство 3). Действи- 
тельно. еслн А #В=Е, о Р (АВ) = 
-- Р (А) -:- Р(В) = 0, так что Р(А) = 
г Р (8) == 0, па значит, н А=В-—= ЕЁ. 


$ 10. Род и композиция 


Прежде чем переходить к доказатель- 
ству равенства Р (АВ) = 
= Р (А) +Р (В), вернемся к заме- 
чанию, сделанному в конце $ 7, и по- 
пытаемся устранить пробелы в опре- 
делении рода узла. 

Итак, покажем, что для данного 
узла всегда найдется хотя бы одна 


26-93-6550. 


Рис. 16. Двусторонияя племка, патявутая из клеверный лист и раскрашенная с каждой 
стороны в свой цвет. 


сфера с ручками, на которой можно 
расположить этот узел так, чтобы он 
разбнвал всю поверхность ина два 
«куска». Возьмем нгии узел и «натя- 
нем» на него двустороннюю поверх- 
ность (как мыльную пленку на про- 
волочный каркас); один низ способов 
такого «натягивания»  описаи в 
9-й главе уже упоминавшейся книге 
М. Гарднера (см. сноску на с. 9). 
Как это проделагь. например, ‘для 
клеверного листа, видно из рисун- 
ков 16, б—ж. 

Замечание. Не всегда поверхность, 
край которой есть некий узел, будет двусто- 
ромней; лист Мебиуса на рисунке 16, а — 
пример односторонней поверхности, натяну- 
той па тривнальный узел! 

Будем считать, что пленка, ко- 
торую мы «натянули» на узел — 
двойная (в том смысле, в котором 
употребляется выражение «двойнов 
лист бумаги»), со склеенными вдоль 
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узла краями, то есть иекое подобие 
спущенного воздушного шарика. Раз- 
дуем теперь этот «воздушный шарик»; 
мы получим сферу с ручками, на ко- 
торой «нарисован» наш узел. Если 
разрезать «шарик» вдоль узла, то он 
распадется на две пленкн, из которых 
оп был склеен. 


Упражнение 12. Введем понятие 
«оконтюванной сфгры с ручкоми»: ма сфере 
мы располагаем «кант» по экватору, на каж- 
дой ручке — по двум противоположным об- 
разующим, и приклеиваем ручки, соеднняя 
концы канта на сфере и на ручках (ручки 
могут перекручиваться, как на рис. 13, а. 6). 
Докажите, что если узел разрезает сферу 
с цаименышим оозможным чнслом ручек, то 
этот узел можно реализовать как кант для 
нашей сферы {излюстрадией могут служить 
рисунки 16, 90— м). 


Упражнение 13. Докажите, что 
каит сферы с нечетиым числом ручек, «раз- 
резающий» эту сферу на два куска, всегда 
будет не узлом, п зацеплением. 


Рис. |7. Как склеивают сферы с ручками. 


Из упражнений 12 и 13 следует, 
что род любого узла — целое число. 

Устранив неясностн в определении 
рода узла, докажем теперь равенство 
рода композиции двух узлов сумме 
родов компонент. 

Нетрудно доказать неравенство 
Р (АВ) = Р(А) + Р({В): ВОЗЬ- 


мем две сферы с 2Р (4) и 2Р (В) 
ручкамн н расположенными на них 
«разрезающимн» узлами А и В, н 
соединим сферы в «гантель» с 2 (Р(А)-{ 
+ Р (8)) ручкамн так, чтобы узлы 
образовали композицию АВ 
(см., например, рис. 17). Очевидно, 
что узел А + В разрезает «гантель». 


Рис. 18. Как из одной поверхности с узлом А 4 В «скроить» две поменыие с узлами Аи В 


ры 


Упражнение 14. Докажнте по- 

добным м неравенства 
А&В М (4) + М (В), 
го +8) = К(А)-+ Е 

Неравенство же Р (АЗ В) = 
—Р (А) + Р (В) доказать сложнее 
(для инвариантов М и К аналогичное 
неравенство выполняется не всегда), 

Рассмотрим сферу с 2?Р (АЕВ) 
р и «разрезающим» узлом 

АВ на ней. 

По определению композиции, мы 
всегда можем «растащить» узлы 
А иВ на значительное расстояние 
друг от друга, например, так, чтобы 
онн объединялись в композицию по- 
средством двух соединяющих их 
параллельных отрезков (КЁ н МХ 
на рисунке 18, а); одновременно 
нам придется «растянуть» и исход- 
ную сферу с ручками. 

Проведем теперь плоскость, раз- 
деляющую узлы А ин В. Эта плоскость 
рассекает сферу с ручками, во-пер- 
вых, по «трубке», вдоль которой про- 
ходят два отрезка, связывающих уз- 
лы (докажите, что эти отрезки дей- 
ствительно проходят по одной труб- 
ке, а не по двум разным!); закленм 
образовавшиеся два отверстня «за- 
платами» с нарисованными на ннх 
дугами, замыкающими каждый из 
узлов (дуги РО и Ю5 на рисун- 
ке 18, 6). Во-вторых, плоскость может 
«случайно» вырезать «дыры» в тех 
частях сферы с ручками, которые не 
содержат линий узла; заклеим «за- 
платами» (на этот раз без нарисо- 
ванных дуг) н ЭТИ «дыры». 

Очевидно, что каждый из полу- 
чившихся узлов А и В расположен 
на своей сфере с ручкамн и разрезает 
ее, причем сумма чисел ручек каждой 
из этих сфер не больше числа ручек 
исходной сферы, то есть Р (А + В) = 
= Р (А) -- Р (В), что и требовалось. 

Упражнение 15. Попытайтесь тем 
же способом доказать неравенство К (А 4 
8) = К()т К(В). 

Вот мы н закончили наше нелег- 
кое путешествие. Если вы хотите 
продолжить его — путеводителём 
вам послужит интересная (хотя и 
трудная) кннга Кроуэлла и Фокса. 
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Алгебраическке 
задачи 


1. Доказать, что 2х! — 
—=(— № (8 — ах + 
5 2 6-2 — ох 
= Хх 5 - 2 
—- ах - 2х8 — 5х 1), где а 
и Б — корни квадрат- 
ного уравнения 22-+:— 
— 8 — 0. Найти аналогичное 
разложениедля х'7 —- 1, выб- 
рав в качестве а н 6 корни 
квадратиого уравнения 2* -- 
$ 2—4=0. 

2. Пусть а, В, у— корни 
кубического уравнения хЗ-- 
-- 5х Е=0. Составить 
уравнение, имеющее корик 
(В — т)", Ву — ®)* у(а— В). 

3. Доказать, что прн 
любом натуральном значении 


№а= ве т — — 
делятся нацело иа (г — 1}, 
а чнсла №, и № делятся на- 
цело на (1, если г четио. 

4. Доказать, что если 
(Хх и(х - 2) = уг, 
(уз-2)(у-х) = асха, 
(2+ х)2 +5) = абху, то 
ат ыь-- с =а6бс-| 3 илиа + 
+ В с= ак — 2. 

5. Доказать, что „если 


< 
ху 2=0, ня мы 


—=0, ау + ых + 


Нсху=0, то (6 -- с — а\{а + 

Е — 5)а- т 8 — д = ак. 
6. Пусть натуральное 

число О таково, что при об- 


ращении дроби В в дея 


тнчную получается чисто пе- 
рнодическая дробь, имею- 
щая р цифр в перноде.Обозна- 
чим через М№(п, т) нату- 
ральное чнсло, десятнчная 
запись которого состоит из 
т групп внда 00...01, прнчем 
в каждой группе п —1 
нуль (в самой левой группе 
нули опускаются). — Дока- 
зать, что если л делится на р. 
то М№(п, т) делится на В 
в том н только том случае, 
когда т делится на 


В. 3. Кресин 


ГИГАНТСКИЕ 
КВАНТЫ 


= 


Квантовая теория и физика низких 
температур возникли почти одновре- 
менно, в начале этого столетия. На 
первых порах они развивались неза- 
висимо друг от друга, но в дальней- 
шем обнаружнлась глубокая связь 
этих «ровесников». Прежде всего, ста- 
ло ясно, что без квантовой физики 
невозможно объяснить явления, на- 
блюдаемые при низких температу- 
рах. В дальнейшем, и особенно в 
последние годы, физика низких тем- 
ператур сама внесла важный вклад 
в квантовую теорию. 

Квант — фундаментальное поня- 
тие современной физики. Важность 
этого понятия подчеркнута и назва- 
нием журнала, который вы читаете 
в данный момент. Одно из основных 
положений квантовой физики состоит 
в том, что целый ряд физических 
величин, таких как энергия, им- 
пульс и др., в определенных условиях 
квантуются, то есть могут принимать 
только дискретный ряд значений. Но 
до недавнего времени считалось, что 
квантование касается только микро- 
мира, то есть оно свойственно про- 
цессам, происходящим в атомах, атом- 
ных ядрах и т.п. Действительно, 
при изучении макроскопических объ- 
ектов мы имеем дело с громадным 
числом частиц. И хотя поведение 
каждой отдельной частицы описы- 
вается законами квантовой физики, 
в целом в макроскопическом образце 
квантование энергин, импульса н дру- 
гих физических величин не прояв- 
ляется из-за хаотического теплового 


движения частиц. Квантовые эффек- 
ты как бы усредняются, «сходят на 
нет». Таким образом, тепловое движе- 
ние атомов маскирует квантовые за- 
кономерности. Однако изучение не- 
которых явленнй, наблюдаемых при 
температурах, близких к абсолютио- 
му нулю, показало, что возможно и 
макроскопическое квантование, то 
есть квантование величин, характе- 
ризующих макроскопические объек- 
ты, размеры которых в сотни тысяч 
раз болыше атомных. Вблизи абсо- 
лютного нуля, когда тепловое дви- 
жение не играет значительной роли, 
оказывается возможным  непосред- 
ственное наблюдение квантовых за- 
кономерностей. 

двух явлениях макроскопниче- 
ского квантования и пойдет речь в 
этой статье. 


Квантование магнитного потока 


Вначале мы обратимся к явлению 
сверхпроводимости. Сверхпроводни- 
ки, как известно, замечательны тем, 
что в них при некоторой температуре 
(она называется критической и обо- 
значается Т,) нсчезает электрическое 
сопротивление. Это явление было 
открыто в 1911 году голландским 
ученым Камерлинг-Оннесом. Но прн- 
рода сверхпроводимости стала по- 
нятной спустя почти полвека, 
в 1957 году, когда, наконец, была 
построена теория сверхпроводнмости. 

В этой статье мы не будем останав- 
ливаться на объяснении сверхпрово- 


димости, а расскажем о некоторых 
явлениях, наблюдаемых в мире сверх- 
проводников, явлениях, в которых, 
пожалуй, наиболее ярко проявляются 
законы квантовой физики. 

Начнем со следующего простого 
эксперимента. Возбудим в металли- 
ческом кольце электрический ток 
(например, используя электромагнит- 
ную индукцию}. При комнатных тем- 
пературах ток в кольце будет быстро 
затухать. Протекание ‚тока сопрово- 
ждается тепловыми потерями, и эти 
потери природят к затуханию тока. 

Совершенно иная картина наблю- 
дается в случае, когда температура 
близка к абсолютному нулю и металл 
является  сверхпроводником. Прин 
этих условнях однажды наведенный 
ток становится незатухающим. В од- 
ном из опытов ток циркулировал в 
сверхпроРодящем кольце 2,5 года, 
н если бы эксперимент не прекратили, 
мог бы циркулировать сколь угодно 
долго. 

На первый взгляд описанная кар- 
тнна незатухающего тока в сверхпро- 
водлящем кольце кажется легко объ- 
яснимой. В самом деле, в сверхпро- 
вБодниках ток течет без всякого со- 


противления. В них нет джоулевых- 


потерь. Поэтому не теряющие свою 
энергию электроны и могут сколь 
угодно долго двигаться по кольцу. 
Однако дело обстоит значительно 
сложней. Конечно, тепловые потери 
в сверхпроводнике отсутствуют. Тем 
не менее картина остается загадочной 
и совершенно необъяснимой с точ- 
ки зрения классической физики. 
Рассмотрим этот вопрос подроб- 
нее. Движение электронов, образую- 
щих ток в кольце. не является равно- 
мерным. Электроны движутся по ок- 
ружности н, следовательно, в ускоре- 
нием. Но ускоренное движение элек- 
трического заряда всегда сопровож- 
дается излучением электромагнитных 
волн *). Должны излучать электро- 


*) Рекохендуем вам прочитать статью 
М И. Каганова «Электрон движется 
< треннем» в «Квавте», 1974, № 12. 
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магнитные волны и электроны, дви- 
жущиеся с центростремительным ус- 
корением в рассматриваемом метал- 
лическом кольце. Постепенный рас- 
ход энергии на излучение и должен 
привести, даже в отсутствие тепло- 
вых потерь, к затуханию тока в 
кольце, 

Но опыт (а именно он является 
главным судьей, определяющим пра- 
вильность всякого теоретического 
рассмотрения) показывает. что ток 
не затухает и может циркулировать 
в сверхпроводящем кольце сколь 
угодно долго. 


В историн физики уже возникала подоб- 
мая задача. 

В 1911 году Резерфорд. основываясь на 
своих классических опытах по рассеянию 
а-частни, создал планегарную модель атома. 
Он предположил (сейчас мы настолько при- 
выкли к плаистарной модели, что слово 
«предположил» звучит даже странно}. что 
атом состсит из ядра н электронов, враща- 
ющихся вокруг него по круговым орбитам. 

Основная трудность планетарной модели 
атома была связана с ускоренным характером 
движения электронов вокруг ядра. Движу- 
щнйся с центростремительным ускорением 
электрон должен излучать электромагнитные 
волны, при этом энергия его должиа умень- 
шаться, а это должно привести ‘к падению 
его ва ядро. Мными словами, нз основных 
положений физики электромагнитных явлс- 
ний следует вывод © неустойчивости илане- 
тарной модели атома. Но ведь в действитель- 
ности атомы устойчивы. 

Исследование этой фундаментальной 
трудности, стоявшей на пути призиания 
планетарной модели атома, привело к созда- 
нию квантовой теории Бора. Согласно по- 
стулатам Бора существуют избранные орбн- 
ты, при движенин по которым электрои не 
излучает электромггниткые вслгы. 

Одной из величин. которые характери- 
зуют движение электрона по круговой ор- 
бите, служит момент импульса электрона, 
нли орбитальный момент. Моментом им. 
пульса электрона, вращающегося по кругс- 
вой орбите, называется произведение его 
нмиульса р = ми на раднус орбиты г 
{ =пиг. Нильс Бор постулировал, что элект- 
рон в атоме может двигаться только по та- 
ким орбитам. на которых его момент нм: 
пульса кратен величине Я, то есть 

тог = лй, 
п — целое число (п= 1, 2.3,...). 

На каждой из таких орбит электрон об- 
ладает вполне определенной энергией. Ины- 
ми словами. п квантовой теории атома мо- 
мент импульса и энергия электрона могуг 
принимать лишь днскретный ряд значений. 


Бор сохраинл планетарную модель атс- 
ма и пришел к выводу, что в микромире дей- 
ствуют законы, радикально отличающиеся 
от законов, устаповлениых физиками при 
изучении обычного окружающего нас мак- 
ромира. 

Вернемся теперь к рассказу а 
сверхпроводящем кольце, в котором 
киркулирует незатухающий электри- 
ческий ток. Излучение электромаг- 
нитных волн в этом случае ие вознн- 
кает по той же причине, по которой 
не излучает электрон, двигаясь во- 
круг атомного ядра. В оболх случаях 
основную роль играют законы кван- 
товой физики. Но если ира изучении 
свойств атома мы сталкиваемся с 
квантованнем в микромире, который 
мы не можем наблюдать непосред- 
ственно, то сверхпроводимость дает 
пример квантования непосредствен- 
но наблюдаемой нами макросконичс- 
ской величины — силы тока. 

Оказывается, сила тока в сверх- 
проводящем кольце не может прини- 
мать любое численное значение и из- 
меняться непрерывно. Для всего элек- 
тронного коллектива, движущегося 
в таком кольце, возникает гигангская 
«боровская» орбита. Аналогично то- 
му, как в планетарной модели атома 
разрешенные орбиты электрона харак- 
теризуются определенными значения- 
ми момента импульса и энергии, ги- 
гантскне орбиты электронов в сверх- 
проводящих кольцах характеризуются 
вполне определенными значениями 
снлы тока. - 

Поскольку сверхпроводящий ток 
тесно связан с магнитным полем 
(см. рис. 1). квантование тока при- 
водит к тому, что индукция В поля 
может принимагь только дискретный 
ряд значений. Следовательно, будет 
квантоваться и магнитный поток Ф = 
= л/?В через сечение сверхпрородя- 
щего кольца. Иными слевамн, маг- 
нитный поток Ф может быть кратен 
некоторой мннимальной порции — 
кванту магнитного потока Ф‚, то есть 
Ф = МФ», где М — целое число. Маг- 
нитный — поток — макроскопическая 
величина, и РОзЗМОЖНОСТЬ его кванто- 
вания означает переход к гигантским 


Рис. 1. 
о сравиению с агомными масштаба 
квантования. 

Эксперимент, в котором наблю- 


далось квантование магнитного пото- 
ка, был проведен американскими фи- 
зиками Б. Дивером и В. Фэрбенком 
в 1961 году. На медную проволоку 
днаметром 1,3.10-7 см напосился по 
всей поверхности тонкий слой олова. 
Таким образом, получался «полый» 
цилиядр из олова. и в этом цилиндре 
при температурах ниже Т, = 3,8 К 
(при Т< 3,8 К олово становится 
сверхпроводником) возбуждался 
сверхпроводящий ток. (Медь не яв- 
ляется сверхпроволннком, и поэто- 
му она играла роль остова, необхо- 
димого для приготовления сверхпро- 
водящего цилиндра. В дальнейшем 
поэтому мы будем говорить только об 
оловянном цилиндре. В нем н цирку- 
лировал незатухающий ток.) Для из- 
мерения магнитного потока в полости, 
окруженной этим током, у одного 
из концов цилиндра помещалась ин- 
дукционная катушка. Цилиидр прн- 
вводился в колебательное движение 
вдоль его оси, частота колебаний ло- 
стигала 100 гц. При этом в катушках 
возникал индукционный ток, позво- 
ляющий судить о величине магнит- 
ного потока, находящегося внутри 
цилиндра. Опыт2 показал, что поток, 
равный Ф — л’В (г— радиус ци- 
линдра), принимает Дискретный ряд 
значений: 
Фф = №Ф,, 

№ — целое число (№ = 1,2,3, ...), 
а Ф.— квант магнитного потока. 
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Магнитный поток через 
отверстие кольца —= 


Внешнее магнитнов поле — = 
Рис. 2. 


На рисунке 2 приведен график изме- 
нения магнитного потока через сече- 
ния сверхпроводящего кольца при 
непрерывном изменении внешнего 
магнитного поля, возбуждающего ток 
в кольце. 

В следующем разделе мы вычис- 
лим значенне кванта магнитного по- 
тока Ф,. Он оказывается равным 
2.10-1566. Такова величина ми- 
нимальной порции магнитного потока. 
Значение кванта магнитной индук- 
ции, как видно из формулы Ф = 
= л/?В, зависит от раднуса цилинд- 
ра. В опыте Дивера и Фэрбенка он 
был равен 1,3-10-1 см, в кванту 
магнитного потока соответствовало 
поле В == 5-109-® шл. Эта макроско- 
пическая величина. Она всего в 10 раз 
меньше ипдукцин магнитного поля 
Земли. 


Квант магнитного потока 


Мы вернемся еше к эксперименту, 
в котором было обнаружено кванто- 
ванне магнитного потока, а сейчас 
перейдем к вопросу: как рассчитать 
значение кванта магнитного потока 
Ф,? ‘Чтобы ответить на этот вопрос, 
воспользуемся аналогией с плане- 
тарной моделью атома и применим 
представления теории Бора к току, 
циркулирующему в кольце (или цн- 
Линдре). 

Электроны. движущиеся в сверх- 
проволящшем кольце, подобиы атом- 
ным электронам, находящимся на 
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боровской орбите. Запишем условия 
квантования момента импульса этих 
электронов: 

мог -- М№Й. {*) 


Теперь вод г следует понимать не 
радиус электронной орбиты, а ра- 
диус кольца, в котором циркулирует 
сверхпроводящий ток. Поскольку ра- 
днус кольца — величина определен- 
ная, то условие {ж) можно рассматри- 
вать как условие квантования элек- 
тронного импульса р --= те. Кванто- 
вание имихльса означает, что ток 
в кольце может принимать лишь дис- 
кретный ряд значений. А это в свою 
очередь приводит к кваитовацию маг- 
нитного потока. Найдем, как связа- 
ны между собой ри 4. 

Энергия, которой обладает 1ок [, 


текущий по контуру с индукгив- 
Г 
ностью [, равна Е- —-. Эта же 


формула справедлива для 
сверхпроводящего контура *). 

Поскольку магнитный ноток равен 
$ = Ё1, то выражение для энергии 
может быть записано в виде 


/Ф 
В. (1) 

Сила тока, создаваемого в коль- 
це п электронами, движущимися са 
пое 
ети 
Подставляя это выражение в (1), 
приходим к следующей формуле для 
энергии: 


случая 


скоростью и, очевидно, равна / = 


Фпе в 
Е, (2) 


Энергия частицы, движущейся со 
скоростью 2, как известно, равна 


НЫ 2% ` 
Е- ^^ где р “импульс ча- 


пы 1 
стицы. Следовательно, энергия л 
электронов, движущихся с0 ско- 


ростью и по сверхпроводящему коль- 
цу, равна 


лро 
Е. (3) 


*) В «Приложении Ш» в конце статьи 
ГР 
приведен вывод формулы Е Ре. 


Сравнивая формулы (2) и (3), 
приходим к следующему выражению 
для импульса электрона: 


о (4) 


Существенная особенность сверх- 
проводников состоит в том, что в них 
электроны разбиваются на связанные 
пары. Поэтому имеет смысл говорить 
об импульсе электронной пары как 


целого, который равен удвоенному 
нмпульсу электрона: 
Фе 

р (5) 


Формула (5) непосредственно свя- 
зывает электронный импульс в сверх- 
проводнике с магнитным потоком, 
создаваемым сверхпроводящим током. 
Подставив это выражение в закон 
квантования (*), получим 

‚2 -- МВ (М=1, 2. 3,...). 


ях 


Отсюда 


То есть 


Ф- МФь, где Ф- о  (%з) 


Таким образом, квант магнитного 


я 
потока оказывается равным -_. Маг- 


нитный поток, пронизывающий сверх- 
проводяшее кольцо, может прнини- 
мать только значения, кратные Ф.. 
Величину кванта легко сосчитать, 
подставив в (») численные значе- 
ния постоянной Планка Й и заряда 
электрона с: 
Ф. = 2-10-13 66. 

В опыте Дивера и Фэрбенка, о ко- 
тором мы рассказывали выше, и было 
обнаружено, что магнитный поток 
в цилиндре принимает значения, 
кратные именно этой величине. 


«Вихри» в сверхтекучем гелии 


Другой пример квантования, которое 
пронсходит в огромных по сравнению 
с атомными масштабах, наблюлдает- 


ся также при низких температурах, 
когда изучается другое «сверхявле“ 
ние» — сверхтекучесть жидкого ге- 
лия. 


Известно, что при температуре 
Т =4,2°К прн нормальном давле- 
нии гелий переходит из газообразно- 
го состояния в жидкое и при дальней- 
шем понижении температуры вплоть 
до абсолютного нуля так и не за- 
твердевает (лишь под давлением в 
25 атм при температурах, близких 
к абсолютному нулю, гелий можно 
перевести в твердое состояние). 
Но этим не исчерпываются замеча- 
тельные свойства этого вещества. При 
Т == 2,17 °К гелий переходит в 0со- 
бое состояние — сверхтекучее. Яв- 
ление сверхтекучести, открытое ака- 
демиком П. Л. Капицей в 1937 году, 
состоит в способности жндкого гелия 
при температурах, меньших Т = 
= 2,17 °К, протекать в узких капил- 
лярах без всякого трения. Гелий 
прн температурах, меныших 2,17 °К, 
называют Не] — в отличие от Не] 
(4,2 К >Т>2`Ю, являюще- 
гося обычной жидкостью. 


Явления сверхтекучести и сверх- 
проводимости весьма сходны друг с 
другом. Можно сказать, что сверх- 


проводимость представляет собой 
сверхтекучесть электронов. Анало- 
гня сверхпроводимостн и сверхте- 


кучести оказывается весьма глубокой, 
н в частности, она проявляется в воз- 
можности наблюдения макроскопиче- 
ских квантовых явлений как в сверх- 
проводниках, так и в сверхтекучем 
гелин. 


При определении свойства сверх- 
текучести не случайно отмечается спо- 
собность гелия протекать без трения 
именно в узких капиллярах. Дело 
в том, что вязкость жидкости (или 
внутреннее трение) может быть изме- 
рена двумя независимыми способами. 
Первый из ннх связан с измерением 
скоростн вытекания жидкости из уз- 
кого капилляра (чем больше вязкость, 
тем меньше скорость вытекания}. Для 
исследования вязкости другим мето- 


Рис. 3. 


дом в жидкость опускается диск, 
совершающий крутнльные колебания 
(рис. 3). Чем больше вязкость, тем 
быстрее затухают колебания диска. 
Для всех жидкостей оба метода из- 
мерекия дают один и тот же резуль- 
тат. Однако имеется единственное 
исключение из этого правила, и этим 
исключением является Не!1. При иро- 
текания НеЙ по узким капиллярам 
вязкость оказывается равной нулю, 
то есть обнаруживается сверхтеку- 
честь. Можно было бы ожидать, что 
колебания диска, опущенного в Не[|, 
окажузся  иезатухающими. Однако 
при втором способе определения вяз- 
кости Не! ведет себя как обычная 
жидкость — колебания диска за- 
тухают. 

Эти поразительные свойства гелия 
нашли свое объяснение в теории 
сверхтекучести академика Л. Д. Лам- 
дау. построенной им в 1941 году. 
Согласно этой теории 14е]1 характс- 
ризуется двумя типами движения — 
нормальным и сверхтекучим. Нагляд- 
но можно представить его как бы 
состоящим из двух компонент. Одна 
из них представляет собой нормаль- 
чую жидкость, а другая — сверхте- 
кучую. Колебания диска затухают 
благодаря трению его о нормальную 
компоненту. В опыте с протеканнем 
гелня По узкому капилляру обнару- 
живается сверхтекучая компонента. 
При абсолютном нуле нормальная 
компонента отсухствует. 

При Г> 2,17 "К. наоборот, об- 
ращается в нуль сверхтекучая со- 
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Рис. 4. 


ставляющая. А в промежуточной об- 
ласти температур (0 "К.Т := 2,17 `К} 
присутствуют обе компоненты. 


Вращающийся гелий 


Исследуем свойства Не, налитого 
в цилиндрический сосуд, вращающий- 
ся вокруг оси (см. рис. 4). Будем ис- 
ходить из описанной выше лвухжид- 
костной модели и постараемся пред- 
ставить себе картину такого враще- 
ния. Нормальная компонента благо- 
даря трению о стенки цилиндра 
должна вовлекаться в движение стен- 
ки. Что же касается сверхтекучей 
компоненты, то, на первый взгляд, 
кажется, что она должна оставаться 
неподвижной. 

К какому наблюлаемому эффекту 
должна привести эта своеобразная 
картина? Как известно, при враще- 
нии жидкости, налитой в сосуд, сво- 
бодная поверхность жидкости прини- 
мает форму параболоида. Поскольку 
в нашем эксперименте вращается ие 
весь гелий, а только его нормальная 
компонента, то следует ожидать, что 
при врашении НеЦ эта поверхность 
должна быть менее нзогнута, чем в 
случае, когда в цилиндре находится 
Не[. 

Что же показывает эксперимент? 
Форма поверхности. вращающегося 
Ней оказывается такой же, как в 
нормальной жидкости. 

Как объясняется это явление? Не 
противоречит ли картина вращаю- 
щегося гелия теории сверхтекучести 


и представлению о двух комнонентах 
Не|? Оказывается, что никакого про- 
тиворечиня нет, но картина вращаю- 
щегося гелия совсем не так проста, 
как это могло вначале показаться. 

Жидкий гелий вращается совер- 
шенно спокойно (это соответствует 
ламинарному течению) только при 
очень малых скоростях вращения 
(обычно меньших —10-? см/с). С уве- 
личеннем скорости возникает карти- 
на, похожая натурбулентный режим. 
Представьте себе движущуюся жид- 
кость, содержащую большое количе- 
ство воронок — областей. в которых 
движение жидкости подобно движе- 
нию воздуха в смерче. Вращающийся 
гелий и оказывается пронизанным 
такимн областями. Они получили на- 
звание вихрей. Сверхтекучая компо- 
нента, находящаяся в области вихря, 
вращается вокруг его оси. Скорость 
вращения возрастает по мере прибян- 
жения к оси вихря, и на некотором 
расстоянии от оси (порядка межатом- 
ных расстояний) происходит «срыв» 
сверхтекучести; то есть свойство 
сверхтекучести сохраняется до неко- 
торой ` критической скорости 
(—60 м/с). Поэтому вблизи оси вих- 
ря возникает область, содержащая 
нормальную жидкость. Появленне во- 
ронок, связанных с вихрями, и прни- 
водит к искривлению свободной по- 
верхностни вращающегося Не. 

Таким образом, вращающийся 
сверхтекучий гелий оказывается про- 
низанным вихрями; ствол вихря пред- 
ставляет собой нормальную компо- 
ненту. Атомы гелия вращаются во- 
круг осн вихря, подобно тому, как 
вращаются электроны в сверхпрово- 
дящем кольце *). Движение этих ато- 
мов также подчиняется правилу кван- 
тования, которое аналогично правилу 
квантования Бора для орбит электро- 
нов в атоме. 


*) В некоторых сверхпроводниках при 
определенных условиях возникает картина, 
аналогичная появлению вихрей в Не|. 
Об этом рассказывается в «Приложенни |» в 
коице статьи. 


Если р — импульс атома гелия 
{в сверхтекучей компоненте), г — ра- 
днус ствола вихря, то 

рг = МИ, или тней-г = МЙ 
(№ — 1, 2. 3. .. .) 
(тнес — масса атома гелия). Иными 
словамн, в случае вихрей в геяин 
квантуется орбитальный момент ато- 
ма гелия. Величина кванта орбиталь- 
ного момента равна Й. 

Радиус вихрей в сверхтекучем ге- 
лни — величина, которая может при- 
ннмать любые значения, вплоть до 
размерсв сосуда, в который налит 
жидкий гелий. Обычно в эксперимен- 
тах сосуд имеет радиус 1 см, то есть 
масштаб квантования по сравнению 
с атомным возрастает приблизител | [е) 
в 10° раз (напомним, что размер 
атомной орбиты —10-3 см). 

Из (з»*) видно, что скорость 
вращения атомов гелия вокруг ство- 
ла зависит от расстояния их до оси 


вихря — и=/\№ 0д- 


(++) 


— и при 
тной р 


ном и том же значении г может при- 
нимать дискретный ряд значений. 
„Для характеристнки движения по 
замкнутому контуру раднуса г поль- 
зуются величиной иг, которую назы- 
вают циркуляцией. Как видно из 
формулы (+**), ири образовании 
вихрей в сверхтекучем гелии цирку- 
ляция жидкости может принимать 
только дискретный ряд значений, 
то есть является величиной кванто- 
ванной: 


А 
ик (М 2, 3,...). 


Закон квантования  (ж%*) ЭКС- 
периментально нсследовался в рабо- 
те английского физика Вайнена. Ре- 
зультаты опыта показали, что вели- 
чина не’ действительно принимает 
дискретный ряд значений, н квант 
орбитального момента равен #. 

Таким образом, сверхтекучем 
гелии, также как и в сверхпроводнн- 
ках, наблюдгется эффект макроскопи- 
ческого квантования. 


В мире низких температур, где 
тепловое двнжение еще не играет 


гакой большой роли, как при обыч- 
ных для нас комнатных температурах, 
оказываются господствующими кван- 
товые законы. Изучение свойств ве- 
щества, находящегося в столь не- 
обычных условиях, углубляет и наше 
понимание квантовой физики. Само 
название «квантовая» отражает важ- 
ную особенность физических величин: 
нх дискретность, существование от- 
дельных порций, квантов. М если 
раньше казалось, что это относится 
только к величинам, описывающим 
свойства микрочастиц — электронов, 
протонов, отдельных атомов и т. п., 
то из рассказанного выше ясно, ка- 
кое важное обобщение возникло при 
изученнн физики низких темпера- 
тур. Квантованне возможно и в мак- 
роскопическом масштабе. Дискрет- 
ными оказываются величины, описы- 
вающине свойства гигантских по срав- 
ненню с атомными объектов. 


Приложение |1 


«Вихри» в сверхпроводниках 


В этом приложении рассказывается о том, 
как магнигное поле проникает п некоторые 
сверхпроводящие взщества. Процесс этот 
носит квантовый характер: поле проиккает 
в вещество отдельными порциями. Прежде 
чем перейтн непосредственно к описакию это- 
го явления, кратко остановимся на вопросе 
66 использовании сверхпроводников для соз- 
двиия сильных магяктных полей. 

На первый взгляд может показаться, 
что сверхпровэдники идеально полходят для 
создания сколь угодио сильных магнитных 
полей. В самом деле. при использовании 
электромагиитов приходится считаться с 
тепловыми потерями. Рост силы тока в обыч- 
ном соденоиде влечет за собой н рост джоуле- 
вых потерь. И если нам требуются очен». 
снльные магнитные поля. то нарялу с боль- 
шими затратами мощности для поддержания 
тока необходимы сложные охлаждающие 
системы, предотврацающие провода от пе- 
регрева и даже от плавления. При использо- 
вании сверхпроводящезго тока, протекающего 
без всякого сопротивления, эти трудности 
полностью отсутствуют. 

Однако дело обстонт не так просто, как 
это может показаться на первый взгляд. 
Предположим, что обычный сверхироводник 
находится вэ внешнем магнитном поле. Оно 
не может проникнуть внутрь, и толщу сверх- 
проводника. Дело в том, что существует 
неразрывная связь между магнитным полем 
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н сверхпроводящим током. Воздействие 
внешнего магнитного поля приводит к поя- 
влению п поверхностном слое металла сверх- 
проводящего тока. Этот поверхиостиый ток 
создает собственное магнитное поле, протн- 
воположиое приложенному полю. В теории 
сверхпроводимости доказывается, что про- 
исходит полная компенсация магннтиого по- 
ля внутрн сверхпроводящего вещества (это 
явление называют эффектол Мейсснера). 

Если мы создадим в металле сверхпро- 
зодящнй ток, то в окружающем простраистве 
возникнет магнитное поле. Оно не может 
проникнуть в сверхпроводящий ° образец. 
Однако такая картина наблюдается до тех пор, 
лока ток и соответствующее поле не очень 
велнки (—3.10-3 тд). Когда поле достигает 
некоторого значения Ви (критическое значе- 
ние), оно проникает внутрь сверхпроводии- 
кз и. «врывзясь» в него, разрушает сверхпрс- 
водящее состояние. оэтому длительное 
время казалось, что получение с помощью 
сверхпроводников сильных магинтных по- 
лей (больших Вк) невозможно. 

В дальнейшем выяснилось, однако, что 
существуют сверхпроводники, с помощью 
которых можно получать очень большие 
(сверхсильные) магнитные поля. Этн сверх- 
проводники — их называют — сверхпровод- 
никами второго рода — могут находиться в 
так называемом смешанном состоянии, тео- 
рия которого была И советским 
фнзиком-теорстиком А. А. Абрикосовым. 

Если сверхпроводник второго рода, по 
которому течет ток, находится п магнитном 
поле, то при некотором значенни иидукцин 
Вки (эта величина называется нижним кри- 
тическим полем) поле начннает частично про- 
нккать в толщу сверхпроводящего образца. 
Электроны в сверхпроводнике под действием 
силы Лоренца начинают двигаться ло окруж- 
ностям (еслн их скорость перпендикулярна 
силовым линиям поля). Возникающая при 
этом картина сходна с картиной вращающе- 
гося Не 11: в сверхпроводнике появляются 
вихри. Сверхпроводящне электроны враща- 
ются вокруг оси вихря; скорость вращения 
возрастает по мере приближения к осн. н 
иа некотором расстоянии от нее происходит 


Рис. 5. 


«рыв» сверхпроводимости — магнитная 
ивдукция внутри вихря отлична от нуля. 
«Ствол» вихря иаходится в нормальном 
состоянин. 

Таким образом, сверхпроводящий об- 
разеи оказывается пронизанным нитями, 
представляющими собой обычные несверх- 
проводящие областн. Вихри в сверхпровод- 
ннке образуют треугольную решетку (см. 
рис. 5}. Стволы вихрей ориентированы 
в направлении силовых линий магнитного 
поля. В пространстве между вихрями свой- 
ства сверхпроводимости сохраняются. Маг- 
нитный поток, пронизывакаций сечение ство- 
ла вихря, оказывается одним н тем же для 
всех вихрей н равным по величине кванту 
магнитного потока’ Ф,. То есть каждый 
внхрь несет один квант потока, и в виде та- 
ких отдельных поринй магнитное поле про- 
нникает внутрь сверхпроводника. 

При увзличении поля (В > Вн!) число 
нормальных областей растет, вихревые нити 
сближаются, и при нэкотором значении поля 
Вкз (эта величина называется верхним кри- 
тическим полем), когда расстояние между 
внхрэвыми нитями ставовится --10-78 м, 
сверхпроводимость полностью  разрушает- 
ся и вещество переходнт и нормальное сос- 
тояние. 

Такая своеобразная картнна проннкно- 
вения магннтного поля в сверхпроводники 
второго рода позволяет использовать их для 
получения сильных магнитный полей. Зна- 
чение верхнего критического поля Вка 
может оказаться очень большим. Например, 
для сплава МЬ,$п Ви. == 20 тл. (Сверх- 
проводниками второго рода являются сплавы 
г высокнм содержаннем примеси.) 

Прн использованин сверхпроводников вто- 
рого рода для получення сильных магнитиых 
полей энергетические затраты в сотни—тысячи 
раз меньше, чем при использовании электро- 
магнитов. Например, для получения поля 
в 1Ю мл с помощью обычного соленоида требу- 
ется источник питания мощиостью 5000 квт 
и, кроме того, необходима сложная установка 
для охлаждения обмотки соленоида. При 
использованни  сверхпроводников  необхо- 
димы лишь затраты энергии для получення 
жидкого гелия (при температуре жидкого 
гелия металл соленоида находится в сверх- 
проводящем состояннн). Но для этого в 
прив®денном примере необходима мощность 
всего 5 кет. То есть энергетические затраты 
уменышаются в 1000 раз. 


Приложение 11 


Приведем вывод формулы для энергин, ко- 
торой обладает ток, текущий по проводнику. 

Рассмотрим контур, по которому про- 
текает ток /. Магнитный поток Ф, создавае. 
мый этнм током, возрастает при увелнчении 
1 по закону Ф-— Ё/. где Ё — вндуктив- 


ность контура. Предположим, что в началь- 
вый момент воемени & = 0 ток в контуре 
равен [,. и, начиная с этого момен- 
та, сила тока равномерно возрастает и к мо- 
меиту времени { оказывается равной /[у. 
Ясно, что возрастание силы тока сопровож- 
дзется ростом энергни магнитного поля, 
создаваемого током. 

За время # по проводнику переместился 
заряд 9. Заряд двигался ускоренно, так как 
сила тока возрастала (плотность тока рав- 
на / = пех; при постоянном п возрастание 
] обусловлено ростом и). Для того чтобы 
получить формулу для энергии тока, вы- 
чнслим работу электрических сил по пере- 
мещению заряда 9 вдоль всей замкнутой 
цепи. Работа выражается формулой А = 
—=0Е, где Е — электродвижущая  снла, 


АФ 
равная вобычном проводннке Е=/К-- хр. 


Первое слагаемое в правой части этого ра- 
венства связано с обычиыми омическнми 
потерями, а второе обусловлено наличнем 
эффекта самоиндукцин, ослабляющего ток. 
Ясно. ЧТО 9 =: {ер-Ё (ср — средияя сила 
тока, равная прн равномерном возрастании 


Го 


тока /ср == 9. Таким образом, работа 


оказывается равной 


д= И ЧЕ. 


АФ 
В сверхпроводниках К-=0 и Е=у- 
А/ 
Поскольку Ф=Ё/, то ЕЕ, В нашем 


случае изменение силы токз АГ равно А/ == 
=! -— 1, а промежуток врэмени АЁ=ё. Тог- 


— ЕП 
да Е == Е. Подставляя это значение 


для Е в формулу для работы, приходнм к 
следующему выражению: 


А = Ей Ь 
2 


{ ® 
Работа, тахим образом, оказывается 
равной 
з 2 
Ц 
2 27 


Видно, что велнчина работы опнсывает- 
[2 


ся измененнем велнчины —5—- Ее естествен- 
но считать равной энергии тока, так чго 


(Виимательный чнтатель обнаружит ана- 
логию прнведенного вывода формулы для 
энергии тока г выводом выражения для КН- 
нетической энергии в обычной механике.) 
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=== РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ С ПОМОЩЬЮ 


< 


== ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ 
== ПРЕОБРАЗОВАНИИ 


= В. М. Фишман 36 


Е школьном курсе геометрим вы часто встречаетесь со многими геометрическими 
преобразованиямн плосности: параллельными переносами, симметриямн, вращения- 
ми, преобразованиямм подобмя. О важности этих поиятий говорит хотя бы то, что 
лрн доказательстве конгрузитности фигур используются геометрические преобразо- 
тания — перемещения. Одмако теометрические преобразования  истречают- 
ся не только в формулировках определений м в доказательствах школь- 
ных теорем; онн применяютсв при решении самых разнообразиых  геомет- 
рических эвдач. При этом преобразовання совсем не обязательно должны фигури- 
роввть непосредствеино в формупировках задач: часто бывает так, что формули- 
ровка задачи носит совершенио остатичиый» характер, а самое простое м изящное 
решенме оказывается «динамичным», существенно использующим различные гео- 
метрические преобразовании задзиных фигур. В этой заметке мы расскажем о том, 
как можно научиться видеть эту внутреннюю «динамикую планиметрических задач. 


Общие сведения о геометрических 
преобразованиях 


Начнем с определення леремещения. 

Определение \1. Пере- 
мещением называется отображение 
плоскости на себя, при котором со- 
храняются расстояния между точ- 
ками. 

Докажем такую теорему о пере- 
мещениях;: 


Теорема 1. Существует 
одно и только одно перемещение, ко- 
торое переводит вершины А, Ви С 
заданного невырожденного трецголь- 
ника АВС соответственно в вершины 
А,, В., С, конгруэнтного ему тре- 
угольника А.В.С.. 


Доказательство. Су- 
ществование такого переме- 
щения следует нз того, что треуголь- 
ники АВС и А,В,С, конгруэнтны. 
Докажем, что оно единствен- 
НО. 

Пусгь Р — некоторое перемеще- 
ние плоскости, такое что Ё (А) = А,, 
Е (В) =В,, ЕС) =С,, н пусть 


Х — произвольная точка плоскости. 
Тогда точка Е (Х) должна находиться 
на расстояниях |ХА|. |1ХВ|, ХС] 
соответственно от точек А,, В, иС,. 
Но три окружности с центрами в 
точках А,, В,, С, не лежащих на 
одной прямой, имеют не более од- 
ной общей точки; значит, точка РЁ (Х) 
определяется однозначно. 

Вы знакомы с тремя видами пе- 
ремещений: 


|. Параллельными — переносами. 


(Параллельный перенос определяется за- 
раннем точки и ее образа). 


2. Поворотами. 


(Поворот определяется заданием его 
центра О. угла поворота а и на- 
правления поворота; угол поворота 
а при этом считается заключенным в пределах 
0°=а = 180°. Но если выбрать какое- 
либо направление поворота в качестве поло- 
жительного, а противоположное направление 
считать отрнцательным, то тогда поворот 
полностью определяется заданием его це нт- 
ра н угла поворота @; угол поворота при 
этэм считается направленной величиной, 
числовое зиачение которой может быть как 
положительным, так и отрицательным. По- 
ворот с центром О на угол © обозначается 


Кс. Теперь любой поворот может быть задан 


указанием его центра и у поворота &, 
лежащего в пределах — 180° = а = 180°. 
Если В = «-{ 360”. п. где л — цевое и 
—180°=а <5180°, то поворотом на угол В на- 
зывается поворот А@.) 

3. Осевыми — симметриями. 

(Осевая снмметрия определяется зада- 
ннем оси симметрии — прямой [.) 


Простейшим перемещением является 
тождественное отображение плоскости, 
которое любую точку Х отображает на 
себя: его обозначают буквой Е, — тогда 
Е (Х) = Х. Тождествениое отображение 
счнтается поворотом на нулевой угол вокруг 
любого центра О. Подобиым же образом ра- 
.зумио считать тождественное отображеине 
и параллельным переносом на нулевое рас- 
стояние.  Тождествениое отображение — 
единственное перемещение, которое яв- 
ляется одновременно поворотом и переносом. 

Для любого центра О повороты на 1807 
в обонх иаправлениях совпадают и являются 
центральной симметрией (относительно 
центра поворота 0). 

Можно доказать, что любое пе- 
ремещение является либо параллель- 
ным переносом, либо поворотом, либо 
композицией параллельного переноса 
нли поворота с некоторой осевой 
симметрией. — Понятие композиции 
двух геометрических преобразований 
будет для нас очень важно в дальней- 
шем, поэтому остановимся на нем 
более подробно. 

Пусть даны два отображения ЕР 
и С некоторого множества М на себя. 
Произведя нх последовательно, мы 
получим новое отображение Н, кото- 
рое отображает хЕМ на Н (х) = 
= С (ЕЁ (х)). Это новое отображение Н 
является тоже отображением множе- 
ства М на себя. Оно называется хом- 
позицией отображений Ё и Си обо- 
значается СзР. 

Из определения | следует, что 
композиция любых двух перемеще- 
инй (то есть отображений плоскости 
на себя, сохраняющих расстояния 
между точками), снова является пере- 


мещением. Обратите внимание на по-. 


рядок записи: обозначая композицию 
С-ЁЕ, мы справа ставим обозначение 
отображения, которое производится 
‘первым. Это замечание существенно: 
мы увидим, что операция композиции, 
вообще говоря не переме- 


стительна — существуют такие 
отображения ЁЕ и (С, для которых 
СоЁ = Роб. 

Попытаемся теперь разобраться, 
что представляет собой композиция 
известных нам отображений — пере- 
мещений — в конкретных случаях. 

Особенностью композиции двух 
параллельных переносов — является 
ее переместительность — 
это одна из причин, по которой компо- 


‚.зицию параллельных переносов (век- 


торов) называют их сложе - 
нием композицию отображений 
называть сложением не принято). 


Случай композиции двух пово- 
ротов более интересен; перейдем 
к нему. Нам понадобится следующее 
определение: мочка Ху мно- 
жества М называется неподвижной 
точкой отображения @ множества М 
на себя, если @ (Хо) = Х.. 


Характеристическое свойство по- 
воротов описывает 


Теорема 2: Нетожде- 
ственное перемещение является псво- 
ротом тогда и только тогда, когда 
оно имеет единственную неподвиж- 
ную точку. 


Доказательство. Не- 
обходимость условия оче- 
видна: единственной неподвижной 


точкой поворота на ненулевой угол 
является центр поворота. 
Достаточность. Рассмотрим 
некоторое перемещение ЕР с един- 
ственной неподвижной точкой 0. 
Выберем некоторую точку А, отличную 
от О, и рассмотрим ее образ В = 
—= 2 (А); точка В отлична от А и ле- 
жит на окружности (0; г) с центром 
в точке О н радиусом г = !ОА |. 


^^ 
Если для любой точки А АОВ = 
== 180”, то Ё — симметрия относи- 
тельно точки О, и достаточность усло- 
вия доказана. Предположим теперь, 
что существует точка А такая, что 


—^ 
АОВ == а -= 180”. Рассмотрим точ- 
ку Е (В) = Р* (А) (Е? — это сокра- 
щенное обозначение для композиции 


Рис. |. 


ЕсЁР). Так как перемещение Р со- 
храняет расстояния, то точка Ё (В) 
снова лежит на окружности (0; г) 
и расстояние между точками Р (В) 
и В равно расстоянию между точка- 


ми Ви А. Этим условиям удовлет-. 


воряют две точки: точка А и точка С 


^^ 
окружности (0; г} такая, что ВОС = & 


(рис. 1). Но если Р (В) = А, то сере- ° 


дина отрезка АВ — точка ДР — 
является неподвижной точкой пре- 
образования РЁ: Е {Р) =Р (докажи- 
те!). а это противоречит тому, что 
точка О — единственная неподвиж- 
ная точка Р. Значит, Ё (В) = С, 
и мы доказали, что перемещение Р, 
какн А &, переводит точки О, АиВ, 
не лежащие на одной прямой, в точки 
0, Ви С соответственно. Из теоре- 
мы | следует, что Е = Ю%. Теорема 
доказана. 

Рассмотрим повороты А& ни. К} 
с общим центром О. В результате их 
композицин получается поворот во- 
круг того же центра О на угол < + В: 

КВоКа= КВ. 

{Полное доказательство этой фор- 
мулы требует разбора ряда частных 
случаев — проделайте это самостоя- 
тельно.) 

Так как всегда < -- В = В + а, 


То про ра — Ю8+а — ра48 — ра оЮВ, 
и композиция поворотов с общим цент- 
ром переместительна. 

Пусть теперь есть два поворота 
Ке: и Е&ь с различными центрами 
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Рис. 2. 


О: нО. и углами &, и а. такими, что 
и, и а, одного знака (то есть пово- 
роты осуществляются в одном и том 
же направлении) и |, + а.|5=360°. 
Покажем, что в этом случае их ком- 
позиция Кд:° Ко является  пово- 


ротом на угол а, +@&.,, и найдем 
центр этого поворота. 


Обозначим для краткости пово- 
рот К& через К, поворот Ка — 
через К,. Нам нужно найти все 


неподвижные ТОЧКИ перемещения 
Ю.с Ю 1 


Предположим, что некоторая точ- 
ка плоскости А является неподвиж- 
ной точкой перемещения Ю.Ю,, то 
есть что Ю, (КЮ (А)) =А. Обозна- 
чив точку А, (А) через В, получим, 
что Ю.(В)=А. Из этого равенства 
следует, что точка О, равноудалена 
от точек А и В; но так как В = 
= А, (А), то и точка О, равноудале- 
на от точек А и В; следовательно, 
точки 4 и В = К, (А) должны быть 
симметричны относительно прямой 
0,0. (рис. 2). 


^^ 
Так как АО, В =“, и точки А 
и В симметричиы относительно пря- 
мой О, О., то точка А должна ле- 
жать на прямой [;, проходящей че- 
рез точку О, и переходящей при 
повороте вокруг точки О, на угол 
а:/2 в прямую 0,0,. С другой сто- 
^^ 


роны, поскольку ВО,А = а., то точ- 
ка А должна лежать и на прямой 
[„, в которую переходит прямая О, О. 


при повороте на угол “./2 вокруг точ- 

о а: | 
ки О... По предположению т 
52180 и значит, прямые [ин Г, 
не параллельны, то есть пересека- 
ются в единственной точке — 
точке А. Итак, точка А пересечения 
прямых [, и [. является единственной 
неподвижной точкой перемещения 
Ю.‹Ю,. Из теоремы 2 следует, что 
перемещение Ю,2Ю, — поворот вок- 
руг точки А. Найдем угол этого пово- 
рота. 

Чтобы это сделать, достаточно най- 
тн образ произвольной точки, от- 
личной от центра А, при повороте 
Ю.Ю, вокруг А. Удобиее всего 
взять точку О,. Поворот К, остав- 
ляет ее на месте, а поворот Ю, пере- 
водит в такую точку С. что |0.0 |= 


о „м 
==[0.С|] ин 0,0.С=ч, (рис. 2). Сле- 
довательно. перемещение Ю»›В, — 
это поворот вокруг точки А на угол 


О’АС. Вычислим этот угол Для 
случая 0 <а, + а, < 360 (рис. 2). 


—^ ^^ " 
САО. —= ОАО, = 180 —=: се — 032. 


^^ м —^ —^ 
О.АС — 360 = САО. = О.АО, —5 
=, то... 


(Для случая — 3607 < а, + а. < 0° 
сделайте чертеж и вычислите угол 
самостоятельно.) 

Итак, нами доказана 


Теорема 3. Композиция Кб» о 
‚ Кё’ двух поворотов К и Кб 
с различными центрами Оу и Он 
углами поворотов ©, и а, такими, 
чо с ц а. — одного знака и |; > 
+ а.|<360°, является поворотом на 
угол а, + ©... Центром этого пово- 
рота служит точка пересечения пря- 
мых |. и 1., где | — это прямая, 
проходящая через точку О, в перехо- 
Оящая при повороте вокруг точки О, 
на угол @а1/2 в прямую 0,0.. а 
{› — это прямая, а которую чере- 
ходит прямая ОО, при повороте 
вокруг точки О. на угол и..!2. 

Заметим, что при выполнении ус- 
ловий теоремы 3 композиция Аб’ = 


3 «Квант. М7 


Рис. 3. 


о К& явяяется поворотом на угол 
а, - &. вокруг точки В, симметрич- 
ной точке А стносительно прямой 
О,0.. Это п показывает, что компози- 
ция поворотов © различиыми центра- 
ми не лереместительна. 

Задача 1. Докажите, что компознция 
двух поворотов г сентрами О,. Оз и услами 
поворотов с, 2 такнми, чтоб, и @. — одного 
знака н |. = 360°, является па- 
раллельным переносом. Постройте этот па- 
раллельный перенос по заданным 0+, О», 
@,. Персместительна ли композиция двух 
таких поворотов? (Подсказка: рас- 
смотрите композицию снмметрий относнтель- 
но двух различных точек.) 

Задача 2. Найдите композицию: 

а) двух осевых симметрия; 

6) параллельного переноса н поворота. 

Исследуйте переместнтельность  компо- 
зиции различных видов перемещений. 


Задачи 


Постараемся телерь применить полу- 
ченные результаты к решению неко- 
торых планиметрических задач. 

Рассмотрим сначала такую зада- 
чу (она поможет нам в дальнейшем): 

На плоскости даны два квадрата 
А,В.А.С, и А.В.А.С. с общей 
вершиной А. (см. рис. 3). Пусть 
О, и О. — центры квадратов, В — 
середина отрезка В'В., С — сере- 
дина отрезка С.С... Докажите, что 
О,ВО.С — квадрат. 

Конечно, эту задачу можно решить 
н без геометрических  преобразова- 
ний, произведя дополнительные пост- 
роения и рассмотрев некоторые конг- 
руэнтные треугольники. Однако то, 
что в задаче говорится о «правильных» 


фигурах — квадратах,— наводит на 
мысль попробовать применить прн 
ее ‘решении геометрические преобра- 
зования. 

Заметим, что поворот на 90” вок- 
руг точки О, переводит точку В, в 
точку А,, а поворот на 90° вокруг 
точки О, переводит точку А. в точ- 
ку В.. По тсореме 3 композицией 
этих двух поворотов является пово- 
рот на 180, то ссть центральная сим- 
метрия относительно некоторой точ- 
ки. Так как в результате последо- 
вательного выпоанения этих двух 
поворотов точка В, переходит в точ- 
ку В.. 10 композицией рассмотрен- 
ных поРОротов будет симметрия отно- 
сительно середины отрезка В.В. — 
точки В. С другой стороны, из тео- 
ремы 3 следует, что центр компози- 
ций этих двух поворотов лежит на 
пересечении двух прямых, проходя- 
щих через точки О, и О. соответст- 
венно под углами 45 к прямой 
0,0. Значит, эти прямые пересекаются 
‚в точке В, и треугольник О.ВО, — 
равнобедренньй © прямым углом при 
вершине В. Аналогичио доказыва- 
ется, что и треугольник 0,СО. — 
равнобедренный, с прямым углом при 
вершине С. Объединение этих двух 
треугольников дает квадрат О,ВО.С, 
что и требовалось локазать. 

Следующие дЕее задачи — это за- 
дачи №291 и №297 из «Задачника 
«Кванта» (см. «Квант», 1974, №№11, 
12). Решения этих задач с помощью 
геомстрических преобразований ока- 
зывгются не только более простыми 
и изящными, но и более содержатель- 
нымн, чем традиционные решения, 
основывающнеся на различных искус- 
ственных приемах. 

№291. На сторонах А.А., АзА,, 
А,А. треугольника А.А.Аз построе- 
ны квадраты с центрами О\, О., О-, 
лежащие вне треугольника (рис. 4). 
Докажите, что: 

а) отрезки ОО. и А.О. равны 
по длине и взаимно перпендикулярны; 

6) середины отрезков А.А:, О:О., 
А.А. и А.О, явяяются вершинами 
квадрата; 
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Рис. 4. 


в} площадь зтого квадрата в В раз 
меньше площади квадрата с цент- 
ром Оз: 

Обозначим через В, середину от- 
резка 43А., через В, — середину от- 
резка А,Аз. Применив к квадратам 
с центрами О; и О. результат преды- 
дущей задачи, получим, что треу- 
гольник О.В, Оз — равнобедренный с 
прямым углом при вершине В,. Сле- 
довательно, поворот на 90” вокруг 
точки В, переводит отрезок АзО; 
в отрезок О,О.. что доказывает ут- 
верждение а). Так как поворот на 
907 вокруг точки В. переводит точку 
О. в точку Аз, то, применяя теорему 
3 к композиции этих двух поворотов 
(вокруг точек В, и В.:), мы получим, 
как и в предыдущей задаче, что треу- 
гольник В.С.В.. где С, — середина 
отрезка А.О., — равнобедренный с 
прямым углом при вершине С,. Ана- 
логично, треугольник В.С.В., где 
С, — середина отрезка О.О,, равно- 
бедренный с прямым углом при вер- 
шине С,, ин утверждение 6) доказа- 
но. Утверждение же 8) следует из 
того, что диагональ В.В, получен- 
ного квалрата как средняя линия 
треугольника А,А>Аз в два раза 
меньше стороны А.А. квадрата с 
центром Оз. 

М29Т. На плоскости заданы [2 то- 
чек, являющихся вершинами четырех 
квадратов А ‚В.А а А С.А зВ., 
А.ВзА:С. и А.С.А.В, (вершины 
каждого квадрата перечислены по ча- 
совой стрелке, рис. 5). Докажите, 


что В, ВавВаВ, и С.С.С.С, — конг- 
руэнткые  параллелограммы, один 
из которых получается из другого по- 
воротом на 90° (эти параллелограммы 
могут быть вырожденными: четыре 
вершины каждого из них в этом случае 
лежат на одной прямой). 

Пусть ДР, — середина отрезка 
А,Аз, р, — середина отрезка А.А .. 

Рассматривая композиции двух 
соответствующих поворотов на углы 
90` {с центрами в отвечающих им 
вершинах заданных квадратов, см. 
рис. 5). мы, как и прежде, получим, 
что треугольники В,0,С.. В.О.С., 
В.)О.С; и В.О,С, — равнобедренные 
с прямым углом при вершине Д,. 
Поэтому поворот на Угол 90? вокруг 
точки ЮР, переводит четырехуголь- 
ник В,В.В.В, в четырехугольник 
С.СзС .Сь, что доказывает их конгру- 
энтность (одновременно получаем, что 
отрезкн В.В; и С.С; равны по длине 
и взанмно перпендикулярны, что яв- 
ляется обобщением утверждения а) 
задачи М291 на случай произроль- 
ного четырехугольника А, А.А. А 1). 

Осталось доказать, что, напрн- 
мер, четырехугольник В,В.В.В: — 
параллелограмм. Для этого заметим, 
что все треугольиики — С.О.В,, 
СВ, с.0.В., С.О.В, а равно- 
бедрекные с прямым углом при вер- 


Рне. 5. 


вы: 


шике ОР». Значит, поворот на угол 90° 
вокруг точки О, переводит четырех- 
угольник С.СзС С, п четырехуголь- 
ник В,В.В,В.. Композиция двух 
поворотов вокруг точек О, и О. на 
углы 90° является центральной сим- 
метрней относительно некоторой точ- 
ки О; н отображает четырехугольник 
В.В В.В, на себя так, что вершины 
В, и В:. В. п В, меняются местами. 
Из этого следует, что четырехуголь- 
ник В,8.В.В, — централько-сим- 
метричный, то есть параллелограмм, 
а это и требовалось доказать. 

Применяя к композиции поворотов 
на. углы 90” вокруг точек О, и р. 
теорему 3, мы получим также, что 
центры О, и @. параллелограммов 
В,В.В.В; и С.С.С.С , и середины 
О, и). диагоналей четырехугольника 
А, А,АзА, являются вершинами квад- 
рата. 

Это утверждение является обоб- 
щеннем утверждения 6) задачи М291 
на случай произвольного четырех- 
угольника АА.А,А.. 

Докажите теперь, что в условиях 
задачи М297, середины — сторон 
четырехугольников 8,С.В.С, и 
т: 9 И: = Являются вершинами квад- 
ратов. Центры этих квадратов п 
квадрата 2,О,2.О. совпадают и ле- 
жат в центре тяжести четырехуголь- 
ника А.А.А-А у. 

И наконец, задача, которая пред- 
лагалась в 1961 году на втором гуре 
ХХ! Московской математической 
олимпиады. Тогда эту задачу реши- 
ли только два участника олимпиады, 
причем оба — с применением гесмет- 
рнческих преобразований. Теперь, 
когда вы освоили технику геометри- 
ческих преобразований, для вас ее 
решение не должно представить боль- 
ших затруднений. 

Задача 3. Точки А ип В дви- 
жутся равномерно и с равными угло- 
выми скоростями по окружностям 
О, и 0. соответственно (против 
часовой стрелки}. Докажите, что вер- 
ишна С провильного треугольника 
АВС также движется равномерно по 
некоторой окружности. 
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Если 


МАТЕМАТИЧЕСНИЙ 
НРУЖОН 


треугольник 
задан... 


В. Н. Березин, В. И. Слепой 


Обычно в геометрических задачах приходится иметь дело с углами в 30°, 45°, 60°, ...; 
но есть м такие задачи, где встречаются углы в 80°, 40° ы раме 471 О таких за- 


дачах м пойдет речь. 


Во всех задачах. разбирающихся 
в этой заметке, фигурнруют лежащие 
в одной плоскости треугольник и точ- 
ка, соединенная с сго вершинами 
отрезками. Известными считаются ли- 
бо какие-то углы между прямыми, 
либо какие-то метрические соотноше- 
ния между отрезками прямых, либо 
и то, и другое. Требуется определить 
какой-нибудь нензвестный угол (по- 
меченный на соответствующем чертеже 
знаком вопроса п красной дужкой). 

Основные обозначения в заметке 
стандартные, ис ивосда при решении 
задач оказываются полезными и вспо- 
могательные обозначения. Это, преж- 
де всего, «окрашивание» в одимако- 
вый (не черный) цвет равных отрез- 
ков и выделение цветом тсх участков 
плоскости, на которые при решении 
задачи полезно обратить вииманне. 

Начнем с самой простой задачи. 


Рис. 1. 
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Задача 1. Дан равносторон- 
ний треугольник АВС и такая точка 
р вне его, что Элина отрезка ВР 


равна стороне ДАВС, п БВСЬ—40’ 


^^. 
(см. рис. |). Найти АРС. 
Нетрудно посчитать (сделайге это 


д : 
самостоятельно), что АРС=30’. Ин- 


^^ 
тересно же то, что ОВС может быть 
любым (а вовсе не обязательно рав- 


" ^^ 
ным 40°); АРС при этом все равно 
остается равным 30’. 


Решите теперь такую задачу. 

Задача 2. Дан равнобедрен- 
ный треигольник АВС (!ВС | = СА |, 
см. рис. 2) с углом ВАС, менышим 
60, и точка р такая, что отрезок 
АДР образует со стороной АС тре- 
угольника угол, равный дазности меж- 
ду углом в 60° и углом ВАС (то есть 


Рис. 3. 


прямая АС служит биссектрисой уе- 
ла АЕ), причем |АР |= АВ]. Ная- 
—^ 


ти АРС (он снова оказывается рав- 
ным 30’). 

Следующая задача предлагалась 
на ХУ Московской математической 
олимпиаде. 

Задача 35. Из вершин Аи С 
равнобедренного треугольника АВС с 


—“\ 

углом при вершине АВС-=20` (рис. 3) 
проводятся две прямые 00 пересече- 
ния с противоположными сторонами 
треугольника соответственно в точ- 
ках ) и Е тик, что угол САО равен 
60 , п угол АСЕ равен 50`. Определить 
угол АЕ. 

Решение. Составим из равно- 
бедренных треугольников, равиых 
треугольнику АВС, правильный 
18-угольник АСС,С,...СьСьв (см. 
рис. 4) с центром в вершине В ис- 
ходного треугольника. Проведем диа- 
говаши АС, 6., Обь. СС, .. Сс... 
С.С. С.С,. этого 18-угольни- 
ка. Диагонали АС. и С.С,. сим- 
метричны относительно  днагонали 
СС, и пересекаются в точке О. 
Аналогично доказывается, что днаго- 
нали СС, ., С.С: н АС, нересекают- 
ся в общей точке Е. Заметим теперь, 
ч1о [С ;С. в] и|ВС, | —днагонали ромба 
ВС .С.С,в: следовательно, отрезок 
С.С, ь перпендикулярен отрезку ВС, 
и проходит через его середину; но 
так как А ВС.) ‘ равнобедренный 
РВС, = “РС. В}, то Со содер- 


Рис. 4. 


жит его высоту, и, значит, проходит 
через точку О. Теперь уже ясно, что 


—^ 

АРЕ- 30 (он равен полусумме дуг 

АС и С.С, окружности, в которую 

винсан наш иравильный 18-угольншик). 
Кстати. заметим, что угол ЕСБ 

также равен! 30° и что треугольник 

АЕС — равнобедренный ('АЕ|: 

= МС}. 
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Рис. 6. 


Обобщим теперь условие задачи 3. 
Задачай. На сторонах АВ и ВС 
треугольника АВС взяты точки Е 


—^. 
и О соответственно так, что АДЕ= 


^^ 
= ЕСР-=30”. Известно, что треуголь- 
ник АЕС — равмобедренный (|АЕ |= 


^^ 
= |АС |; рис. 5). Считая, что АВС--с, 
найти остальные углы треугольника 
АВС. Каким может быть угол а? 
Решение. Рисунок 5 подска- 
зывает, как по данным точкам на 


—^ 
плоскости А, Е и О и АРЕ-=З0’, 
в соответствии с условием задачи, 
построить треугольник АВС. Про- 
должим отрезки АС и ЕС до пересе- 
чения с окружностью, описанной вок- 
руг треугольника АЁЕД, в точках 


} 


Рис. Т. 
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СиР соответственно (на рисунке 5 — 
это окружность с центром в точке О, ). 
Треугольник АСР подобен зре- 


^^ —^ 

СЕВ ИРС = ЕРА = 
—^ ь —^ ^^ 

== ЕСВ = 30°; АСЕ =: 180? —(ССЕ = 
й ^^ —\ 

= 180 — АСЕ = 180°—_АЕС = 

^ ^ 
—ВЕС); значит, РАС-а. Поэтому 


—^ —^ 
АСВ = АСЕ + 30° = 
= а + 30430 =з- 60', 


^^ 
САВ = 1207° — 2а. 
Из последнего равенства получаем, 
что &< 60. 
Теперь — обещанная задача, в ко- 
зорой встречается угол 47”. 
Задача 5. В четырехугольнике 
ВСЕС (ВЕ и СС — его диагонали, 


—^ ь ^^ 
см. рисунок 6) ЕВС--30`, ВСб- 96°, 


^^ и 
ССЕ=5 СЕВ=|3”. Найти’ еёаа- 
чину угла ВОС. у 
Решение. На сторонах ВС 
и ЕС ‘данного четырехугольника по- 
строим по правильному — треуголь- 
нику: ДВАСи АЕРС (ва рисунке 7 
их контуры обозначены соответствен- 
но красным и синим). От точки Ё 
отложим на стороне СЕ отрезок РЕ 
такой, что ДЕ |= \ЕСЬ и соединим 
точку А с точками Р и Е. Получим 
правильный треугольник АДЕ, рав- 
ный треугольцику ЕЁРС (вся же фи- 


угольнику 


Рис. 9. 


гура ВАЕС симметрична относитель- 
но (ВЕ)). 

Соединим точку Ё с точкой В, 
точку О — с точками Ви С (см. 
рис. 8). Треугольник АБВ равен 
треугольнику АЕС (по двум сторонам 
н углу между нимн); так как А АЕС— 
равнобедренный, тои ААДВ — тоже 
равнобедрениый. Треугольники АДВ 
н ВЕС симметричны относительно 


(ВЕ), и поэтому тоже равны; ВАР = 
^^ ^^ 
= ВСЕ = 17°. Значит, АВ = 146°, 
а ВОЕ = 360’—АБВ—60” = 154*, то 
ве ^^ 
есть ВОС =: 180? — ВОЕ = 180` — 
— 154°=26° — ВСД, и поэтому вокруг 
четырсхугольника ВСОС можно опи- 
сать окружность. Угол ВСС и угол 


ВОС в этой окружностн опираются на 
одну и ту же дугу, н поэтому равны. 


^^ . ^ —^ 
Но ВРС = 154`—ЕДС, где ЕДС — 
угол при основании равнобедренного 


^^ 
треугольника ДЕС, у которого угол 
при вершине равен 86`; следователь- 


их —^щ ^^ 
но, ЕРС = 47°, а ВОС = ВСС =107'. 


Условие этой задачи также под- 
дается обобщенню. 


Задача 5’. В четырехуголь- 
нике ВОЕС (ВЕ н СС — его диагонали) 
^^ ^^ 2х и 
ЕВС =. 30°, ССВ - а, СЕВ --5, 


^^ 
ССЕ — 90° — ра. 


Рис. 10. 
—^ 
Докажите, что ВСС = 190 — «ё/.. 


В заключение мы предлагаем чи- 
тателям несколько задач. 


6. На сторонах АВи ВС равиобедренного 
треугольника АВС (|АВ|] = |ВС]) Е углом 
при вершине 20 взяты точки Е и Д такие, 


^ р ^ 
что РАС = 30", ЕСО ^ 20-. Найти СЕР, 
7. На стороне АВ треугольника АВС 


1 
взята точка А! так, что[АМ].= 3. |АВ|. 


^^ оч 
Известно, что АСМ = 15, СМВ -- 60. Оп- 
ределить углы треугольника АВС. 


8. Из вершин А и В квадрата АВСР 
проведены прямые АЁ и ВЕ так, что точка 
Е-—внутри квадрата и 


их ^ ^^ 
РАЕ = 15°, АВЕ = 30. Найти СЁШ. 


8. Из вершин Ви С равнобедрезмого 
треугольника ВАС (|ВА| == |АС|, рис. 9). 
с углом при основанни 40° проведены пря- 
мые Вр и СР так, что угол ОВС = 20°, угол 
АСР = 10°. Найти угол САР. 


10. Из вершин Аи С равнобедренного 
треугольннка АВС (ПАВ| = |В(| , рис. 10) 
с углом при основании 50” проведены пря- 
мые АД и СР так, что угол РАС=10° и 
угол ВСВ-=20°. 

Найти угол ОВС. 
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задачник йбанта 


Решения задач мз этого номера можно посылать не лозднее 1 сентября 197$ г. по 
адресу: 117071, Москва, В-71, Ленинскнйя проспект, 15, мздатепьство «Наука», журнал 
«Квант». После адреса на конверте напишите, решения каких задач вы посылвете, 
например: «Задачник «Кванта», МЗ31, М332» илм «... ФЗАЗ». Решения задач по каж- 
дому из предметов [математике и физике], а также новые задачи просьба присы- 
лать в отдельных комвертах. Задачн из разных номеров журнала присыпайте также 
в разных конаертах. В письмо вложите конверт с написанным на нем адресом 
(8 этом конверте вы получите результаты проверки вашых решения). Условмя орнги- 
иальных задач, предлагаемых дпя публикации, присылайте в двух экземплярах вме- 
сте с вашими решениями этих задач [на конверте пометьте: «Задачник «Каанта», 
новая задача по физике» мли «„..мовая задача по математике»). После формулиров- 


км задачи мы обычно указываем, кто предложил нам эту задачу. Разумеется, не 


все эти задачи публикуются впервые. Нанболее трудные зздачи отмечены 


дочкой. 


з86е3- 


В этом номере «Задачннк «Кванта» составлен мз задач последней Всесоюзной 


спимпнады м их обобщений. 


Задачи 
М331—М335; Ф3З43—ФЗ47 


МЗЗ1. а) Треугольник А‚8В.С, по- 
лучился из треугольника АВС по- 
воротом вокруг пентра описанной 
окружности на некоторый угол, мень- 
ший 180’. Докажите, что точки пе- 
ресечения соответствующих прямых: 
(АВ) и (А.В), (ВС) н (В,С,), (СА) 
н (С,А,)— являются вершинами тре- 
угольника, подобного треугольнику 
АВС. 

6) Четырехугольник А,В,С.О! по- 
лучился из четырехугольника АВСО 
вписанного в окружность с центром О, 
поворотом вокруг центра О на не- 
который угол, меньший 180°. Дока- 
жите, что точки пересечения соответ- 
ствующих ирямых: (АВ) н (А.В)), 
{ВС) и (В,С,), (СБ) п {С.Р,), (БА) 


и (),А,) — являются вершинами 
параллелограмма. (8—10 кл.) 
*3.А. Скопец 
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М№М332. Можно ли составить куб 
размерами ЕЁ Х АХ Ё из белых н 
черных кубиков [ х 1Х 1 так, что- 
бы для каждого кубика ровно два 
из его соседей имели бы тот же цвет, 
что и он сам? (Два кубика считаются 
соседними, если они имеют общую 
грань.) (9 кл.) 

А. Г. Гейн 


МЗ33. Три мухи ползают по сто- 
ронам треугольника АВС так, что 
нентр тяжести образуемого треуголь- 
ника остается на одном месте. Дока- 
жите, что он совпадает с центром тя- 
жести треугольника АВС, если из- 
вестно, что одна из мух проползла 
по всей границе треугольника. (Цент- 
ром тяжести треугольника называ- 
ется точка пересечения его меднан.) 
(8 кл.) 

С. В. Фомин 


МЗ34. Дан многочлен Р(х) с 
а) натуральными коэффициентами, 
6) * целыми коэффициентами. 


Для каждого натурального числа п 
через а, обозначим сумму цифр в 
десятичной записи числа Р(п). До- 
кажите, что найдется число, которое 
встречается в последовательности а1, 
а., @з,... бесконечное число раз. 
(9 кл.) 


И. Н. Бернштейн 


МЗ35 *. а) В квадрате 7 Х 7 кле- 
ток отмечены центры Ё клеток. При 
этом никакие четыре отмеченные точки 
не являются вершинами прямоуголь- 
ника со сторонами, параллельными 
сторонам квадрата. При каком наи- 
большем Ё это возможно? 

6) Решите ту же задачу для квад- 
рата 13 х 13 клеток. (8—10 кл.) 

С. А. Гашков и А. А. Григорян 


$зЗ43. Угол, под которым видно 
Солнце с Земли (угловой диаметр), 
равен приблизительно & яз 107? рад. 
Радиус Земли Ю, == 6400 км. Уско- 
рение свободного падения на Земле 
@ == 10 2^/с?. Определите из этих 
данных отношение средних плотно- 
стей Земли и Солнца, принимая во 
внимание, что | 2г0д ==» 3.107 с. 

Примечанне. Объем шара 


вычисляется по формуле У = —5-1^3, 
где Ю — радиус шара. (8 кл.) 


ФЗ44. Заряд @ равномерно рас- 
пределен. по тонкому диэлектриче- 
скому кольцу, которое лежит на 
гладкой горизонтальной плоскости. 
Индукция магнитного поля, перпен- 
дикулярного плоскостн кольца, ме- 
няется от 0 до В,. Какую угловую 
скорость вращения приобретает при 
этом кольцо? Масса кольца равна 7. 
(9 кл.) 


ФЗ45. Оцените мощность двига- 
теля,. необходимую для поддержания 
в воздухе вертолета массы М == 500 кг 
с лопастями длиной { = Зм. 

Считать, что весь воздух под вра- 
щающимися лопастями движется одно- 
родным потоком вниз. (8—9 кл.) 


$346. Одна из обкладок плоско- 
го конденсатора площадью $ под- 
вешена на пружине. Другая обкладка 
закреплена неподвижно. Расстояние 
между пластинами в начальный мо- 
мент равно [,. Конденсатор на ко- 
роткое время подключили к батарее, 
и он зарядился до напряжения (. 
Какой должна быть жесткость пру- 
жины #, чтобы не происходило ка- 
сания пластин? Смещеннем пластины 
т т заряда можно - пренебречь. 
(9 кл.). 


ФЗ47. Космический корабль вра- 
щается вокруг Луны по круговой 
орбите раднуса Л == 3,410 м. С ка- 
кой скоростью нужно выбросить из 
корабля вымпел по касательной к 
траектории корабля, чтобы он упал 
на противоположной стороне Луны? 
Через какое время вымпел упадет 
на Луну? Принять, что ускорение 
свободного падения тел вблизи по- 
верхности Луны в 6 раз меньше зем- 
ного. Радиус Луны прикять равным 
17-108 м. (9 кл.) 
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Решения задач 


М296 — М299; ФЗ03— ФЗ11, Ф299 


№296. В таблицу п х п за- 
писаны п? чисел, сумма ко- 
торых неотрицательна. До- 
кажите, что можно пере 


ставить столбцы таблицы 
так, что сумма п чисел по 
диагонали, идущей из левого 
нижнего угла в правый верх- 
ний, будет неотрицательна. 


Рис. 1. 


№М299.*) При каких п правиль- 
ний п-угольник можно раз- 
местить на дисте бумаги в 
линейку так, чтобы все вер- 
анины лежали на линиях? 
(Линии — параллельные пря- 
мые, расположенные на оды- 
ноковых расстояниях друг 
от друга.) 
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Назовем циклическим сдвигом такое преобразование 
таблицы: 1-Й столбец переставляется на место 9-го, 2-й на 
место 3-го, ..., наконец, последний, п-й — на место 1-го. 
Обозначим через 50 сумму чисел, стоящих на диагонали таб- 
лицы (в красных клетках на рис. 1}, через $, — сумму чисел, 
которые попадут на днагональ после циклического сдвига 
{в голубых клетках), через 52 — сумму чисел, которые попа- 
дут на днагональ, если повторить ииклический сдвиг еще раз 
(в желтых клетках), и вообще, через $, — сумму чисел, кото- 
рые попадут иа днагональ, если пролелать циклический сдвиг 
Ё раз. Ясно, что сумма всех чисел в таблице равна 


Ея... 


потому что если проделать циклический сдвиг 0, 1,..., 
п — | раз, то за это время каждое число в таблице побывает 
на диагонали ровно однажды (а еслн проделать его п раз, 
то получится первоначальное расположение). 

Пс условию 5 иеотрицательно, следовательно, некоторое 
$ должно быть исотрицательно. Проделав циклический сдвиг 
# раз, мы получим требуемую перестановку столбиов. 


® 


Предположим, что правильный п-угольник удалось раз- 
местить на лннованной бумаге. Пусть О —- центр этого мно- 
гоугольника. Сделаем позорот плоскости на Угол 360`/п 
с центром в точке О и нарисусм на одном чертеже и прежние, 
н новые (получившиеся после поворота) параллельные ли- 
нии (рис. 2: л-угольник рисовать дважды не нужно, посколь- 
ку он совмещается после такого поворота сам с собой). Те- 
перь каждая вершина п-угольиика лежит в точке пересече- 
ння двух линий сетки. то ссть й-угольннк удалось размес- 
тить Так, что все его вершины попалн в узлы некоторой ре- 
шетки; но, как доказано в статье А. А. Егорова «Решетки 
н правильные многоуГольники» («Квант», 1974, № 12), это 
возможно лишь при я=3,8 или 6. 

Таким образом, только прн этих п можно разместить пра- 
вильиый л-угольник на липованной бумаге. 

Н. Б. Васильев 
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*) Решение задачи М297 содержится в заметке В. М. Фиш - 
мана «Решенуе задач © помощью теометрических преобрг- 
зований», задачи №298 — в заметке В. Н. Вагутена 


«Близкис дроби», которая будет опубликована в «Квантеь 
№ 8, 1975. 


ФЗ03. Точечный источник 
света находится на некото- 
ром расстоянии под тонкой 
собирающей линзой (рис. 3). 
Где ш ках нужно устано- 
вить плоское зеркало для 
того, чтобы из линия выхо- 
диз парвллельный пичок све- 
та по направлению, показан- 
ному стрелкой? Построить 
ход лучей. 


$304. Насос подает массу 
т воды в час на высоту Н 
по трубе дисметром 4. Ка- 
кова должна быть мощность 
насоса №? Можно ли с по- 
мощью насоса меньшей мощ- 
ности подавать массу т 
воды в час на высоту Н? 


Рис. 4. 


Пусть Р’Е” — фокальиая плоскость лиизы. Проведем 
побочную оптическую ось АА’, параллельную направлекию, 
заданиому стрелкой (см. рис. 3). Если источник света рас- 
положен в фокальной плоскости линзы в точке $’ пересече- 
ния ее с осью АА”, то линза собирает его лучи в параллель- 
ный пучок, направленный вдоль оси АА’, то есть из линзы 
выходит параллельный пучок света в направлении, указан- 
ном стрелкой. 

В нашем случае источником для линзы будет изображе- 
ние источника $ в плоском зеркале. Чтобы это изображенне 


Рис. 3. 


находнлось в точке 5’, зеркало должно быть расположено 
посерсдине отрезка $5’ периеидикулярио к иему. Ход лу- 
чей показан на рнсунке 3. 


Ф* 


За время АЁ насос подает на высоту Н массу воды тА Г, 
совершая работу А, равную изменению механической зиер- 
гии воды. Так как виизу вода не обладала кннетической знер- 
гией, а насос «гонит» ее по трубе с некоторой скоростью т, то 


(п А) и? 
2 


А = -- п\бан. 


пи? 
Следовательно, мощность насоса М == —5- + т8Н. 


Найдем скорость 0. За время АГ через поперечное 
2 


д 
сечение трубы площади $ = —4_  "РоХодит объем воды У = 
ла? р 24? 
= М -4_‚ масса которой равна и 8 © (@— плотность 
воды). С другой стороны, эта масса равна тА, то есть 
ла? т 
са г =, откуда НО 
Таким образом, мощность иасоса 


873 
М = парт + тЕН. 


Можно ли с помощью насоса менышей мощности пода- 
вать такую же массу воды в час иа ту же высоту Ё? Из 
выражения для М ввдно, что чем болыше диаметр трубы 4. 
тем меньше необходимая мощность насоса. 

Но можно уменьшить величниу необходимой мощностк, 
ие меняя значений параметров. заданных п условии задачи. 
Отрежем на некоторой высоте # © Н всю корхиюю часть 
трубы. Пусть в? остальщоейся части 16°: мо малетлет 


$305. В сосуд сводой описка- 
ют Г-образный стеклянный 
капилаяр рабиуса т, пои- 
ностью  смачивагимй водой 
{рис. 5). Зависимость  коэф- 
фициента поверхностного на- 
тяжения воды от темперо- 
туры показана на рисунке 6. 
В калом диапазоне темпера- 
тур вся вода вытечет из сосу» 
94, если г=0,1 мм, #й=14,] см 
иН = 15 см? Толщиной сте- 
нок капилляра премебречь. 


Рис. 6. 


с некоторсй скоростью м (см. рис. 4). 
Уи ти? 
Необходимая для этого мощность насоса №’ = р 


как В «Н, ипотеициальной энергней тай пренебрегаем). 
Для того чтобы воза поднималась на высоту Н, необходимо, 
чтобы ее скорость при вылете из трубы была не меньше, чем 
и = У2ЕН . Таким образом, можно подавать п час массу 
воды т на высоту Н с помощью насоса мощисстью 
и и? 
м = т = тёН «У. 


(так 


® 


Для того чтобы вода вытекла из сосуда через капилляр, 
она должна, прежде всего. подняться по правому колепу 
капилляра до его горнзонтального участка. В начальный мо- 
мент высота поднятия должиа быть равиа Й, а в конце, когда 
ПОЧТИ ВСЯ зода уже вытечет нз сосуда, жизкость должна под- 
няться на высоту Й -1+ [, где { — высота начального уровня 
воды в сосуде. Эго возможно, если коэффициент поверхност- 
ного натяжения ю таков, что высота поднятия воды в капил- 
ляре раднуса г ие меньше # -- Г, то есть 


26 | 
раг >" -- [, или > 5 рег (В-- 1). 


Подиявшись в правом колеие, вода заполнит левое коле- 
но, на конце которого образуется выпуклый мениск, могущнй 
удержать определенный столб воды. Вода в верхней части 
капилляра (от ето торизонтального участка до уровня воды 
в сосуде) находится в равновесии, поэтому силы добавочиого 
давлеиия под мениском должны удержать столб воды высо- 
хой Н-Е [в иачальлый момент и высотой Н — п конечный 
момент. Радиус мениска не может быть меньше радиуса 
капилляра г. а значит, добавочное давление под меннском 


фе. 
не может быть больше —. Следовательно, вода бу- 
г 


Дет Рытекать из капилляра, если гидростатическое давление 
окажется больше добавочного, то есть 


20 1 
РЕН + > о, нли < грех ( +0. 


Таким образом, из сосуда черсз капилляр вытечет вся 
вода, если 


| | 
$ РЕ (# -- 309 < 3 РЕГ(Н На, 


ни 
1 ] 
> регй < 5 рЕгН. 


Для того чтобы перейти от диапазона значений коэффи- 
циента поверхлостного натяжения к диапазону темиератур, 
воспользуемся графиком, приведенным на рисунке 6. Из гра- 
фика видно, уто зависимость 0 от Т линейная, то есть 


ю = в а Т, {#) 


Где бо = 76 динсм. При температуре Г-=20°С в 73 дингсм, 
следовательно, 


$ФЗ08. На рисунке 7 изобра- 
жена схема теп0в0го ватт- 


метра (г «г, г: < В). 
Тонкая проволока АВ, нака- 
ливаемая током, перекинута 
через блок, опипягиваемый 
кверху пружинкой. К блоку 
прикреплена стрелка, кото- 
рая поворачивается при пс- 
вороте блока. Показать, 
что поворот стрелки прибо- 
ра прямо — пропорционален 
мощности тока Р, потребляе- 
мой нагрузкой (Ен). 
Считать, что: 1) коли- 
чество тепла, которое отда- 
ет нагретая проволока окру- 
жоющей среде, пропорцио- 
нально разности температур 
проволоки и среды; 2) измене- 
ниё сопротивлений участков 
проеомоки АВ из-за удлине- 
ния и изменения их темперо- 
туры  пренебрежимо мало. 


73 дин.см = 76 динсм -+ а-20град, 
откула 


— —0,15 дин’ (см. град). 
Граничные значення днапазона п равны 


1 
бпип = -57 РЕВ == 70,5 дин/см, 


1 
Стах = 5 рагН = 75 дин;см. 


Теперь запишем уравнение (#) для температур ТГтах и 
Тимо, соответствующих значениям Сша И бтах: 


70,5=76—0,15 Ттах, 
75=76—0,15 Тип. 


Ттах2-36,7°С и Тимиеыб,Т°С. 
Итак. вся вода вытечет нз сосуда через капилляр, еслн 
в РСТВВ.ГС. 


Отсюда 


Ф 


Угол поворота стрелкн прибора пропорционален раз- 
ности удлинений участков проволоки АС и СВ. Эти удлине- 
иия определяются токами, идущими по соответствующим 
участкам. 

Обозначим через /, ток, текущий по нагрузке Юх, н свя- 
жем г ним токи /, и /.. текущие по участкам СВ и АС. 
Перерисуем электрическую схему подключения ваттметра. 
как показано на рисунке 8. Поскольку сопротнвлейие про- 
волоки много меныше сопротивления г, будем считать, что 
сопротивления участков АС и СВ этой проволоки включены 
в значения г, так что сопротивления участков Цепи ВСн КС 
равны г. 

Так как напряжения на сопротивлеини ВЮ; и на сопротив- 
лении г участка КС равны, то 


Ви = Гог, или =". 
Ирс 
ПОКА. — —-`, где Ирс — напряжение из участ- 


ке ОС. Оно равно Ире= Икс -Р 157, где Укс= КВ. в 
В 
веь+А = (1+ Е 


Тогда 


Посмотрим теперь, как связано удлинение проволоки 
с током, который нет по этой проволоке. Прн тепловом рав- 
новесии количество тепла, выделяющееся в проволоке, равно 
количеству тепла, которое отдается среде: 

12Ю = ВА, 
где А! — разиость температур проволоки и среды, В — соп- 
ротивление половины проволоки н А — коэффициент про- 
порциональности. С другой стороны, увеличение длииы про- 
волоки происходит по закону 
1= (1+ °с41, 

где © — коэффициент теплового расширения проволоки. Из 


последиих двух равенств к 


В 
А = це = р 1 = В, 
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$307. Самолет пролетает с 
постоянной скоростью и по 
горизонтальной прямой, про- 
ходящей над головой наблю- 
дателя. Какой угол @ с вер- 
тикалью составляет  на- 
правяение, по которому к 
наблюдателю доносится звук 
мотора в тот момент, когда 
наблюдатель видит самолет 
в направлении, составляющем 
угол Ф с вертикалью? —Скс- 
рость звука с. Рассмотреть 
сзучаи о>внии< с. 


Рис. 10. 
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Ю 
( А — 2 =], то есть удлинение проволоки про- 
у $ 
порционально квадрату снлы тока. Это означает, что удлине- 
э 

ние участка СВ проволоки А —/т. а участка АС проволоки 
2 
АГ. 

Таким образом, угол поворота стрелки прибора, связан- 
ный с разностью удлинений участков АС и СВ, пропорциона- 
лен величине 


ь Г 
Так как г, «г, то; <! и можно пренебречь — первым, 


вторым н третьим членамн по сравнению с четвертым и пя: 
тым. Кроме того, для того чтобы подключение ватуметра 
практически не влияло на напряжение на нагрузке, г должно 


быть много больше Ри. Это означает, что = <! 


(Кн\? „Кн 
и |7 <-_, так что можно пренебречь  чствер- 


тым членом по сравнению © пятым. В результате получим 


2 2 2р "1 Г 
о 1 = 2/08 н ;з =25Р, 


р. 
то есть разность {.—й 2 пропорциональна мощности, вы- 
деляющейся на нагрузке. Следовательно, разность удлине- 
ний частей проволоки и, соответственио, угол поворота стрел- 


ки прибора пропоринональны мощности тока, потребляемой 
нагрузкой. 


Ф 


Пусть паблюдатель находится п точке О (рис. 9), видит 
самолет в точке А и слышит звук, излученный самолетом 
в тот момент, когда самолет находился в точке В. Обозначим 
черсз { время, за которое звук из точки В дошел до наблюда- 
теля, тогда ВО = сЁ и ВА = Е. Из прямоугольного тре- 
угольника АОК 

бы КВ. ВА. " и й 
= Ко — 4 срсоза° () 


Возведя равенство (1) п квадрат, обозначив +1 ф — ша 
1 


через х и учтя, 710 ©0$0 = Утее' получим 
| 
х2—2 2 _ х-+|- | ==. (2) 
фе 60 +=) 


и а р 
15Ф и 12-Ф ь 


сои о М С 
[= и (, — я се ( -я\ 


причем уравнению (!) удовлетворяют только положительные 
значения х. 

Рассмотрим сначала случай, когда скорость самолета 9 
меньше скоростн звука с. Так как с*/7> |, то х, >0 и х.<0, 
то есть подходит только одно значение х=х:. «Слышимый» 
самолет иросто отстает от Видимого. 


Интереснее результат в случае сверхзвукового самолета 
(„>0). Действительные корни уравнення (2) есть только при 
с 
ст, 
Что это означает? Разберемся в этом более подробно. 


причем положительны сразу оба кория (14 > 0). 


Рис. 11. 


Каждая точка траскторин самолета является источником 
сфернческой звуковой волны. Огибающая волновых фронтов 
представляет собой коннческую поверхность (рис.10). которая 
движется вперед со скоростью самолета г. Внервые наблюда- 
тель услышит звук в тот момент, когда в точку [6 придет одни 


Рис. 12. 


из волновых фронтов. Если самолет в Этот момент будет на. 
ходиться в точке Аз, то наблюдатель будет слышать звук, 
идущий к нему. из точки В) (рис. 11). Из рнсунка 11 видио, что 
р с! б 

ЭНтОю == С05Ф, = пр =”. Прн удалении самолега угол 


<< уведичиваелся, & с05 $ — умекыцается (так чт, дейстри- 
с 
тельно, самолет слышен прн углах Ф таких. что с054== ——}. 


Начиная с этого момента, п точку О будут приходить фронты 
звуковых волн, излученных самолетом в двух разиых точках 
его траектории (рнс. 12). В тот момент, когда самолет нахо- 
дится п точке А, наблюдатель будет слышать звук, который 
был излучен самолстом в точках В, н В. (углы а из, опре- 
деляются из формулы (3)), то есть теперь уже два волновых 
фронта проходят через точку О. Таким образом, при удале- 
нин самолета от точки А‹ наблюдателю будет казаться. что 
из точкн Вх движутся в разные стороны два источника звука. 
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$308. Фотометр представля- 
ет собой лист бумаги с жир- 
кым пятном. Этот лист 
устанавливают между двумя 
точечными источниками све- 
та. Сила света одного источ- 
ника 1, = 20 с8, силу света 
другого источника [4  тре- 
буется определить. Для этого 
вначале подбирают расстоя- 
ния В и Ц источников от 
листа так, чтобы пятно не 
выделялось на фоне бумаги, 
если смотреть на него со 
стороны первого источника. 
Оказалось, что 1: = 21. 3З9- 
тем подбирают расстояния 
Ни 25 так, чтобы пятно не 
выделялось на фоне бумаги, 
если смотреть со стороны 
второго источника. Оказа- 


лось, что й ={ =# Орг. 
делить силу света второго 
источника. 


Лист ставится  пер- 
лендикулярно линии, соеди- 
няющеёй источники. 

Подсказка. Каж- 


ый участок бумаги можно 


охарактеризовать ° коэффи- 
циентом пропускания и ко- 
эффициентом отраже- 
ния света. 
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Пятно не выделяется на фоне бумаги, если световые пото- 
ки Фи н Фб, идущие соответственно с единицы площади 
пятиа и чистой бумзги н попадающие в глаз наблюдателя, 
одииаковы. Бумага и лятно отражают и пролускают ладающий 
на них свет диффузио, то есть равиомерно во все стороны 
Поэтому очевидно, что световые потокн Фл и Фб пропорцио- 
нальны освещенности пятна Ёп и освещенностн бумаги Ёб 
соответственно. 

Если смотреть ма пятно со стороны первого источикка, 
то освещенность пятна складывается из освещенности за 
счет лучей, идущнх от первого источника и отраженных 
пятном — 

п 
Ти 
и 
(’п—коэффициент отражения света пятном), и освещеннос- 
ти за счет лучей. ндущих от второго нсточника и прошед- 


2 
ших через пятно — 2. = @п 12 (ал — коэффициент про- 
2 


пускания пятна): 


ее 1 и — 
} г 


Аналогично, если коэффициент отражения света чис- 
тыми участкамн бумаги равен гб, п коэффнциент пропуска- 
ния этими участками равен @5з, то освещенность чистых 
участков бумаги равна 


7 С Ь 
Еб = гб 2 т р 


Н 1 1 1 
пб аа р = 76-8 5-2, (1!) 
Г 2 } 2 


или. учитывая, что 1 = 24, 


4глй, т бт! = 4761 =. 61 2- (2) 

Таким же образом можно получить условие равенства 

освещенностей пятиа и чистой бумагн для второго случая, 
когда на пятно смотрят со стороны второго источника: 


Г О. й Г, 
бл [. + гп а а и + 75 г: . {3) 


Так как в этом случае ==. то 


бт Е гл/а == @6й, > гб! а- (4) 


В два уравнения (2) н (4) входят пять неизвестных, опре- 
делить нх все невозможно. Однако можно иайти одно из иих, 
в именно {/›. Для этого перенесем в уравнении (2} члены, 
содержащие /,, в левую часть уравнения, а члены, содержа- 


щие /7,, — в правую часть. Получим 
4171 (71—г6) = 1 (@6—“п). (5) 
Аналогично поступим с уравненкем (4): 
еб“) = 14@,—)- (6) 
96 — Ч@п 
Определив теперь из уравнения (5) отношение РЕН 


н подставив его в уравнение (6). получим 


4 1 
= ьИли [1 = 21, = 40 66. 
з 1 


ФЗ09. Змея заползла наполо- 
вину в неподвижную узкую 
трубку, лежащую на пло- 
скости. Вторая половина змеи 
извивается произвольно по 


плоскости. Считая змею тон- 
ким однородным шнуром дли- 
мы |, найти, в какой области 
может оказаться центр тя- 
жесты всей змеи. 


ФЗ10. Концы пружины за- 
креплены. Кок, не освобож- 
дая концов пружины, дефор- 
мировать ее так, чтобы пру- 
жина после такой обработки 
стремилась а) сократиться? 
6} удлиниться? 


Центр тяжести той половины змеи, которая находится 
{ 
в труб>, расположен на расстоянии 4 от края трубы. Его 


координаты (х:, и:) равны (рнс. 13) 
х = — дни} = 0. 


Центр тяжести второй половины змен, произвольно нзвнваю- 
щейся по плоскости, может находиться в любой точке внутрн 
1 


круга раднуса & с центром в иачале координат, то есть его 


координаты (х., уз) удовлетворяют неравенству 


(*) 


Так как массы обенх частей змен одинаковы, 1 координаты 
центра тяжести всей змен определяются следующими соот- 
ношениями: 

Хх  ХЬ 


и _ № 
Хи = 2 = —м— 


Иц р 2. 


ыы. 

5 

Выразим из этих равенств х. и уз через хц и у : 
хз = Як -- д, = 2. 


Подставив утн значения в неравенство (+), получим 
12 по [12 1 о _ 11 
(2+ т) -- чер ‚ или [хи + 8 + <([) 5 


Эго означает, что центр тяжести всей змен может находиться 


1 
в любой точке круга радиуса $; с центром, координаты ксто- 


1 
рого х= — зи У =0 (на рис. 13 этот круг заштрихован). 
Ф 


Рассмотрнм вначале незакрепленную пружину и будем 
ее деформировать, то есть растягивать илн сжнмать. Количе- 
ственно деформацию можно охарактеризовать величиной 
абсолютной деформации А! = |1 — | (145 — длина пружины 
в недеформированиом состоянии) или величиной относитель- 


м 
хой деформации т. Что произойдет с пружиной после 
р 


прекращения действия внешних сил? Оказывается, возможны 
два случая: кли деформация полностью исчезает (пружнна 
восстанавливает свою длнну), илн она частично остается, то 
есть получается остаточная деформация (длина пружниы не 
восстанавливается}. В первом случае деформацию называют 
упругой. а во втором — пластичной. От чего же завнсит, 
будет деформация упругой или пластичной? Опыт показы- 
вает, что характер деформации зависит, прежде всего, от ве- 
личииы самой деформации (а также от материала пружнны 
и от состояния этого материала — от его температуры, пред- 
шествующей обработки н т. п.). При малых относительных 
деформациях пружина является упругой, то есть целиком 
восстанавлнвает свою форму и размеры после освобождения 
се концов. Если же относительные деформации велихн, пру- 
жиина становится пластичной, возникает остаточная дефор- 
мацня. Длина пружины становится больше, чем {х, если пру- 
жиину растягивалн, и меньше, чем [‹, если ее сжимали. Вос- 
Пользуемся этим свойством пружины для решения задачи. 
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ФЗ09. Змея заползла наполо- 
вину в неподвижную узкую 
трубку, лежащую на пло- 
скости. Вторая половина змеи 
извивается произвольно по 
плоскости. Считая змею тон- 
ким однородным шнуром дли- 
ны |, найти, в какой области 
может оказаться центр тя- 
жести всей змеи. 


: 
пиррикиеее 
ГИГ 


__ 


Рис. 13. 


ФЗ10. Концы пружины за- 
креплены. Кок, не освобож- 
дая концов пружины, дефор- 
мировать ее так, чтобы пру- 
жина после такой обработки 
стремилась а) сократиться? 
6) удлиниться? 


Центр тяжести той половины змен, которая находнтся 
в труб», раслоложен на расстоянин г от края трубы. Его 
координаты (х:, и:) равны (рнс. 13) 
х = — дни} =0. 
Цеитр тяжести второй половины змен, произвольно нзвнваю- 
щейся по плоскости, может находиться ш любой точке внутрн 
круга раднуса + с центром ш качале координат, то есть его 


координаты (хз, уз) удовлетворяют неравенству 


(+) 


Так как массы обенх частей змен одинаковы, то координаты 
центра тяжестн всей змен определяются следующими соот- 
ношениями: 

жж х2 Хо 


ео _ ии 
а 


Выразим из этих равенств хо и уз Через хи м Иц: 
[ 
ха = 2хи + д, = 2. 


Подставив этн значения м неравенство (*), получим 
11а (1 ОИ. 
2хц -- 4 — С „ Или [хи 8 - у = 8 . 


Эго означает, что центр тяжестн всей змен может хаходиться 


1 
в любой точке круга радиуса 5, с центром, координаты ксто- 


1 
рого х= — ви У=0 (на рис. 13 этот круг заштрихован). 
Ф 


Рассмотрнм вначале незакрепленную пружину ш будем 
ее дефэормнровать, то есть растягивать илн сжнмать. Количе- 
ственно деформацию можно охарактеризовать величиной 
абсолютной деформации А! = |1 — | (1 — длина пружины 
в недеформированиом состоянии) или величиной относитель- 

А 
ой деформации г й 

и 
прекращения действия внешних сил? Оказывается, возможны 
два случая: кли деформация полностью исчезает (пружина 
восстанавливает свою длнну), или она частично остается, то 
есть получается остаточная деформация (длина пружниы не 
восстанавливается}. @ первом случае деформацию называют 
упругой. а во втором — пластичной. От чего же завнсит, 
будет деформация упругой или пластичной? Опыт показы- 
вает, что характер деформации зависит, прежде всего, от ве- 
личииы самой деформации (а также от матернала пружнны 
м от состояния этого материала — от его температуры, пред- 
оествующей обработки ни т. п.). При малых относительных 
деформациях пружииа является упругой, то есть целиком 
восстанавливает свою форму и размеры после освобождения 
се концов. Если же относительные деформации великхи, пру- 
жииа становится пласзичной, возинкает остаточная дефор- 
мацня. Длина пружины становится больше, чем {‹, если пру- 
жину растягивалн, ш меньше, чем {‹, если се сжимали. Вос- 
Полрзуемся этим свойством пружины для решения задачи. 


Что произойдет и пружиной после 
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Рассмотрим предварительно другую задачу. Пусть гиб- 
кий шланг, о котором идет речь в условни, свернут в кольцо 
таким образом. что лниня АВ является днаметром окруж- 
ности. Пусть жндкость течет в кольце равномерно без тре- 
оня, а сила тяжести отсутствует. 

Тогда стенки шлаига должны быть растянуты тах, что 
равнолействующая смл иатяжения, приложенных и леболь- 
нюму участку шланга, как раз уравиовешнвает снлу дав- 
ления жидкостн. При этом силы натяжения направлены 
всюду по касательной к стевке шланга, и следовательно. 
ножияя половина кольца действует на верхнюю только с си- 
Лами. направленпыми по вертнкалн. 

Согласно общим принципам решення механических за- 
дач нижнюю половину кольцевото шланга можно теперь 
отбросить, считая, что на верхиюю половнну действуют си- 
лы, равные тем снлам, с которыми нижняя половина шланга 
действовала на верхнюю. Так как эти силы не имеют состав- 
ляющих, направленных по днаметру АВ, то для удержания 
в равновесни шланга а форме полуокружности с текущей 


$299. По гибкому шлангу 
сечением $ течет жидкость 
плотности р со скоростью У. 
Найти натяженые нити АВ, 
соединяющей концы А и В 
шланга, если известно, ито 
она является диаметром по- 
луокружности, которую об- 
резует шланг (рис. 14). 


Рнс. 14. 


В этом номере мы приводим спнсок читате- 
лей, приславших верпые решения задач 
№М286—М295 и ФЗ03—ФЗ12 (жирная циф- 
ра после фамилии — последняя цифра мо- 
мера решенной задачи). 


Математика 

В болызиистве писем содержалось вер- 
ное решенне задачи М294. Остальные зада- 
чн решнли: Д. Азов (Челябинск) 6—9, 1—3; 
А. Александрин (Валуйки) 1, 3; Б. Адлой 
(Ленинград) 8; М. Андреев (Москва) 6; 
О. Аполонский (Жуковский) 1, 2; П. Бань- 
ковский (Уральск) 1; В. Басманов (Воронеж) 
6. 7, 9—3: П. Белев (п’о Монгохто Хаба- 
ровского кр.) 2, 3; М. Бирман (Саратов) 6, 
8. 0; А. Блох (Харьков) 6—3, 5; А. Боло- 
рад (Ленинград) 2, 3, 5; „7. Бродский (Мо- 
сква) 8, 1—3; А. Варлаховский (Леннн- 
град) 1—3; Я. Верховский (Рыбное) 6; Ю. Ви- 
ницкий (Ташкент) 7, 8. 0, 1, 3; В. Виноку- 
ров (Москва) 6-9, 2, 3; В, Вичирко (Ленин- 
ие 1—3; И. Вольвовский (Москва) 3; 
7. Воробьев (Витебск) 1, 2; А. Ворович (Мо- 
сква) 2, 3; Л. Гандельсман (Ленинград) 
6—8, 0; М. Гандельсман (Ленинград) 6, 8; 
М. Гедалин (Тбилиси) 2; М. Георгиева (Бол- 
гария) 6—3, 5; Е. Глезин (Ленинград) 6, 8, 
6; О. Глушко (Москва) 8, 0; Е. Горбатый 
(Одесса) 1—3; С. Горшний (Таганрог) 6, 
8, 9, 1, 3, 5; С. Гродский (Корсунь-Шев- 
ченковский) 3; В. Гусейнов (Нахичевань) 
6. 9. 1—3; А. Диденко (Краснодар) 0, 2; 
Ю. Докучаев (Ленинград) 8, 0; А, Древич 
фоболно 1; М. Дякон (с. Хилиуцы Молд. 

Р) 1; В. Ерпылев (Ашхабад) 1—3; И. За- 
верткин (Орск) 1—3; А. Заргаров (Баку) 3; 
А. Заргарян (Тбилисн) 1, 2; Д. Зедевин- 
ский (Москва) 1—3; 5; С. Зомотарев (№ ос- 
ква) 2, 3; М. Имерлишвили (Тбилиси) 6, 
0—3; Н. Искендеров (Акстафа) В; И. Ка- 
лика (Киев) 2; А. Камалян (Иджеван) 8, 


жидкостью, нить АВ не нужна. 
Следовательно, се натяжение равно иулю. 


5. Б. Буховцев 


9. 2, 3; В. Каменецкий (Москва) 2; В. Ка- 
рачик (Ташкент} 6, 8, 9; „Т. Клименок (Мо- 
сква) 3; В. Клочков (Челябинск) 1, 2: В. Ко- 
былецкий (Баку) 1, 2; В. Конев {Ангарск) 
6. 1—3: А. Кресин (Баку) 2; Т. Кулцев 
(Баку) 8—3; А. Лейдерман (Могнлев-По- 
дольский) 1-—3:Р. „Леманн (ГДР) 2,3; В. Лип- 
кин (Москва) 6, 7, 1,-2: С. Лифиц (Харьков) 
6—2; Г. Лупырь (Баку) 8. 9; М. Любич 
(Харьков) 6, 8—3; С. Махчукян (Ереван) 3; 
В. Медь (Молодечио) ©, 8, 8; А. Ме- 
аиков (Сумгаит) 3; Ю. Михалев (Белая Хо- 
луннца) 3; М. Морайне (Польша) 6—8, 
1—3; И. Морозов (Горькнй) 8. 0; Н. Мо- 
щук (Новосибирск) 2; Ф. Мурсагулиев (Си- 
азань) 1; В. Нейман (Ленниград) 2; А. Нел- 
ряхин (Мннгечаур) 1—3; Н. Нецветаев (Ле- 
иииград) 6, 8—3, 5; О. Огиевский (Дубна) 6, 
7, 2, 3; О. Окунев (Казань) 2, 3; Е. Павяенко 
(Армавир) 1, 3; Я. Панин (Апатиты) 6, 8, 9. 
1, 3; И. Пенков (Москва) 1, 3: Р. Петерсха- 
ген (ГДР) 7, 8; А. Плахов (Москва) 2, 3: 
В. Пойда (с. Голятин Закарпатской обл.) 1: 
В. Полетаев (Уфа) 1; М. Половинник (Мена) 3; 
Е. Поатавец (Миргород) 1, 3; С. Попов 
(Москва) 6, 0, 2; В. Порев (Киев) 3; Р. Порт- 
ной (Черновцы) 8, 0; С. Пославские (Харь- 
ков) 6, 8, 9, 2, 3; Ю. Пошехонов (Энгельс) 
6—3, 5; А. Раэборов (Люберцы) 6, 8, 1—3; 
М. Райтер (Ленинград) 6, 8, 0—3; В. Ро- 
гава (Тбилиси) 2; В. Романов (Цимитров- 
град) 6-2; Л. Рубинштейн (Калининград) 
1—3; И. Рудой (Харьков) 1, 2; А. Сидоров 
(Винница) 1; С. Соловьев (Орел) 2. 3; А, Со- 


‚ ломахов (Москва) 2. 3; Б. Сомоляк (Ленин- 


град) 6—3, 5; М. Спиваковский (Москва) 
8, 0; И. Степанкин (Мингечаур) 3; В. Та- 
расов (Ленинград) 0—3; А. Тебекин (с. Ар- 
хангельское Воронежской обл.) 1—3; Е. Ти- 
тов (Ленинград) 6, 0, 2, 3; А. Тонких (с. Ок- 
тябрьское Липецкой обл.) 1, 3; С. Трегиб 
(Ташкент) 8, 0—3; А. Туровский (Цскоз) 2, 


$1 


3; С. Фарян (Ереван) 3; С. Филимонов (Ле- 
иниград) 3; Ю. Философов (Саратов) 7, 8, 
0—2, 5; С. Финашин (Ленинград) 6—3, 5; 
В. Харатоник (Польша) 8—8, 0—3; С. Ха- 
ровский (с. Великие Черноконцы Терно- 
польской обл.) 1; А. Хомич (Брест) 1—3; 
Д. Хухунайшвили (Тбилиси) 2; И. Цукер- 
ман (Ленииград) 6, 8, 0—3; А. Черебатов 
(Омск) 2, 3; г. Чилачава (Тбилисн) 1; В. Чу- 
рик (Минск) 2, 3; Р. Шарипов (Каракуль) 3; 
Г. Шервашидэе (Тбилиси) 1—3; Г. Шмелев 
(Ярославль) 6—0; Н. Шмырин (Реж 3; 
В. Шпаковский (Пинск) 1; В. Шпильрайн 
(Москва) 2; М. Щербина (Харьков) 6—3; 
А. Эстерлис (Тбилиси) 6, 8, 1, 2; И. Юнус 
(Харьков) 6—3, 5; С. Юркевич (Ленинград) 
1. 2; Б. Юсин (Москва) 6, 8, 0, 1, 3, 5; 
С. Яковенко (Москва) 3; В. Ясинский (с. 
Мазуровка Винницкой обл.) 1; Б. Яцало 
(с. Морочно Ровенской обл.) 1—3. 


Физика 


Почти все читатели справились с задачами 
ФЗ0З, ФЗ00 ин ФЗ. Остальные задачи 
правильно решили: Х. Абдуллин (Алма-Ата) 
4, 5; М. Агеев (Тула) 4, 7, 8; Д. Азов (Че- 
лябинск) 4; Г. Айзин (Брест) 4, 5; А. Алек- 
сандрин (Валуйки) 4, Т; А. Алексеев (ст. Вы- 
селки Краснодарского кр.) 4, 5; К. Андро- 
ник (Кишинев) 4—8; А. Апоаев (Карачаевск) 

5; И. Архипов (Минск) 8: И. Астров 
(Таллин) 4, 5; М. Бабаев (Баку) 0; И. Ба- 
баекулов ее 4, 0; ДА. Баклая 
(Пинск) 4, 5; А. Балаган (Кривой Рог) 8; 
С. Балашов (Москва) 4; Р. Басыров (д. Н. Ка- 
ракитяны ТАССР} 5, 7, 0; В. Бедняков 
(Москва) 4, 7; В. Бенхан (Калнини) 8, 0; 
О. Берг (Воронеж) 4—7; М. Бирман (Са- 
ратов) 8; Ю. Богомолов (Казань) 5, 7, 8, 
0, 2; И. Борисов (Одесса) 8, 0; В. Борю (За- 
порожье) 4, 8, 0, 2; О. Бушкова (Степно- 
горск Целиноградской обл.) 8; В. Вайчай- 
тис (Куршенай) 5, 0; В. Вичирко (Ленин- 
град) 7; Р. Габбасов (Уфа) 5; И. Галишни- 
ков (Волгоград) 4, 6—8; М. Гедалин (Тби- 
лисн) 0; И. Гиндлер (Хиелькицкнй) 7; 
А. Говяда (Киев) 8, 0; О. Годин (Симферо- 
поль) 4, 5, 7; С. Горишний (Таганрог) 4— 
7, 2; А. Горшков (Иваново) 4—8, 0; С. Гра- 
нин (Таллин) 5; А. Григорьев (Ессентуки) 4; 
И. Гришаев (Саратов) 4, 5, 7; А. Грицук 
(Дрогичин) 7; В. Гибени (Угнёв) 8; М. Гу- 
машян (Ереван) 8; М. Гундяк (Киев) 2; 
В. Дементьев (Кировск) 5; Е. Демихов (Ус- 
мань) 8; У. Джуманиязов (Хазараспский 
р-н Хорезмской обл.) 4: Р. Динисламов 
{с. Белокатай БАССР) 5; Ю. Докучаев (Ле- 
нинград) 6, 8; В. Ефимов (Березиики) 6, 7; 
И. Заверткин (Орск) 4, 65, В; С. Загидулин 
(Феодосия) 5; А. Загитов (Воронеж) 7; 
В. Земляных (Даугавпилс) 8, 0; ИП. Золо- 
тарев (Ташкент) 5, 7; В. Зосимов (Элиста) 
4, 5, 7, 8, 0, 2; В. Кайманович И а 8; 
М. Калайчева (п. Цалка ГрССР) 7; В. Кар- 
лухов (Челябинск) 8; А. Карнаух (Белгород) 
5; Б. Кацман (Мытищи) 8; Ю. Киселев (Са- 


ратов) 5, 7; Ю. Кленов (Целиноград) 4, 5; 
Я. Коган (Глазов) 8; Л. Коган (Черновцы) 7; 
А. Копнов (Новочеркасск) 8, 8; В. Конта- 
рин (Таллии) 7, 8, 2; С. Копыловский (п. 
Зиобь-Новгородское Сумской обл.) 8, 0,2; 
Д. Корин (Кнев) 6; Ю: Коровин (Курск) .8, 
0, 2; И. Корытный (Львов) $, 7; Н. Ко- 
стенко (с. Гатна Кневской обл.) 0; А. Ко- 
стенко (Кировск) 4, 5; А. Крохин (Харь- 
ков) 0; В. Крутяков (Волгоград) $; А. Ку- 
зубов (Краснодар) 5; А. Майоров (Ярославль) 
4, 5; М. Майхрук (с. Белобожиица Терно- 
польской обл.) 5, 6; А. Маковей (ст. Канев- 
ская Краснодарского кр.) 4; Е. Мартынова 
(Нежин) 5; Матяш (Астрахань) 0; 
О. Махов (Орск) 2; А. Мелкумян (Физулн) 8; 
С. Мельник (Харьков) 4, 6, 7, В, 2; О. Мете- 
лица (Москва) 4, 8, 0; Л. Миродашвили 
(Тбилиси) 4: Г. Мирзоян (Горис) 68. 7; 
Ю. Михалев (Белая Холунииа) 7; А. Ми- 
шин (Леиниград) 4, 7; С. Морозов (Узло- 
вая) 5—7; И. Мунулиев (Семипалатинск) 5, 
7; Ю. Онищенко (Люберцы) 4—8; А. Охрим- 
чик (Выкса) 4, 6, 7; Б. Очиров (Новосибирск) 
0, 2; В. Пахомов (Днепропетровск) 4; В. Пе- 
стунов (Кировоград) 5; В. Пиотух (Сева- 
стополь) 5—8; М. Половинник (Мена) 7; 
А. Полянский (Челябинск) 8. 0; А. Про- 
хоров (Барнаул) 7; М. Пятков (с. М. Алта- 
ево. Оренбургской обл.) 5; А. Радул (Киши- 
нев) 7; А. Ребров (Саратов) 4; Б. Рева (Тал- 
лин) 8; В. Римши (Пасвалис) 5; /Т. Римши 
(Пасвалис) 5: 9. Розенкранц (Магнитогорск) 
4; И. Рудой (Харьков) 4, 6; А. Сидоров (Вин- 
ница) 4, 5; Р. Сирота (Харьков) 4, 5; А. Смо- 
ляк (Красноярск) 8; И. Соколов (Москва) 
4—6, В, 0; В. Старшенко (Запорожье) 0; 
О. Стехин (Васильков) 4, 7; А. Сушилин 
(Рига) 4; А. Ганчишвили (Тбилисн) 4; Л. Та- 
тунашвили (Тбиаиси) 4, 5; 3. Текеева (Ка- 
рачаевск) 4, 5; И. Теплицкий (Чирчик) 4, 
5, 7; М. Тетгльман (Тирасполь) 8; А. Гимо- 
шенко (д. Поболово Гомельской обл.) 8; 
А. Тихонов (Вологда) 4; В. Трянин (Горо- 
дец) 4; Г. Турабилидзе (Кутаиси) 4; Н. Фе- 
дин (Омск) 4, 5, 8, 0; С. Флоря (Чимишлий- 
кий р-н МолдССР) 4; В. Фомин (Орск) 4, 
5, 7; А. Хомич (Брест) 4, 5, 7; Л. Цимринг 
(Горький) 5, 6, 8: С. Чавумян (Ереван) 5, 8; 
В. Черепанов (Верхнеуральск) 7; Ю. Чер- 
ныш (Мниск) 4, 7, В; С. ото ть (Тбилиси) 
5; С. Шихарев (ст. Раевская Краснодарско- 
го кр.) 4; Г.Шмелев (Ярославль) 4, 5; Н. Шмы- 
рин (Реж) 8; О. Щербаков (Лида) 8; Е. Юдин 
(Ессентуки) 4; В. Ясинский (с. Мазуровка 
Внииницкой обл.) 4. 


ПРАКТИНУМ 
АБИТУРИЕНТА 


Математические 
специальности 
в техникумах 


Средние специальные учебные заведения яв- 
ляются составной частью системы народного 
образования СССР. В снстеме средиего спе- 
цнального образовавия осуществляется под- 
готовка более чем по 450 специальностям. 
Это дает возможность подрастающему по- 
коленню получить, наряду с общим образо- 
ваннем в объеме средней школы, иеобходн- 
мую профессию. Таким образом, средняя 
специальная школа решаст две основиые 
задачи: первая — это подготовка спецнали- 
стов для всех отраслей народного хозяйства 
с учетом возрастающих требоваинй совре- 
менкого производства, науки ин техники, 
вторая — участне в выполнении закона 0 
всеобщем среднем образоваини молодежн 
страны. 

В настоящее время в Советском Союзе 
успешно работают почти 4300 техинкумов 
и училищ, в которых занимается около 
4,5 млн. юношей и девушек — представитс- 
лей всех национальностей нашей страны. 
По сравиению с дореволюционным периодом 
число учебных заведений возросло в 10 раз, 
а контингент обучающихся — в 100 раз. 

Во исполиение решений ХХГУ съезла 
КПСС по дальмейщему совершенствованию 
народного образования и стране в послед- 
ние годы Центральный комитет КПСС пн 
Совет Министров СССР принялн ряд поста- 
новлений, в том числе постановление «О ме- 
рах по дальнейшему совершенствованию ру- 
кородства срединми специальными учебиыми 
заведениями и об улучшеини качества под- 
тотовки специалистов со средиим специаль- 
ным образованием» (22 августа 1974 г.), 
в котором подчеркивается важная роль сред- 
них специальных учебных заведений в деле 
подготовки специалистов среднего звена для 
всех отраслей народного хозяйства. 

Свидетельством большой заботы и глу- 
бокого винмаиня к работникам и выпускнии- 
кам техникумов и училищ является Обра- 
щение ЦК КПСС к участинкам всесоюзного 
совещания работников средних специальных 

чебных заведений, состоявшегося в Москве 
27 февраля 1975 года. В нем, в частно- 
сти, говорится: 
тивы срединх 


«Педагогнческие  коллек- 
спецнальных учеблых  заве- 


дений призваны формировать научное, мар- 
ксистско-ленииское мировоззрение учащих- 
ся, постоянно повышать уровень их специаль- 
ной, професснональной н общеобразователь- 
ной подготовки, теснее связывать процесс 
обучения п воспитания с практикой комму- 
нистнческого строительства. Необходимо 
внедрять научные принципы обучения и вос- 
питания, всемерно развнвать творческое от- 
ношение к овладению знаниями, навыкн 
самостоятельной организаторской ин обще- 
ственно-политической работы. Выпускиики 
средних специальных учебных заведений 
должны ориентироваться в коренных из- 
менениях, пронсходящих в области техин- 
ки и технологии, глубоко знать экономику 
н организацию производства, уметь со зиа- 
нием дела обслуживать новое оборудованне 
н сложные автоматизированные системы. 
«Советский специалист сегодня, — говорил 
Генеральный — секретарь ИК КПСС тов 
Л. И. Брежиев, — это человек, который 
хорошо овладел основами марксистско-ле- 
ничского учения, ясно видит политические 
целн партни п страны, имеет широкую науч- 
ную и практическую подготовку, в совер- 
шенстве владеет своей специальностью.» ”} 

Большой спрос на специалистов-прак- 
тнков-математиков со средним техническнм 
образоваинем привел к тому, что в технику- 
мах более углубленно и более широко. с 
разиообразнымн прикладными — аспектами 
стала изучаться математика. Введены и вво- 
дятся новые специальности. Три из них прел- 
полагают углубленное изучение математики 
к физики. 

Специальность № 1750 — «прикладная 
математика». Об этой специальностн под- 
ты было рассказано в «Кванте», 1974, 

6. Напомним, что программа по матема- 
тике (алгебра и начала анализа, геометрия), 
которая при обычной математической под- 
готовке в средних специальных учебных 
заведениях предусматривает 350—400 ча- 
сов, здесь рассчитана на 540 часов; расши- 
рена часть «математический аналуз», выделе- 


*) «Правда», 26 февраля 1975 г. 
з 


ны в самостоятельный курс «линейная ал- 
гебра н аналитическая геометрия». Кроме 
того, а этой специальности есть еще много 
других математических предметов. Курс обу- 
чения длнтся 2 года 10 месяцев для окон- 
чнвших 8 классов и | год 10 месяцев для 
окончивших 1Ю классов. Окончившие тех- 
никум по этой специальности получают ква- 
лификацию «вычислитель-математнке. 

Специальность № 1735 — «программиро- 
вание для быстродействующих математиче- 
ских машин». Программа обучеиня (3 года 
РБ месяцев для окончивших 8 классов, 
2 года В месяцев для окончивших 10 клас- 
сов) предусматривает расширенную обще: 
математическую подготовку в количестве 668 
часов. Кроме того. по этой специальности пре- 
полаются следующие предметы, связанные 
к математикой: численные методы, програм- 
мирование и алгоритмические языки, мате- 
матическая статистика, основы экокомики н 
математические методы в планированни. 
Окончившие обучение по этой специально- 
сти направляются на работу вн вычислитель- 
ные центры. лабораторин, конструкторские 
бюро. отделы программирования как по- 
мощиики инженера; при этом они получают 
квалификацию «техник-математик-програм- 
мист». 


Специальносгь № 0661 — «обработка 
информации в автоматнзированных системах 
управления (АСУ)» — совсем новая, ее вве- 
ление предполагается в этом году. Окоичив- 
шие 8 классов будут обучаться по этой 
специальности 3 года 10 месяцев, а окончив- 
ине 10 классов — 2 года 8 месяцев. Курс 
математики рассчитан на 517 часов. Кроме 
того. преподаются следующие предметы, свя- 
занные с математикой: вычислительная ма- 
тематика, основы программирования и ал- 
горитмические языки, математическое обе- 
спечение АСУ. Окоичившие техникум 0 
этой сиецнальности получат квалификацию 
«оператор скстемы информации АСУ» и бу- 
дут распределяться на работу в вычислитель- 
ные нентры, лаборатории н отделы тех 
учреждений, которые разрабатывают или 
используют автоматизированные системы уп- 
равлення. 


Углубленное изучение математики спо- 
собствует повышенню уровня преподавания 
п других дисциилии, в частности, физик». 


Для указанных специальностей создана 
новая программа: «Физика с основами элект- 
ротехники». рассчитанная на 279 часов. 
Учебный план нредусмагриваст изучение 
физики п течение трех семестров. 


Особенность программы состонт п том, 
что в ней нден классической и современной 
физики рассматриваются одновременно. В 
частности. основные понятия теории отио- 
сительностя вводятся параллельно с повторе- 
ннем элементов механики и далее исполь- 
зуются при изучении электродинамики н 
физнки атома и атомного ядра. Плсле этого 
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рассматривается единая тсория колебаний 
и волн. Здесь особо следует отметить важ- 
ность и целесообразность использования ос- 
нов математического анализа, которыми вла- 
деют учащиеся специальностей №№ 1750, 
1735, 0661, что позволяет избежать догма- 
тизма при изучении целого ряда вопросов, 
например. таких, как инлуктивное и емко- 
стное сопротивление, действующее значе- 
ние переменного тока, закон Ома для цепи 
перемениого тока и др. 

Заканчивается курс статистическими за- 
кономерностями молекулярной физики, кван- 
товой механики, атомными н ядерными про- 
цессамн. 

Усиление роли математических мето- 
дов при ‘изучении физики обусловливает 
повышение роли демонстрацнонного экспе- 
римента, значительное его усложиение. В 
частности, программа предусматривает ши- 
рокое использование осциллографических ме- 
тодов, большое количество лабораторных 
работ, качество которых значительно выше, 
чем в программах по физике для других 
специальностей. Особенно это относится к 
работам из разделов «Электродинамика», 
«Колебания. Переменный электрический ток». 


Средние специальные учебные заведення, 
имеющие специальность 
«Прикладная математика» 


1. Московский математический — тех- 
никум — г. Москва, 105264, Измайловский 
бульвар, д. 19. Общежития техникум 


ие имеет, принимаются в техинкум только 
лица, постоянно прописанные в Москве и 
Московской области. 


2. Ленниградский механический техии- 
кум — г. Ленинград, Песочная набережная, 
д. 14. — Общежития техникум не имеет. 

3. Днепропетровский техникум автома- 
тики н телемеханики — г. Диегропетровск, 
ул. Дзержинского. д. 2.4. 

4. Ростовский электротехинческий тех- 
никум — г. Ростой-на-Дону. 24-я линия, 
д. 2718. 


5. Среднетехническнй факультет Туль- 
ского политехнического института — г. Тула, 
проспект Ленина, д. 90. 


6. Ковровский энерго-механический тех- 
инкум -— Владимирская область, г. Ковров, 
ул. Шмидта, д. 48. 


эъо 


Специальность «программирование для 
быстродействующих математических машин» 
зреполается п очень большом количестве 
техникумов, их список можно найти в спра- 
вочнике для постузающих в средине специаль- 
ные учебные заведення. 


Г. Ю. Граковский. Ю. Д. Кабалевский, 
П. И. Самойленко 


Вступительные 
экзамены в вузы 


В этом номере, как обычно, мы помещаем варивиты вступительных экзаменов по 
математике м физике 4974 года в университеты, педагогические институты м втузы. 
Мы рекомендуем вам вначале попробовать самим решить этм задачи, м еспи что- 
нибудь вам будет неясно, то посмотреть ответы. 


Уральский 
государственный 
университет 

им. А. М. Горького 


В <Кванте», 1973, № 7 мы уже расска- 
зывали 0б Уральском орлена Трудового 
Красного Зиамени государственном универ- 
ситете им. А. М. Горького. В этом номере 
мы приводим образцы вариантов письмен- 
ного экзамена по математике н биаетов ус- 
тного экзамена по физике на математико- 
механическом н физическом факультетах в 
1974 году. 


Математнка 
Математнико-механический факультет 
Варнант 1 


{. Существуют ли такие значения па- 
раметра а, при которых всякое решение 
иеравенства 

Ух 4+3 > -х 
является решением уравнения 
и — НА=2 
н, наоборот, всякое решеине уравнения яв- 
ляется решением неравенства? 

2. Прямые {1 н {, пересекаются в вер- 
шине 8 треугольника АВС. Построить тре- 
угольник АВС, если кроме этих прямых 
на плоскости отмечено место нахождення 
вершины А и известно. что медиана треуголь- 
ника лежит на {;, а высота — на 1+. 

3. Решить неравенство 

1 
т: р НЕЕ <ЗЮюв&хх?. 
192х3 (з+5*—=) 


4. Дано, что я=:"В-у. Доказать, что 
п2-- <? 7? = 
э1п?а-- зи?В-- яп у--2.с0$ 5. со5В-с05 }=2. 


Вариант 2 
1. Существуют ли такие значения па- 
раметра а. при которых каждое решенне 
неравенства 


У -- 4% 17 +3 
является решением уравнения 
2448 — |2 а |-=24+1.2-| 


н, наоборот, каждое решение уравнения 
является решением неравенства? 

2. На плоскостн отмечены три точки. 
две из которых являются середннамин сторон 
треугольника, а третья — точкой пересече- 
ния его меднан. Остальные элементы тре- 
угольника стерли. С помощью циркуля н 
линейки восстановить треугольник. 

3. Решить неравенство 


Повая4 - Зх — х2) — |= 
1 
== Их — |). 


4. Дано, что а. В. у — внугренние углы 
некоторого треугольника, аа, ШВ, 12 \ 
образуют арифметнческую прогрессию. До- 
казать, что 

2 со5 В-= с0$ (&— 5). 


Физический факультет 


Варнант 3 

1. Решить неравенство 

ах*"—2ах—3<0. 

2. В основании пирамиды, высота ко- 
торой равиз Н, лежит прямоугольный тре- 
угольник с катетами а и 6. Вершины осно- 
вання и середины боковых ребер пирамиды 
лежат на одной сфере. Доказать. что углы 
наклона боковых ребер к оскованию равиы 
межлу собой. Найти углы наклона боковых 
граней пирамиды к основанию. 

3. Решить неравенство 


ор их + 10—11 — 2% |. 


$$ 


Рис. |. 


&. Решить уравнение 
25т 2х—т25т х--т Зх==0. 


Варнант 4 
1. Решить неравенство 


ях 1 
—=>». 


2. В большем основании усечениой пи- 
рамиды лежнт прямоугольник, диагональ 
которого равна 4; площадь меньшего осно- 
вания пирамиды равна $. Известно, что 
около этой пирамиды можно описать сферу. 
Доказать, что всё боковые ребра пнрамиды 
равны между собой. Найти объем пнрамиды, 
если длина бокового ребра разиа [, в утол 
наклона этого ребра к плоскости основания 
равен 4. 

3. Решить неравенство 


ы и ты +3 — х?)= 
2 


5081 1-2х {2х — \). 


4. Решить уравнение 
4 зп 2х--т с0$ х==с0$ Зх. 


Физнка 
Математнко-механический факультет 


Билет 1 
1. Основные положения молекулярно- 
кинетической теории, ее опытное обосно- 
вание. Броуновское движение. 
2. Полученне переменного тока. Гене- 
ратор переменного тока. Действующие зна- 
чения напряжения и силы тока. 


3. Определить работу, совершаемую прн 
перемещении точечного заряда © из точки А 
в точку В в иоле, созданиом двумя раз- 
ноимеиными точечными зарядами - 91 Н — 9. 
расстояние между которыми Ю. Расстояине 
точки А от первого заряда равно г, а точ- 
ки В от второго заряда — г, (рис. 1). 

Бнлет 2 

1. Равномерное движение по окружно- 
сти. Линейная и угловая скорости. Связь 
между ними. Единица угловой скорости. 


Центростремительное ускорение. 
2. Электролиз. Закоиы Фарадея для 
электролиза. 


3. На деревянном клине с углом 30° 
лежит груз (рнс. 2). Коэффициент трения 
между деревом и грузом А=0,8. Какое ус- 
кореине а в горизонтальной плоскости сле- 
дует сообщить клину, чтобы груз мог с него 
соскользнуть? 

Билет 3 

1. Закон всемирного тяготения. Гра- 

внтациоиная постояниая. Сила тяжести. 


2. Сопротивление проводинков. Удель- 
ное сопротивление. Зависимость удельного 
сопротивления от температуры. Реостаты. 


3. В воде на глубине | м находится ша- 
рообразный пузырек воздуха. На какой 
глубине этот пузырек имеет вдвое меньший 
радиус? Атмосфериое давление нормальное 
(760 мм рт. ст.). 


Физический факультет 


Билет 4 

1. Переменное движение. Средняя и мгно- 
венная скорости. Ускорение. График ско- 
рости равнопеременного диижения с началь- 
ной скоростью. 

2. Магнитное взаимодействие токов. Млг- 
интное поле. Сила, действующая на провод- 
ники с током в магнитном поле. 

3. На исресомом стержне укреплены два 
шарика с массами ла и т. (рис. 3). ОА= 
= АВ=|, начальный угол отклонения стерж- 
ия ст вертикали равен ©, начальная уг- 


Рис. 2 
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Рис. 3. 


Рис. 4. 


ловая скорость стержия равна нулю. Найти 
угловую скорость стержня в момент, когда 
он проходит через вертикальное положенке. 


Билет 5 

1. Первый закон Ньютона. 

2. Поток магнитной нндукиии. Электро- 
магнитная индукция. Электродвижущаяя снла 
индукини. 

3- Маятник длиной 50 см колеблется в 
кабиие самолета. Каков период его коле- 
баний, ссан: а} самолет движется равномерно; 
6) летит горизонтально с ускорением 2.5 м/с; 
в) планирует вниз под углом 15° к горизонту. 


Билет 6 

1. Третий закон Ньютона. Количество 
движения (импульс). Закон сохранения ко- 
лничества движения. Реактивное движение. 

2. Источникн света. Скорость света и 
ее опытное определение. 

3. Какова должна быть минимальная 
сила Р (рис. 4). направленная горизонталь- 
о и приложенная К оси колеса массой т 
н радиусом К, чтобы оно могло полняться на 
ступеньку высотой Я? 


Э. А. Голибов 
Куйбышевский 


государственный 
университет 


Для Куйбышевского государственного унн- 
верситета 1974 год замечателен первым вы- 
пуском молодых специалистов (сцециалъ- 
ности: математика, механика, физика, хк- 
мия, бнология, русский язык м литература, 
правоведение) и открытием вечермего ст- 
деления уннверситета (специальности: ма- 
тематнка, физика, правоведение). 

Ниже приводятся некоторые варианты 
вступительного письменного экзамена по 
математике в Куйбышевский государствен- 
ный упиверситет в 1974 году, после номера 
варианта в скобках указано, абитуриенты 
каких специальностей писали этот варнаит: 
ММ — «математика и механика», Ф — «фи- 
зикро. Абитуриенты этих специальностей, 
успешно выдержавшие инсьмекиые нспыта- 


ния, сдавали затем устный экзамек по м=- 
тематике. Абитуриенты же специальностей 
«химия» н «биология» (Х, Б) в 1974 голу 
сдавалн лишь один вступительный экзамен 
по математике, но «смешанный»: в вариаиты 
письменного экзамеиа былн включены во- 
просы устиото экзамена (доказательство те- 
орем, свойств операций н функций, построе- 
ние графиков, ...). О возможности такого 
характера экзамена по математике абиту- 
риенты химико-биологического факультета 
были извещены заранее. 


Вариант 1 (ММ) 

1. Основанием пирамиды служит равно- 
бочная трапеция с основаниями ан фи углом 
ф между диагоналями. Углы иаклона боко- 
вых граней нирамиды, содержащих парал- 
лельные стороны трапеции, к плоскости 
основания относятся, как 1:2. Найти объем 
пирамилы, если. ее вершина проектируется 
в точку пересечения диагоналей основания. 

2. Пусть числа а, $, с, 4 образуют арнф- 
метическую прогрессию. Доказать, что 

(2) (6—9 —а-— т? 0 
при любых действительных значениях х, 
если взять такое т, что 
Эт |а4—6<|. 

Как можно обобщить условие задачи, 
чтобы основная идея ее решения сохрани- 
лась? 

3. Решить систему уравненнй 

{1 -{ 1085) Товзх == 4, 


| 10 
Зюручх? — т юбух = 3. 


4. Решить уравиеиие 
х2-2х соз (х—т)-г1-=0. 
Вариант 2 (ММ) 

1. На одной из граней двугранного угла 

л 
$<2 
квадрата образует утол 9 < ребром двугран- 
ного угла. Определить величины углов 


между  днагоналями квадрата и другой 
транью двугранного угла. 


лежит квадрат. Одиа из сторон 


2. Решить неравенство 
1ойх 8-2 |0йх 8< обе Хх 
53 Г 


Е, 4. 
3 Решить уравнение 

$11293х — с05 10х == 2. 
4. Решить систему уравнений 


й 2х 
1 —49 
р =) 
Е 
-4#` 
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Вариант З ($) 
1, Решнть неравенство 
5х:.48х' 2 Зк__Зх — 21641 +6х > 


>10 х —2--х-4 8 +351. 


2. Какой угол составляет г плоскостью 
основапия образукиная правильного усечен- 
ного конуса, если ги г|/30 — соответствен- 
но радиусы шаров, внисанного в этот усе- 
ченный конус и опксанного около него? 


3. Репмть уравнение 
р тат ы > . . 
2 52 | лу 05° х} == }—со5 (ли 2х). 
4. Решить уравнение 
р юз, 2х 10. х.= — 1. 


Варнант 4 {Ф) 
1. Решить уравнение 
(Тор. х)3 (08; х-—2 №8; 2) Юг, 2 = 
=(11 108, х-— 8 106. 2) 406. х-№ю8. 2— 
— 16 104; 208, 2. 


2. В некоторой неправильной пирамиде 
все внутренние двугранные углы при осно- 
вании равны &. Площадь основания равна 
$. и периметр основания равен Зр. Найтв 
объем и полную поверхность этой пирамиды. 


3. Решить уравнение 


4 
Це х--асшх| -- уз, 


где 9% = |. 


4. Решить неравенство 


х—1 
42° 
Вариант (СХ. ВБ) 
1. Решить неравенство 
2—1 > 
2. В прямом круговом конусе образую- 
щая равна [, а высота в 71 раз больше радну- 
са шара, влисанного в конус. Найти отно- 
шение полной поверхности конуса к новерх- 
ности шара, описанного около этого конуса. 
3. При бурении скважины каждый по- 
следующий метр проходки обходится на 
- 4 рубля дороже, чем предыдущий. Вследствие 
этого проходка последнего метра и третье- 
го от конца, взятых вместе, обходится во 
столько же. сколько стонла бы проходка 
всей скважины, если бы каждый метр про- 
ходки независимо от глубины стонл столько 
же, сколько стоит первый метр проходки. 
Средняя стоимость одного метра прсходки 


равна 100 руб. Какова глубина скважины? 
4. а) Доказать признак параллельностн 
двух плоскостей. 
6) Дать опрелеление, перечислить все 
свойства п ностроить график функции уг 


Ре Ю. С. Бабурин 
Московский 

институт электронного 
машиностроения 


В «Кваите», 1973, № 7 мы уже рассказыва- 
ли о МНЭМе. В этом иомере мы публикуем 
варнанты вступительного письменного ЭкК- 
замена по математике п МИЭМ в 1974 году. 


Варнант 1 


1. Две бригады. работая совместно, 
должны: были засеять поле в 234 га за 1:7 ча- 
сов. Однако, когда первая из них засеяла 
39 га, ес производнтельность увеличилась 
на 6,25 га’ч. Когтла вторая бригада засеяла 
39 га. ее нроизводнтельность также возросла 
на 1,5 га’ч. В результате поле было засеяно 
за премя Т-= 55 ч. Найти производительность 
каждой бригады. Найти все зиачения Т, 
при которых задача имеет решение. 

2. Решить уравнение 


2 (с0$ х-; $т х) с05? (+ + х] =- с0з 2х. 
# 


3. Решить неравенство 
ЮЕ х_- их 3)> 1. 

4. При каких значениях и корни урав- 

нения 
х?-—(2а-! 1) х{3За-—=0 
лежат между числами | и 4? 

5. В правильной четырехугольной пи- 
рамвде через сторону основания проведена 
плоскость,  перпеядикулярная  противоле- 
жащей боковой граин и делящая эту грань 
на треугольник н трапецию, площади ко- 
торых относятся, как 1:3. Определить пол- 
ную поверхность нирамиды, если сторона ее 
основания равма а. 


Варнант2 


1. Водитель должен был перевезти 
120 станков из одного города в другой- 
После того, как он перевез 48 станков, ему 
дали другой, более мощный грузовик, 6е- 
рущий за один рейс ва 4 станка больше. 
В результате сбщее число рейсов, сделанных 
водителем, уменьшилось на три. Сколько 
станкоп за один рейс брал первый грузовик? 

2. Решить уравнение 


созес (п—х) 
Чех фе х° 
3. Решить неравенство 

2х + фа? — ** >0. 


| —3 05 х — с0$ 8 х = 


4. При каких значеннях т уравнение 
ит 2х3) 


нмеет два различных действительных корня? 
5. Сторона основання правизьной че- 
тырехугольной пирамиды ревна @, двугран- 
ный угол при основаннн равен ©. Найти 
площадь сечения пирамиды плоскостью, де- 
лящей попозам двугранный угол при ос 

новании, 
В. А. Тонян 


Ярославский 
политехнический 
институт 


О Ярославском политехническом яииституте 
рассказывалось в «Квантег, 1974, № г. 
В этом номере мы публикуем варианты 
инсьменных работ по математике и задачи 
устного экзамена по физике, предлагавикн- 
еся и ЯПИ в 1974 году. 


Матемазика 


Варнаит } 


1. В осповавви лирамиды лежит прямо- 
угольный треугольннк. у которого острый 
угол равен я и радиус нвисзиного круга 
равее г. Каждая из боковых граней обра- 


зуст с основанием угол <. Найти объем 
пирамнлы. 
2. Решить уравнение 
] | обо. 23(4 —х) 


108(3 4х)" 1№ю82(3--х) 


3. Шайти область определения функции 


а 
у == агни х +2 х-— 1) = т ®—2} Е 
= 


4. Решить уравнение 


Ух —С05х= ПР 605". 


Вариант 2 


1. В правильной четырехугольной пн- 
рамиде через сторсну осиовання лод угяом В 
в нему ‘проведена плоскость. Определить 
нлощадь получелного сечения, еслн апофема 
пирамиды равна а, и боковая грань иакло- 
нена к плоскости основания под углом ©. 

2. Решнть систему уравнений 


й 1_- 26 —и 
ху эУхту= 
2 уху 
Р-Н 55950; 
.3. Решить неравенство 
0 1 
ры >2- 


„= ] 
)— юр х 5 0.х—1 


4. Решить уравнение 


2 $1122х. - т? 2х. кт 4х 2 мп: - ча 4х. 


Варнант З 


1. Определить объем и бокопую поверх- 
ность нрямой призмы, у которой и основа. 
вии лежит равнобедренный треугольник с 
углом иря вершние © н противоположной 
стороной &. если днагональ одной из равных 
боковых граней наклонена к влхкости ос- 
нования под углом 

2. Решить снстему уравнений 


хи 20 


И : ] 
хи - у" > 34. 


3. Наитн область определения Функлян 
у 1 х-ьй —х— 2). 


4. Раннть уравиение 
4 3 5 3 


В Е И 
с0$ хо ух 25 Их со х. 


Физика 


1. Кусок стекла падает в воле с уско- 
реннем в 5,8 ис". Какова плотность стек- 
ла р? Плотность воды ру = 163 кг м8. 

2. Какой мошнастью ^ обладает воз- 
душиый поток. набегаюнщий па автомобиль 
«Волгаз при скорости двнжения и-: Ю0 км. ч, 
есян площадь лобовой поверхности машилы 
$- 2.5 м? Плотность воздуха р-= 1,29 ме ма. 

3. Трамбовочный каток радиусом В 
г. 0,5 м перекатывается через лежащий на 
дороге камень высотой й- 5 см. Месса катка 
т: 2.103 кг. Определить горизонтальную 
силу тяги Ё, необходимую для лерелвижения 


катка через камень. 


4. Камень брошен под углом 2-=60° 
к горизонту. Книетическая эпергня камия 
в иачальный момент Т,—100 дж. Какова 
кинетическая (Т) н потенцнальная (7) энер- 
гня камня в ианвысшей точке его траекто- 
рии? Сопротивление воздуха не учнтывать. 

5. Воздух из магдебурских полушарий 
откачан до давления р,=8 мм рт. ст_ Ра- 
диус полушарнй В—=50 см. Какую силу Е 
нужно ирнложить, чтобы разъеднннть по- 
лушария? Атмосферное давление р=758 мм 
рт. ст. 

6. Какие снлы ЁР надо ипрнложнть к кон- 
цам стального стержня © площалью попе- 
речного сечения $5=-10 см", чтобы не дать 
ему удлиниться при нагревании от _#::=0°С 
ЛО 1›=-40`С? Модуль Юнта стали Ё=2,1Х 
`. ЮИ н’м?, Коэффициент лннейного рас- 
шярения сталн &-=:12.10-8 граб-*. 

7. Воздух, масса которого т= 4 ке, 
находнтся в цилиндре при температуре {,= 
=20°С. Какая будет совершена работа прн 
его изобарном нагреванин 20 температуры 
[о:= 100 С? Молекулярная масса воздуха 
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и=29. Универсальная газовая постоянная 
Е=8,31.108 дж/(кмоль.грод). 

8. Саики массой м=5 кг скатываются 
с горы, которая образует к горизонтом угол 
&—30°. Пройдя расстояние [==50 м, санки 
развивают скорость 9—4 м/с. Определить 
количество теплоты (), выделенной прн тре- 
нии полозьев а сиег, 

9. В смесь, состоящую из льда массой 
па=5 ке н воды массой т.-=4 кг при тем- 
пературе #,—=07С. впускают водяиой пар 
массой т.=0,5 кг при температуре {+= 100°С. 
Определнть температуру @ смеси и массу т 
растаявшего льда. Удельная теплота плав- 
ления льда А=3,.3.10° дж/кг. Удельная 
теплоемкость воды с=4,19.103 дж/(кг.град). 
Удельная теплота, парообразования воды 
1=92.6.108 дж/ег. 

10. При никелнрованни пользуются то- 
ком, плотяость которого }==0, 14 а/дм*, Сколь- 
ко временн { требуется для отложения слоя 
никеля толщиной Н=0,05 мм? Электрохн- 
мический эквивалеит никеля А==0,3 - 16—86 кг/к. 
Плотность иикеля ф=8,9.10% ке/м3. 

||. Определить 5. д. с. нндукини Е на 
концах осн железнодорожного вагона, имею- 
щей длину !=1,6 м, еслн скорость поезда 
на горизонтальном участке пути и-=45 км“ч, 
а вертнкальиая составляющая индукции маг- 
интного поля Земли В=2.10—8 та. _ 

#2. Колебательный контур состоит из 
катушки с индуктивностью [= мгн и воз- 
душного конденсатора, обкладки которого — 
две круглые пластины диаметром Р=20 см 
кажлая. Расстоянне между пластинами 4= 
==| см. Определить период колебания кон- 
тура. Электрическая постоянная #,=8,85Х 
х 101 ф/м. 

13. На расстоянин а от точечного источ- 
внка света помещен экраи. Во сколько раз 
п нзменнтся освещенность в центре экрана, 
если по другую сторону от источника света 
на таком же расстоянии а поставить парал- 
лельно экрану плоское зеркало? Счнтать, что 
коэффициент отражения равен единнце, то 
есть все лучи, падающие на зеркало, отра- 
жаются. 

№. На оптической скамье расположены 
две собирающие лннзы с фокусиыми расстоя- 
инямн Р,=]2 см н Ё;=15 см. Расстояние 
между лиизамн [=36 см. Предмет находится 
на расстоянни 4,=48 см от первой линзы. 
На кахом расстоянии {[, от второй линзы 
получится изображение предмета? 

45. Цезневый катод фотозлемента ос- 
вещается светом с длнной волны ^=600 нм. 
Определить скорость вырываемых из катода 
фотоэлектронов, еслн красная граница фо- 
тоэффекта для цезия А, —=650 нм. Постоянная 
Планка №-6,62.10-—38 дж.с. Масса электро- 
на т=9,1.10—9 хг. Скорость света с = 3х 
Х108 м/с. 


В. С. Колпакое, Р. Н. Сахарова 


Новосибирский 
институт инженеров 
железнодорожного 
транспорта 


Новосибнрский ннстнтут инженеров желез- 
нодорожного транспорта является одним 
из ведущих вузов страны по подготовке науч- 
иных н ннжеиерных кадров, по проведению 
исследований в области железнодорожного 
транспорта. НИИЖТ имеет в своем составе 
дневное отделение, вечериий факультет, за- 
очиый факультет и вечерние подготовитель- 
ные курсы. В ннстнтуте 7 факультетов, го- 
товящих специалистов по 14 специальностям: 
строительство железных дорог, путь и пу- 
тезое хозяйство; мосты и тониелн; строи- 
тельные, дорожные машины ин оборудованне; 
эксплуатация железных дорог; промышлен- 
ное и гражданское стронтельство; водоснаб- 
жение н канализация; экомомнка н орга- 
низация железнодорожного транспорта; бух- 
галтерский учег; экоиомика и организация 
строительства на железнодорожиом транспор- 
те (9); электрификация железнодорожного 
транспорта; тепловозы и тепловозное хо- 
зяйство; вагоностроенне н вагоиное хозяй- 
ство (В); автоматнка, телемеханика Н связь 
на железнодорожном траиспорте (АТ); ор- 
ганизаиня механизированной обработки эко- 
номической ннформации (МОИ). 

Поступающие в ниститут на техин- 
ческие и ииженерно-экономические специаль- 
ностн сдают вступительные экзамены по ма- 
тематике (пнсьменно и устно), физике (устно), 
русскому языку и лнтературе (письменно). 
На пнсьмениый экзамен отводится 3 астро- 
номических часа. 

Поступающие на специальность «бух- 
галтерский учет» сдают экзамены по мате- 
матике (устно), нсторни, географин, рус- 
скому языку н литературе. 

Ниже предлагаются примерные вариан- 
ты письмениого экзамена по математике и 
билеты устного экзамена по фнзике в 1974 
году- 


Математика 


Вариант 1 


(специальности АТ, МОН, В, 3Э) 
1. Решить уравнение 


9-2 хх 7. ЗУ о. 


2. Решить уравненне 


ы: 
$112 (2х — х) — ро -— 5) — со хх 


3 9 
х вов (ря) + чт (х— 2* + 1 =0. 


3. Решнть неравенство 
ВИ 


о 


10 1 
* 


4. Найтн трн первых члена бесконечно 
убывающей геометрической прогрессии, сум- 


ма которой 40, а сумма первых четырех 


членов равна 40. 

5. Около шара раднуса Ю описгна пра- 
вильная шестнугольная пкрамида, боковая 
грань которой составяяет к плоскостью 
основання угол @. Определкть боковую пс- 
верхность н сбъем пирамиды. 


Варнант 2 


(все остальные специальностн) 
1. Решить уравнение 


ю28х— | 0024 х-!- юЕо2х —1юя,64. 
2. Решить уравнеине 


9 . 
с0$ (х т 41) - эт (та) — 


. п 
— т (8 х— 5] = [008 
3. Решить изравенство 
У? х- 15 <». 
4. Сумма квадратов корней уравнения 


4^*—вх--1=-0 равна ТЕ найтн а. 


5. Боковые ребра правильной треуголь- 
ной янрамиды составляют угол © Е плоскостью 
основания и нмеют длину [. Через одну из 
сторон основания проведено сечение, со- 
ставляющее с плоскостью основаиия угол 
В (В<а). Вычислить площадь сечення. 


Физика 


Билет 1 


\, Равномерное движение по окружностн. 
Линейная и угловая скорости. Центростре- 
мнтельная снла н центростремительное ус- 
корение. 

2. Понятне о волновой и квантовой прн- 
роде света. 

3. Два точечных заряда 4. в -- 9» 
расположены в воздухе на расстоянии 4 
друг от друга. Найтн напряженность и по- 
тенциал поля, создаваемого этнми заряд:ми 
в точке А, иаходящейся на расстоянии г, 
от положительного заряда н г. от отрнцатель- 
ного заряда. (Точка А ие лежит на прямой, 
соединяющей заряды 4; и 4..) 


Билет 2 


1. Работа силы. Механическая зиергия. 
Связь работы с нэменением энергин. Едн- 
ницы измерения энергин н работы, 

2. Цепная реакция. Выделенне энергик 
прн деленни тяжелых ядер. 


67г8910 6с 


Рис. 5. 


3. Движенне точки задано графиком ско- 
рости (рнс. 5). Определить среднюю ско- 
рость и среднее ускоренне точки за 5 секунл. 
По даниому графику скорости точки постронть 
графнк ускорения. 


Бнлет3 

|. Законы Бойля —Мариотта, Гей-Люсса- 
ка. Шарля- Графики этих законов. Объеди- 
ненный закон Бойля—Мариотта—Гей-Люс- 
сака. 

2. Магнитный поток. Электромагнитиая 
индукция. Э. д. с. индукции. Закон Ленца. 
Устройство генератора перемеииого тока. 

3. Поезд ндет со скоростью 180 км/ч. 
Подходя к станцин, ои начннает равномерно 
тормозить. Каково наименьшее время { 
торможения поезда до полиой остановкн, 
безопасное для спящнх пассажиров? Коэф- 
фициент трения пассажира © полку &=0,2. 


Л. П. Боровских 
Львовский 


политехнический 
институт 


Львовский ордека Лекика политехнический 
инстнтут — одии нз старейших высших тех- 
нических учебных заведений страны, он 
был основан п 1844 году как техническая 
Академия, которая в 1877 году была перен- 
менована в Высшую политехннческую школу, 
ав 1921 году — во Львовскую полнтехнику. 

Бурное развитие вуза началось г сен- 
тября 1939 года, после воссоедннення за- 
падных областей Украины в едниом Украии- 
ском Советском Соцналистическом государ- 
стве, когда „Львовская политехника была 
реорганизована в полнтехинческнй ниститут. 

Сейчас в ннституте имеются следующне 
стационарные факультеты: энергетический, 
электромеханнческнй, радиотехиический, 
автоматнкн, электрофизнческий, теплотех- 
нический, механико-технологический, ме- 
ханнко-машяностроительный, ннженерно- 


строительный, архитектурный,  геодезнче- 
ский, ннженерно-экономнческий. химико-тех- 
нологический, технологин органических ве- 
ществ. На всех факультетах студенты по- 
лучают физико-математическую подготовку в 
объеме программ ииженерно-технических и 
инженерно-экономических вузов. 

‚На факультете автоматнки ведется под- 
готовка спецналистов но прикладной ма- 
тематнкс гс присвоеннем квалификацин «ин- 
женер-математик». Из 50 дисциялин, ко- 
торые изучаются студентами по этой специаль- 
ности, более половины — математнческие: 
программнрование для ЭВМ, математическая 
логика, численные методы и алгоритмы, 
линейная алгебра и аналнтическая геометрия, 
общая алгебра, математический анализ. диф- 
ференцнальные уравнення, теорня графов 
н комбинаторика, функинональный анализ, 
уравнения математической физики, случай- 


ные процессы, твория рерозтностей и 
математнческая статистика ни многне 
другие. 

Выпускники этой специальности на: 


правляются на работу в проектные конструк- 
торскис бюро, вычислительные центры, на: 
учно-исследовательские институты, 

Ниже помещены примеры варнантов 
письменных экзаменов по математнке н фн- 
зике во „Львовском политехническом ипсти- 
туте в 1974 году. 


Математика 


Вариант 1 


1. Треугольиик АВС, в котором тупой 
угол при вершине А равен сх, а угол ири вер- 
шине В равен В, вращается вокруг сторо- 
ны АВ, равной с. Найтн объем тела врг- 
щения. 

2. Три числа образуют геометрическую 
прогрессию. Если второе число увеличить 
на 2, то прогрессия станет арифметнческой, 
а если после этого увеличнть последнее число 
на 9. то прогрессия снова станет геометрн- 
ческой. Найтн эти числа. 

3. Решить уравнение 
с05 х — (&п 35` -Р с0$ 35°) со х -- 


1 
4 у эт 70° =: 0. 


4. Решить уравнение 
106,8-—108 .х8=: 1о#ох16. 


Вариант 2 


|. Основанием ннрамиды является тра- 
пеция, верхнее основанне и боковые стороны 
которой равны между собой. нижнее оснс- 
ванне равно п и тупой угол рапен <. Все бс- 
ковые ребра образуют с плоскостью основання 
угол В. Найти объем пирамиды. 

2. Моторная лодка за Й часов 15 минут 
проходит расстояние 60 км между двумя 
пунктамн туда н обратно без остановок. 
Найлн скорость течения рекн, если собствен- 
ная скорость лодки равна 20 км/ч. 


3. Решить уравнение 
с0$ 2х с0$ х=с0$ 5х ©0$ 4х. 
4. Решнть неравенство 


х-|-1 
82 х—320. 


Варнаит 3 

1. Основаннем пирамнды служит пря- 
моугольный треугольник, однн из острых 
углов которого равен ©, и радиус вписанной 
окружности равен г. Каждая нз боковых 
граней образует с плоскостью основання 
угол и. Найти объем пнрамнды. 

2. За 3,5 часа работы однн штамповочный 
пресс может изготовить 42% всех заказан- 
ных деталей. Второй пресс за 9 часов работы 
может изготовить 60% всех деталей, а ско- 
рость выполнения работы из третьем прессе 
относится к скорости выполнения работы 
на втором, как 6:5. За сколько времени бу- 
дет выполнен весь заказ, если все три пресса 
будут работать одновременно? 

3. Решить уравиение 


._ а о х 
— $ х -2 с05°х — с0$ 7. 


4 Решить неравенство 


Не 
5—№щх' ТЕ №Жх< ` 


Физика 
Варнант 1 


1. Удельная теплота парообразования. 

2. Электроемкость. Элехтроемкость сфе- 
ры. Конденсаторы. 

3. Жонглер бросил вертнкально вверх 
шарик. Когда шарик постиг верхней точки 
своего пути. был брошен второй шарнк с 
той же начальной скоростью. На какой вы- 
соте А встретятся шарики, еслн высота бро- 
сання Н-—4,9 м? 

4. Какова толщина Н плоскопараллель- 
ной стекляиной пластинки, если точку, 
навесенную черииламн из нижней стороне 
пластинки, нпаблюлатель вндит на расстоя- 
нии #:-5 см от верхней поверхности? Луч 
зрения перпендикулярен поверхностн пла- 
стинки. Показатель преломления стекла п— 
--1.6- Для малых углов в альзтлыо. 


РЕ арнант 2 
1- Свободное лаление тел. 
свободно падающего тела. 
2. Броу псвскае движение. 
3. Межлу вертикальнымн пластинами 
плоского конденсатора, находящегося Е 
воздухе, подвешен на тоикой шелковой ннти 
маленький шарнк, несущий заряд 90—10 ед. 
заряда СГСЭ Какой величины заряд надо 
сообщнть пластннам конденсатора, чтобы 
шарнк отклоиился от вертнкали иа угол 
= 45°? Масса шзрнка т=4 г, площадь 
каждой пластины конденсатора $=— 314 см?. 


Ускорение 


Массой вити пренебречь. в= 9.8 м:с?, е‹= 
—=8,85.10- ф/м. 

4. Проекционный аппарат имеет объек- 
тив с фокусным расстоянием ЁЕ==5 см. Квад- 
ратный диапознтив площадью 5:1 сме, 
нахолящийся на расстояннн 4-5,! си от 
линзы, пропускает световой поток ф-=- 10 ам. 
Определить освешенность изображения дна- 
позитива иа экраие. Считать, что световой 
поток не рассеивается. 


Вариант 3 
1. Движение молекул газов, жидкостей 
к твердых тел. 
2. Законы преломления света. 
3. Человек массой т,=80 кг переходит 
с носа на корму в лодке длинной {#=5 м. 
Чему равна масса лодки, если она за время 
этого перехода переместилась в стоячей 
воде в обратном направлении на 5—2 м? 
Начальная скорость лодки относнтельно во- 
лы равна нулю. 
$4. Какое количество электричества прэй- 
дет по проводам, соединяющим обкладкн 
плоского конденсатора с зажимамн акку- 
мулятора. при погруженнн конденсатора п 
керосин? Площаль пластины конденсатора 
$==150 см?, расстояние между пластинами 
конденсатора 4=:5 мм, ъ. д. с. аккумулятора 
Е=9,42 в, диэлектрическая проницаемость 
кероснна &=-2. Электрическая постоянная 
Е. 8385. Ю № ф/м. 
Н. Н. Карелин. И. С. Осипишин, 
М. А. Паленичка 


Ижевский 
механический институт 


Ижевский механический — ниститут имеет 
пять дневных факультетов Н ГОТОВИТ Ниже- 
неров по следующим специальностям. 
Механнко — техноло гнче- 
скнй факультет: технология ма- 
шнностроения; металлорежущине стаикн и ин- 
струмситы; машины и технология обработки 
металлов давлением; оборудование и техно- 
логия сварочиого производства. 
Прнборостронтельный фа- 
культет: электронные вычнслительные 


машнны;  конструнрование и производство 

радвоаппаратуры. 
Машиностронтельный фа- 

хультет: автоматические и полуавто- 


матические машины; аппаратостроенне. 

Иижеверно-эзкономиче- 
ский факультет: экономика и ор- 
ганизация машикостронтельной промышлси- 
ность; организагня механизированной ©б- 
работкн экоиомнческой информации. 

Инженерно -стронтельный 
факультет: промышленное и граж- 
данское строительство;  ‹ельскохозяйствен- 
ное‘ строительство. 

Ниже помещены варианты вступитель- 
ного письменного экзамена по математике 
1974 года в наш кнститут. 


Варнант | 
1- Основанием прямой призмы служнт 
равнобеаренный треугольник, основание ко- 
торого равно а, а угол при основании равен 
о. Определить объем призмы, еслн се боковая 


поверхность равна сумме площадей ее осио- 
вания. 


2. Решить уравнение 
1 
Хх» МХ, 


3. Решить неравенство 
х—? 
ра х2— 19 х- 
4. Решить уравиенне 
Чеха р х-- Я со$"х. 


<0. 


Варнант 2 


1. В шар раднуса А вписан конус, 0б- 
разующая которого наклонена к ллоскостн 
основання под углом &. Найтн объем конуса. 

2. Решить уравнение 


в 4 ИРЕН 
арх Туту? 5. 


3. Решить уравнение 


. я 
5х — 1 = 291 5. 


4. Решнть неравенство 
Юра, з(х" 9х) < 0. 


Варнант 3 


1. Основание прямоугольного парадлс- 
аспинеда — прямоугольрюнк. впясанный и 
круг ралнуса К, причем одна из сторон ос- 
нования опирается на дугу. равную 2%. 
Найти объем этого параллеленииеда, еслн 
его боковая поверхность равна 5. 

2. Решить уравнение 


17 (100х)- 5169 (1бх)-Е 1х == 14. 
3. Решить неравенство 


‚ 
4. Решить уравнение 


{ д 
| — <05* 9х =- $: Зх — с0$ (5 = ;). 


Ю. В. Комленко 
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РЕЦЕНЗИИ. 
ВИБЛИОТРАФИА 


О диффузии 
в кристаллах 


«Эта книга не учебник, не 
справочник, не монографня, 
а рассказ об одной из сторон 
жизнн кристаллов»— так на- 
чинает профессор Я. Е. Ге- 
гузин свою м Точнее, 
это не рассказ, а 80 коротких 
рассказов-очерков 0б одном 
из вндов теплового двнження 
атомов в кристаллах —о 
блужданни зтомов по кри- 
сталлу. За кажущимся хо- 
лодным покоем кристаллов 
скрывается активное движе- 
ние атомов, многообразное и 
непрекращающееся. Атомы 
ие только колеблются, то 
есть как бы топчутся около 
своих мест. Онн могут ме- 
няться местамн, блуждать ло 
кристаллу. Если крнсталл 
свободен ст различных не- 
однородностей н на иего не 
действуют никакне внешнне 
силы, то блуждание атомов по 
кристаллу происходит беспо- 
Рядочно, случайно. Но если 
в кристалле появляется ма- 


лейший признак  «иепо- 
рядкаь — царапина, пора, 
если кристалл сжат нли 


растявут, кристаллу прида- 
на несвойствениая ему фор- 
ма, если число примесных 
атомов в Одной частн кри- 
сталла больше, чем в дру- 
гой, — одинм словом, если со- 
стоянне кристалла неравно- 
весное, сейчас же потоки ато- 
мов становятся направлен- 


„) Гегузнн Я. Е. 
Очеркн с диффузни в кри- 
сталлах. Изд. 2-е, дополнен- 
ное. М., «Наука», 1974. 
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- НОСТЬ: 


ными — начинается 
зня. 


диффу- 
Направленным может 
быть двнженне примесных 


или собственных — атомов 
кристалла. В последнем слу- 
чае говорят © самоднффу- 
зни. Все потокн атомов под- 
чнняются теперь одной опре- 
деленной цели: залечить ра- 
ны кристалла, избавить кри- 
сталл от неравновесности, 
дать ему возможность вер- 
нутья в равновесное со- 
стояние илн хотя бы прибли- 
знться к равновесню. Еслн 
есть в кристалле отклоиенне 
от равновесия, то двнженне 
атомов приобретает как бы 
разумную целеустремлен- 
скорее, кратчайшим 
путем установить равновесие. 

Почему? По всей книге 
автор широко пользуется об- 
разной анзлогией: з...Мне 
представляется гора, с вер- 
шнны которой к подиожню 
скатываются камнн... У каж- 
дого камня есть избыточная 
энергия, которая освободит- 
ся, когда камень скатится к 
подножию горы... Камией 
много, онн катятся, сталкн- 
ваются..., после чего одни 
движутся к подножию еще 
стремнтельнее, а другие на- 
чинают  двнгаться вверх. 
Участь каждого из камией 
может быть различной и пе- 
ременной. Одиако все онн в 
конечном счете стремятся к 
подножню горы». Кристалл 
со многимн признаками не- 
равновесности автор упо- 
добляет горе н камиям на ее 
вершине. Каждый признак 


неравновесности кристалли- 
ческого тела — это камень 
на вершине горы, а процесс 
направленного движення ато- 
мов — процесс диффузнонно- 
го устранення неравновесно- 
сти — подобен  скатыванию 
камня к подножию. Камень 
скатывается к подножию Го- 
ры — освобождается та из- 
быточная энергия, которой 
обладал камень, находясь на 
вершине. Кристалл освобож- 
дается от неравновесности: — 
выделяется лишняя энергия, 
кристалл из неустойчивого 
состояния переходнт в более 
устойчнвое. «М может ока- 
заться, — пншет Я. Е. Гегу- 
зни, — что кристалл сочтет 
целесообразным один из при- 
знаков неравновесности усу- 
губить для того, чтобы нная 
неравновесность сгладнлась 
быстрее и более полно». 

Очерки Я. Е. Гегузииа 
повествуют 0 множестве 
своеобразных явлений, —со- 
провождающих диффузию 
или объясняемых диффузней. 
«Для диффузии нужна пусто- 
Таз — называется однн низ 
очерков. Оказывается, в 
структуре кристалла для 
блуждающих атомов как бы 
специально заготовлены пу- 
стые места —- так называемые 
вакансии, «атомы пустоты»: 
в каком-то месте в структуре 
кристалла не хватает атома. 

Как ведут себя этн ва- 
канснн? Представьте себе пу- 
стое место в ряду зрителей в 
кино, где-то в середние ряда. 
Вы хотите занять его. Мож- 
но, конечио, пройти вдоль 
всего ряда, мешая другим 
зрителям, а можио поступить 
нначе: попросите их подвн- 
иуться — каждый  передвн- 
нется на соседнее место, а 
в результате лустое, вакант- 
ное место как бы выплывет к 
вам из середины ряда, как 
бы само пустое место пропу- 
тешествует по ряду. Так 
путешествуют вакансии в 
кристалле. И не думайте, что 
это бывает редко. Я. Е. Ге- 
гузнн прнводит некоторые 
цифры: в крнстелле золота 
прн температуре, близкой и 
температуре плавлення 
{1130 *К), каждая вакансня 
за одну секунду совершает 
101® скачков, она движется 


со средней скоростью око- 
ло 10 км/. Но значит лн 
это, что она мгновенно «вы- 
скакнвает» из кристалла? Нн- 
чего подобного? Вакансия 
движется “беспорядочно из 
стороны в сторону. н по- 
этому, хотя в течение одной 
секунды она 10° раз меня- 
ет свое место, ее персмеще- 
нне составляет всего 10 мик- 
рон. «Суетлнвость, пожалуй, 
беспримерная», — замечает 
по этому поводу Я. Е. Гегу- 
знн. Атомы ведут себя спо- 
койиее вакансий, но и онн 
мнллионы раз в секунду ме- 
няют свой места. 

Человек может воздей- 
ствовать на двнжение атомов 
и вакансий, может управлять 
диффузней в кристалле, как 
ему нужно: вводить примеси 
п кристалл, менять проч- 
ность металла, скленвать н 
сварнвать металлы и другие 
твердые тела ит, д. ит. п. 

Диффузию в газе нли в 
жидкости легко увндеть: дым 
рассенвается ш воздухе, чер- 
нила расплываются в воде — 
все это процессы диффузнин- 
В твердых телах процессы 
диффузин пронсходят мед- 
леннее, н Нх нельзя увндеть 


непосредственно, как исче- 
зающую в воздухе струйку 
дыма. Книга Я. Е. Гегузн- 


на хороша тем, что она дает 
чнтателю возможность уви- 
деть, почувствовать, как бы 
руками пощупать невндн- 
мые глазу процессы лиффу- 
зии в твердом теле. Автор 


опнсывает опыты, в которых 
становится видимым резуль- 
тат двнжения атомов Нли ва- 
кансий в твердых телах. Опы- 
ты эти порой уднвительвы: 
нзогнутый кристалл сам раз- 
гибается только оттого, что 
его нагрели; грузик на метал- 
лической проволоке ползет 
вверх; втомы катятся по по- 
верхности кристалла, как пе- 
рекати-поле (степиое расте- 
нне, отрывающееся от корня 
и переносимое ветром по 
степн); одно вещество распро- 
страняется по поверхности 
лругого, как булто разверты- 
вается ковер; крупинки 30- 
лота на поверхностн кристал- 
ла каменной солн «поедают» 
друг друга; в другом опыте 
крупинки золота мечутся по 
поверхностн крнстглла ка- 
меннсй соли; кристалл те- 
чет, как жидкость, а жид- 
кость разрушается хрупко, 
как стекло; движущийся в 
кристалле слюды атом ура- 
на как бы записывает свой 
путь. в по этой записи иссле- 
дователь определяет возраст 
кристалла слюды. 

Как пишет Я. Е. Ге- 
гузнн,.слыты эн «непременно 
надо увндсть. Увидеть, по- 
чувствовать и прийти в во- 
сторг». Автор так увлечен 
своей темой, что н читатель 
заражается этим восторгом, 
этой радостью нсследовате- 
ля, открывающего — новое. 

Автор не стремнтся дать 
законченную картнну описы- 
ваемого явлеиня. Первое из- 


данне книги вышло четыре 
года назад. Второе изданне 
автор дополнил новым мате- 
риалом, добавил главу © 
квантовой диффузии (ие са- 
мую удачную в книге), но н 
на этот раз, заканчнвая кии- 
гу, он снова обращает внн- 
мание чнтателя на то, о чем 
н кинге ие рассказано, под- 
черкивает, как много еще 
надо узнать, увидеть, нс- 
следовать. 

Каждый нз очерков — 
это самостоятельный — рас- 
сказ, ио все они связаны 
едниством темы: физическая 
сущиость процесса диффузин, 
возможность воздействовать 
на этот процесс, богатство 
явлений диффузии и кристал- 
лах. Множество ярких, на- 
глядных аналогий, запомн- 
нающихся образов, примеров 
делают кнвгу интересной н 
увлекательной. Жаль толь- 
ко, что рисункн в книге ие 
всегда столь наглядны, как 
нх опнсание. 

Хотя автор оговарнвает- 
ся, что он ограничнвает тему 
книги только диффузней, на 
самом деле ее содержанне шн- 
ре: из этой книгн можно по- 
черпнуть множество  сведе- 
ний и о строеннн крнсталлов, 
и о новых экспернментальных 
фактах, н © методах физнче- 
ской статистикн н кннегики. 
Квига написана ярко, жнва. 


увлекательно; песомненно, 
она доставит удовольствие 
читателю. 


М. НП. Шаскольская 


Геометрические неравенства 


1. Обозначим через та, 
Тв, те длины меднан, про- 
веденных к сторонам а, 5, с 
треугольника. Докажнте, 
что 


в -- 6с + са) = 

= Мать г тыте + тета = 
= ев + фе -+ са). 

Сушествует недоказанное 

предположение, что коэф 


фицнент 3/8 можно — заме- 
нить на 9/20. 


2. Обозначим через Ва, 
Не, Но длины высот, прове- 
денных к сторонам а, 6, с 
треугольника АВС. Дока- 
жите, что 
1 
(а — в] ++ 
+ 
+— #2)? + (2 + а? — 
с 
—12)? = 60, 


где А радиус  окруж- 
НОСТИ «опнсанной вокруг тре- 
угольника АВС. 


3. Обозначим через 6, 
из. ис длины биссектрнс, 
проведениых к сторонам а, 
Ь, се треугольника. Докажн- 
те, что 


п 
Что + 


#2 -- Ша + 


с = 
- > 
маи” У, 


%®а [12223 
БЕ са" 


ис 3 
ыы а < 4 з 
Н 


. В. 
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И 


«Квант» для младших школьников 


=. 


Задачи 


1. В комнаге, в которой заселал 
совет дружины, были стулья на 4 нож- 
ках и табуретки на 3 ножках. Когда 
все пнонеры уселись, то свободных 
мест пе осталось, а сумма количества 
ног у сидящих и ножек у сидений 
оказалась равной 39. 

Сколько в комнате было стульев 
н сколько табуреток? 


2. Аквалангист пюд кодой поте- 
рял ориентацию. Как он может опре- 
делить. где верх. в ге низ? 


3. Московские школьники Нико- 
лай и Владимир ъстретились у Вла- 
димира. Ннколай сказал: «Если от 
двузначного номера мсего дома от- 
нять число, образующееся после пере- 
становки его цифр. то получится но- 
мер тгоего дома. В каком доме я жн- 
ву» 

Владимир сказал: «Это легкая за- 
дача», — и сразу ее решил. 

В каких домах жили школьники? 


4. Для того чтобы скошеинное сено 
высохло, его часто ворошат. Почему 
это помогает? 


5. Как надо поставить знаки «-» 
между цифрами числа 987654321, 
чтобы в сумме получилось 992 
Сколько решений имеет эта зада- 
ча? 

Рисунки Э. Назарова 
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Я ехал по Ленинграду в трамвае со 
скоим племянником Мишей. Опустив 
п кассу 6 копеек, я оторвал два биле- 
та. 


— Чур этот билет мой! — ска- 
зал Миша. 
— Пожалуйста, бери любой ив 


них. Они кедь совершенно одинако- 
вые, с любым из них можно просхать 
кесь маршрут. 

— Одинаковые. да не совсем. Этот 
билет самый обыкновенный, на нем 
номер 286 357. А следующий билет 
с номером 286 358 — «счастливый», 
сумма первых лрех цифр совпадает 
с суммой последних трех. 

Тут я вспомнил, что уже не раз 
слышал о распространенном поверье: 
билет с одинаковыми суммами цифр 
прниосит счастье. В данном случае 
Мише достался билет 286 358, в ко- 
тором 2--8-|-6—3-.5-1 8. 

— И часто тебе попадаются «сча- 
стливые» билеты? — сиросил я. 

— Да нет, очень редко. Примерно 
раз в месяц. А так как я езжу в ин- 
ститут и обратно каждый день, кро- 
ме выходных, то, значит, в среднем 
один «счастливый» билет приходится 
на 50 обычных. 

— Ченуха, — вмешался один из 
наших понутчнков. — Я вошел на 
предыдущей остановхе и в той же 
кассе вытянул тоже «счастливый» би- 


лет — 286 349. Да и сейчас кто-то 
отрывает билет 286 367, тоже «счаст- 
лнвый»; скоро ноявится — 286 376, 
затем 286 385. Так что в каждом де- 
сятке билетов ссть один «счастливый»- 

— Это не вполне верно, — возра- 
зил новый пассажир, оторвавший 
«ссастливый» билет 286 367. — Ваш 
пример ничего не доказывает. В сле- 
дующем десятке будет сще один «сча- 
стливый» билет — 286 394. А затем 
«счастливых» билетов долго не будет, 
вплоть до номера 286 439. так что 
здесь между двумя «счастливыми» 
билетами будет интервал в 45 биле- 
тов. Таких примеров можно привести 
много. В этой же катушке билетов, 
начальные цифры которых 286, между 
билетами 286 097 и 286 169, то есть 
среди 71 билета, нет ин одного «счаст- 
ливого». 

— Вот н п говорю, — подхватил 
Миша, — в среднем один «счастли- 
вый» билет попадается на полсотни. 

— Это тоже опрометчивое ‘заяв- 
ление, — заметил я. — Чтобы пра- 
вильно отгетлнть на этот вопрос, нуж- 
но его исследовать. А сначала нужно 
точно сго сформулировать. Скажем, 
так; сколько существует «счастливых» 
шестизначных чисел от 000000 до 
999 999, то есть чисел, у которых 
равны суммы цифр первых трех и пос- 
ледних трех разрядов? 
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— Ну 
после недолгого размышлення, — я 
сейчас не могу точно ответить на этот 
вопрос, но могу описать способ, позво- 
ляющий его решить, по крайней мере, 


что же, — сказал Миша 


в принципе. Выпишем подряд все 
числа от 000 000 до 999 999 и прове- 
рим каждое из них. Таким образом 
мы сможем пересчитать число «счаст- 
ливых» бнлетов. 

— Да, такой метод решения воз- 
можен. Он называется методом пере- 
бора. Им можно решать задачи, в ко- 
торых исследуются свойства конеч- 
ного набора каких-либо чисел или 
других объектов. Однако метод пере- 
бора имеет два недостатка. Прежде 
Есего, он очень трудоемок. Рассуди 
сам, необходимо проверить миллион 
чисел. Если на проверку каждого 
из них тратить всего | секунду, то 
потребуется 1 000 000 секунд, то есть 
почти 278 часов. Прн восьмичасовой 
ежедневной работе это займет 35 дней. 

— Но ведь можно поручить это 
электронной вычислительной машине! 

— Можно, конечно, но стоит лн 
«палить из пушки по воробьям»? 
Кроме того, метод перебора имеет 
и другой недостаток, который сохра- 
няется ин лри расчете на ЭВМ. При 
переборе получается решение только 
одной конкретной задачи, которое 
обычно не позволяет произвести обоб- 
щения илн вскрыть какие-либо ненз- 
вестные закономерности. Поэтому-то 
переборные методы решения в извест- 
ном смысле неинтересны. 


— Разрешите мне опять вмещать- 
ся в ваш разговор, — сказал облада- 
тель счастливого билета 286 367. — 
Я заинтересовался вашей задачей 
и уже нашел ее решение, правда, не 
точное, а приближенное, вернее то, 
что мы, математики, называем оцен- 
кой. Да, п не представился, зовут 
меня Георгий Владимирович, я до- 
цент кафедры математики одного из 
технических вузов. Так вот, молодой 
человек, — обратнлся он к Мише, — 
давайте введем новое определение 
«счастливого» билета, или, лучше да- 
же, введем новый термин, например, 
«краснвый» билет. Будем называть 
билет «красивым», если сумма первых 
трех цифр дает тот же остаток при 
делении на 9, что и сумма следующих 
трех цифр. Понятно? 

— Понятно, — ответил 
но почему именно на 9? 

— А потому, что в нашей десятич- 
ной системе счисления всякое число 
дает тот же остаток прин делении на 
9, что и сумма его цифр. Это свойство 
дает возможность легко найтн число 
«красивых» билетов. Действительно, 
среди чисел от 1 до 999 ровно 111 
дают при делении на 9 остаток 1, 
столько же остаток 9, и так далее. 

Сколько же существует различных 
«красивых» чисел с остатком 1? На 
первом месте может стоять 111 чисел 
и для каждого из ннх следом можно 
поставить любое из тех же 111] чисел. 
Таким образом, получаем 111.111= 
—=]2 321 «красивых» билетов с остат- 
ком 1. Такое же число «красивых» 
билетов дают остатки 2, 3 и так да- 
лее. А к числам с остатком 0 или, 
как мы привыклн говорить, делящим- 
ся без остатка, нужно еще прибавить 
число 000, поэтому их будет не 111, 
а 112, откуда следует, что «краснвых» 
чисел с остатком 0 будет 112-112= 
—=12 544. Итак, всего «красивых» чи- 
сел будет 8.12 321-12 544=1И 112. 

А при чем же здесь «счастливые» 
билеты? — спросил Миша. 

— Это уже совсем просто! Ведь 
еслн равны суммы цифр, то равны 
и их остатки при делении на 9, следо- 


Миша, — 


вательно, каждый «счастливый» бнлет 
является «красивым». Однако не вся- 
кий «красивый» билет будет «счастли- 
вым?. Напримзр, билет 100 748 будет 
«красивым», но не будет «счастливым». 
Итак, если обозиачить число «счаст- 
ливых» билетов через С, то можно 
написать неравенство 
С<И И2. 

— Но это все-таки не полное ре- 
щение задачи, — сказал Миша. — Мы 
получаем, что «счастливых» билетов 
меньше 111112, но не зваем, на- 
сколько. А можно ли показать, что 
их больше какого-то числа? Я слы- 
шал, что это называется «оценкой 
снизу». 

— Можно дать и оценку снизу, — 
ответил Георгий Владимирович, —бо- 
юсь только, что она будет довольно 
грубой. Назовем «прекрасными» бн- 
летами такие, у которых номер состо- 
нт из двух совершенно одинаковых 
половинок, например 287 287. Та- 
ких билетов ровно 1000, а именно, 
000 000,° далее 001 001, 002 002, 
до 999 999. «Прекрасных» бнлетов, ес- 
тественио, меныце, чем «счастливых», 
поэтому мы можем записать такую 
оценку: 

1000<С< И 112. 

Здесь оценка сверху более чем 
в 100 раз превышает оценку снизу, 
так что вряд ли такой результат мож- 
но считать решением поставленной за- 
дачи. 

— Пожалуй, оценку сверху можно 
несколько улучшить, — сказал я, — 
нспользуя признак делимости на 1]. 

— Что это за признак? — спро- 
сил Миша. — Мы его не проходилн. 

— Он очень прост. Сложим все 
цифры, стоящие в иечетных раз- 
рядах, потом отдельно сложим чисда, 
стоящие в четных разрядах. Так 
вот, если разность полученных сумм 
делится на |1, то и все число делится 
на 11, и наоборот, любое число, де- 
лящееся на 11, обладает этнм свой- 
ством. 

— Какое же отношение этот при- 
знак имеет к «счастливым» билетам? — 
удивленно спросил Миша. 


— Самое прямое, но скажи сна- 
чала, слышал литы о билетах, «счаст- 
ливых по-московски»? 

— Ах, да! Москвичи считают би- 
лет «счастливым», если сумма цифр, 
стоящих на четных местах, равна 
сумме цифр, стоящих на нечетных 
местах, Вот чудаки! 

— Во-первых, чудаком являешь- 
ся ты, если веришь, что «счастливые» 
билеты могут приносить удачу, а во- 
вторых, москвичи называют «счаст- 
ливыми» те же самые билеты, что 
и ленинградцы, а билеты, которые мы 
называем «счастливыми — по-москов- 
скин», они называют «счастливыми по- 
ленинградски». Так «американские 
горки» в Америке называют «русски- 
ми». Но не в этом дело. Совсем 
легко проверить, что номера бнле- 
тов, которые ты называешь «сча- 
стливыми по-московски», делятся на 
11. Верно? 

— Верно, — ответил Миша. 

— И этих билетов не больше, чем 
чисел от 0 до 999999, делящихся 
на 11. 

— То есть не больше 90 910! — 
воскликнул Георгий Владимирович. 

— А каких билетов больше, — 
спросил Миша, — «счастливых» илн 
«счастливых по-московски»? 

— Совсем нетрудно установить, 
что одних столько же, сколько и дру- 
гнх, — ответил я. 


— Скажете тоже, «нетрудно», — 


хмыкнул Миша, — мы же не знаем, 
других. 


столько тех н 


— А это и не нужно, — заметил 
Георгий Владимирович. — Расставь 
первые трн цифры «счастливого» би- 
лета на четные места, последние три 
кифры има мечетные места, и ты 
получишь из «счастливого» билета 
билет, «счастливый . по-московски». 
И обратно, если у билета, «счаст- 
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лнвого по-московски», собрать все 
цифры, стоящие на четных местах, 
в первой половине вомера, а осталь- 
ные — во второй, то ты получишь 
«счастливый» билет. Таким образом, 
мы установили взанмно однозначное 
соответствие между теми н другими 
билетами. А отсюда следует, что их 
одинаковое количество. Верио? 

— Верно! — воскликнул Миша. — 
Вот здорово! Значит, мы доказа- 
ли, что «счастливых» билетов мень- 
ше, чем 90 910. 

— А какова будет сумма цифр 
у номера, если в «счастливом» билете 
заменить три последние цифры на 
разностн между 9 и этими цифрами? — 
спросил Георгий Владимнрович. 

— Сейчас, — задумался Миша, — 
та-а-к,... трижды девять — двадцать 
семь...минус... плюс... Получается 27! 
А ведь онять получается взаимно од- 
нозначное соответствие! Георгий Вла- 
димирович, отсюда следует, что «сча- 
стливых» билетов столько же, сколько 
билетов с суммой цифр 27. 

— Правильно, — ответил он. 

— Но сколько же все-таки «счаст- 
ливых» билетов? — взглянув на ме- 
ня, спроснл Миша. 

— Ответ я тебе скажу сейчас: 
55 252. то есть в среднем каждый 18-й 
билет «счастливый». А почему их 
столько, я расскажу тебе как-нибудь 
в следующий раз. Прощейся с Геор- 
гием Владимировичем и пойдем—нам 
пора выходить. 
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Задачи 
наших 
читателей 


1..Найти углы прямо- 
угольного треугольника, если 
известно, что отнощение вы- 
соты, опущенной на гипоте- 
нузу, к меднане, проведен- 
ной к катету, нмеет наиболь- 
шее возможное зн ачение. 
Е. А. Боков 


2. На лнсте бумаги на- 
рисована окружность, пентр 
ее не указан. При помощи 
двусторонней линейки впни- 
сать в эту окружность 


квадрат. 
А. В. Аляев 


3. Без помощи таблиц 
доказать, что 


Ры- 
4 30`> п. 


С. И. Майзус 
4. Доказать неравенство 


а, 1` | 

ве т)! + 3). „ва 

1 
жи а. 

С. Т. Берколайко 
5. Доказать. что угол 
в 1°, где п — произвольное 
натуральное чнсло, пе деля- 
щееся на 3, можно разделить 
ма л равных частей с по- 


мощью циркуля и лннейки. 
Л. М. Земсков 


6. Сумма углов, ле- 
жащих при основании тра- 
пецин, равна 90. Докажите, 
что расстояние межлу сере- 
дннами оснований трапеции 
равпо расстоянию между се- 
рединами се днагоналей. 

5. И. Алейников 


7. В каких пределах за- 
ключено стношение медиан, 
проведенных к катетам пря- 
моугольного  треуголыгяка? 

Ф. Гайнуллин 

8. Дан треугольник АВС, 
в котором угол А вдвое 
больше угла В. Определить 
высоту СА, опущенную ил 
вершицы С ца сторому АВ, 
если известпо, что |АС|] = 
„23 см, [АВ|=5 сём. 

А. В. Хусаинов 


ОТВЕТЫ. УКАЗАНИЯ. 
РЕШЕНИЯ 


К статье «Узел на столе математика» 


1-2. Указание. 
вашим куском бечевки. 

3. Рисунок 1 поможет вам проделать 
все необходимые операции г бечевкой. 

4. Чтобы дать вполне строгие локаза- 
тельства сформулнрованных утверждений, 
нужно владеть довольно сложной тспологи- 
ческой техникой. Однако в общем-то вполне 
очевидно, что плоская замкнутая крнрая 
без точек самопересечения (то есть диаграмма 
узла без точек скрещивания} всегда может 
быть «раздута» вокружность. Очевндно также, 
что если днаграмма узла имеет единственную 
точку скрещивания. то она всегда явзяется 
плоской восьмеркой (ие путайте © узлом- 
восьмеркой!), то ссть «перегнутой» окруж- 
костью (4. рис. 2, а}. Нарисовав две точки 
скрещивания с выходящими из инх «обрез- 
ками» бечевки и попытавшись соедикить эти 
«обрезки» друг с друтом (чтобы получить 
диаграмму узла с лвумя точками скрещива- 
ния), вы легко убедитесь в том, что тах можно 
получить либо две Перссекающиеся окруж- 
ности (то есть диаграмму зацелления,^а ие 
узла), лнбо дважды перегнутую окружность 
(то есть тривиальный узёл) — см. рисунки 
2, 6, в. Англогичные, но чуть более кро- 
потливые, рассуждения с диаграммамн уз- 
лов с тремя нм четырьмя точками скрещи- 
вания проведите самостоятельно. 

5. Легко проверить, что замкнутая ия- 
тизренная ломаная на с. 12 являстся «не- 


Воспользуйтесь 


Рис. 1. ` 


возможным объектом» (0б этих «объектах» 
рассказывалось п журнале «Квант», 1971, 
№ 5, п стазъе Л. и Р. Пенроузов 
«Невозможные объекты».) Чтобы рисунок 9 
на с. 12 был ироекцией реальной ломаной. 
его надо мысленно дополнить ие менее чем 
тремя отрезками, перпендикулярнымя пло- 
скости рисунка (и потому «невидимыми») и 
соединяющимн «видимые» отрезки в трех 


уголках «звезды». Так же легко проверить, 
что «изломаннссть» клеверного листа раена 6, 
я все трех-, четырех- н нятнзвенные замкну- 
тые пространственные ломаные — трнвналь- 
ные узлы. 

6. Это узлы 3,. 5, и 7, из таблиць: узлов 
(см. с. 17). 


8. Всякий узел иа торе (завязан ли при 
этом сам тор или нет, не играет никакой 
роли) можно представлять себе как «обмотку»? 
тора. характеризующуюся двумя целыми 
числами — числом хоборотов» вдоль зпарал- 
лелн» тора и числом «оборотов» вдоль «мерн- 
днана» (см. рис. 3). Хотя бы одно из этих 
чисел отлична от нуля; пусть, наиример, это 
будет число я «оборотов» влоль параллели. 
Выберсм какое-то одно (из двух возможиых) 
направление движения вуоль узла и рас- 
смотрим момелты прохождения через какой-то 
фиксированный мерндиан тора, точнее, точки 
пересечения узла с этим мериднаном, ио с 
учетом порядка прохождения через эти 
точки прн движении вдоль узл3з. Почти оче- 
видно (хотя строго доказать это и не про- 
ста), что число тзких точек как раз равно 
чнслу «оборотов» п узла ядоль параллели, 


Ши» —— 
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мг 


Рис. 4. 


если, слегка «подправив» узел ча торе, 
убрать те точки пересечения узла с меридиа- 
ном, когда узел, «перейдя» через меридиан, 
тут же» возвращается обратно. Разрежем 
теперь тор вдоль нашего узла н ВДОЛЬ Вы: 
бранного нами меридиана; тор распадется 
на полоски. число которых равно п. Будем 
теперь склеивать эти полоскн вдоль разреза 
по мериднану в том порядке, в каком мы по- 
падаем на полоскн, двигаясь Вдоль узла 
в выбранном направлении н считая отрезки 
узла, например, левой кромкой соответствую- 
щнх полосок. Легко понять, что все полоски 
склеятся таким образом в одну ленту, 
краем которой будет наш узел. Эта лента 
и есть тот «кусок» (единственный!) поверх - 
ности, который нолучается лосле разрезания 
тора едоль нашего узла. 

8. Бабушкни узел есть композиция двух 
левых клеверных листов, сквер-узел — ком- 
позиция левого и правого клеверных листов. 

10. Указание. Воспользуйтесь все 
той же бечевкой. 

12. Если узел разрезает сферу © ручка- 
ми на две части н при этом ие разрезает «вдоль» 
на две или большее число частей какую-то 
из ручек, то он либо проходит вдоль этой 
ручки только однажды, и тогда по мерилна- 
ну этой ручки можно с одной стороны узла 
попасть на другую (см. рис. 4), то есть узел 
не будет разрезать поверхность на две ча- 
сти; либо узел вообще «не заходит» на ручку, 


Правильное принлеивание 


Рис. 5. 
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н тогда эту ручку можно удалить, заклеив 
«дырки» в местах ее соединення со сферой 
«заплатами». Итак, если узел разрезает на 
две части сферу с наименьшим возможным 
для данного узла числом ручек, то, двигаясь 
вдоль узла, мы пройдем вдоль каждой из 
ручек не менее двух раз; н действительности 
{попробуйте доказать это сами) узел про- 
ходит вдоль каждой ручки ровно два раза. 
Эти два отрезка узла на ручке н будут ее 
кантом. 

13.. Доказательство проводится по ии- 
дукции. Пусть р — число ручек. Чтобы 
сделать рассуждения более наглядными. бу- 
дем представлять себе сферу силющенной, 
то есть кругом. при этом кант (экватор) 
превратится в окружность этого круга; 
ручки же превратятся в полоски, аих кант — 
в края этих полосок. При приклеивании по- 
лосок-ручек (см. рис. 5) разрешается нх пе- 
рекручивать и переплетать друг с другом; 
единственное требование — число «перекру- 
чиваиий» для каждой полоски должно быть 
четным, иначе с одной стороны круга-сферы 
мы сможем по полоске-ручке попасть на дру- 
гую, не пересекая узла-кантз, то есть узел 
не будет разрезать сферу на две части. Рас- 
смотрим теперь произвольный крут г прик- 
леснпымн к нему таким способом р полосками 
{мы не требуем, чтобы кант, то есть край 
этой говерхиости, был узлом — он может 
быть и зацеплением); обозначим через Я 
число кривых, на которые распадается край- 
кант (при А-=1 этот кант будет узлом). По- 
смотрим, что происходит с числом й при 
прикленванин очередной полоски-ручки: ес- 
ли полоска прикленвается п участках (всег- 
да двух) крзя-каита, прииадлежеащих одной 
крнвой (из тех, на которые распадается кант), 
то число кривых увеличится ровно па одну 
{проверьте это!), если же эти два участка 
принадлежат разным кривым. то после при- 
клеивания полоски ее край станет «мости- 
ком»? между этими кривыми, они сольются 
в одну и общее число кривых уменьшится 
на единицу. Итак, в любом случае число 
кривых А изменяется (уменьшается или уве- 


| — 


} 


ть 


Неправильное  принлоивание 


(получится лист Мебиуса ) 


личивается} ровно на |. Если вспомнить 
теперь, что при р=0 (сфера без ручек) чи- 
сло Я равно 1, то для всех четных р число К 
будет нечетным (и поэтому край может быть 
узлом), в при нечетных р число Й будет 
‚четным и болышям 0. н край всегда будет 
зацеплением, но ие узлом. 

14. Неравенства доказываются «при- 
клеиваинем» узлов {а в случае «конлитерско- 
го числа» — ин сфер). 

}5. Доказательство не проходит нз-за 
того. что чеперь разделеииые узлы могут 
соединяться между собой отрезкамн, лежа- 
щими па двух (а не на одной) «трубках», 
поэтому «закленвание» приведет к появлению 
лишней ручки. 


К статье «Решение задач с помощью геомег- 
рических преобразований» 


3$. При решенни нем понадобится лем - 
нашей 


ма, являющаяся ‘частным случаем 
задачи. 
Лемма. На плоскости даны два пра- 


внльных треугольника АВР п А.В.О с 0б- 
щей вершаной Г (рис 6). Пусть точки Аьи 
Во поличаются из точек Аи В, поворотом 
на уголо вокруг точек А и И соответетзен- 
но. Тогда треугольник АзВ.О тоже правиль- 
ный. 

Покажите эту лемму (указание 
рассмотрите поворот на 50° вокруг точки 2). 

Возвращаясь к основной задаче. докз- 
жем. что точка С движется © той же углотРой 
скоростью по окружности с центром п точке 
Оз, являющейся вершиной правильного тре- 
угольника О,О.Оз. Пусть А и В — перво- 
начальные положения точек, Ауи В, полу- 
чаются из них поворотом на угол вокруг 
центров Ор н О, соотаетственно, С н С; — 
вершины правильных треугольииков АВС 
н А,В.С, (рис. 7). Нам достаточно доказать, 
что точка С, получается из точки С поворо- 
том на угол < вокруг точки О,. Переведем 
точку С п точку С, с помощью слелующих 
трех поворэтов. Рассмотрим поворот вокруг 
зочки В.ла 60°; он переводит точку @ в то- 


Рис. 7. 


чку А. Далее, поворот вокруг точки О, на 
угол х переводнт точху А в точку А. Нако- 
мен. нонорот вокругточкн В, на —69” пере- 
водит точку А; в точку С,. Композицней 
этих трех поворотэз является поворот на 
угол 9 вокруг пвекоторой тоики, переводя- 
щяй точку С в тэчху С:. Проследив пере- 
мещения точки Оз пря этих трех поворо- 
тах и воспользовавшись леммой, получа- 
ем, что точка Оз в результате выполнения 
трех указзиных преобразозаний переходит в 
себя и. следовательно, является центром 
результирующего поворота. Так как это верно 
для любого угла@. то задача решена. 


К статье «Вступительные экзамены в вузы» 


Уральский  тосударственный  уннверситет 
им. А. М. Горького 
Математика 


Варнант 1 


1. Решение неравенства ныеет вид х>— 1. 
При х>а. х>—1! уравнение принимает вид 
х—а—х—|=2, откуда а-=—3. Легко про- 
верить, что решением уравнения |х--3 |— 
— [х--1[2 является область х>>—1. Итак, 
а——9. 

2. Поскольку высота треугольника АВС 
перпендикулярна прямой {., Опустим из 
данной точки А перпендикуляр на {,. Пусть 
этот перпендикуляр пересечет {, п точке Е. 
Тогда, поскольку меднана лежит ва (1, 
АЕ=ЕС (Е — середина АС) и точка С вос- 
станавливается однозначно. 


3. ОДЗ неравенства: 65х< =. Правая 
часть решгаемого нервианотн п ОДЗ равна 2. 
Дб „ 49 | \2 
Так как 3 5х — Хх? = ша—(*— п) < 
1 ] 
их? <1, то юйхя (5 Ех — и>о „ Учнты- 
вая это. заменяем нсходное неравенсгво на эк- 


А 


| | 1 
вывалеитное ему < (5 Ив — х) С 
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Решением после днего неравенства являются 
51173 У73—5 
И. 


внимание ОДЗ и то, что 
У73—5 
1 


лучи хз 


. 
Принимая во’ 
<? 13—5 
12 
и 
< З. 


2 
<з, получим =х< 


4. Указаиие. Использовать формулы: 
1 — со; 2х 


$н х= — И 50$ х-60$ у = 


1 
= [ое и со «я |. 


Вар иант 2 


Га={. 

2. Пусть О— середина стороны ВС треу- 
тольника АВС, Е-—середииа стороны АС, 
К-—точка пересечения его медиаи. Пользу- 
ясь тем, что медианы, пересекаясь в точке К, 
делятся в ней в отношении 1:2, считая от 
точки О или Е, легко постронть точки А и 
В. Вершину С строим, исходя из того, что 


2 = вв 
3. З+У4! == 3 ИР. 
4 2 
Варианг 3 
1. При а=—3 ЕЕ 


а — Уа? -| 3в . 


х> ; при_3<а=50, х—лю- 
га 
бое действительное число; при а>0 
— Мат за ата 
Ва о. 


а 


2. Указание. Четырехугольннк, обра- 
зованный двумя вершинами основания пнра- 
миды и серединами выходящих из этих вер- 
шин ребер пирамиды, вписан в окружность. 
Отсюда выводится, Что этот четырехугольник 
является равнобедренной грапецией. Углы 
наклона граней пирамнды к плоскости ос- 


я 2 
новання соответственно равны 5, агс\#-—, 


2Н 
агс\8—р_. 
| 
3. 2<х< 1. 
4. При —17 <т< и Хх, = ДА, х. == 
= агссо$ ее у ЕСИ 2 ол: при 


т<— 17 н т>Т7 х-= ЯВ (Е целое). 
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Указание. Привести ура к виду 
зитх (4 с05 х -- 4 с0$ х— | — т? 


Вариант 4 
4-—— ‚— 
1. При а 0—у —а<х<0, х>у —а; 
при а=0 неравенство не имеет смысла; 
прна>0 х< 0. 


и а 
2. бат |1 + отека + 
О а 2 
ие | | 
| 31 15 
3- 5<х<1, 1<х<5, РУ ака 


4. При т —1\, м5 хз 8-1}; 


при — 1115 х, = 5 (2Е -- 1), х, = 


и УРА РеЧЕК, 
—=(—1)^ агсзт у5т_2 ЕЛА (А — целое). 
Указание. Уравиение приводится к виду 
со5х (4 51? х -- 8зтх -— т — |) =0. 


Физика 
Билет 1 
г 19: 9: Ч: 
з т РЕ 
: 
+, 
Билет 2 
А с05 < — $5Па 
3. а= 


8 Выпо -1- с05 а ° 


Указание. Записать уравнения дви- 
жения груза по горизонтали и вертикали. 


Билет 3 
7 
3. Рая ЕВ, ЕВ 
Билет 8 
от: и 28 (1 —с0$ во) (т, 1 2тз), 
1 (т, + 4т,) 
Билет Б 
3. а) Т=2л И. с; 
8 
6) Г= 2 / 1,40 с; 
УЕ 


г 
в) Г = ху ее, 84 с. 


Бнлет ВБ 


КО | 


Куйбышевский государственный упиверситег 


Варнант 1 


О ИН 
у 6 — 2а) 4 


Ф 
2 
(ф — величина угла, опнрающегося на бо- 
ковую сторону трапеции; 5>2а). 

2. Решение. Пусть ф=—а-р, с-= 
=а--2р, 4=а--Зр, где р — разность ариф- 
метической прогрессии; тогда |е4—5 |= 
5-20? и А (Ека 9—9 Ка 
т? 22--2р2: |-т?, где 2= (х—а)'—Зр (ха. 
Так как  дискриминант  А=4р*-—_4т?-- 
=4 (р°--т)(р?—т)== 0, если 2т22р?= |а4— 
—& |. то квадратный трехчлен г2--2р?22--т? 
иготрицателен при всех действительных зна- 
чениях 2 и 2т>> |е4—&с|. Следовательно, 
выражение А (х} неотрицательно при вхех 


действительных значениях х, ели 2т> 
> [@а—& |. 
и ии 
3. х, == 817817, у, == 818 — 51, 
> т „т 
ее ТОЕ, у = ВТ, 


4. х= —|! пр т= —1--244 ин 
х—1 при т =: | л-|-2#л. где # — любое 
целое число. 


Вариант 2 


1. атст 


5 ф яп Ё «| н 


` д \ 
агсзи [= ф с0$ (1 «| . 
1 
2. <<? и 4<х< -|- со. 


к 
3. х= Е +2] п, где &=0,-51,-Е2,... 


4. Ха == 32, у: = 1:2; х, = — 9, у, == 4. 


Варнаит 3 


1. — м <х<-19. —15<х< 8 


и |<х< -- © 
| 3 
2. $ 2ГсС05 5. 


д 1 
3. х = 5 2 Ал, х = пл 4 атс $. где 


Вариант 4 


3 А; = 16. 


зо 


2 „“ 
2. У = ЗрЕ &. Зиолн = 25 605* 5 5ес 9. 


нелое, 4 серии) при @< -, 230; при а = ь 
илм @:=0 перед 2 берется только знак «плюс» 
(получаются по 2 серин); при а>3 корней 
нет. Указание. Обозначить {# х через { 
и решить уравнения Е а = 0, 
учесть, что #50. 

3. —оо<х<Ь—1, О<«х<1 и 1<х<-Нсо. 


Варизнт Б 
т хх Е 
т? (т — 2) 


2. Зкон:Зшара == {т — Г 


(*>2). 


` 


3. 47 м. 


Московский институт электронного 
машиностроения 


Вариант 1 


1. Обозначим через х (га/4} — произво- 
дительность первой бригады, и {го/ч) — вто- 
рой. Тогда 117 (х--и)==234, откуда х--у:--2. 

Чтобы засеять 39 га, бригадам требуется 


Значнт, бригады 


х 
работали с повышенной производительностью 


39 39 
соответственно “ит ч. 


39. ; 3 
(г- х 9 н (т — эю соответствеино. 
За это время они засеяли 234—2.39-=156 (га}. 


(т (+ +(г- 3)» 
`` : # 


«(и 2)= 156. 


Итак, 


Подставляя сюда у= 2-х и упрощая, имебм 
25 6 


т 1-24. 


Если ТГ-:55, то получаем уравнение 
3152-—81х-; 50=- 0. 


7$ 


50 12 
Отсюда х, = 1, Хз. = ат 31: и =. {з = ат - 


50 12 . 
Если х=5т, “< зт ТО второй бригаде, что- 


39-31. 3 
надо == == 100$ (м). что 


противоречит условию. Значення х= у = 
= | (га!) удовлетворяют условию задачи. 

Теперь надо выяснить, нон каких Т 
система 


бы засеять 39 га, 


39 (#) 


имеег решение. Найдем, прежде всего, воз- 

39 
можные значения х. Неравенство т> > с 
учетом нервого уравнения эквипалеитно ие. 
раесиству 


С учетом соотношений 0«<х<? прихаяим 
к неравенству 


6х — Их 7<0. 


откуда; р 5 Но так как х<2, то 


1 
-5—<«<2. (2) 


39 
Аналогично, услорие Т>5 хо Эквива- 
лентно перавенству 
1224 5х —25<0, 


Е 
откуда —5<<3. Но тах зак х>0, то 
5 

0<х<у. (3) 


Сопоставляя (2) и `(3). получаем 


| 5 
а, (4) 
а о х удовлетворяет (4), то, 


взяв т.-? те += 5— +24, мы удовлетворим 


систему (). тей пайги область значс- 
ний фу м" 
Т=} <) =- т х# 24, если <<? т 


Покажем, Что в Этом интервале }(х) моно- 
тонно убывает. Действительно, 


Л) == 
А: =_= Хз 
хе)», [1х т. 
— 50(х, + хз) + 100]. 
Достаточно проверить. что выражение 


в квадратной скобке положительно. Дейст- 
вительнюь оно равно 


750 /50 ‹ 600 
9 [19—*) (9—» | -19> 


Значит, [ (х) изменяется отГищ-- | (5)- 


` 


== 57 до Таах == (= =18 


1 


Ответ. Произнолительность бригад 
одинакова н равиа | га!4: 52 ч < Т=18 ч. 


я кл 
2. А = + 2 ‚х2 = =2 вл, 
л 
= — 5 2 Ад {Е == 0, +1, -=2.,...). 
3. 0«х<И. 
713 2 

Ганя Е. =<25. 

5. 30% Указание. Рассмотреть 
сеченне пирамиды плоскостью, проходящей 


через высоту пирамиды н середины двух 
сторон основания. через одну из которых по 
условию задачи проведепа плоскость; учесть, 
что отношение площади треугольника, от- 
сечению от боковой граии проведенной 
плоскостью, к площади грани равно 1:4, 
этот треугольник подобен грани с коэффи. 
цкентом 12. 


Варнант 2 


1. Пусть первый грузовик брал за олин 
рейсе х «танков. Обозначим через у число 
рейсов. которые должен был бы сделать пер- 
вый грузоник. чтобы перевезти оставшиеся 
72 стаика Тогда получаем следующую си- 
стему: 


72 
<<? Е 1, 


—°. йе 
х-—-1 =и— ВЕ Е - | 


Отсюда 
72. 12... 
х < х + 4 с 4 , 


бы 
а Е. 


Таким образом, 2« г СР <4,или 72< 
<? 4х < 154, откуда 76<(х--2} <158, 9= 
5х2 и 7<лх<5!Ю. Но по условию 8 — 
число целое, поэтому х-= 8. 


3 2 вла =-0, +1, +2... 


2.х`= + 


3. Если а-=0, то решений нет; если а 0, 


[| 
то НЫ <х=]а|. 


} 
4. т> |2. 


а зы ь ее 
а- $1п- с со$ р 
5. 
118 -- 
511 р. 


Указание. 

Рассмотреть сечеиие пнрамиды, проходяшее 
через высоту и перпендикулярное стороне 
основания пирамиды (ннжиему основаиню 
транецин, полученной в сечении пирамиды 
плоскостью, о которой говорится в условин 
залачи}. В это`я треугольнике известны все 
углы, отсюда легко найти все линейные эле- 
менты. Далее, рассматривая боковую грань. 
легко найти длину верхнего основапия тра- 
леции. 


Ярославский политехинческий институт 


Математнка 


Варнант 1 
23 ща (| - эта) 


3. — 15 ——>, с 
х ы 
= + 2*, х: = -5 + як, ху=2лА(Е—це- 
лое). Указание. Привестн уравнение к 
виду (5тх — с0$ х)(1 — т х)( 1 — со$х) = 
Варнант 2 
д" 3102 20 с0$ В 


. ей) 2 = 20.5 == 16. 


1 вл 4- Ол 
3. < <х<“. 4. = АО 


(&— целое). Указание. Привести урав- 
неиие к виду 511 4х с0$ 2х(с0$ 2х — 5х) = 0. 


Вариант 3 


[2 
[1 05-5 12 В 
НИ И, 56 = 


[7 
8 Ут 


о" со" (9-4) В 
Ехо 


п" 


и =3. х, = 5, у, = — 3. Указание. 
Из первого уравнения следует, что х2— у?.= 


р Зл (28 1) 
= 16. 3. х<9. $. Хх. = =} 
21 бтл 
хз = 3. 23-5 (тж, т, п, А целые). 


Указание. Привгсти уравнанне в виду 
. Зх. 5х 2х 
яп 7$ 6 с0$ 3 =0 и записать ответ 


так, чтобы серии нз пересекались. 


Физика 
е,& 6 
}. 2—2 = 2.45.10 хг/мЗ. 


$ 3 
м = 5 = 34,8 кет. 


3 РЕ ТОКМ он, 
4. Т=То с05* &--25 дж, П=То—Т = 
=>75 дж. 


5. Е > А? (р-—р,) = 78,5 кн. 
6. Р = Е$а (Ё, — В )=-И0Е кн. 


7. А= [Е (Т.—Т,)-= 92 кдж. 


8. Ч =т(изта — 5) 1,2 кдж. 
9.0 —0°С, п Е, 
==4,1 ке. 


пр 


10. = ео Ч. 


7 


И. Е = Вы = 4.10 в. 


рноваы 
12; Тавар у ол. —1, 06-10-68 с. 


нЕ 
3. п = бат: а я, 1, 


При наличии зеркала освещенность центра 
экрана увелнчизся вл =1,! раза. 


а БаМа, А-а Е,) 


| Ве Атон =" см. 


Ис.) 
15 ее 9 36.105 В. 
} Г ь в 
Новосибирскяй институт инженеров 
железнодорожного транспорта 


ЖАатематика 


Варизнт 1 


а 
1 хж — 142. дл. хе 


2 2Ал (А — целое). 3. — с <х<— 


—1<х<3.65, 53% хх +- ©. 
4. (27. 9, З) и (54, — 18.0). 


16] 3 Юз соз8 


ЭМИ. 
Зит соо 


= и 
8узю? с0$15 


бок = 
ЗИ? 2 ©0$ © 
Варнанкт 2 
ох = & =046. 


№ 
л 
2. Хх ыы 3 | Ал, Х» 
(А — целое). 
$. 5<х« со. 4. =3 а, = — 5. 


ЗУЗЕ соз? а зто 


5. Зсеч Ан (< -} В) 


Физика 


Билет 1 


3. Напряженность точке А 


равна (см. рис. 8) 


ЕСТ Иа трдия 
Е.И ЕЕ: — 28. В. сво, 


ноля п 


Ч. $» 


где 2 = Л 
: лет р Але 


2 2 п 
ы г; = Г5 — 4“ 
+= 
З.Г» 


©0905 
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Рис. 8. 


У казание. Воспользоваться 


Тм е- 
май косинусов. 


| 
Потенциал п точке А равен $ - Ех 
ыы 


[9 _ 98 

2 Ш. 
Бнает 2 
$ 12 м 


3- шрот = 2,4 мс: 


х 4 мс 
Чаво: 
виснаюсти ускорения от времени приведен 
па рисунке 9. 

Указание. Путь $, пройденный точ- 
кой за 5 с, найтн по графику скорости, и 
скорость о — по графику ускорення. 


0,8 мс? График за- 


Бнлет 3 


[Я 
3. 1 —225 с. 


ыЗ 


= ее 
234567 в09Ю с 
ЫД—Д——_ 


а ыо 5 = — 


Рис. 9. 


Львовский политехнический ниституг 


Математика 


Вариант 1 
п 1511? а чт? В 


За? (< В) ° 2. (4, 8, 15) н 


т. 

55, 5 35|. 3 

х, — +55 4- 360°.№ (А 
Зо, хо ое 

Вариант 2 

— 23 $113 © (В 


12 со 3% 2) ° 2. 4 ^м ч. 


Ех р З ыы 
3 х- 5 И =0, +1, 42, ...). 4-5 «ха. 


Вариант 3 


з 2. а 9 
1. св 5 [45 та 5| Ш®. 


Ад 4тх 


2. Зч. 45 мин. 3. х, = аи 


{Е — целое: и — целое, не кратное 5). 
4. 0<х< 0.1; 00<х<1000; х>100 000. 
Физика 


Вариант 1 


3 м 
3. д = 7 3,7 м. 


43. Ноа! -8В см. 
Вариант 2 
$ 
3 на — 3.07.10-6 д. 
9о 
у —Е.? 


3. Еж = Е | =4 ак. 
Вариант 3 
1—5 
3. т. == ум, = 120 ке. 


4. 4 - ео 1} — 2.5.10-—16 к, 


Ижевский механический институт 


Вариант 1 
23 $11? © 


|. 8(1 -- с05 2) с0$ 


с 2 


ха 0.0001. ЗЫ 455х<7.4. хе 
эие 2 -- пл, ха 2 л 24 Рлл 3, ху = 5л 24 


-: пл 2 {п — целое). 


Вариант 2 


ГИ — ла? а" 29. 2. х, = 1, 
Хх: 3. 3. холл, х, == За -- Апл, х, 
дз а4пд, х, . бл 3-5 4ла (а — целое). 
Е 1 — 72, ды тай 


Вариаит 3 


. Ю$ чт 2а 


И = ы . 2х, = 1Ю,х,= 
зо 5й [- я | 
0.СОТ. 3. хх, 2<х<3. 4. х ла? и — 
целое). 


К задачам «Квант» для младших 
школьников» 


{см. «Квант» № 6) 


1. Это задача на инерцию мышлення. 
Не надо рассматривать сетки на квадрате 
" мудрить с уголками; разрежьте квадрат 
на 5 одниаковых полосок. 

2. Тень высокого движется быстрее. 

3. 60. 

4. См. рис. 10. 

5. Первый вторник месяца ис совиадает 
с первым вторником пасле первого понедель- 
ника только н одном случае; когда первый 
вторннк приходится на 1-е чнсло (а первый 
вторник после первого понедельника — на 
8-е число). Значнт, оба месяца пачинались 
со вторника. Но так как интервал между 
двумя вторннками равен целому числу не- 
дель, то количество дней в прошлом месяце 
кратно семи, это — февраль. Следовательно, 
н названных городах м был 1 февраля, 
8 февраля, } марта и Я марта. 
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Рис. 11. 


К «Задачам наших читателей» 


{см. «Квант» № б, с. 9) 
3. А=4. $. 
(см. «Квант» 


2072 точки, 
Аз 7с. 70) 
3. Указание. 


| Н { д. у Бой |} 3 

к 936 136 (35 
%550° - а > > Ш 
с м - 


г 


5. Указание. Циркулем и линей- 
кой можно ностроить угол в 3”. 

6. Указание. Продолжить боковые 
стороны трапеции #0 пересечения и постранть 
окружности на основаниях трапеции, как 
па днаметрах. 

7. 2>та: ть> У2. 


К статье «Шахматно-математнческие задачи 
С. Лойда» 
(см. «Квант» № 6) 


5. Искомый маршрут изображен сплош- 
ной линией на рисунке |1. Любопытно. что 
большинство решателей предлагают другой 
маршрут, иоказаниый на рисунхе пункти- 
ром. По чнслу полей он действительно длин- 
нее, однако в геометрическом смысле — 
короче. Проверьте это. 

8. Один из путей 
сунке 12. 

8. Пять «ферзей-часовых» (то есть фер- 
зен, охраняющих все поля доски) расставить 
легко (см. «Квант», 1971, № 0, с. 50). Ока- 
зывается, что для охраны всей доски лоста- 


изображен на ри- 


Корректор „7. С. Сомова - 


117071. Москиа. В-71. Ленинский проспект. 15. 
‚« Квану». тел. 231-08-11. Сданов набор 16 1\ 1975 г, 
Поденсано в иечать 102 1975 г. 


Бумага 70>. 1001 ца. Физ. печ. л. 5. 
Усл. печ. л. 6.5. Уч.-изд. л. 7.60 Т-09$43 
Цена 30 ксн. Заказ 767 Тираж 347300. ЭКЗ. 
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Рие. 13. 


точир более слабого набора фигур, анменно 
двух ферзей можно заменить ладьями: ФЬЗ. 
ЪТ. п5, Ла, №. 

9- Заменим условие, по которому копи не 
должны отступать, другим — перестановка 
состоит из минимального числа ходов. Вос- 
пользуемся теперь рисунком 13, Здесь буквы 
в кружках соответствуют верТикалям доски, 
а ссли две вертикали связаны ходом коня, 
то соответствующие кружки соединены от- 
резком. 

Переставляя коней по кругу (против 
часовой стрелки), мы в конце концов распо- 
ложим их на нужных вертикалях. Однако 
такая перестановка потребует слишком мно- 
го ходов. Для уменьшения их числа нужно 
всякий раз, когда это возможно, использо- 
вать внутренние отрезки. В этом случае 
число ходов будет равно 19; вот эти ходы: 
Че, 14, БЕ, ев, се, 6с, 46, 4, Ы, ий, ев, се, 
ас, Ба, 9, 19, е1, се, 4с (то, что это число хо- 
дов—минимальное, попробуйте доказать са- 
мостоятельно). Легко убедиться, что п этом 
решений ни белые, нк черные кони ие от- 
стувают. Таким образом, мы не только ре- 
милн задачу Лойла, но и нашлн крагчайшую 
перестановку. 

Заметим, что использованный нами метод 
апалогнчен известному методу «пуговиц н 
нитей» Г. Дьюдени. Им же решается, наири- 
мер, задача о исрестановке двух белых ни 
двух черных коней, стоящих в углах доски 
3 “3 {см. «Кваит», 1971, № 9, с. 55). Рял 
подобных задач можно найти пн «Кванте», 
1973, 51, с. 63. 

13. 1. 55. 2. Кр @ $6. 3. КрдЗФ:А-и 
т. д. (4. Кр 63 Ф!б--5. Кр 83 ФН -.). 
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Прибор. который вы видите на первой странице обложки, называ- 
ется пинкомпог {рипп по английски означеет стержень. штырек): 
этот прибор, которым пользовались мореплаватели еще в ХУП! вг- 
хе, хранится сейчас в Музее Альтоны 6 Гамбурге. Определять с его 
ломощью координаты нельзя. но зато можно «записывать» курс 
корабля. На каждом румбе (1 румб-=360°:32) розы ветров сделаны 
& отверстий. Все отверстия образуют в совокупности коицентриче- 
ские окружности. Гак что «циферблат» пичкомпаса как бы покрыт 
координатной сетью. Каждые полчаса вахтенный вставляет штырь 
в отверстие, соответствуиющег определекному неправлению. В этом 
ноправлении корабль будег держать курс в ближайшие полчаса. 
Но для того, чтобы определить кужное направление, необходимо 
знать координаты корабля в данный момент. ПЙ том, как определя- 
ют эти координаты. читайте в стотьге академика А. А. Михайлова 
{5. 11). 


2. Главная редекция физико-жатеметической литературы изда- 
тельстве «Наука», «Квант». 1975 год 


Н. Я. Виленкин 


Анри Лебег 


(к столетию 
содня рождения) 


Анри Пебех родился сто лет тому на- 
зад, 28 июня 1875 года, в маленьком 
французском городке Бовэ. После 
успешного окончания школы Лебег 
посгунил в Парижскую Высшую Нор- 
мальную школу, где слушал лекции 
Ж. Таниери, К. Жордана и других 
выдающихся математиков. Окончив 
ее, он работал преподавателем мате- 
матики лицея п Нанси, продолжая 
научную работу, начатую еше в Па: 
риже. Защитив в 1902 году доктор- 
скую диссертацию, Лебег перешел 
на кафедру математики ипровинцниаль- 
ного университета в городе Ренне, 
откуда переехал в Пуатье, и лишь 
в 1910 году вернулся в Париж, где 
стал профессором Сорбонны, а с 
1921 года — Коллеж де Франс. 

За свои научные заслуги Лебег 
был избран в 1922 году членом Фран- 
пузской Академни наук, в 1924 го- 
ду — почетным членом Лондонского 
математического общества, а в 1930 го- 
ду — членом Королевского общества 
{Английской Академии наук). Четыре 
раза он иолучал академические пре- 
мин, наннсал несколько кинг и много 
научных работ. После тяжелой бо- 
лезни „Лебег скоичался 26 июля 
1941 года. 

Тихая, неторопливая жизнь каби- 
нетного ученого! Но насколько не- 
затейливыми были внешние события 
жизни Лебега, настолько яркими и 
глубокими оказались его научные дос- 
тиження. Если открыть наугад лю- 
бую страницу какой-нибудь книги по 
'еорни фупкций действительного (или, 
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как еще говорят, вещественного) пе- 
ременного, по функциональному ана- 
лизу нли во теорни вероятностей, поч- 


ти наверняка там встретятся слова 
«мера Лебега», «точка Лебега», . «ин- 
теграл Лебега», или введенные им 
понятия  «суммируемая функция», 
«почти всюду», а иногда имя Лебега 
окажется зашифрованным символом 
1-2: ведь [. — это первая буква его 
фамилии Гебезаие, а [р —- простран- 
ство функций, р-я степень которых 
суммируема по Лебегу. Почти все 
понятия, относящиеся к современной 
теории меры и интеграла, восходят 
к работам Лебега, н введение этих 
понятнй в каком-то смысле оказалось 
новоротым пунктом перехода от ма- 
тематики Х1Х века к науке ХХ века. 

В развития науки бывают длитель- 
ные перноды, напоминающие спокой- 
ное течение болымой реки. В эти ие- 
рноды, исходя из уже готового запа- 
са понятий и представлений, ученые 
получают новые научные результаты 
п расширяют область применимости 
уже известных методов. Но понемногу 
начинают наканливаться проблемы, 
решение которых в рамках существую- 
щих научных представлений невоз- 


можно. Тогда наступает пора рево- 
люционных преобразований — под- 
вергаются критике основные понятия, 
меняются взгляды на ценность различ- 
ных научных результатов, на самые 
целн и задачи научного творчества 
в данной области науки. И только по- 
явление совершенно новых идей вы- 
водит науку из создавшегося тупика. 

Таким переломным моментом в 
истории развитня математики ока- 
залась вторая половина Х]Х века. 
В течение почти двухсот лет матема- 
тический анализ развивал иден Нью- 
тона ин Лейбница, создавших исчис- 
ление бесконечно малых, математику 
переменных величин. Разумеется, вво- 
дилнсь новые понятия, нензвестные 
сснороположникам знализа, но эти 
понятия естественно вытекали из уже 
имевшихся идей. И если бы каким-то 
чудом Ньютону или Лейбницу попал 
в руки математический журнал се- 
редины ХГХ века, то они довольно 
быстро поняли бы постановки боль- 
шинства задач и методы их решения. 
Даже обозначения пе очень изменя- 
лись за протекшие годы. А самое глав- 
ное, неизменной оставалась основная 
установка: пенность научного ре- 
зультата зависит в первую очередь 
от того, насколько успешным оказы- 
вается новый метод в решении прак- 
тических задач. 

Но характерной чертой матема- 
тнки является то, что, наряду с соз- 
даннем новых методов решения прак- 
тнческих задач, она интересуется са- 
мнм создаваемым ею инструментом, 
для каждого возникающего понятия 
нщет наяболее широкую и естествен- 
ную сбласть его применимости, для 
каждой доказанной теоремы — наи- 
более общие условия, при которых 
она справедлива. И это — не пустые 
занятия математических снобов, а 
необходимость. Только установив по- 
нятия и теоремы в наибольшей общ- 
ности, освободив их от ненужных 
ограничений, связаиных с той конкрет- 
ной задачей, из которой они возникли, 
можно увидеть связи между далеки- 
ми друг от друга сбластямн наукн, 
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научиться применять созданные ме- 
тоды в ситуациях, на первый взгляд, 
не имеющих ничего общего с тем во- 
нросом, где они возникли. 

В течение двух столетий матема- 
тикн без особых размышлений поль- 
зовались понятиями числа, геометри- 
ческой фигуры, функции, длины, лло- 
щади, объема и т. п. Рассказывают, 
что когда один французский генерал 
принес в Академию наук свое «реше- 
ние» проблемы квадратуры круга, 
его спросили, что именно он понимает 
под площадью круга. «Площади не 
определяют, нх вычисляют !»,— вос- 
кликнул бравый генерал. И такая 
точка зрения была распространена 
среди большинства математиков. Они 
считали, что площадь — это свойство 
геометрической фигуры, выражаемое 
числом и обладающее очевидными 
свойствами (площадь целого равна 
сумме площадей частей, конгруэнт- 
ные фигуры имеют равные площади 
нт. д.). Ни на одну минуту не сомне- 
вались они н том, что любая плоская 
геометрическая фнгура имеет пло- 
щаль (быть может, равяую нулю илн 
бесконечности). Впрочем, и по дру- 
гим вопросам взгляды математиков 
ХУИ—ХУПТ веков отличались та- 
кой же некритичностью — они были 
убеждены, что ко всем линиям в любой 
точке, за исключением, быть может, 
нескольких особых точек, можно про- 
вести касательную, что все поверхнос- 
тн гладки, а функцию они отождест- 
вляли с выражением, которым она 
задана. Но такая расилывчатость ос- 
новнНыхХ онределений стала приводнть 
к ошнбочным результатам, н уже с 
начала ХХ века начался процесс 
уточнения математических понятий, 
длившийся несколько десятилетий. 

В ходе этого процесса были даны 
определения таким понятиям, как 
функция, предел, линия, длина ли- 
нии, площадь области, нитеграл нт. д. 
Но, как это часто бывает, после уточ- 
нения понятий оказалось, что они 
охватывают ‘гораздо более широкий 
класс объектов, чем это казалось пер- 
вопачально, что свойства уточненных 
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Рис. 1. 


понятий не слишком похожи на прни- 
вычные. 

Оказалось, например, что сущест- 
вуют непрерывные линии, проходя- 
ие через любую точку квадрата, 
кривые, к которым ни в одной точке 
нельзя провести касательную, об- 
ласти, которым нельзя приписать нни- 
какого значения площади. Дело бы- 
ло в том, что понятке геометрической 
фигуры стало применяться в ином 
смысле, чем это делали математики 
предыдущих поколений. После лого 
как Кантор создал теорию бесконеч- 
ных множеств, математики стали счи- 
тать фигурами любые точечные мпо- 
жества, в том числе определяемые с 
помощью бесконечных процессов. Вот 
несколько примеров таких фигур. 

Возьмем квадрат со стороной 1 
и разделим его на 9 квадратов. После 
этого выбросим «крест», образованный 
пятью квадратами, сохранив границы 
оставшихся квадратов. Получится фи- 
гура, состоящая из четырех квалрати- 
ков (рис. 1). С каждым из них продела- 
ем ту же операцию и будем продол- 
жать этот процесс до бесконечности. 
У нгс будут получаться фнгуры, сос- 
зоящие из все большего и большего 
числа квадратиков, размеры которых 
все время уменьшаются. Фигуры, по- 
лучаемые на каждом шагу этого про- 
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Рис. 2. 


цесса, обычны, но если взять пере- 
сечение всех получившихся фигур, 
то перед нами окажется весьма стран- 
нсе множество. 

Другсе множество получается, ес- 
ли выбрасывать не кресты, а лишь 
ценгральные квадраты, оставляя их 
границы (рис. 2). 

Исследования таких множеств, а 
также функций, имеющих весьма 
странные свойства (например, всюду 
разрывных, нли непрерывных во всех 
иррациональных точках и разрыв- 
ных во всех рациональных точках, 
функций, графики которых не имеют 
ни в одной точке определенного на- 
правления), стали все чаще и чаше 
появляться во второй половнне ХХ 
века. Этн исследования приветство- 
вались далеко не всеми учеными! 
Математики классического направле- 
ния считали, что наука должна иметь 
дело лишь с объектами, непосредствен- 
но отражающими свойства реального 
мира. Мх мнение о таких исследова- 
ниях ярко выразил один из крупней- 
ших ученых того времени Анрн Пуан- 
каре. Он сказал: «Раньию, когда изо- 
бреталн новую функцию, то имели в 
виду какую-нибудь практическую 
цель; теперь их изобретают, не извле- 
кая из них никакой пользы, а только 
для того, чтобы обнаружить недос- 


татки в рассуждениях наших отцов». 
Еще резче выразился на эгу тему ру- 
ководитель французской математниче- 
ской школы Шарль Эрмнт. В своем 
письме вндному голландскому мате- 
матику Т. Стилтьесу он писал: «Я с 
ужасом и отвращением отворачи- 
ваюсь от этой разрастающейся язвы 
функций, не имеющих произрРОДнОЙ». 
Новую математику классики назва- 
ли «тератологней» (наукой об уродст- 
вах) функций. 

Но молодежь тянулась к новым 
областям науки, не обращая внимания 
на ворчание математиков предшеству- 
ющего поколения. Во Франции их 
вдохновляли лекции Жюля Таннери 
и Камилла Жордана, в которых курс 
математического анализа строился на 
твердой основе точных определений, 
безупречных доказательств, железной 
логики. Они усванвали на этих лек- 
циях, что хотя разрывные функции 
и не встречались в существовавших 
тогда приложениях, их надо изучать 
наравие с непрерывными, так как 
этого требуют правильно понимае- 
мые интересы математики; они узнава- 
ли, что определения длин, площадей 
и объемов, годные лишь для гладких 
линий и поверхностей, слишком узки, 
что надо искать более общие опреде- 
ления. Эти идеи накапливались, пе- 
реходили в убеждения, становились 
стимулом к научной работе. В 1898 
году молодой французский ученый 
Р. Бэр защитил диссертацию, в кото- 
рой дал глубокую классификацию 
разрывных функпий. В том же году 
появилась книга одного из самых яр- 
ких лидеров молодежи, двадцатисе- 
милетнего математика Эмиля Бореля, 
посвященная новой теории функций. 
К этой научной школе ин примкнул 
начинавший в ту пору свою научную 
деятельность Анри Лебег. 

Одной из первых работ „Лебега 
была заметка «О нелинейчатых раз- 
вертывающихся поверхностях». Эта 
работа разгневала математиков клёс- 
сического направления. Особенно воз- 
мущался один из ведущих геометров 
того времени Гастон Дарбу. Само 


название работы казалось ему про- 
зчивсестеслвенным. Дело 0 том. что 
развертывающимися  называюг ио- 
иерхности, достаточно малые части ко- 
торых можно получить, изгибая ку- 
сок плоскостн. Но все известные к то- 
му времени развертывающиеся поверх- 
ности — нилиндры, конусы и дру- 
гие — состояли из прямолинейных об- 
разующих. Они были, как говорят, 
линейчатыми. Поэтому говорить о 
нелинейчатых развертывающихся пс- 
верхностях казалось полиой неле- 
постью. Но все дело было в том, что 
молодой автор по-нному, чем геомег- 
ры-классики, понимал развертываю- 
щиеся поверхности. Он считал такими 
не только поверхности, получаемые 
аккуратным изгибанием листа бумаги, 
но и поверхности, которые получатся, 
если этот лист скомкать (объясняя 
эту работу своим друзьям, он так и 
сказал: «Представьте себе скомкан- 
ный носовой платок»). Оказалось, что 
можно так «скомкать» кусок плоскос- 
ти, что после этого на нем не оста- 
нется ни одного прямолинейного от- 
резка. Разумеется, получившаяся раз- 
вертывающаяся поверхность нигде не 
имела касательной плоскости, она 
вся состояла из складок н изломов. 
И понятно, почему ее пропустили 
геометры, классифицируя разверты- 
вающиеся поверхности — они-то за- 
нимались лишь гладкими  поверх- 
НОСтТЯмМиИ. 

Интерес Лебега к развертываю- 
щимся поверхностям не был случай- 
ным. Его интересовал общий вопрос, 
поставленный еще Камиллом Жорда- 
ном: как определить площадь поверх- 
ности, не предполагая ее гладкости. 
Найти площадь скомканной разверты- 
вающейся ловерхности легко — доста: 
точно развернуть ее на плоскость. 
Но сосчитать площадь такой поверх- 
ности по формулам, предлагаемым 
классической математикой, невозмож- 
но — в них входят производные, 
они существуют лишь для гладких 
поверхностей. 

Конечно, вместо касательных плос- 
костей можно было попробовать вы- 


Вис 3 


числить площадь поверхности по- 
другому, внисывая в нее многогран- 
ники и переходя к пределу при уменъ- 
шении всех размеров граней. Но не- 
мецкий математик Г. Швари доказал, 
что таким путем невозможно найти 
площаль самого обыкновенного ин- 
линдра — и него можно вписать мно- 
гогранинк со сколь угодно малыми 
гранями, нмеющий сколь угодно боль- 
шую площадь. Такой многогранник 
весь состоит из мелких складочек. 
Лебегу удалось после длительных 
размышлений ирндумать определение 
площади новерхностн, которое не тре- 
бовало проведения касательных плос- 
костей, но в то же время обходило 
все трудности, связаниые с примером 
Шварца. Решая эту частную залачу, 
Лебег пришел к общим идеям о том, 
что таксе мера множества, как изме- 
рять длины, илощадин и объемы са- 
мых причудливых фигур. Этим вопро- 
сом интересовались до него многие 
математики. Наиболее удачным ока- 
залось определение Жордана. 
Основная идея Жордана заключа- 
лась в следующем. Существуют фигу- 
ры. заведомо имеющие площадь, на- 
пример, миогоугольники. Предполо- 
жим теперь, что фигура Ф обладает 
следующим свойством: какое бы малое 
положительное число в мы ни взяли, 


напдугся две многоугольные области*) 
ра 
Ф: и Ф,;. такие, что Ф. целиком 
+ 

содержится в фигуре Ф, а Ф, целиком 
ее содержит, причем разность пло- 
щадей Ф, п Ф, меныише в. Тогда за 
площадь фигуры Ф надо принять 
число, которое заключено между пло- 

` * 
щадями Ф. ифе для всех Феи Ф,. 
По другому это же определение мож- 
но сформулировать так: фигура Ф 
измерима по Жордану, если для лю- 
бого =>>0 ее можно представить в виде 


объединения многоугольной областн 
Ф;: ны остатка, который покры- 
вается многоугольной областью, 


имеющей площадь мёныцую, чем е. 
Мера же т (Ф) такой фигуры заклю- 
чена между числами вида т (Ф.) 
й числами вида т -(ф.) | е, где 
т (Ф.) — площадь Фе. 

Это определение соответствует 
обычному процессу измерения пло- 
щадей фигур. К нему мы прибегаем 
в школе, измеряя площадь круга — 
в роли внутренних многоугольников 
выступают правильные — вписанные 
миогоугольники, я остаток состоит 
нз сегментов круга, отрезанных сто- 
ронами этого многоугольника. Эти 
сегменты можно заключить в треу- 
гольники, образованные хордами н 
касательными {рис. 3) и показать, что 
при достаточно болышом числе сторон 
многоугольника суммарная площадь 
этнх треугольников сколь угодно мала. 

Мера Жордана обладает многими 
хорошими свойствами, в частности, 
как тому и положено быть, объедине- 
ние конечного числа попарно непере- 
секающихся измеримых по Жордану 
множеств нзмеримо, н его мера 
равняется сумме мер частей. С ио- 
мощью этой меры удалось приписать 
пзощадь множествам, которые мате- 
матики-классики не считали настоя- 
щими фигурами. Например, вспом- 


*} Многоугольной  иазывается область. 
которую можно разбить па несколько много- 
угольников, не имеющих общих внутренних 
точек. 


ним фигуру, которую мы получали 
путем выбрасываиия крестов из квад- 
рата со стороной 1. После п выбрасы- 
ваний остается 4” квадратов, каждый 
из которых имеет площадь 1/9”. По- 
этому все оставшееся множество мож- 
НО к ма" _ общей нло- 


щадью (39 - Но т (9 =0. а это 


д 55 
значит, что при достаточно большом п 
общая площадь покрывающих квал- 
ратов сколь угодно мала, а потому 
мера всего оставшегося множества 
равна нулю. 

То. что оинсапное выше мио- 
жество имеет нулевую меру по 
Жорлану, пе удивительно, вель опо 
насквозь продырявлено выбрасыва- 
емыми крестами п пе имеет «жиного 
места». Удивительно 10, что другне 
столь же дырявые множества оказа- 
лось невозможно измерить по Жор- 
дану. Такое множество можно по- 
строить, более экономно выбрасывая 
кресты, а именно выбрав нервый крест 
с площадью '/,, потом четыре креста 
общей площади Узит. д. Остающиеся 
квадраты нмеют Е ры об- 
щие площади п 3/,;, З/ь, вит д 
Все эти числа болыше, чем ., п 
нотому любой многоугольник, содер- 
жащинй остакицееся пос.ле бесконечно- 
го числа выбрасываний множество, 
нмест нлощадь не меньшую, чем 1/.. 
В то же время это множество не со- 
держит ни одного нелого квадрата. 
п нотому его площадь не можег быть 
больше нуля. Получивиееся проти- 
воречие показывает, что это множество 
не имеет меры во Жордану. Таким 
образом, определение меры но Жор- 
дану не охватывает многие интересные 
фигуры. 

Выход из создавшегося положения 
нашел Борель. Сложив площади всех 
выбрасываемых крестов, ои получил 
бесконечную убывакицую геометриче- 
скую нрогрессию 
а 
4 8. 


о 
2 


сумма которой равна !/.. Эго число 
Борегнь принял за площадь выбро- 


шенной части, а за площадь остатка -— 
разность 1 —1/,=-М,. Конечно, те- 
кой ответ оказался весьма непривыч- 
ным — в множестве не было ни одной 
целой части, а его площадь ноложн- 
тельна. Но Борель пошел еще дальше, 
измеряя самые различные множества 
с помощью двух принципов: 

а) Если множество Ф состоит из 
счегной *) совокупности измернмых 
подмножеств |Ф„!, никакие два из 
которых не имеют общей точки, то 


. <© 
= ь 
т | {] Ф, | = У и (Ф,„). 
‚и {1 1 
6} Мера дополнения к измеримо- 
му множеству Ф получается вычита- 


нием из меры целого И меры под- 
множества, 


т (ф’) т) — т. 


Первый из этих принцинов — да- 
леко идущее обобщение древнего по- 
ложения: мера целого равна сумме 
мер его частей: второй следует из того 
же погюжения. Пользуясь. СВОНМИ 
нриннинами, Борель нашел меры всех 
множеств, с которыми имели дело 
математики его времени. Например, 
из сго приицинов следовало, что 
любое счетное множество точек имеет 
нулевую меру: ведь каждая из точек 
нмест меру нуль, а тогда н объедине- 
ние этих точек имеет нулевую меру. 

Но в построениях Бореля был один 
недостаток — одно н то же илоское 
множество Ф можило скоиструировать 
из многоугольников различными спо- 
собами. и ниоткуда не следует, что 
при этом получится один и тот же 
результаг для меры. Нало было дать 
определение меры, не зависящее от 
выбора того или нного снособа иост- 
роения множества. 

Эту-то нроблему и решил в своих 
работах Пебег. Взяв от Бореля идею 
суммирования рядов, он следующим 
образом вндоизменил определение 


*) Бесконелюе множество называется 
счетным, если 0 элементы можно перену- 
меровать. 


Рис. 1 


Жордана. Во-первых, он разрешил, 
нокрывать остаток множества любой 
счетной системой многоугольни- 
ков, лишь бы их суммарная площадь 
не превосходила #. А во-вторых, он 
предложил ие только добавлять к 
многоугольнику малые остатки, но и 
удалять из него малые множества. 

В более строгом виде определение 
меры Лебега можно сформулировать 
следующим образом *). Назовем мно- 
жество Е г-покрываемым по Лебегу, 
если его можно покрыть объединени- 
ем счетной системы многоугольников, 
суммарная площадь которых меньше, 
чем =. Множество Ф измеримо по „Ле- 
бегу, если для любого =>>0 его мож- 
но представить в виде многоугольной 
области 9,, к которой присоединено 
=-покрываемое множество О,, и из 
которой удалено 2г-покрываемое мно- 
жество Е.. За меру Лебега множества 
Ф примем число т (Ф), которое боль- 
не всех чисел т (Ф.) — в, но меньше 
всех чисел лт(ф,) + #. Разумеется, 
определение Лебега после соответст- 
вующего видоизменения годнлось для 
длин, объемов и т. д. 

Идея Лебега оказалась очень удач- 
ной — все измеримые по Жорлану 
множества оказались измеримы и по 
Зебегу, равио как н все множества, 
нзмеримые по Борелю. Лишь позднее 
удалось указать пример множества, 


*) Излагаемое здесь определение внеш- 
не отличается от того, которос в свое время 
предложил /]ебег, но эквивалентно ему. 


не измеримого по Лебегу, однако, сред- 
ства, которые для этого былн нсполь- 
зованы, призцаются далеко ие всеми 
математиками. Во всяком случае, ни- 
кому не удалось дать эффективную 
конструкцию, приводящую к такому 
множеству. Мера Лебега удовлетворя- 
ла и принципу а) Бореля, она была, 
как говорят, счетно-аддитивной. 
Однако своим осповным достиже- 
нием Лебег считал не создание нового 
понятня меры, а применение этого 
понятия для нового определения ин- 
теграла. Если функция у = } (х) не- 
прерывна и несрицананена на отрез- 


ке [а, 6[, то \ [о)ах ис что иное, 
Г" 
как площадь криволинейной трапе- 
ции (рис. 4). Поэтому, умея находить 
площадь этой трапеции, можно найти 
и значение нитеграла. Но если функ- 
пня имеет бесконечно много точек 
разрыва, например, разрывна в каж- 
дой точке, то соответствующая ей 
крнволинейная трапеция не является 
фигурой в классическом смысле слова 
и может не иметь обычной площади. 
Вычисляя же эту площадь методом Ле- 
бега, получим значение иитеграла от 
такой функции. 

Онределение интеграла как меры 
криволинейной трапеция, казалось не 
слишком убедительным самому Лс- 
бегу — еще со времен Коши, т. е. 
с начала Х[Х века, математики были 
прнучены определять интеграл чисто 
аналитически, не прибегая к таким 
нонятием, как площадь или объем. 
Лебег придумал аналитическое опре- 
деление для своего интеграла. Объяс- 
няя это определение, ои использовал 
однажды следующий образ: если име- 
ется некоторая сумма денег, то неопыт- 
ный человек будет ее пересчитывать 
подряд, беря друг за другом монеты 
и банковские билеты различного дс- 
стоинства. Опытный же кассир раз- 
ложит десятки к десяткам, пятерки 
к пятеркам, рубли к рублям ит. д., 
а потом умножит Число десяток на 
10. число пятерок на 5 ит. д. и сло- 
жит все получившиеся произведения. 


Точно так же, чтобы сосчитать зна- 
ченне интеграла от счень разрывной 
функцин, Лебег предложил делить не 
область изменения аргумента, а сб- 
ласть значений функции. Если заданы 
числа ил и Ух+1, то через Е, обозначим 
совокупность тех значений х, для 
которых выполняется — неравенство 
у < {(х) < ука. Интегральной сум- 


мой „Лебега называют сумму У», пкЕЁ, ). 
к 


Переходя к пределу прн безграничном 

измельчении отрезков разбиения, но- 

лучаем число, которое и равно ин- 
ь 


тегралу Лебега \ 7 (х) 4х. Наглядно 
а 


говоря, суть идеи Лебега состояла 
в том, что для разрывных функций 
«криволинейную трапецию» надо бы- 
ло резать не параллельно осн орди- 
нат, а параллельно оси абсцисс. 

В настоящее время лебеговский 
процесс вычисления интеграла кажется 
математикам чем-то само собой разу- 
меющимся. Но в начале века он ка- 
зался потрясающим самые основы 
математики. И тогда Лебег придумал 
новое обоснование того, что его метод 
вычисления интегралов естествен. Воз- 
можно, на него оказал влияние при- 
мер Гнльберта, давшего несколько 
ранее аксиоматику геометрии. По- 
добно этому МЛебег сформулировал 
снстему требований, которым должен 
удовлетворять интеграл, и доказал, 
что единственным определением нн- 
теграла, которсе удовлетворяет всем 
этим требованиям, является предло- 
женное им. 

В 1302 году, благодаря поддержке 
К. Жордана ин Э. Пикара, удалось 
преодолеть предубежденке противнк- 
ков новой математической школы, 
и Лебег успешно защитил докторскую 
диссертацию. 

Созданне меры и интеграла Лебега 
позволило преодолеть многие труд- 
ности, накопившиеся к тому времени 
в математическом анализе. Особенно 
полезной оказалась идея Лебега, что 
не надо требовать, чтобы каксе-то 
свойство функции выполнялось для 


всех значений аргумента, а достаточ- 
но изучать свойства, выполняющиеся 
почтн всюду, т. е. всюду, кроме мно- 
жества точек нулевой меры. Оказа- 
лось, например, что если функция 
у =: [(х) ограничена и иитегрируема 
по Лебегу, то функция ЁР\(х— 
х 


5 | НО) 4Е почти для всех значений 
а 


х имеет производную, совпадающую 
с 4х). Чрезвычайно полезен был 
интеграл Лебега в теорин тригономет- 
рических рядов, т. е. рядов вида 


бе 


2 
т № (а1со$ пх -- 6, чт их). 
п=1 


Сам Лебег много и с увлечением за- 
нимался этой теорией. 

На первый взгляд казалось, что 
интеграл Лебега — слишком слож- 
ный и тонкий инструмент для того, 
чтобы им можно было пользоваться 
в приложениях, на практике та- 
кие «дикие» функции и множества не 
встречаются, и все практические про- 
блемы обслуживаются обычными ин- 
тегралами. Но в те годы стала развн- 
ваться теория бесконечномерных про- 
странств, необходимая для изучения 
н решения интегральных уравнений 
(уравнений, содержащих — искомую 
функцию под знаком интеграла). К та- 
ким уравненням сводились многие за- 
дачи математической физнкн, и были 
придуманы способы их решения, ос- 
нованные на построенни последова- 
тельности функций, в известном смыс- 
ле приближающейся к искомому ре- 
шению. Доказать, оставаясь в рамках 
классической математикн, что такая 
последовательность к чему-то  при- 
ближается, не удавалось. Положение 
дел напоминало здесь попытку решить 
уравнение х? 2, пользуясь лишь ра- 
циональными числами. Конечно, мож- 
но составить последовательность ра- 
циональных чисел, приближающуюся 
к искомому корню, но сам корень нр- 
рационален, и последовательность не 
имеет предела внутрн множества ра- 
циональных чисел. Как известно, что- 
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бы выйти из этого положения, надо 
пополинть мвожесттро рационалышых 
чисел, присоединив к кему пррацио- 
нальные числа. 

Точно так же воследовательность 
функций, получаемых нри прибли- 
женном решении интегрального урав- 
нення, пе всегда сходится к какой- 
нибудь «хорошей» функции. Чтобы 
быть уверенным в существовании ре- 
шения, нахо пополнить множество 
функнийя, нрисоединив к шему раз- 
Рывные функвии. Но если присоеди- 
нить к множеству непрерывных функ- 
ций какие попало разрывные функции, 
ло хорошей леорни построить не удаст- 
ся. Оказалось, что присоединять надо 
функции, квадраг которых нинтегри- 
руем по Лебегу. Тогда получается 
пространство, очень вохожее по своим 
свойствам на ‘наше евклидово про- 
суранство, только. бесконечномерное. 
Это пространство называют гильбер- 
ТОвыМ. ни 
Триумф идей Лебега, Бэра и Бо- 
реля привел к тому, что даже Дарбу 
изменил свсе мнение о новой матема- 
тике, и, выступая в 1908 году на Мате- 
матическом конгрессе в Риме, гово- 
рил о пламенниом и нытливом духе 
математики ХХ века, о науке, веду- 
щей свои изыскания в абсолютио 
новой области с нензведанными перс- 
пективами. Он нодчеркнул, что наука 
ХХ века не боится агаковать основы 
построений, которые столь долго ка- 
зались пепоколебимыми. 

Позже идеи, приведшие к созданию 
меры и интеграла Лебега, позволилн 
А. Н. Колмогорову постронть аксио- 
матику теорни вероятностей, Н. Вни- 
перу определить понятие меры для 
функциональных пространств. Вею- 
ду, куда проникали идеи меры, ис- 
пользовались конструкции и понягия, 
восходящие к Лебегу. Весьма нолез- 
ны они оказались и статистической 
физике, дав возможность А. Я. Хин- 
чину и Дж. фон Нейману обосновать 
некоторые идеи американского физика 
Гнббса. 

Замечательные работы, лежавише 
в области тсорнн фуикний действи- 
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тельного переменного (так стали на. 
зывать область математики, изучав- 
шую сбщую теорию функций, меры 
п интеграла) сделали московские ма- 
тематики Д. Ф. Егоров и Н.Н. Лу- 


зин, п также их многочисленные 
ученики. 
Сам же Лебег в эти годы интере- 


совался возникавшей тогда теоретн- 
ко-множествениой’ топологней, пред- 
восхитив в однон из рёбот позднейшие 
исследования П. С. Урысона по тео- 
рни размерности топологических про- 
странств. теорией потенциала ип дру- 
гими вопросами математики. М хотя 
ничего равного достижениям своей 
математической молодости он уже 
не создал, их оказалось вполне до- 
статочно, чтобы обессмертить его имя. 


Последние двадцать лет жизни 
/ебег посвятил проблемам истории 
и преподавания математнки. Естест- 
венно, что основное внимание он уде- 
лнл теории измерения величин в сред- 
ней школе. В серии статей, позднее 
собранных в книгу «Об измерепин вс- 
личин» (она переведена и на русский 
язык), он остроумно подверг критике 
расиространенные заблуждения в 
нреподавании этих вопросов. Он но- 
казал в своей книге несостоятельность 
распространенных онрелелений дли- 
ны, плошади и объема, критиковал 
учебники за стремление к строгости 
в одних местах при грубых логических 
промахах в других. 

Прошло 75 лег с тех пор. как Ле- 
бег создал свою теорию меры и иите- 
грирования. Эти понятия навсегда 
вошьли в матемагику — без них нельзя 
мыслить ии теорию вероятностей, ни 
функниональный анализ, ни статис- 
тическую физику, ни топологиче- 
скую алгебру. 


Д.Л. 


Что такое 
долгота 


и широта? 


Михайлов 


Положение точки на поверхности Зем- 
ли определяется двумя координатами: 
географической широтой и географи- 
ческой долготой. Знаете ли вы, от- 
куда произошли эти названия? Во 
втором веке н. э. греческий астроном 
и географ Клавдий Птолемей ввел 
лонятиЯя длины ИН ширины примени- 
тельно к измерению стран, прилега- 
ющих к Средиземному морю, вытяну- 
тому с занада на восток. Результаты 
нзмерення вдоль моря он назвал длн- 
ной, а поперек — шириной. При пе- 
реводе на русский язык вместо этих 
слов, которые можно относить к лю- 
бым объектам, для характеристики 
положения тела на земной поверх- 
ности были введены специальные тер- 
мины — долгота и широта. Хотя эти 
понятня, наглядно иллюстрируемые 
на глобусе, широко известны, далеко 
не все знают их точное определение. 

Часто говорят, что широта ф есть 
угловсе расстояние данного пункта 
от земного экватора, а долгота А — 
это двугранный угол между плос- 
костью данного мериднана и плос- 
костью условно выбранного началь- 
ного мериднана. Следовательно, на- 


несенная на глобус сеть параллелей 
н мериднанов позволяет нам указать 
географические координаты любой 
точки земного шара. Естественно, что 
знание координат необходимо для 
ориентации. Но, находясь в какой-то 
точке на Земле, мы должны сами уметь 
определить свои географические коор- 
динаты. Как известно, это делают с 
помощью астрономических наблюде- 
ний. Предположим, мы вычислили 
широту и долготу пункта, в котором 
мы находимся. Можем лн мы теперь, 
найдя на глобусе точку с такими ко- 
ординатами, быть уверенными, что 
мы находимся имеино в этой точке 
Земли? Нет! Даже если точка на гло- 
бусе указана © предельной точностью. 
Дело в том, что Земля не являет- 
ся шаром, н глобус — лишь упрощен- 
ная наглядная модель Земли. Именио 
ненравильность {нешарообразность) 
формы Землн приводит к расхождению 
географических координат, получен- 
нах из астрономических наблюдений, 
н координат, определенных для дан- 
ной точки по глобусу, по карте. 
Еслн Землю считать шаром, то 
отвесная линия в любом месте на зем- 
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ной поверхности проходит через центр 
Земли, а меридианы н экватор — ок- 
ружности, радиусы которых равны 
радиусу Земли. Тогда географиче- 
скую широту можно измерять дугой 
меридиана от илоскости экватора до 
данной точки, а долготу — дугой эк- 
ватора от условно выбранного на- 
чального меридиана до данного. 
Истинная форма Земли, называе- 
мая геоидом, весьма сложна, хотя 
и близка к эллипсонду вращення, 
сплюснутому в направлении полюсов. 
Сложность формы вызвана неравно- 
мерностью распределения массы вну- 
трн и на поверхности Земли, в част- 
ности, наличнем материков с высокими 
горами и глубоких впадин в океанах. 
Вследствие эллипсоидальностн 
Землн отвесная линия нев любой точ- 
ке проходит через центр Земли, а не- 
правильности геоида приводят еще ик 
боковым отклонениям отвесной ли- 
нии, Так что она вообще может даже 
не пересечь земную ось. Отсюда воз- 
никают так называемые уклонения от- 
веса, выражающиеся в неправильных 
изменениях направлений отвеса при 
переходе от точки к точке. А посколь- 
ку при практическом нахожденни шн- 
рот и долгот одним из основных на- 
правлений, по которому ориентиру- 
ются астрономические инструменты, 
является отвесная линия, расхож- 
дение между истинными географиче- 
скими координатами точки Земли н 
се координатами на глобусе стано- 
вятся вполне понятными. 
Сформулируем четкое определение 
широты и долготы. Широта есть угол 
между отвестной линией в данном 
месте н плоскостью экватора. По- 
нятно, почему мы не сказали «плос- 
костью земного экватора». Из-за укло- 
нений отвеса и земной экватор — ли- 
ния, во всех точках которой геогра- 
фическая широта равна нулю, — от- 
клоняется от плоского сечения Земли 
на величнну уклонений отвеса, ко- 
торые могут достигать и даже пре- 
восходить, особенно в гористых мест- 
ностях, 10’, что в линейной мере 
соответствует примерно 300 м. Все 
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сказанное о земном экваторе относит- 
ся н к параллелям — линиям равной 
широты, которые но той же причине 
не являются нлоскими кривыми. 

Строгое определение географиче- 
ской долготы должно быть таким: дол- 
гота — это есть двугранный угол меж- 
ду двумя плоскостями, параллельны- 
ми оси вращения Земли, одна из ко- 
торых содержит отвесную линию в 
условно выбранной исходной точке, 
а другая — отвесную линию в опре- 
деляемой точке. От градусной меры 
долготы можно перейти к временным 
коордннатам. Переход этот произво- 
дится с номощью несложных расче- 
тов: оборот Земли вокруг собственной 
осн на 360” соответствует 24 часам, 
следовательно, 1 час -= 15°, | минута 
времени - 15’дугн, | секунда време- 
ни - 15’’ дуги. Очевидно, что в пунк- 
тах, которым соответствуют разные 
долготы, полдень (н соответственно 
полночь) наступает в разные моменты. 
Легко понять, что разность (по вре- 
мени) между моментамн полудня в 
данном месте и в пункте, долгота ко- 
торого принята за нуль, н есть дол- 
гота данного места. 

За исходный пункт в определении 
долгот в 1884 году по международ- 
ному соглашению была принята Грин- 
вичская обсерватория, основанная в 
1675 году в предместье Лондона. До 
этого в разных странах за исходные 
пункты принимались различные глав- 
нейшие обсерватории: в Россини — 
Пулковская близ Петербурга, вэо 
Франпин — Парижская обсерватория 
п т. д. В старину долготы отсчиты- 
вались от одного из Канарских ост- 
ровов — Ферро, который был нан- 
более западной точкой Старого света, 
т.е. материков Европы с Азней и 
Африки. Поэтому все долготы счи- 
тались в одном направлении и одного 
знака — к востоку от Ферро. 

Вследствие уклонений отвеса и 
все мериднаны — линии, все точки 
которых имеют одннаковую долготу, — 
тоже не плоские кривые, получае- 
мые в сеченин Земли плоскостями, со- 
держащими земную ось, а слегка 


извилистые линии, уклоняющиеся в 
обе стороны от плоских сечений на 
расстояния до нескольких солеи ме- 
тров. 

С какой точностью находятся гео- 
графические ксординаты из астроно- 
мических наблюдений? Это зависит 
прежде всего от назначения таких 
определений. Наиболее точно опреде- 
лены ксордннаты астрономических об- 
серваторий, широта которых извест- 
на с точностью до 0*’,|, а долгота — 
до 0,01 секунды времени. Для опенки 
этнх величин заметим, что |”’ дуги 
мериднана ссответсгвуег 3! м на 
земной поверхности, 0”,] сскунды вре- 
мени на экваторе равна 46 и, ав 
средних широтах — почти в два раза 
меньше. Таким образом, указанная 
точность ссответствует примерно 3 м 
на Земле. Поэтому, например, недо- 
статочно сказать, что широта Париж- 
ской сбсерватории равна 48 50'11'’,2 
и восточная долгота — 0“9“20<,93. 


Рис. 1. Географическая ши- 
рота даниой точки — угол 
между отвесной линией в 
точке и плоскостью эквато- 
ра -- равпа угловой высоте 
цолюса мира над плоскостью 
местного горизонта. 
Плоскость горизонта прак- 
тичееки определяется  сво- 
бодной поверхностью  жилд- 
кости в сосуде. пузырьком 
н трубке сниртового уровня 
или направлением,  перпен- 
лвкулярным к отвесной лн- 
ини | данном месте. Дру- 
гое направление — к нолюсу 
чира = находится из астро- 
комических наблюдений. По- 
люс мира лежит посередине 
между точками  перхней п 
нижней кульмннаций какой- 
нибудь близиолюсной звезды. 
Точное определение долго- 
ты и данном месте Земли сво- 
антся к определению местно- 
го времени Выбрав ус. 
яоию за начало отсчета дол- 
гот некоторое место. п ко- 
тором по наблюдениям Соли- 
па или звезд определено мест- 
ное время, и сравнивая ре- 
зультаты определення вре- 
мени в каком-то месте Земли 
с этим исходным временем. 
находят долготу этого места. 


Нужно указать, к какому месту 0б- 
серваторни это относится — п дан- 
пом случае к больному меридианном\ 
кругу (это один из приборов для из 
мерения координат светил). 
Расскажем теперь, как же на\о- 
дятся широта и долгота из астрого- 
мических наблюдений. Определение 
нироты "сравнительно просто н сво- 
дится к измерению угловой высоты 
полюса мира*) над горизонтом (рис. 1}. 
Так как полюс мира на небе ничем 
не отмечен, то наблюдаюг какую- 
нибудь звезду, угловое расстояние 
которой от полюса известно, или Сол- 
ние, для которого это расстояние да- 
ется в эфемерндах**) па каждый день 


*) См. «Комментарий» в конце статьн. 

*=) Эфемериды — это таблицы, в которых 
положення светил даются на любые избран- 
ные моменты времени (иногда на много лет 
вперед). 


данного года. Измерение высоты про- 
наводится ва время прохождения езе- 
тила через небесный меридиан, когда 
эта высота максимальна. Для этого 


пользуются специальными угломер- 
вымн приборами. Еще в средние века 
появнлся первый простейший у“ло- 
мерный прибор, называвшийся якоб- 
штабом, а в 30-х годах ХУП столетия 
п Англии был изобретен  секстаит 
(рис. 2) — угломерный инструмент, 
которым пользуются по сей день для 
оруентании п открытом море и в ео03- 
духе. Во время наблюдений секстант 
держится в руке, что позволяет ком- 
пенсировать  корабельную — качку- 
Обычно совмещают нзображение Солн- 
па (нли в сумерки звезды) с линией 
морского горизонта. При некотором 
навыке удзется измерять таким об- 
разом высоты пад горизонтом с точ- 
ностью до минуты дуги или даже ие- 
сколько точнее. На сушю, где инстру- 
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Рис. 2. С помощью двух зер- 
кал Г н 2 (см. рис. 2, а) в 
зрительной трубе 3 совме- 
щаются изображення двух 
предметов, угловое расстоя- 
нне между которыми хотят 
измерить. Зеркало Г, укреп- 
ленное неподвижис на ме- 
таллнческой раме 4, посе- 
ребрено только до половины 
его высоты, верхняя его часть 
прозрачна. Рама заканин- 
вается Лимбом 5, представ- 
ляющим собой дугу окруж- 
ности с углом 60” (отсюда и 
произошло название при- 
бора). Зеркало 2 скреллемо 
с подвижной частью рамы — 
так называемой алидадой 6, 
которая вращается вокруг 
оси, проходящей через центр 
лимба и перпендикулярной 
к нему. Таким образом по 
лимбу можно определить 
угол < между зеркалами, аон 
н свою очередь связан с уг- 
ловым расстоянием @ между 


наблюдаемыми нредметами 
(см. рис. 2, 6): 
0:=68—ъ= 
Ва 
= 2( р: — >} = 20 


менту можно дать прочную установку, 
нспользуют более точные инструмен- 
ты, например, универсальный инст- 
румент. С его помощью угловые рас- 
стояния измеряют с точностью до 
1”’ и даже еще точнее. 

Определение долготы по ндее очень 
просто: развость долгот двух пунктов 
равиа разности их местных времен 
в один и тот же физический момент. 
Однако до изобретения радио на прак- 
тике измерение долготы было очень 
трудной задачей. Действительно, как 
при отсутствии ирямой связи узнать, 
сколько часов, минут н секунд мест- 
ного времени в данный момент в Грин- 
виче (т.е. в исходном пункте для 
определения долготы), если вы нахо- 
дитесь за сотни или тысячи километ- 
ров от мего? В старину для этой пели 
наблюдали какое-нибудь астрономн- 
ческое явление, видимое одновремен- 
но из этих пунктов и о котором было 


заведомо известно, в какой момент 
гринвичского времени оно нроисхо- 
дит. Это были, например, лунные 
затмения и затмения спутников Юпн- 
тера (на использование носледних 
для определения долготы указал еще 
Галилей, открывший спутники Юпите- 
ра в 1610 году). К сожалению, эти 
явления происходят пе мгновенно, а 
длятся в течение нескольких минут, 
так что зафиксировать нх можно лишь 
< соответствующей ошибкой. Между 
тем, одна минута времени соответству- 
ст 28 км под экватором, так что опре- 
деление долготы таким способом было 
сопряжено с возможной ошибкой в 
сотни километров. Кроме того, была 
еще та трудность, что затмения сиут- 
ников Юпитера почти невозможно 
наблюдать с палубы  качающегося 
корабля п явления эти происходят 
далеко не ежедневно, 2 в течение не- 
скольких месямев в году Ютитер 
вообще ие виден. Затмения Луны и 
вовсе редкие явления п происходят 
не чаще, чем два раза в год. Поэтому 
при путешествиях приходилось по 
ксскольку дней или даже недель до- 
жидаться, пока не удастся сделать не- 
сколько (для контроля и повышения 
точности) таких наблюдений, а п 
море для целей навигации такой сно- 
соб определения долготы был совсем 
не пригодным. 

В ХУТ веке был найден другой 
способ определения местного времени 
начального мернднана — но так назы- 
ваемым лунным расстояниям, прав- 
Аа, практическсе применение сго ста- 
ло возможным лишь носле изобрете- 
ния секстанта, Лупа ежемесячно об- 
ходит вокруг Земли, уподобляясь как 
бы стрелке часов, движущейся по 
«пиферблату» — звездному небу. Но 
эта стрелка двнижегся чрезв ычайно 
медленно, в 55 раз медленнее часовой 
стрелкн обыкновенных часов. ПШо- 
нятно, что ио движению часовой 
стрелки действительно можно опре- 
делить время, но очень неточно из-за 
медлениости ее движения. Очеви дно, 
что определять время по движению 
Луны еще менее надежно, но здесь 


помогает точность и тонкость деле- 
ний «циферблата» — точно известные 
положения звезд. Правда, и поло- 
жения Луны относительно этнх звезл 
нужно измерять с очень большой точ- 
ностью, хорошим угломерным инстру- 
ментом. В течение часа Луна переме- 
щается по небу относительно звезд 
примерно на величину своего диа- 
метра, видимого с Земли под углом 
около 30’, поэтому измерение лунно- 
го расстояния от звезды с точностью 
ло 1’ позволяет определить время © 
точностью до двух минут. Для того 
чтобы воспользоваться этим методом, 
нужно очень хорошо знать все осо- 
бенности движения Луны, так чтобы 
по наблюденному положению Луны 
можно было получить время началь- 
ного меридиана, разность которого с 
местным временем этого пункта даст 
долготу последнего. Очевидно, что 
этот способ предъявляет очень вы- 
сокие требования к небесвой механи- 
ке, которая разрабатывает георию 
движения Луны, отличающуюся боль- 
шой сложностью. Способ лунных рас- 
стояний по точности мало превосхо- 
днл предыдущий, но он мог приме- 
няться в любое время, когда видна 
Луна и звезды, почему и получил 
большое распространение при путе- 
шествиях, особенно морских. 
Однако н метод лунных расстояний 
не вполне удовлетворял моряков (в 
основном из-за сложности вычислений 
и малой точности). Плавание па па- 
русных судах, зависящее от силы н 
направлення ветра, часто длилось 
месяцами вие видимости берегов. по- 
этому былю очень важно уметь опреде- 
лять положение корабля (его широту 
и долготу). В 1713 году английское 
правительство, будучи особенно за- 
интересованным в безопасности пави- 
гация (в то время Англия была стра- 
ной с нанболее развитым морским фло- 
том), назначило огромную премию в 
20 000 фунтов стерлингов за разра- 
ботку уверенного способа определе- 
ния долготы с точностью ло 1/, гра- 
дуса. Часть этой премин была прн- 
суждена (уже посмертно} немецкому 


астроному Тобиасу Майеру за состав- 
ленне таблиц двнжения „Туны, кото- 
рые позволили уточнить определение 
долготы по лунным расстояниям. По- 
ловнну премии получил англвйскнй 
изобретатель и часовщик Харрисон, 
который построил в 1735 году мор- 
ской хронометр. Это — пружинные 
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часы, устройство которых авалогич- 
но устройству карманных н наручных 
часов. На хропометре имеются три 
стрелки — часовая, минутная и се- 
кундная, причем секундная резко 
перескакивает каждую полусекунду с 
четким ударом, слышимым на рас- 
стоянии нескольких метров. Хроно- 
метры очень удобны тем, что их мож- 
но переносить, не нарушая их хода. 
Для этого их помешают в ящике на 
карданном подвесе (подвес с двумя 
взаимно перпендикулярными осями), 
что позволяет им все время сохранять 
горизонтальное положение. Вскоре 
способ перевозки хронометров полу- 
чил шкрокое применение и на суше— 
при путешествиях, для определения 
долгот населенных пунктов при состав- 
лепин географических карт и для 
определения долгот основных об- 
серваторий разных стран. Так, на- 
пример. после основания в 1839 году 
Пулковской обсерватории ее первый 
директор В. Я. Струве организовал 
в 1843 году специальную экспедицию, 
оснащенную 60-ю хронометрами для 
определення разностн долгот между 
Пулковом и Гринвичем. 

Задача определения долготы полу- 
чнла совсем новое решение с изобре- 
тением в середине прошлого столе- 
тия телеграфа, что дало возможность 
передавать снгналы времени началь- 
ного меридиана п определять раз- 
ность местных времен двух пунктов с 
недосягаемой ранее точностью — до 
долей секунды. Правда, для этого 
между пунктамн должна быть теле- 
графная связь, что, очевидно, исклю- 
чало применение такого способа для 
кораблей в открытом море. Тем не 
менее прокладка подводных кабелей 
позволила связать между собой раз- 
ные континенты. Таким образом, на- 
пример, была определена очень точ- 
но долгота обсерватории в Вашинг- 
тоне. В России основное время (по 
которому. к примеру, составлялось 
расписание поездов) было Пехербург- 
ское, вернее, время Пулковского ме- 
рилиана. Оно передавалось по про- 
воду из Пулковской обсерватории на 


Хронометр. 


центральный телеграф в Петербурге, 
а оттуда — телеграфным и железно- 
дорожным станциям по всей стране. 
По этому же времени стреляла в 
полдень пушка в Петропавловской 
крепости. 

Наконец, самое универсальное ре- 
шенне принесло изобретение беспро- 
волочного телеграфа. Уже в 1921 году 
радиостанния Новая Голландия и 
Петрограде стала передавать несколь- 
ко раз в сутки так называемые ритми- 
ческие сигналы времени, состоящие 
из 61 точки в минуту, поэтому про- 
межутки между точками были мень- 
ше секунды на У секунды. Заме- 
чая на слух совцадениня секундных 
ударов хронометра с точками радио- 
сигналов, можно было сверить свой 
хронометр со всемирным, т. ©. Грин- 
вичским, временем с точяостьк» до 
согых долей секунды. Правда, вслед- 
ствие ошибок хода часов обсерватории 
и разных технических помех этн сиг- 
залы бывали па доли секунды оши- 
бочными, но это можно было учесть 
нозже, после приема их на обсерва- 
тории м последующих астрономичс- 
ских наблюдений. Для этого ежеме- 
сячно публиковались специальные 
бюллетени, указывавшие точный мо- 
мент выхода в эфир прошлых сигна- 
лов, что позволяло задним числом ис- 
правлять показания хронометра. Это 
нужно было, ковечно, лишь при опре- 
деленин долготы с предельной точ- 
ностью; в навигации же, где точность 
до 1 секунды более чем достаточна, 
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публикуемые поправкн переданных 
сигналов времени никакого значения 
не имели. Ныне, благодаря изобре- 
зению кварцевых, п затем и молеку- 
лярных часов *), хранящих время ло 
тысячных долей секунлы в течение 
многих месянев, поправки переда- 
ваемых радиосигналов пракгически 
сведены к нулю. Старая залача он- 
ределения географической долготы по- 
лучила наиболее точное решение. 

Закоичим нашу статью таким при- 
мером. Представьте себе человека, зпа- 
комого с астрономическими метода- 
ми определения его местоположения. 
Пусть его завезут в любое место — 
на необитаемый остров, в пустыню. 
в горы, куда угодно, и пусть он совер- 
шенно не знает, где находится, в 
какой стране, даже в каком полуша- 
рии. Пусть он потерял счет времени 
н не знает нн месяца, пи числа. Но 
дайте ему астрономический ежегод- 
ник с таблицами логарифмов, уни: 
версальный инструмент, хрономегр, 
показывающий произвольное время. 
и радноприемннк для сигналов вре- 
мени (без права приема других пе- 
редач). Разрешите ему в одну ясную 
ночь пронаблюдать звезды, а на сле- 
дующее утро— Солнце. Обработавсвон 
паблюдения, оц скажет месяц и чис- 
ло, широту и долготу своего места, а 
по географической карте укажег, где 
он находится и в каком направлении 
нужно идтн, чтобы попасть в бли- 
жайший или заданный город. Словом, 
такому человеку невозможно заблу- 
диться на земном шаре. 


*) В кварцевых часах роль маятникя 
выполняет пластинка из кварца, вырезанная 
определенным образом. В кварце возбужда- 
ются электромагнитные колебания, частота 
которых долгое время сохрамяется неиз- 
менной. 5 

Действне молекулярных часов связано 
с собственными колебаниями молекул не- 
которых зеществ- 
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Бели в течение нескольких часов наблюдать за звездным пебом, то можно заметить, что 
положения созвездий изменяются относнтельно сторон горизонта. Например, в восточной 
части неба звезды подинмаются выше над горизонтом и перемещаются вправо. В северной 
стороне неба болынинство звезд в течение суток оннсывают концентрическине окружности - 
Можно сказать, что весь небесный свод (небесная сфера) вращается вокруг некоторой оси, 
пазываемой осью мнра. Точкн пересечения оси мира с небесной сферой называют полюсами 
мира — северным н южным. Северный полюс — тот, со стороны которого вращение небес- 
ной сферы происхолит по часовой стрелке (есяи смотреть извне). Это вращение в действи- 
тельностн кажущееся. так как нз самом деле вращается Землявокруг своей оси (в протн- 
воположном направлении). Очевидно, что ось мира параллельна осв вращення Земли. 

Кроме оси мнра и нолюсов мира, есть еще несколько характерных зиний и точек на 
небесной сфере (рис. 1). Плоскость $\"\ЕР — плоскость горизонта, плоскость, касатель- 
ная к поверхности Земли в точке С, где находнтся наблюдатель. Линия №5 — полуденная 
линия (по этой линия в полдень падает тень от вертикальных предметов). Отвесная линия, 
проведенная в точке С, пересекает небесную сферу в точке зенита 2. Плоскость, проходя- 
ц\вя через точки $. 2, Р (кевериый полюс мира), Х — плоскость небесного меридиана. 
Небесный экватор — это линия пересечення плоскости, пернендикулярной к оси мнра 
ин проходящей через наблюдателя (точка С), с небесной сферой. 

Кажяое светило за сутки два раза нерссекает небесный меридиан; явлення прохожде- 
ния светила через небесный меридиан называются кульмииациями. В верхней кульмина- 
цин снетнло находится выше всего над горизонтом. в нижней кульминации — ниже все- 
го (рне. 2). 

У светил, находящихся вблизи полюса мира, можно наблюдать обе кульмниеции 
{н верхиюю, и нижнюю); у восходящих и заходящих светил наблюдают только верхиюю 
кульминацию (нижняя кульмннация происходит нод горизонтом). 

Момент верхней кульминации Солнца называют нстинным лолднем, а момент нижней 
кульминаинн Солнца — истинной полночью. 


Рис. Г. Рис. 3. 


С. Г. Веров 


Тайны 
ЦИКЛОИДЫ 


«Рулетта является линией столь 
обычной. что после прямой и окруж- 
ности нет более часто встренающей- 
ЕЯ аицнии; она так часто вычерчива- 
ется перед глазами каждого, что на- 
90 удивляться тому, как не рассмот- 
рели ее древние -.. ибо это не что 
иное, как путь. описываемый п в93з- 
дихе гвоздем колеса, когда оно ка- 
тится своим движением с того мо- 
мента, как гвоздь начал подниматься 
от земли, до того, когда непрерыв- 
ное качение колеса не приводит его 
опять к землю после окончания це- 
лого оборота». 

Паскаль 


Кривую, «так часто вычерчиваю- 
щуюся перед глазами каждого», пер- 
выми заметили Галилей (в Италии) 
и Мерсенн (во Францин). В Италии 
ее назвали циклоидой, во Франини — 
рулепипой. Привилось первое назва- 
кие, а рулеттами теперь называют 
кривые более широкого класса (см. 
статью «Касательные к рулетлтам», 
«Квант», 1975, №5, с. 22; в 
дальнейшем, ссылаясь на эту статью, 
мы будем писать КР). Математики 
ХУП века, создававшие общие методы 
исследования кривых, были очень 
заннтересованы в новых «подопытных» 
кривых. Средн этих кривых пиклоида 
заняла особое место. Она оказалась 
одной из первых трансцендентных 
кривых (кривых не алгебра- 
ического происхождения), для 
которых удалось найти краснвый яР- 
ный ответ в задачах о построении 
касательных н вычисленни площади. 
Но больше всего поражало, что цик- 
лонда вновь и вновь появлялась при 
решении самых разных задач, в пер- 
р 


= 


воначальной ностановке которых она 
не участвовала. Все это сделало ник- 
лоиду самой популярной кривой ХУИ 
века: в 1673 году Гюйгенс констати- 
ровал, что «циклоида нсследована точ- 


нее и основательнее всех других 
кривых». 


Е, От кинематического 
к аналитическому 


определення 


Кинематическое определение — цик- 
лоиды содержится п эпнграфе к этой 
статье. Попробуем его расшифровать. 


Выберем на плоскости систему 
координат так, чтобы прямая, по 
которой катится круг (нмаправляю- 


щая прямая), совпала с осью Ох, 
н пусть круг (его называют произво- 
Оящим кругом) катится в положи- 
тельном направлении оси Ох. Прелд- 
положим, что в начальный момент 
временн наблюдаемая точка границы 
круга занимает положение А,-=0.- 
-=(0,0) (рис. 1}. Если г — радиус 
производящего круга, то центр его 
будет двигаться но прямой уг. 
Чтобы полностью охарактеризовать 
качение круга, достаточно описать 
движение его центра, если только до- 
бавить, что круг катится без сколо- 
жения! *)}. Нам удобно, зафиксировав 
единицу времени, предположить, что 
центр круга движется равномерно со 
скоростью г. В момент времени ! 


*) Вероятно, именно это и имез в виду 
Паскаль, когда писал, что колесо катится 
своим движением». 
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Вие. Ё. 


центр круга окажется в точке С, = 
= (17, Г), и производящий круг бу- 
дет касаться направляющей прямой 
в точке В, (Ш, 0). 

Найдем теперь положение ДА, на- 
блюдаемой точки в момент времени { 
(в силу определения А, будет точкой 
циклоиды). Чтобы это сделать, иужно 
четко сформулировать условие, 
что качение круга происходит без 
скольжения: оно состоит в том, что 
длина отрезка между точками каса- 
ния ироизводящего круга с паправ- 
ляющей прямой цв моменты времени 
Ои 2 (отрезка ОВ;; см. рис. 1) равна 
длике дуги В,А,, «ирокатившейся» 
по этому отрезку (при этом дуга мо- 
жет превышать нолную окружность). 
Поэтому в момент времени { угол 
В/С.А, равен Е (в радианной 
мере), так как длина дуги В,А, рав- 
на г. Обозначив через О, проекцию 
точки Л; на прямую, проходящую 
через центр круга С, параллельно 
оси Ох, а через Е, — проекцию точ- 
кн А, на прямую, нроходящую че- 
рез центр С; параллельно оси Оу 
(рис. 2), получим (с учетом направ- 
лений координатных осей) 


СР, =—гип & С.Е, -_—г 0$ 


(посмотрите, что будет в случаях 


п 
{> 3, Е>д). Следовательно, кооряи- 


наты точки И, циклоиды равны соот- 
ветствен но 


ХЕТРАГЯУТЬ — УГ 60$. 
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Заметим, что ири (=2л длина отрез- 
ка ОВ, оказывается равной длниие 
окружности, наблюдаемая точка вновь 
попадает на ось Ох (А, -(2лг, 0)) и 


картина начнет повторяться. Та- 
ким образом, период циклоиды ра- 
вен Элг. 


Итак, циклонду можно определить 
как множество точек с координатами 
(71-—гэт 2, гг с0$ 4) и при желании 
про исходное кинематическое онре- 
деление забыть. Мы получили так 
называемое параметрическое задание 
циклоиды: обе координаты х и у ТОЧКИ 
А, циклоиды являются функциями 
от некоторой вспомогательной пере- 
менной [. 

Назовем точки циклоиды, лежащие 
на оси Ох, остриями циклонды, точ- 
ки, лежащие на прямой иу--4 — 
вершинами, а дуги между соседними 
остриями — арками циклоиды. В вы- 
бранной системе координат циклонда 
характеризуеся одним параметром г 
(радиусом производящего круга). Все 
циклонды, у которых точка (0, 0) — 
острие, получаются друг из друга 
гомотетией. По каждой точке (х, и), 
хэ=0 можно единственным образом 
выбрать г так, что эта точка будет 
лежать на первой арке, выходящей гз 
(0, 0), соответствующей  циклоиды 
(докажите}. 

В статье КР доказано, что каса- 
тельная к циклоиде в точке А, (рис. 3) 
проходит через верхнюю точку про- 
изводящего круга —-точку Ё на рн- 


Рис. 2. 


сунке 3. Пусть В, — нижняя точка 
круга, « — угол между касательной 
п вертикалью ЁЕВ,. Тогда А,В, — 
нормаль к циклонде (перпендикуляр к 
касательной), и для ордннаты у точ- 
ки А, имеем: у Е,В,- 2 гзи?а. От- 
сюда ай 


$ = и. (1) 


Это соотношение будет играть важ- 
ную роль в дальнейшем. Можно пока- 
зать, что циклоида с параметром г 
является единственной крни- 
вой, проходящей через точку (0, 0). 
удовлетворяющей соотношению ($). 


2. О площадях криволинейных фигур 


Илощади некоторых криволинейных фи- 
гур умели вычислять еще п Древней Греции. 
Значале интересовались лишь ^вадратиурой 
фигур, т.е. построением для данной фигу- 
ры циркулем п линейкой отрезка, длина 
которого равна ее площади. Как выяснилось 
позднее, это можно сделать для тех фигур, 
площадь которых вычисляется при помощи 
арифметических операций и операции извле- 
чения квадратного корня. Постепенно ста- 
ли интересоваться фигурами, площади кото- 
рых вычисляются с помощью произвольных 
алгебраических операций — (алгебраическая 
квадратира), а затем даже и такими фигу- 
рами, в выражениях для площадей которых 
фигурировало число д. Основной метод вы- 
чнсления площадей состоял в приближенин 
данной фигуры многоугольниками и перехо- 
де к пределу; но должно было очень повезти, 
чтобы эти вычисления удалось довести до 
явного ответа. 


Иногда вычисление площади фигуры 
можно упростить, воспользовавшись 


Рис. 3. 


какими-нибудь общими свой - 
ствами площадей. Вот несколько 
таких свойств. 

Г. При гомотетии фигуры с ко- 
эффициентом В площадь ее умножа- 
ется на Ё*, п при растяжении фигу- 
ры относительно некоторой оси с 
коэффициентом К площадь ее умно- 
жается на №. 

2. Равносоставленны? фигуры - 
(т. е. фигуры, которые можно разре- 
зать на попарно конгруэнтны? чагти) 
равковелики (имеют равные площади). 

3. Две фигуры, при пересечении 
которых любой прямой, параллельной 
некоторой фиксированной прямой [, 
получаются конеруэнтные отрезки, 
равновелики (этот принцип сформу- 
лировал в 1635 году Кавальери 
(1598—1647)). 


Представим себе, что контур фигуры — 
гибкая лента, а сама фигура составлена из 
очень тоикнх жестких слоев, параллельных 
прямой { («недслимых», по терминологии Ка- 
вальери). Рассмотрнм преобразования, со- 
храняющие этн слои, ио сдвигающие их друг 
относительно друга. Все получающиеся при 
таких преобразованиях фигуры н силу прнн- 
ципа Кавальери будут равиовелики. 


Перечисленные свойства площадей 
нуждаются в доказательствах (0<- 
новная трудность этих доказательств 
состоит в том, чтобы дать строгое оп- 
ределение площади), но в них легко 
поверить. Сейчас мы расскажем о том, 
как нзящно прнменяются эти свой- 
ства при вычислении площади фигу- 
ры, лежащей под аркой циклонды. 
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3. Спутница  циклоиды, — лепестки 
Роберваля и площадь под циклоидой 


Поскольку все циклонды подобны, мы 
ограничимся случаем г=1. Вслед за 
Робервалем (1602—1675) свя- 
жем с каждой точкой циклоиды А, 
(см. рис. 3) ее проекцию Е, на верти- 
кальный диаметр производящего кру- 
га. Точка Е, имеет координаты 


Ху 1— с05Ё= 1 +т(/-3). 


Крнвую, составленную из то- 
чек Е, при всевозможных Г, 
Роберваль назвал «спутницей цик- 
лоиды». Ясно, что «спутница циклон- 
ды» — это сдвинутая синусоида (на | 


п 
вверх и на вправо). 


С этим обстоятельством связан нстори- 
ческий курьез. Математики с незапамятных 
времен занимались — тригонометрическимн 
функциями, мо синусоида впервые 
появилась лишь в ХУП веке, причем не как 
график синуса, акак... спутница 
циклонды» (отчасти это можно объяс- 
нить тем, что долго не рассматривали функ- 
инй не алгебраического пронсхождения). 


«Спутнина цнклоиды» разбивает 
се на три части (рис. 4): фигуру под 
синусоидой и две симметричные фи- 
гуры, названные «лепестками  Ро- 
берваля». В силу свойства 2 илощадь 
фигуры под синусоидой равна 2л: 
эта фигура равносоставлена с пря- 
моугольником такой площади (рис. 5). 
Рассмотрим один «лепесток». Горн- 
зонталь на высоте у—1—с05$Ё о ие- 
ресекает его по отрезку А,Е’ длины 
5ш {| (см. рис. 2). Переместив эти 
горизонтальные отрезки (при все- 
возможных {) вдоль своих гГоризон- 
талей так, чтобы их левые концы 
поцали на одиу вертикаль, мы полу- 
ЧчИМ пол укруг единичного круга 
{рис. 6). В силу принцииа Кавальери 
площадь «лепестка» равна площади 


2 


площаль фигуры под аркой никлоиды с 
д 
г-1 равна 2х +2. -5`=-Зл (и сле- 


довательно, Злг? при г=е1). 


этого полукруга, т. е. —. Значит, 
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Рис. 4. 


Рис. 6. 


Вопрос о вычисленнн площадей сегмен- 
тов цнклоиды является менее элементарным. 
Гюйгенс (1629—1695) не без гордостн 
иксал: «Я первый промернл площадь той 
части циклоиды, которая получнтся. если 
отсцитать от вершины /, часть оси и про- 
вести параллель основанию. Эта часть со- 
ставляет половину площади правильного 
шестиуголеника, вписанного в образующий 
кругГ»- | 


4. Таутохрона 


«Циклоидальный маятник был изоб- 
ретен Христианом Гюйгенсом, круп- 
ным ученым ХУЙ столетия и гени- 
альнейшним часовым  мостером всех 
времен» 


Зоммерфельд Механика 


Галилей утверждал, что период коле- 
баний математического маятника опре- 
деляется только его длиной [ и не за- 
висит от угла ф его максимального 
размаха. Гюйгенс, выяснив, что это 
утверждение справедливо лишь для 
малых углов $, решил построить 
маятник, период колебаний которого 
и в самом деле не зависел бы от Ф 
(такой маятник называется тауто- 
хронным или изохронным). 

Построение таутохронного маят- 
ника Гюйгенс разделил на два этапа: 

1} нахождение кривой, по которой 
должен двигаться конец маятника 
(таутохроны); 

2) нахождение подвески ма- 
ятника, обеспечивающей движение его 
конца по таутохроне. 

Мы начнем с поисков таутохроны 
(существование которой заранее не 
очевидно). 

Конец математического маятника 
движется по дуге окружности точно 
так же, как тяжелая материальная 
точка — по желобу, контур которого 
совпадает с этой окружностью. Если 
пренебречь силами трения и сопро- 
тивления воздуха, то тяжелая точка, 
пущенная по круговому же- 
лобу без начальной скорости с высоты 
Н, пройдя нижнее положение, снова 
поднимется на высоту Н, и далее бу- 
дет совершать периодические коле- 
бания, поднимаясь то в одну, то в 
другую сторону на высоту Н. Невер- 
ное утверждение Галилея состояло в 
том, Что при этом период колебаний 
Т(Н) не зависит от Н. Наша зада- 
ча — определить, какой формы дол- 
жен быть желоб, чтобы то, что утверж- 
дал Галилей, было верным. 

Благодаря счастливой случайности 
(они в истории науки играют не по- 
следнюю роль), Гюйгенс изучал цик- 


лоиду (в связи с конкурсом Паскаля, 
1658 год) в то самое время, когда искал 
таутохронный маятник. Именно цик- 
лонда и оказалась таутохроной! Ве- 
роятно, сам Гюйгенс этого заранее 
не ожидал (так можно понимать его 
слова: «я обнаружил пригодность ее 
(циклоиды) для измерения времени, 
исследуя ее по строгим правилам нау- 
ки не подозревая ее приме- 
нимостия). 

Рассмотрим на желобе, сделанном 
ло форме перевернутой циклоиды 
(рис. 7; г — радиус производящего 
круга) тяжелую материальную точку; 
пусть в начальный момент времени 
она находится на высоте Н (в точке 
С, на рисунке). Попытаемся найти 
время т, через которое она окажется 
в нижней точке В (вершине циклои- 
ды). Тогда через 2х она будет в точ- 
ке С.‹ циклоиды, симметричной от- 
носительно вертикальной оси точке 
С., а через время Т=4т (полный пе- 
риод) вернется в точку Сь. Нас инте- 
ресует зависимость т от Н. 

Пусть в момент времени { тяжелая 
точка занимает положение С, на 


высоте Й-=й (1). Вектор скорости я (1) 
в момент времени { направлен по 
касательной к циклоиде в точке С,; 


его длина |9 (1) | (величина скорости) 
определяется из закона сохранения 
энергии: 


в 2 
Ель = тв (Н —1 (1), 


15 (2)1 = 28 —# 


Посмотрим, как движется про- 
екция нашей точки на вертикаль 
С.В’. В момент времени # эта проек- 
ция занимает положение С,, а в мо- 
мент времени т она окажется в точке 
В’ (см. рис. 7), пройдя отрезок СьВ” 
длины Н. Скорость ш (1) момент 
времени # этого прямолинейного дви- 
жения (в точке С, на рис. 7) — это 


проекция вектора скорости © (1) на 
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Рис. 7. 


вертикаль: 5 (0= |0 (1) | с05 а, где 
& — угол между касательной к цик- 
лонде и вертикалью. Поскольку (см. 


—— 


(1), с. 21) сова = ну 2г— 


—й( г), то соза = рак, а значит, 


эи- УР уИ-=О) 


Итак, закон изменения скорости у 
машвего прямолинейного движения до- 
вольно сложный. Но Гюйгенс заме- 
тил (решающая докадка!), что при 
равномерном вращательном движе- 
нии ио окружности диаметра Н вер- 
тнкальная комионента вектора ско- 
рости имеет тот же вид, что и &: {1). 
Действительно, ностроим на отрезке 
С.В” как па диаметре полуокруж- 
ность, н пусть С; — точка этой по- 
луокружности, лежащая на высоте 


й (1). Длина отрезка С, С; равиа 
Г) (НЯ (()). 
Из нодобия прямоугольных 


треугольников, окрашенных на рис. 7 
в красный ивет (их стороны взаимно 
перпенликулярны: ОС; — радиус, в 
точке С, проведены касательная к 
полуокружности н вертикаль), сле- 
дует, что касательный к окружности 
в точке С, вектор длины и г 


РУ 


имеет 


вертикальную проекцию длины 5 (2). 
Значит, когла наша точка С движет- 
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ся по циклоиде, соответствующая ей 
точка С” равномерно вращается с 


угловой скоростью У раднан (не за- 


висящей от Н !). За время т= | .л 
Е 


зочка С” пройдет полуокружность 
С.В’, за то же время точка С” прой- 
дет отрезок С.В’, а сама точка С — 
дугу циклоиды С,В. Итак, мы ие толь- 
ко доказали таутохронмость цик- 
лоиды (т. е., что т не зависит от Н), 
но и нашли полный период колебаний: 


—э,. 


т“ Г 
Г=4т=4л И }. (2) 
Е ‘ 
Формула (2) настолько напомина- 
ет гипотетическую формулу Галилея 
для периода математического маят- 


ника длины / (т =.9д И) что было 


естественно попытаться воспользовать- 
ся (2) для обоснования последней. 
И в самом деле, с помощью (2) Гюй- 
геис получил первое строгое доказа- 
тельство формулы для пернода коле- 
баний математического маятника‘ при 
малых углах размаха ф. Он заметил, 
что при малых углах круговой желоб 
почти не отличается от циклоидаль- 
ного, и оставалось только понять, 
при каком соотношении между дли- 
ной { математического маятника ни 
нараметром г циклоиды это отличие 
наименьшее. Оказалось, что при { 

--4г (это не очевидный факт; мы еще 
к нему вернемся). Подставляя в {2) 
г 1/4, получаем знаменитую форму- 
лу для периода математического ма- 


ятника: 7 9п и (при малых $). 
Е 


*) Фактически доказано, что движение 
тяжелой матеркальной точки по циклом- 
дальному желобу можно представить в виде 
суммы равномерного вращательного движе- 
ния с угловой скоростью, не зависящей от 
того, с какой высоты Н пущена точка, и ие- 
которого (вообще говоря, неравномерного) 
поступательного движения. При Н= 1" 
это легко вывести из книсматического‘ опре- 
деления инклонды и соотношения (1), с. 21. 


Рис. 8. 


5. Циклоидальный маятник 


Создавая нервую модель чгсов, Гюй- 
генс надеялся скомпенсировать откло- 
ненне простого (математического) ма- 
ятника от таутохронности, уменыная 
в процессе отклонения его длину. 
Длину маятника можно регулировать, 
устаповив «щеки» (рис. 8), на которые 
в процессе отклонения будет мама- 
тываться нить нодвески. Попытки 
экспериментально по- 
добрать нужную зависимость длины 
маятника от угла отклонения не дали 
успеха, и Гюйгенс в следующих свонх 
конструкциях часов — устанавливаег 
вместо «щек» ограничители амилиту- 
ды размаха. Когда же выяснилось, 
что циклонда — таутохрона, стало по- 
нятно, что форма «щек» должна быть 
такой, чтобы конец маятника дви- 
гался по циклоиде. 

Гюйгенс искал форму «щек», рас- 
суждая (в несколько вольном пере- 
сказе) примерно так. Пусть имеется 
препятствие, ограниченное кривой [., 
в некоторой точке О которого закрен- 
лена нерастяжимая нить длины [ 
(рис. 9). Натянутую нить мы намагы- 
ваем на препятствие, наблюдая за 
кривой М, которую описывает нс- 
закрепленный конец инти. Гюйгенс 
называл кривую М разверткой кри- 
вой Ё; теперь М называют эвольвен- 
той кривой [., а !. — эволютой крни- 
зой М (< одной эволютой связывает- 


ся много эвольвент, отвечающих 
разным длинам [). Нам нужно найти 
эволюту циклонды. 


Кривая ЛИ состоит из таких точек 
В, что сумма длин отрезка касатель- 
ной ВА к кривой Г. в точке А и дуги 
АО кривой ЕЁ. равна {Г (см. рис. 9 — 
это в точности означает натяну - 


тость частично намотанной на [. 
нити). Первая догадка Гюйгенса за- 
ключалась в том, что касательная к 
кривой М в точке В перпендикулярна 
к АВ, т. е. что АВ — касательная к 
кривой [. в точке А — является од- 
новременно нормалью к кривой М в 
точке В. Проше всего пояснить этот 
факт, исходя из кинематического он- 
ределения кривой А1. Вспомним, что 
вектор скорости направлен но каса- 
тельной к траектории движения и 
что при изменении действия сил век- 
тор скорости не может измениться 
мгновенно (подробнее об этом см. в 
статье КР). «Обрубнм» в точке А 
препятствие, но будем продолжать 
движение натянутой мити (рис. 10); 
тогда конец нитн начнет двигаться по 
окружности с центром в точке А; 
векторная же скорость его в точке В 
не изменится; поэтому в точке В ух 
кривой А1 ин окружности с центром А 
будет общая касательная, периенди- 
кулярная к радиусу ВА. 


Читатели статьи КР заметят также. 
что если рассматривать нити разной длины. 
то описанное движение конца нити продол- 
жается до такого движения всей плоскостн 
как твердой пластины, при котором точки 
кривой Ё являются мгновенными центрами 
вращения, я различные эвольвенты — тра- 
екториямн точек плоскости. Мз этого заме- 
чания сразу следует периендикулярность 


Рис. 10. 


отрезка АВ к касательной к кривой М в 
точке В. 

Следующая догадка Гюйгенса со- 
стояла в том, что в «хорошей» ситуа- 
ции эволюта кривой восстанавливает- 
ся  сднозначно (помните, у одной, 
кривой много эвольвеит)! Дело в том, 
что нормали к кривой М в разных 
точках — это касательные к ее эво- 
люте [.. «Хорошую» же кривую по ка- 
сательным можно восстановить: взяв 
много касательных, построить опн- 
саниую ломаную и, «учащая» за- 
лем касательные, все лучше прибли- 
жать кривую (говорят, что кри- 
вая огибает множестеко свонх каса- 
тельных). 

Нам нужно найти кривую, каса- 
тельные к которой будут нпормалями 
к заданной циклоиде. Гюйгенс дога- 
дался, что этой криЕой будет такая 
же циклоида, только поднятая на Эл 
н сдвинутая на нполпериода (так, что 
ес вершины совпадают с остриями #кс- 
ходной циклоиды; см. рис. 1]|). 

В самом деле, пустьт= \; Ри ЁР — 
направляющие прямые ссответственно 
нижней и верхней циклоид, Он О’ — 
нх начальные точки (/’на дЕе единицы 
выше {[; О’ ина л едимииц правее О). 
Возьмем на прямой { точку Си 
рассмотрим положения производящих 
кругов (обеих никлонд), когда онн 
касаются {[ в этой точке С. Пусть С’ и 
С”” — диаметрально  противополож- 
ные ей точки ссответственно верхнего 
и нижнего кругов, А и А’ — соот- 
ветствующие точки циклоилд. Дуга 
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СС”А равна но длине отрезку ОС; 
ноэтому она на л больше дуги С”’А’, 
равной по длине отрезку О’С’. Отсю- 
да УС’СА’=9С”СА, и точки А’, 
С, А лежат на одной прямой. Оста: 
ется заметить, что СА’ — касатель- 
ная к верхней циклоиде, а СА — 
нормаль к нижней (АС” — касатель- 
ная к ней). | 
Теперь мы знаем, что «щеки» тау- 
тохронного маятника должны быть 
циклондальными, и что длина нити 
| должна равняться 4г (именно при 
таком значении { мы в качестве эволь- 
Бенты получим нужную циклонду). 
При малых же углах размаха $ 
регулирующие «щеки» почти не влия- 
ют на длину маятника, и циклоида 
близка к дуге окружности раднуса 
4г (см. конец предыдущего пункта). 


6. Теорема Христофора Рена. 
Эволюты и вычисление длин кривых 


Решив задачу о циклоидальном 
маятнике, Гюйгенс не остановился, 
понимая, что им создана замечатель- 
ная математическая теория. Он пишет: 
«Для применения моего изобретения к 
маятникам мне необходимо было уста- 
новить новую теорию, а именно, тео- 
рию образования новых линяй при 
посредстве развертывания кривых ли- 
ний. Здесь я столкнулся с задачей 
сравнения кривых и прямых линий. 
Я изучил этот вопрос несколько да- 
лее, чем нужно было для моей цели, 
так как теория показалась мне изящ- 
НОЙ И НОВОЙ». 

Прежде всего Гюйгенс заметил, 
что когда нить маятника целиком на- 
матывается на «щеку», то конец его 
оказывается в вершипе циклоиды; 
значит, длина нити маятника (4/) сов- 
падает с длиной половины арки цик- 
лоиды, и, значит, длина арки циклои- 
ды равна 8г! Этутеорему в 1658 го- 
ду сформулировал и доказал Хри- 
стофор Рен; Гюйгенс же, как мы 
видим, получил очень естественное 
доказательство этой теоремы. 

Теорема Христофора Рена произвела 


на современников очень сильное впечатление 
и вот почему. 


Вычислепием длии кривых математики 
интересовались ис менышс, чем вычисаением 
нловадей. Вначале. по аналогии с квадра- 


турой (м. с. 21), они иитересовались 
ректификацией — построением циркулем и 
линейкой отрезка соответствующей длины; 
позже стали интересоваться н алгебраической 
ректификацией — выражением длины кри- 
вой при помощи любых алгебраических 
операций. Мы уже говорили. что квадрату- 
ры иекоторых фигур были найдевы еще ан- 
тичными математиками; кривую же, для 
которой была бы возможна хотя бы 
алгебраическая ректификация, математики 
безуспешио искали вплоть ло второй поло- 
вины Х\УП века. Начали лумать, что такой 
кривой вообще нет (так можно толковать 
словя Декарта «мы, люди. не можем найти 
соотношения между прямыми и кривыми»). 
Ректификация циклонды, нолучеивая Ре- 
ном. опропергла эту точку зрения Затем 
Ферма получил ректификаннн несколь- 
ких другнх криных; однако во всех этих 
примерах фигурировали — незлгебранческие 
кривые. и скептики «уточнили» гипотезу, 
предположив, что невозможна алгебраиче- 
ская ректификация элгебраичес - 
ких кривых (они справелливо объясняли. 
что. конечно, искусственно построить кривую. 
допускающую ректификацию, можно). Ол- 
нако н в таком виде гнпотеза оказалась не- 
верной (перный опровергающий эту Гино- 
тезу пример был построен еще в 1657 году, 
но оставался неизвестным): ФТ ейл, Хей- 
рат н Ферма иезависнмо предъявили в ка- 
честве алгебраической кривой. допускающей 
алгебранческую ректификацию. одну и ту 
же полукубическую — параболяу ау? = х\. 
Совпадение это казалось мистическим до 
тех пор, пока Гюйгенс ие вскрыл, в чем 
ирнчина исключительности этой малоза- 
метной кривой: она янляется эволютой пара- 
болы (точнее, эволютой параболы у-= х* 


является крнвая и —= = 3 Е Е }- 


Теория Гюйгенса вообще максимально прояс- 
нила вопрос а ректифнкацнин. Результаты © 
циклоидальном маятинке н связанные с 
инмн вопросы составили содержание боль- 
шей части. книгн Гюйгенса «Маятниковые 
часы», вышеднюей п 1673 году *}. 


В заключение мы предлагаем чи- 
тателям несколько задач с весьма поч- 
тенной ренутацией. 


Две задачи Галнялся. 


г. Докажите, что под действием силы 
тяжести материальная Точка проходит все 
хорды окружности, оканчивающиеся и пиж- 
ней точке окружности, за одно и то же время 
{аналогично — для хорд, начинающихся п 
нерхней точке окружности). 

2. Пусть есть кривая Ё (достаточно «хо- 
рошая») н точка А. не лежащая на /{.. Найди- 
те на Г такую точку В, чтобы отрезок АВ 
проходился материальной точкой под дейст- 
вием силы тяжести за минимальное время. 


Упражнения Ньютона 


Пусть есть центральное поле, в котором 
силы нропорциональны расстоянию г до 
центра: А {") — Аг, &> 0. 

Ньютон заметил, что в таком поле ги- 
поциклоиды (см. КР) играют ту же роль, что 
никлонды — п поле снл тяжести, а имеимо: 

1} гипоцикаонды явяяются (в этом поле) 
тоаутохронами (Ньютон называл их изо- 
х ронамн)}; 

2} зволютами гипоциклонд являются по- 
добные же гипоциклонды **). 

Постарайтесь решить задачн Ньютова 
{па эту тему можно наинсать целое математн- 
ческое «сочинение»). Вспомните, как про- 
водятся касательные к гнпоциклондам (статья 
КР), посмотрите ацс раз решения анало- 
гвчных задач для циклоиА и... Мы ждем ва- 
ших решений. 


**) О маятниковых часах см. статью 
С. Г. Гнындикина «113 нсторин маятнико- 
вых часав». «Кваит», 194, № 9. 

.*) Это -— чисто гсометрический факт. не 
относящийся к механике, но он но- 
зволяет устроить  гипоциклоидальный ма- 
ятник, а заодно -— вычислить длииу гиро- 
циклоилды. 
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В. Я. Френкель 


Пушкин 
и точные 
науки 


«Бедный Пушкин» 


Года два назад, отдыхая на скамейке в ленннградском скверике, я оказал- 
ся невольным свидетелем такого разговора: «Бедный Пушкин, — сказала 
своей соседке молодая женщина, складывая свежий номер «Недели». — Жи- 
вого места на человеке не оставили. Теперь вот пишут «Пушкин и минера- 
логия» — о драгоценных камнях в его жизни». 

...«ПЛушкии н точные науки». Не вызовет лн это заглавие сходный вздох 
сожаления, не покажется ли оно слишком претенциозным, отдающим в ка- 
кой-то стенени дань моде? Ведь речь пойдет не о применении новых мате- 
матических методов в изучении стихов поэта {тема вполне содержательная, 
которую разрабатывают крупные математики). Мы просто посмотрим, 
как на страницах произведений Пушкина нашли свое отражение некоторые 
чисто научные термины. Начало прошлого века было ознаменовано замеча- 
тельными открытнями в физике, химии, математике. Одинаково интересно, 
если у поэта, во всем стремившегося идти «с веком наравне», такие упоми- 
нання редки или часты. 


Словарь языка Пушкина 


Ответить на вопрос, в какой мере точные науки нашли сесе прямое (н в ка- 
кой-то степени внешнее) отражение в произведениях Пушкина, оказывается 
задачей не сложной. Дело в том, что к 150-летню со дня рождения поэта 
Институтом русской литературы (Пушкинским Домом) был издан «Словарь 
языка Пушкина». Это поистине фундаментальный труд! Каждый из четырех 
томов «Словаря» содержит по 800 страниц; сюда собраны все слова, исполь- 
зованные Пушкиным в его поэтических и прозанческих произведениях 
(включая письма). 16 000 слов, построенных в алфавитном порядке, истол- 
кованы в том смысле, который им придавался в пушкинское время. Указана 
«частота» их нспользования п дается ссылка на том и страницу Академиче- 
ского издания полного собрания сочинений поэта {подготовленного и издан- 
ного к 100-летию со дня смерти поэта, к концу тридцатых годов), где встре- 
чается соответствующее слово. | 

Итак, имея «Словарь» пушкинского языка, проще всего начать с того, 
что выписать имеющие прямое отношение к точным наукам слова, которыми 
мог пользоваться Пушкин, и поискать их в нем. Именно так и сделал автор 
настоящей статьи. И число «нонаданий» оказалось весьма невелико. 

Такая снтуация находится в соответствии с «традиционным» образом 
Пушкина, который, по воспоминаниям его сестры Ольги, в детстве плакал 
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над задачами по арифметике. Много лет спустя, | января 1834 года, поз! 
записал в своем «Диевнике»: «Меня спрашивали, доволен ли я моим камер- 
юнкерством. Дотолен, потому что государь имел намерение отличить меня, 
а не сделать смешным, а по мне хоть в камер-пажи, только б не заставили 
учиться французским вокабулам ин арифметике». 

Иван Пущин, о котором Пушкин писал «Мой первый друг, мой друг 
бесценный», рассказывал в своих воспоминаниях о том, как Яков Иванович 
Карцов, преподававший в лицее физику и математику, однажды вызвал к 
доске Пушкина и предложил ему решить алгебраическую задачу. Пушкин 
сосредоточенно и молча пнсал на доске какие-то цифры, переминался с но- 
ги на ногу. Наконец, Карцов спросил его: «Ну, что же у Вас получилось? 
Чему равняется икс?» Пушкин улыбнулся, сверкнув зубамн, и ответил: 
«Нулю!» «Хорошо, — подытожил Кариов. — У Вас, Пушкин, все в моем 
классе коичается нулем. Садитесь на место и пишите стихи». 


Слова, слова, слова... 


Слово «наука», с которого имеет смысл начать разбор, упоминается у Пуш- 
кина довольно часто (75 раз). Это, прежде всего. «наука страсти нежной», 
но вместе с тем, н наука, о которой говорит Годунов: «Учись мой сын! Наука 
сокращает нам опыты быстротекущей жизни!» «Математику» Пушкин ис- 
пользовал трижды; по три раза приходится также на «геометрию» и «алгеб- 
ру». «Физика» встречается у него лишь однажды, «астрономия» — ни разу 
(правда, упоминается «астрология»). Для сравнения заметим, например, 
что существительное «любовь» насчитывается 630 раз, а глагол «любить» — 
614. 

В рамках наших кратких заметок этого материала оказывается доста- 
ТОЧНО. 

Представим собранные сведения по алфавиту. Начнем с «астрологии» 
(точнее с «астролога»). Одним из первых приглашенных при Петре Великом 
в Россию академиков-физиков был Крафт. Он заведовал физическим кабинс- 
том Российской Академии наук н был, как пишет Пушкин, «должностным 
астрологом» при Анне Иоанновне. В «Исторни Петра» Пушкин замечает: 
«Сохранилось в календаре 1730 г. его [Крафта| предсказание о вскрытин 
Невы 9-го апреля (что и сбылось)». 

«Алгебра» вошла у Пушкина в фргзу, ставшую поистине крылатой. Салье- 
ри из маленькой трагедии Пушкина «Моцарт и Сальери» говорит: «Звуки 
умертвив, музыку я разъял как труп. Поверил я алгеброй гармоник». 
Обычно считается, что эта фраза проводит разделенне между искусством, 
олинцетворяющемся в образе вдохновеиного Моцарта, ин ремесленничеством, 
которое ему здесь противопоставляется. Часто и без всяких оснований смысл 
этой фразы сводят к противопоставлению нскусства и науки. Мы увидим 
вскоре, как далек от этого сам Пушкин. 

В другой раз «алгебра» — н снова в контексте противопоставления —- упо- 
минается в резкой рецензии Пушкина на «Историю русского народа», на- 
писанную его идейным противником, редактором журнала «Московский те- 
леграф» Н. А. Полевым. Пушкин пишет: «Ум человеческий по простонарод- 
ному выражению — не пророк, з угадчик. Он видит общий ход вещей и мо- 
жет выводить из оного глубокие предположения, часто оправданные вре- 
менем; но невозможно ему предвидеть случая — мощного орудия провиде- 
ния». И Пушкин заключает: «Но провидение — не алгебра». (Отметим, что 
в стихотворении о научном творчестве, оставшемся незаконченным, Пушкин 
дает такие определения случаю, опыту и гению: «Случай — изобретатлель- 
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ный слепец», «Опыт — сын ошибок трудных» и, наконец, «Гений — пара- 
доксов друг». Академик С. И. Вавилов специально отмечал глубину этих 
иушкинских определений.) 

Укажем для полноты, что в третий раз «алгебра» упоминается также 
в критической статье. Поэт сравнивает татарское иго с игом мавританским 
(в Испании) и пишет: «Татары не походили на мавров. Они, завоевав Рос- 
сию, не подарили ей ни алгебры, ни Аристотеля». 

В критической статье, посвященной работе Кюхельбекера, Пушкин пи- 
шет: «Вдохновение нужно в поэзии, как и в геометрии». Знаменательная 
фраза! Профессору Гёттингенского университета Давиду Гильберту, одно- 
му из крупнейших математиков нашего века, однажды сказалн, что его сту- 
дент оставил математику, решив посвятить себя поэзии. «Меня это не удив- 
ляет,— ответил Гильберт,— у него чувствовался недостаток фантазин!» 
Вдохновение, о котором пишет Пушкин, это нечто более чем родственное 
гильбертовской фантазии. 

Пушкинское суждение о геометрии было не случайным; примерно в то 
же время, но уже по другому случаю, он записывает в своей тетрадн: «Вдох- 
новение нужно в геометрии, как и в поэзин»,. поменяв местами поэзию и гео- 
метрию н как бы подчеркивая их равноправие перед липом вдохновения. Ака- 
демик М. П. Алексеев замечает, что такое сопоставление не случайно. 
В 1826 году, когда эти фразы были записаны Пушкиным, Н. И. Лобачее- 
ский уже говорил о своей новой геометрии, и отзвуки его речи в Казан- 
ском университете, произнесенной 24 февраля 1826 года, могли достигнуть 
и Пушкина. 

Всегда соблазнительно проследить, не пересекалнсь ли жизненные 
судьбы двух гениев, живших п одно и то же время, хотя и проявившихся 
в разных областях человеческой культуры. По мнению М. П. Алексеева, 
есть основания полагать, что имена Пушкина и Лобачевского можно 
соединить отнюдь ие механически. Прежде всего, И. Великопольский, 
брат жены Лобачевского, хорошо знал Пушкина, виделся с ним неодно- 
кратно, переписывался и даже обменялся стихотворениями (весьма кол- 
кимн). Есть прямые свидетельства того, как любил Лобачевский поэзию 
Нушкина: его стихн он часто читал наизусть в семейном кругу. Во время 
поездки и самом начале 30-х годов в Оренбург (в поисках материала 
для «Истории Пугачевского бунта») Пушкин остановился в Казани —- 
городе, где прожил всю свою жизиь Лобачевский. Здесь Пушкин провел 
несколько дней в доме профессора Фукса — коллеги Лобачевского по 
университету. У Фукса и его общительной супруги каждый вечер быва- 
ло много гостей; не нсключено, что среди них в «пушкинские дни» был 
и Лобачевский. Правда, документальных свидетельств обнаружить не 
удалось. Но я полагаю, что именно эти поиски и привели Л. Б. Модза- 
левского — пушкиниста и сына пушкиниста — к изученню биографии 
Лобачевского. В результате Модзалевский стал автором одной из наибо- 
лее содержательных книг о великом отечественном математике. 

Слова «физика» н «химия» Пушкиным используются по одному разу. 
«Химия» — в неинтересном контексте, а вот «физика» — очень звучно. 

В ноябре 1824 года он написал цикл стихотворений «Подражания Ко- 
рану», своего рода поэтический пересказ древней книги. К некоторым 
строкам Пушкин сделал примечания. Так, к строфе 


Земля недвнжна — неба своды, 
Творец, поддержаны тобой, 
Да не падут на сушь н воды 

Н не подавят нас собой.— 


о! записал: «Плохая физика, но зато какая смелая поэзия!» 
Приведем пример, к которому пушкинская ремарка подходит не менее. 


В известном стихотворении «Портрет», посвященном красавице Закревской, 
он писал: 


С своей пылающей душой, 

С своими бурными страстями 
О жены Севера, меж вами 
Она является порой 

И мимо всех условий света 
Стремится до утраты сил, 
Как Сеззаконная комета 

В кругу расчисленном светил. 


Очевидно, однако, что движеннс кометы столь же расчисленно (зако- 
номерно), как и движение небесных светил: нет большего «законника», 
чем природа. Если нам иногда и кажется, что поведение ее объектов протн- 
воречит законам, то это просто значит, что мы еще не знаем других более 
сложных законов, которым они подчиняются! 

Укажем, наконец, известную эпиграмму Пушкина, в которой он воспро- 
изводит спор между представителямн различных философских школ древ- 
ности, касающийся сущности физически содержательного понятия движения. 
Эпнграмма эта, написанная п Михайловском осенью 1825 года, так н назы- 
вается — «Движение»: 


Двнженья нет, сказал мудрец брадатый. 
Другой смолчал п стал пред ним ходить. 
Сильнее бы не мог он возразить; 

Хвалнлн все ответ замысловатый. 

Но, господа, забавный случай сей 

Другой пример на память мне приводнт: 
Ведь каждый лень пред намн солнце ходит, 
Однако ж прав упрямый Галилей. 


«Мудрец брадатый» — это древнегреческий философ Зенон Элейский 
(5 в. 10 н. 3.), а сго опионент («другой») — Антисфен (род. около 440 г. до 
н. э.)- В восьми строках скоей эпиграммы великий поэт с удивительной 
емкостью и выразительностью сумел передать сущность спора; заключитель- 
ные строчки призваны ` предостеречь тех, кто счел «ответ замысловатый» 
Аитисфена исчерпывающим: Пушкин напоминает о галилеевской (копер- 
ииковской) гелиоцентрической системе мира, согласно которой движение 
Солнца — кажущееся явление, иллюстрнрующее относительный характер 
этого движения. 

Чтобы дать представление отой глубине, с когорой пушкивнисты вника- 
кг п историю возникповения стихотворений поэта, в явный и скрытый 
смысл каждой их строчки, замечу, что исчериывающему анализу пуш- 
кииского «Движения» п одной из статей академика М. П. Алсксеева 
посвящено 18 страинц убористого текста. 


Заключительные 
замечания 


Перечисленные примеры носят, конечно, иллюстративный характер и явля- 
ются лишь «нулевым приближением» к содержательной теме «Пушкин н- 
наука». Глубокие связи Пушкина с современной ему наукой весьма много- 
образны. В них органическн включены его отношения с рядом ученых (преж- 
де всего, гуманитариев). Одним из негуманитарнев был «русский Кали- 
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о стро»*) — замечательный изобретатель П. Шиллинг, за эгот свой талант 
получивший такое «чародейное» прозвище. Шиллинг прославился не толь- 
ко изобретением «телеграфин по проводам»; нзвестны его изобретення в мор- 
ском деле, его работы по электричеству. Привлекает внимание и также разра- 
ботана тема «Пушкин и Гумбольдт»**). 

Однако наиболее ярко широта интересов Пушкина, понимание им роля 
науки в жизни общества проявились в его журналистской деятельности я 
были связаны с изданием журнала «Современник» — предприятия, на кото- 
рое он возлагал столько надежд и в которое внес столько сия в последние 
полтора — два года жизни. 

Для русской журналистики 20—30 гг. прошлого века публикация на- 
учно-популяриых статей носнла, можно сказать, традиционный характер. 
Пушкинский «Современник» и в этом плане был на несравненной высоте. 
Его издатель ие хотел просто перепечатывать научно-популярные обзоры 
из зарубежных журналов — он привлек к их написанию своего сооте- 
чественника, князя П. Б. КозлоЕского, прсфессионального дипломата и 
глубоко образованного человека. В явух из четырех прижизненно вышед- 
ших номерах пушкинского «Современника» были напечатаны статьи Ко- 
зловского. Первая из них — «Разбор Парижского Ежегодника», говоря сов- 
ременным языком, рецензия на это издание, выпускавшееся под наблюде- 
нием секретаря Французской Академии наук Франсуа Араго. В своей раз- 
вернутой рецензии Козловский не только пишет о последних успехах фран- 
цузской науки, но и горячо ратует за распространение просвещения у себя 
на родине, в России. Задача и благородная, и смелая, если помнить, что в 
глазах самодержавия просвещение было синонимом свободы. Следующая 
статья Козловского, помещенная в 3-м томе «Современника», называлась 
«О надежде». Это было первое в русской литературе популярное изложение 
основ теории вероятностей. Последний термин в то время у нас еще отсут- 
ствовал, и Козловский предлагал называть эту теорию «теорией удобо- 
сбытностей». Любопытно видеть на страницах «Современника» рядом с поэ- 
зней Пушкина. Жуковского, Тютчева, с прозой Гоголя алгебраические фор- 
мулы, треугольник Паскаля и даже график, которым Козловский закан- 
чивал свою статью. 


*} Граф Калуюстро (настоящее нмя — Иосиф Бальзамо (1743--1793,) — авантюрист. 
прославивниися всевозможными ечародействачми». Его имя, однако, было синонимом не 
только авантюризма и шарлатаиктва. но и вообще всякого впечатляющего и ошелом- 
ляющего воображение зрелища. Иримерно в этом контексте и слелует поинмать прозвн- 
ще, данное Шнллингу,— настоящему чародею. который раскрывал перед людьми те 
обыкновенные чудеса». которые тант в себе истниная наука. 

““) Александр Гумбольдт (1769—1859) — мемецкнй естествонспытатель н гсограф. 
Много путешествовал но Южной н Центральной Америке. Весной 1829 года приехал 
в Россню. В Петербурге встречался со многимн учеными и инсателямн, в числе которых 
были 11. А. Вяземский п А. С. Пушкия. Совершил п этом же голу полугодовое путс- 
нсствис в Сибирь. Его научные связн Е русскими учеными продолжались в течение всей 
сго долгой жизин. 
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В. Н. Вагутеи 


Близкие 
дроби 


В этой заметке рассказано о некоторых любопытных поспедовательностях дробей 
н решена задача №298 мз «Задачныка «Кванта». Хотв и конце от чытателя требуется 
знакомство с методом координат, векторамм м принципом математической мндук- 
цмм, но большая часть заметкны будет понетна даже тем, кто лмшь недавно позна- 
коммлся с дробямы. Автор надеется, что старшеклассникы м учмтеля найдут здесь 
удобный матермал для занятый с ученмкамм 5—6 классов. Упражнения включают 


существенную часть содержаныя статьм. 


1. Ряды Фарея. Наблюдения 


Выпишем все правильные дроби, у 
которых знаменатель не болыие 7: 


ыы — —= 


(мы пропустили сократимые дроби: 
223 4 
4.66 Не 
ляющих одно и то же число, мы вы- 
бнраем одну дробь, а именно ту, 
у которой числитель и знаменатель 
наименьшие). 

Теперь запишем те же дроби в 


— из дробей, представ- 


порядке возрастания: 
р ил 
1615: 4.7'315.7'2. 

4 4 5 И 


Проверьте, что в ряду (!) каж- 
дая дробь действительно болыие пре- 
дыдущей 


Прн этом соблюдается интересная за- 
кономерность: числитель разности 
двух соседних дробей всегда получиется 
равным единице, точнее, 


А. Для любых двух соседних дро- 
с в а СЕ а с! 
бей 2 (20 5< 4] выполняется 


равенство 
ре—@а 1. 


Какие еще закономерноств прису- 
щи ряду дробей (1)? 

Нетрудно обнаружить, что сумма 
двух дробей, симметрично стоящих 
в этом ряду, равна |1. Интересно, за- 
метил ли читатель, что 


Б. Каждая дробь получается из 
‹охедних с ней двух дробей следующим 
образом: надо сложить их числители 
и разделить полученное чисяо на сум- 
ми знаменателец. 

В самом деле, 


о рр: 3 р. р а 
Е Е: и ОГ, 

2 1-3 3 241 1 34 

5 Зе Тобея ВЕТ" 


н так далее! 
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Т аблица }. 


Ряды Фарея. 


Точно так же, как выписана строч- 
ка (1) из иравильных дробей со зна- 
менателем, не превосходящим 7, мож- 
но выписать в порядке возрастання 
дроби со знаменателем, нс превосхо- 
дящим л. Расположим подряд такие 
строчки для п. 1, 2,.... 7 в виде 
таблицы 1. 

Первая строка и боковые стены» 


из дробей ит  ирилают вашей 


табание более закоиченный внд. 


Упражнение 1. Проверьте, что 
закономерносте Аи Б, которые мы заметили 
и седьмоя строчке таблицы, имеют место и 
во всех предыдущих строчках. 


Новые дроби в каждой строчке мы 
выделили красным цветом. 

Для новых дробей наблюдение Б 
можно уточнить: у дроби, возникаю- 
щей между двумя старыми, числитель 
равен сумме их числителей, знамена- 
тель — сумме знаменателей. Таким 
образом, можно предложить простое 
правнло, по которому получается но- 
вая л-я строчка. 


В. Нужно отметить в (п-\)-й 
строчке все такие пары соседних дро- 


ь а - 
бей -;,‚-т, у которых сумма зна- 


иснателей равна п, и между ними 
= © ь 
вставить дроби 


га 

получаются несократимыми). 
Проделаем эту операцию с седь- 

мой строчкой. Отметим пары сосед- 


(они всегда 


них дробей, у которых сумма зна- 
менателей равиа 8. Это такие пары 


‚ 1 
, -аЙ п- 


Вставим между 

О Е 
дроби 5,5, 
мую строчку 


ними соответственио 


7 
$. Нполучим вось- 


о = ——— 


Уипражнеиине 2. Проделайте ана- 
логичную операцню с восьмой строчкой и 
проверьте, что таким образом получается 
строчка всех несократнмых дробей со знаме- 
нателем не больше 9, идущих в порядке воз- 
растания. 


Упражнение 3. — Проверьте, что 
в восьмой и девятой строчках выполняются 
закономерности А нк Б. 


Строчка всех несократимых дро- 


р 


бен к" у которых 1<р<д=лт 


(п — данное натуральное число), рас- 
позожениых в возрастающем поряд- 
ке, имеет в теорни чисел специальное 
название — ряд Фарея, и обознача- 
ется иногда через ЁР„. Имя математи- 
ка Фарея таким строчкам присвоил ве- 
ликий французский матемагик Ко- 
и. Фарей заметил интересные 
закономерности в этом ряду дробей, 
а Коши, обратив вниманне на наблю- 
дения Фарея, в 1816 году опублико- 
вал их доказательство. Однако виол- 
не возможно, что эти закономерности 
были известны математикам и раньше. 

Дадим два определения, связанные 


с нашими наблюдениями. 
Определение |. Назовем 
а с 
яве дроби — —- близкими, — если 


о’ а 
фс—а4 равно 1 илн —1. 


Упражнение 4. Выберите из дро- 
бей (1!) все нары близких дробей. 


Определенне 2. Назовем 
медиантой двух дробей © -^ дробь 


Ва 
ас 
а 

(Медианта иесократимых дробей может 


оказаться сократимой лробью; приведите 
пример.) 


2. Свойства близких дробей 


Телерь наши гипотезы можно сфор- 
мулировать коротко так: в любом 
п-м ряду Фарея (л-й строке табли- 
цы ]) 


А. Соседние дроби близки друг 
другу. 


В. Каждая новая дробь т/п яв- 
ляется медиантой соседних с ней 
дробей. 

В задаче №298 из «Задачника 
«Кванта» как раз и требовалось до- 
казать свойство А: если р/9<г/5 — 
соседние дроби ряда Р„, то д7—р$=1. 
Но оказывается, что значительно лег- 
че доказывать одновременно оба свой- 
ства —и А, н В. Мы наметим ниже 
целых три различных доказатель- 
ства: одно — в пунктах 3—4, второе— 
в пункте 5, третье — в пункте 6. 
Укажем несколько простых свойств, 
характеризующих близкие дроби и 
меднаиты. 


а) Для любых двух дробей аб и 
с/4 их разность по модулю не мень- 
ше Иа: 


>в: (2) 


причем знак равенства в (2) полу- 
чается в том и только в том случае, 
если дроби а/{6 и с/4 близки. (Это объяс- 
няет выбор термина: близкие дроби.) 


6) Медианта двух робей всведа 
заключена между ними, т. е. 


а [2 
если О то 


ас с 


а 
$<Зъта<а: (3) 


в) Если 08е дроби близки друг 
к другу, то обе они несократимы. 

г) Если две дроби близки друг 
к другу, то их медианта близка к 
каждой из них. 

д) Если 0ве дроби близки друг 
к другу, то их знаменатели взаимно 
просты и их числители взаимно про- 
сты *). 

е*) Из всех дробей, заключенных 
между двумя близкими дробями, на- 
именьший знаменатель имеет их ме- 
дианто. 


Упражнение 5. 
ства а) — д). 


Докажите свой- 


Допустим теперь, что читатель не 
только проделал упражнение 2 — 
получил из восьмой строчки девя- 
тую — но, продолжая действовать 
дальше по правилу В, получает де- 
сятую строчку, одиннадцатую и так 
далее. 

Из свойств 6), в), г) следует, что 
во всех новых строчках сохраняются 
такие закономерности: 

1} дроби-медианты, которые мы 
вставнм, будут несократимы; 

2) дроби идут в порядке возраста- 
ния; 

3} любые две соседние дробн близ- 
ки друг другу. 

Оставшийся более трудный воп- 
рос состоит в следующем. Попадут 
ли по правилу В в л-ю строчку все 
несократимые дробн со знаменателем 
п нли может оказаться, что какие-то 
будут пропущены? Оказывается, что 
все такие дроби будут обязательно 
вставлены, т. е. мы действительно 
получим строчку Ё„ целиком. На этом 
месте мы советуем читателю остано- 
виться и попробовать придумать до- 
казательство самостоятельно (один из 
путей — доказать свойство е, от- 
меченное звездочкой). 

Мы же пока сделаем небольшое 
отступление и обсудим вопрос: 
сколько всего дробей в л-й 
строчке нашей таблицы? 


*) Целые числа и и 6 называются вза- 
нмио простыми, если онн не имеют общих 
делнтелей, больших 1. 
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3. Функция Эйлера. 
Число красных дробей 


Пусть у нас имеется натуральное 
число п. Рассмотрим все натураль- 
ные числа, ие превосходящие л, и 
выберем из ннх те, которые взаимно 
просты с числом л. Количество этих 
чисел обозначим через ф (п). 

Например, для п =8 такими числа- 
мн будут 1, 3,5, 7, и тем самым 
г (8)=4. 

Итак, каждому натуральному чис- 
лу п сопоставлено число $ (п). Это 
соответствие ф называется функцией 
Эйлера. 


Перечислим некоторые 
ции Эйлера: | 

ПФ (п < п. 

2} Если  п:--р — простое число, то 
$ (7) = р. 

3} Для п> 2 число ф (м) четно. 

4) Еслн п == рЯ — стевень иростого 
числа р, то 


| 
$ (07) рт рб! р" 1 - |. 


свойства функ- 


5*) Если т и м взаимно 
$ (тп) — ф(т).$ (п). | 
$) Общая формула для ф (м) такова: 


4) - "(1 ->] р вы = -}; 


‘ 


просты, то 


здесь р,. ро, ..., Ре — все иростые числа, 
на которые делится п. (Эта формула доказана 
н статье «Малая теорема Ферма». «Квант», 
1972, № 10.) 

Доказать все эти свойства мы предлага- 
ем читателю. Объясним только свойство 3). 
Все чнсла, меньшие, чем п и взаимно простые 
с п, можно разбить на пары: каждая нара 
состоит из таких чнсел 9, $, что 9-|$ = п. 
Таким образом, число ф (п) — четно. 

Число красных дробей п п-й строч- 
ке Ри. очевидно, равно ф (п), так как нссо- 
кратимых дробей т/п (0 тт! со 
знаменателем п столько же, сколько нату- 
ральцых чисел ш, менымцих, чем п, и взаимно 
простых с п. 

Вопрос о том, сколько всего членов со- 
держит 1-й рял Фарея Ри, обсуждает в своем 
письме читатель «Кванта» А. Китзаев 
из Ленииграда. Ясно, что это число — обо- 
значим его Ф (п) — равно 

Ф (п = 1-ф (1)-9 {2)-Еф 3) ..--гф м), 
поскольку Ф (= и Ф({п) = Ф (и П- 
--ф (п) (см. таблицу 2). Простой формулы 
для Ф (п), видимо, не существует. Но инте- 
ресно, что, несмотря на крайне нерегуляр- 
ное но-сдение функцин Эйлера Ф (м) (отно- 
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[1 уззазотвеюнюзиюю 


Ц 


ГУП] 1122426406404 12688 


ФП 2 ззтивозизатинля 


— м. —.- = 


Таблица 2. 
дробей Ки. 


Функция Эйлера и инсло 


Ф+ (м) 


шение бывает сколь угодно близко 


икО, ик И, для Ф {л) можно доказать такое 
предельное соотношеняс: 


Ф к 
2-5 ==0,305. = 


т. е. Ф (х) при больших х возрастает «при- 
близительно по параболе»; Ф (х} == ах" и 


Это — одна из краснвых теорем, полу- 
чевных австрийским математиком Ф. Мер- 
тенсом (1874 г.). 


4. Соседиие знаменатели 


`Вернемся теперь к вопросу, постав- 


ленному в конце пункта 3, и объясним, 
почему, действуя цо правилу В, мы 
получим все $ (п) несократнмых дро- 
бей со знаменателем п. Сделаем еще 
одно наблюдение. 

Обратим вниманне на знаменатели 
дробей в таблице 1. Составим для 
улобства низ них новую таблицу 3. 
Правило В позволяет продолжать 
«табжицу знаменателей» (не заботясь 
о числителях) следующим образом. 


В’. Нужно отметить в (п—1)-й 
строчке все пары 4, $ соседних чисел, 
сумма которых равна п, и между 
ними поставить п. 

Как мы уже говорили, соседние 
знаменатели в таблице | — т. е. со- 
седние числа 9 ин $ в таблице 3 — 
взаимно просты (см. свойство д, пункт 
2). Заметим теперь, что, вставляя 
суммы 9-15$=п в я-ю строчку, мы 
встречаем каждое низ ф (п) воз- 
можных представлений и в виде сум- 
мы взаимно просгых чисел (причем 
ровно один раз). Например, в девятой 
строчке: 


75 374 567 


о 


1 8765 473857 #2 758374 5678 1 


==.——— 


1 78765 94 73857 92 9758374 95678 91 


Таблица 3. Знаменатели рядов Фзрся. 


9--1-Ё8, 9-=544, 9=7--2, 
9=2- 7, 9=4-45, 98-1. 
Упражнениеб. — Напишите еще 
три строчки таблицы Зи проверьте, что все 
ф (п) представлений знаменателя п в виде 
суммы двух соседних знаменателей п = 4915$ 
встречаются ровно по одному разу. 


Наблюдение, сделанное в упраж- 
нении 6, сформулируем так- 
Г. В п-й строчке таблицы 3 каждое 
число, взаимно простое с п, бывает 
«соседом» ровно дважды: один раз — 
слева и один раз — справа. 


Упражнение 7. Докажите, что 
если свойство Г выполняется во всех преды- 
дущнх строчках таблицы 3, то ояо должио 
выполняться м в я-й строчке, полученной по 
правилу В’. 


Из упражнения 7 вытекает (со- 
гласно принципу математической ин- 
дукцнии), что если новые строчки таб- 
луцы 3 получать по правилу В’, 
то во всех строчках свойство Г 
будет выполняться, а следовательно, в 
п-й строчке будет ровно ‹ (/) новых 
членов! 


Упражнение 8. Пусть мы. начав 


1 
со строчки | — . —|, несколько раз проделы- 
т’ 1 | | 


ваем такую операиню: между двумя уже налн- 
санными дробями вставляем их медиаиту. 
Докажите, что для любой строчкн, которую 
можно таким образом получить, выполняются 
свойства А и 

\1з результата этой задачи, в частности, 
следует, что свойства А и Б выполняются для 
каждой строчки таблицы 4, где между каж - 
дыми двумя дробями в следующей строчке 
вставляется медианта. 

Упражнение 9. Докажите, что 
п таблице 4 в каждой строчке, иачиная с п-й, 
встречаются все несократнмые дроби со зна- 
менателем п, причем каждая — один раз. 


нечьскяй 


в 


_—_ м —— 
Га ! 

2 | 
Г, о РЕ | 
| са КР т 0 


19427385 72 158345: 


| | - чтит. 
Таблица 5. Ряды Гальперина. 


Таблица 4 тесно связана с таблиией це- 
лых чисел, которая рассматривалась в зада- 
че М233 Г. А. Гальнернина из «За- 
дачника «Кванта». Эта таблица 5 появляется 
не только в знаменателях дробей таблицы 4, 
но и в их числятелях (зо второй «половине» 
таблицы 4, — начиная со второй строчки, 

во второй «четверти», — начиная с третьей 
строчки и так далес)! 


5. Второе доказательство 


Приведем короткое доказательство 
свойств А и В рялов Фарея Р,, опи- 
рающееся на свойство а) близких про- 
бей (такое доказательство приведено 
в книге [2]}. 


Доказательство тоже проводится по ин- 
дукиин. Предположим, что для всех строчек 
Ро бы +. бык ПИ Г, 
свойства А м В локазаны. Пусть некоторая 
дробь т/п (со знаменателем л) заключена 
между соседними дробями р/9 иг/5 из Рп-.,. 
р/9<г/5 (значит, д’ — р5 == |). 


Тогда 
т. бы. 
п О О 
н (3) 
Я т 1 
$ п 


Сложив этн неравенства, получим 
г р 


Ч °. 


$ 9 = 1п95 * 
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4 


[2 
Рис. 1. 
ов» 
— > Вале Зри!; 
О; =л. 
Строгое неравенство 455<.п выпол- 
няться не может: в этом случае дробь 


(Р--)К9-$) встречалась бы между р и 
г|5$ уже в Ри, (даже в Ро» з). 
Следовательно, 
п 915, (4) 
а поэтому неравенства (3) также должны быть 
равеиствами, откуда 
тд—пр = 1, пит == 1. (5) 
Из (4) и (5) слелует, что т — ре. 
р Итак, мы доказали, что п/п — медианта 
дробей р/9 и х/5 и близка к каждой из иих. 
(По существу, мы здесь доказалн свойство 
е) близких дробей.) Значит, свойства А н 
В верны и для Ри. 


Упражнение 10. Докажите, что: 
а) ссли дроби т/п и р:9. где 9< п — близ- 
кн, то они —- соседние дроби вн Рд;. 
6} любая дробь, близкая к т.п, равна 
одной из  дробей (тт Агу/(п-Р $), либо 
(т ЕР т-Е #4). где 0, 1, 2 
а р’дн г/$ — соседи ти в Ёд. 

Упражнекис 11. Пусть в госледо- 
0 | 
вательмости дробей = =... 3 & = т 
каждые две соседние дроби близки друг 
к другу. Докажите, что эту последователь- 
ность можно получить процедурой, опнсан- 
ной в упражнении 8. 


Геомстрическая ийтерпретация, к 
которой мы переходим, значительно 
прояснит простые причины законо- 
меркостей А и В, з заодно подскажет 
ндею еще одного доказательства. 


6. Решетки и параллелограммы 


Возьмем лист клетчатой бумаги и 
введем на нем систему координат. 
Две периендикулярные лнини сетки 
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Рнс. 2. 


примем за осн координат, а сторону 
клетки — заединицу масштаба. 
Поставим в соответствие каждой 
дроби т/п (От 1. н>>0) точку с 
координатами (пл, т). {На рисунке } — 
это черные точки.) Вместо «точка» 
мы иногда будем говорить «дробъ». 
Несократимые дроби на рисунке | 
обведены голубыми кружками, а те 
из них, знаменатели которых не боль- 
ше 4, соединены голубыми отрезками 
с началом координат О. 
Сформулируем несколько свойств 
дробей на геометрическом языке. 
Пусть р/9 и г/5 — две дроби, А (9, р) 
и В {5, г) — соответствующие им точки. 
а)р/4 -г/5 в том и только том слу- 
чае, если точки А и В лежат на одном 
луче с началом 0. Ближайший к О 
узел на этом луче соответствует не- 
сократимой дроби. 
Дальше мы считаем, что р/92Ег/5. 
6} р/9>>г/5, если луч ОА составляет 
больший угол с горизонтальной осью 
координат, чем луч ОВ. 


ЗЕНИТ 


в) Дробь (р+-)/К49-$ — соответ- 
ствует четвертой вершине С (р-г, 
9+5) параллелограмма ОДСВ (рис. 2). 
Для тех, кто знаком с векторами, 


— -—> — 
запишем это так: ОС=ОА-ОВ. (Мы 
видим, что созвучность терминов «ме- 
дианта» и «медиана» не случайна: 
отрезок ОС идет как раз по меднане 
треугольника ОДВ.) 

г) 19Г—2$| равно удвоенной пло- 
щади ДА АОВ, тоесть площади парал- 
лелограмма ОДСВ. 

д*) Внутри и на сторонах этого 
параллелограмма ОАСВ в том и толь- 
ко в том случае нет узлов (за исклю- 
чением вершин), когда |9г—р$|=1. 

е*) В этом случае точка С — 
ближайший к О узел сетки, лежащей 
внутри угла АОВ. 


Упражнение 
ства а)—г). 


12. Докажите свой- 


Ключ к объяснению закономер- 
ности ряда Фарея — свойства д) и 
="). 

Посмотрим внимательно на рисун- 
ки 2 и 3. На них внутренность угла 
АОВ разрезана прямыми на паралле- 
лограммы, конгруэнтные параллело- 
грамму ОАСВ. Все их вершины лежат 
в узлах клетчатой бумаги. Но на рн- 
сунке 2 (где площадь ОАСВ больше 1) 
многие узлы внутри угла АОВ ие 
являются вершинами этих паралле- 
лограммов. А на рисунке 3 (здесь 
площадь ОАСВ равна !} любой 
узел внутри угла АОВ — вершина 
такого параллелограмма, т. е. для 
любого такого узла М (п, т) най- 
дутся натуральные числах и цы, 
для которых 


ОМ=х-.ОА-+у-ОВ. (6) 
Векторное равенство (6) эквива- 
лентно системе уравнений 
рх-гу = т, 
и $ п. (7) 


*) Их можно доказать, опираясь на свой- 
ства решеток на плоскости (см. статьн 
А.Л. Егорова и Н. Б. Василь- 
ева, «Квант», 1974, № 12. 


Упражнение 13. а) Докажите, что 
если |47—705| = 1, гдер, 9, г, $ — целые 
числа, то система (7) при любых целых т 
и п имеет решения в целых числах х ни. 

6*) Сформулируйте н докажите обрат- 
ную тсорему- 

в) Выведите из а), что для двух близких 
дробей р/9<3г/$ любую дробь пуп, где 
р/4< т/п < г/5, можно представить в виде 
рх - гу 
9х -|- 59 
числа. 

г) Докажите свойства е®* из пунктов 
2 и 5н выведнте отсюда закономерностн А 
н В рядов Фарея. 


‚где х н ур натуральные 


Заключение 


Мы наметили несколько путей но- 
строения небольшой, но красивой тео- 
Рин рядов Фарея. 

Эту теорию можно строить в самом 
начале изучения целых чисел, не 
опираясь на основную теорему ариф- 
метикн (о единственности разложе- 
ния на простые множители). Сама 
эта теорема может быть выведена 
из свойств рядов Фарея. Из этих 
свойств легко получить также решения 
в целых числах уравнения ах—Ву=1, 
где а иф взаимно просты: достаточ- 


но рассмотреть дробь х и взять 


любую из соседних с ней дробей в 
ряду Фарея. 

Ряды Фарея, а также изображение 
дробей на решетке полезны и в более 
тонких вопросах приближения веще- 
ственных чисел дробями с неболыьши- 
ми знаменателями. 
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И. М. Яглом 


0 задаче 
Радо 


В «Каанте» № 5 за 1975 год в разделе „«Задачнмык «Кванта» была олубликована за- 
дача №3214 [автор А. В. Брамлов}. Напомним ее успозме. 

Имеется прямоугольный стол площади 1. Докажите, что для пюбого г>>0 можно 
указать систему премоугольных салфеток, покрывающих этот стоп (края салфеток 
пвраллельны нраям стопа], такую, что любая ее подсистема, состоящая мз непере- 
нрывающихся сапфеток, имеет лпощадь меньшую г. 

В этой заметке рассказывается о различных вармантах задачи о «системах непере- 
крывающихся сапфетон». Некоторые мз них имеют целую историю, другме — до- 
зольно просты н решаются с помощью одной идем, как обычные «олимпиадные» 


задачм. 


По-видимому, гипотетический 
(и имеющий отношение только к ма- 
тематике, а не к биологии) пример 
живых существ, для которых внеш- 
ний мир — двумерная плос- 
кость, а не трехмерное простран- 
ство, принадлежит знаменитому не- 
мецкому естествоиспытателю и ма- 
тематику Г. Гельмгольцу: это 


водомерки — «водяные — пауки», 
скользящие движения которых по 
поверхности воды можно увидеть 


в любом застоявшемся водоеме. «Во- 
домерки» Гельмгольца так же не в со- 
стоянии вообразить привычный нам 
«трехмерный» мир, как человек не 
может представнть себе «четырехмер- 
ное пространство»*). 


*) Воображаемым «живым существам», 
имеющим форму плоских геометрических 
фигур.н населяющим двумерный мнр, посвя- 
щена киига английского школьного учнтеля 
Э. Э. Эббота «Флетлеид», изданная еще 
в 80-х годах прошлого века и, к сожалению, 
ин разу ме переводившаяся на русский язык. 
Сюжет повести Ч. Г. Хинтона «Эпнзод 
во Флетленде» (1907 г.), продолжающей ту 
же тему, кратко изложен в «Кванте», 1970, 
№ 4, с. 28—31. 
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Мы начнем с еще более примитив- 
ного, чем у водомерок, внешнего ми- 
ра: с одномерного аналога задачи 
№М32!. Даже в таком «облегченном» 
варианте она отнюдь не становится 
бессодержательной. 


Покрытня отрезка 


Сейчас у нас и «столы», и «салфет- 
кн» — не прямоугольники, а отрез- 
ки прямой. Нас интересует такое 
Утвержденне. Пусть зада- 
ны отрезок о длины | («стол») и число 
г>0. Тогда мбжно указать систему 
отрезков («салфеток»), покрывающих 
«стол» о, такую, что любая подсис- 
тема непересекающихся отрезков (не- 
перекрывающихся «салфеток») имеет 
общую длину, менышую 2*). 
Верно это Утверждение или нет? 
Испытаем сначала самые простые 
системы «салфеток». 
На рисунке 1, а «сто№ покрыт 
тремя «салфетками» длины 1/3. Из них 


*) Условимся для точностн считать 
перекрывающимися любые две «салфетки», 
имеющие хотя бы одну общую точку. 


Рис. 1.6. 


можно выбрать подсистему из двух 
неперекрывающихся «салфеток» с об- 
щей длиной */.. (Можно, конечно, 
выбрать подсистему из одной «сал- 
фетки», но длина такой подсистемы 
меньше.) Итак, если #>?/., то наше 
утверждение верно: мы указали си- 
стему отрезков такую, что любая ее 
подсистема, состоящая из непересе- 
кающихся отрезков, имеет общую дли- 
ну, не большую ?{., т. е. меньшую е. 


Упражнение |1. Докажите, что 
для в > №, Утверждение тоже верно. (По- 
стройте соответствующее покрытие отрезка- 
«стола» о меньшими отреэками-«салфетками».) 


Ясно, что каждый пример системы от- 
реэков К гарантирует справедливость нашего 
утверждения лишь нри # >> ал. где 4» — не- 
которое положительное число, зависящее от 
этой системы К. Так, для примера за 
рисунке Га 4 = 1/3; на рисунке 1,6 а = 3. 
А вообще ф, — это иаибольшая длина нод- 
системы К’СК, состоящей из непересекаю- 
щихся отрезков. Ясно, что чем меньше а, 
тем трудпвее строить пример. Может случить- 
ся так, что при в, больших какого-то ге, 
наше Утвержденне верно, п прн меныших 
к — уже нет. Докажем, что для одномерного 
варнанта нашей задачн дело обстонт именно 
так. 


При # =1/3 Утверждение не- 
верно. 

Другимн словами, никакая  си- 
стема «салфеток» не может послу- 


жить требуемым примером для е= 
—=!/., т. г. любая система «салфеток» 
содержит подсистему неперекрываю- 
щихся «салфеток», покрывающих часть 
«етола» о длины 1; (или больше 1/,). 

Пусть дана какая-то система от- 
резков А, покрывающих отрезок о 
длинны !. Выберем из К наиболь- 


ший отрезок, обозначим его #,. 
Выбросим теперь из системы А все 
отрезки покрытия, пересекающиеся 
с отобранным отрезком #, (они покры- 
вают отрезок длины не больше Зы, 
где || — длина отрезка Й. Из ос- 
тавшихся отрезков покрытия снова вы- 
берем наибольший (обозначим 
его #›} и выбросим все те отрезки, ко- 
торые пересекаются с {, (они покры- 
вают отрезок длины не больше 3|#.|), 
н так далее, пока не исчерпаем всех 
отрезков покрытия. Выбранная под- 
снстема непересекающихся отрезков 


Г, #2, -.. Такова, что 


31+ 3 -.. 


поскольку отрезки длины 3||, 
З.|, -.. в совокупности покрыва- 
ют всю данную систему К и, стало 
быть, весь отрезок о длины 1. Поэто- 
му сумма длин |1] Ш+... це 
меньше \/.. 

На рисунке 2 показан процесс вы- 
бора такой подсистемы {1 1., 1} 
для системы из семи отрезков. 


2, 


Унражинение 2. а) Докажите, что 
из любой системы «салфеток», покрывающих 
«стол», можно выбрать подсистему «салфе- 
ток», которая тоже покрывает «стол», п та- 
кую. что никакая точка «стола» не иокрыта 
более чем двумя осалфетками». 

6) Докажите, что и при # 
ждение неверно. 


*, Утвер- 


Упражнение 3. Докажите, что 
если «стол» — по-прежнему отрезок дли- 
ны 1, а ‹салфетки» могут быть н «дырявыми», 
т. е. каждая «салфетка» может состоять из 
одного или нескольких отрезков, то Утвер- 
жденне, сформулироваиное в начале этого 
пункта, верно при всех Е>> 0. 
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Рис. 3. 


Решив упражнения | и 2, вы до- 
кажеле следующий факт: 

Теорема 1. Лиусть 
«салфетки» — стрезки, 
ла» равна Г. 

а) Из любой системы «салфеток», 
покрывающих «стол», можно выделить 
подсистему неперекрывающихся «сал- 
феток» общей длины не меныие \.. 

6} Если =>\., то всегда можчо 
указать систему «салфеток» такую, 
что любая ее подсистема неперекры- 
вающихся «салфеток» имеет длину 
меныше е. 

Другими словами, Утверждение 
верно при =>. и неверно при == \.. 

Упражненне 4. Докажите ана- 
логичную теорему для «стола» — окружности 


длины Ь н «салфеток» — дуг этой окруж- 
НОСТИ. 


«столь и 
Эаина «сто- 


Квадратные салфетки 


В 1928 году известный венгерский ма- 
тематик Тибор Радо (Т. Вад0} 
сообщел в письме редактору веду- 
щего польского математического жур- 
нала Еипдатег(а Ма{етайсае, гла- 
ве польской математической школы 
Вацлаву Серпинскому, что не может 
решить, по-видимому, несложную 
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геометрическую задачу, связанную 
с теорией функций нескольких пе- 
ременных. Изложив известные нам 
соображения и результаты о покры- 
тиях отрезка отрезками, Т. Радо ста- 
вит вопрос о получении аналогичных 
оценок для «двумерной» задачи, в ко- 
торой «салфетки» — хвадраты (раз - 
ных размеров), а «стол» — скажем, 
квадреп! (или прямоугольник) пло- 
щади |, причем края салфеток на- 
раллельны краям стола {рис. 3). 

Итак, разница между задачей 
Радо и задачей МЗ21 (Браилова) 
только в форме «салфеток»: в МЗ21 
они могут быть любыми прямоуголь- 
никами, ау Радо — только квад- 
ратами. Но это «маленькое» разли- 
чине, как нередко бывает, полностью 
меняет дело. 

Метод, которым мы из системы от- 
резков, покрывающих отрезок длины 
1, выделили подсистему длины 
че меныше '/,, работает и в двумер- 
ном случае. С его помощью Т. Радо 
доказал такой факт. 

Теорема 2. Из любого покры- 
тия плоского «стола» площади 1 
квадратными «салфетками» 
можно выбрать покрытие непере- 


крывающимися салфетками», сумма 
площадей которых не меньше \},. 


Упражнение 5. 
осрему 2. 

6) Придумайте пример, ‚показывающий, 
что в формулировке теоремы 2 нельзя чнсло 
1/, заменить на число М. р 


а) Докажите те- 


Таким образом, в задаче Радо 
{в отличие от задачи Браилова) тоже 
существует какое-то критическое зна- 
чение =, такое, что 

при =>. верно 

Утверждение 1. — Можно 
указать пример системы «салфеток» 
такой, что любая подсистема непе- 
рекрывающихся «салфеток» имеет об- 
щую площадь меныше Е, 

а для =<.г, верно 

Утверждение 2. Из ялю- 
бой системы «салфеток» можно выб- 
рать подсистему из неперекрываю- 
щихся «салфеток» с общей площадью 
не меньше #. 

Разумеется, площадь «стола» мы 
все время считаем равной 1. 

Т. Радо сумел доказать, что для кри- 
тического значения &, верны оценки 


| | 
9 <= д, (1) 


но был уверен, что на самом-то де- 
Зе в. 

Доказать это равенство он и пред- 
лагал в письме Вацлаву Серпинскому. 

Однако сделать это не удалось ни 
Серпинскому, ни другим математикам, 
хотя за задачу Радо принимались мно- 
гие. И лишь 55 лет спустя, в 1973 го- 
ду, стало ясно, почему. Оказывается, 
гипотеза Т. Радо просто неверна! 
В «Бюллетене польской Академии на- 
ук» появилась сенсационная заметка 
венгерского математика М. Айтан 
(М. АЛа!), в которой довольно просто 
показывалось, что квадратами всего 
двух различных размеров можно 
так покрыть прямоугольник площа- 
дн 1, что из них нельзя выбрать не- 
пересекающуюся подсистему площади 
1/; или больше. Сейчас известно, что 


1 | 
86< < 1; (2) 


левое неравенство явилось результа- 
том последовательных уточнений не- 
равенства (1) Т. Радо, последнее из ко- 
торых принадлежит ленинградскому 
геометру В.А. Залгаллеру*) (по-види- 
мому, оно также не является окон- 
чательным, будучи гораздо ближе 
к «грубому» результату теоремы 2, 
чем к гнпотетической оценке Т. Радо). 

Наиболее красиво и просто реша- 
ется частный случай задачи Радо, — 
когда все «салфетки» — квадраты о д- 
ного размера. В этом случае крити- 
ческое значение =, оказывается дей- 
ствительно равным 1/;. Этот резуль- 
тат доказал еще в 1940 году молодой 
ленинградский математик А. С. Со- 
колин (и позже, независимо от него, 
многие другие, причем несколькими 
различными путями). 


Теорема Блихфельда 
н результат Соколина 


Докажем сначала такую приятную 
теорему, одному из варнантов которой 
была посвящена вторая страница об- 
ложки «Кванта», 1973, № 10. 
Теорема Блихфельда. 
Если площадь фигуры, росположен- 
ной на листе клетчатой бумаги, боль- 
ше п 1 (где п — целое; сторона клет- 
ки принимается за 1), то эту фи- 
гуру можно параллельным переносом 
сдвинуть в такое положение, что она 
покроет по крайней мере п узлов сет- 
ки. (Узлами называют точки, где 
пересекаются линии, — разбивающие 


плоскость на квадратные клетки.) 
Доказательство. Разре- 
жем лист клетчатой бумаги на от- 


дельные клетки и соберем вместе, 
в сгопку, все те клетки, на которых 
помещается хотя бы часть фигуры 
(от рисунка 4, а перейдем к рисунку 
4, 6). Поскольку сумма площадей 
кусков нашей фигуры болыше л—1, 
то некоторые точки в стопке будут 
покрыты по крайней мере п кускамн 


*) В.А. Залгаллер, Замечания 
© задаче Радо, сборник «Математическое про- 
свещение» (новая серия), вып. 5, М., Физмат- 
гиз, 1960, с. 146-148. 


43 


Рис. 4, а. 


Рис, 4.6. 


ис. 43.0 
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фигуры. Проткнем иглой одну из этих 
точек; на каждом куске останется след 
от прокола. Если мы теперь располо- 
жим клетки, собранные в стопку, на 
плоскости в прежнем порядке `(ра- 
зумеется, мы считаем, что клетки сов- 
мещались параллельным переносом), 
то проколы будут располагаться «пра- 
вильиым образом» — в вершинах но- 
вой сетки квадратов со стороной 1 
(рис. 4, в). Остается параллельно пе- 
ренести фигуру так, чтобы эти про- 
колы  совместились с узлами 
(рис. 4, г). 


Упражнение 6. Докажите. что 
если площадь фигуры меньше п}-], то ее 
можно перенести так, чтобы она задевала не 
больше п узлов сетки (п — целое число). 


С помощью теоремы Блихфельда 
нолучается нужный пам результат. 
Теорема 3. Если система 
конеруэнтных квадратов с взаимно 
параллельными сторонами покрывает 
фигуру площади 5, то из нее можно 
выбрать подсистему непересекающих- 
я (не имеющих общих внутренних 
точек) между собой кведретов, сум- 
ма площадей которых не меныше $/4. 
Какую именно фигуру покрывают 
квадраты, здесь, как, впрочем, н п за- 
даче Радо, не имеет значения. Важ- 
на только ее площадь. 
Доказательство. Мы на- 
рочно сформулировали теорему нес- 
колько иначе, чем предыдущие (пло- 
цадь «стола» тенерь $, а не 1). чтобы 
иметь возможность выбрать другую 
единицу длины. Будем считать, “то 
длина стороны каждой «салфетки» рав- 
на 1/.. По теореме Блихфельда мож- 
но расположить нашу фигуру (пло- 
щади $) на клетчатой бумаге {со сто- 
роной клетки 1) так, чтобы она покры- 
вала и>=$ узлов сетки. Оставим по од- 
ной «саафетке», покрывающей каж- 
дый из этих л узлов. Ясно, что выбран- 
ные «салфетки», не могут налегать 
друг на друга, а их общая площадь 
авна 
у 8 
И 
Теорема Соколина доказана. 


Рис. 4, г. 


Варианты задачи Радо 


Больше всего усилий на задачу Т. Ра- 
до затратил другой известный вен- 
герский математик — Р. Радо. В 
1950. 1951, 1968 гг. они опубликовал 
в английских журналах три обшир- 
ные статьи; «Несколько теорем о по- 
крытиях», |-— НТ. целиком навеянные 
задачей Т. Радо (так что у нас было 
основание назвать статью «О задаче 
Радо», не указывая инициала). Пе- 
речислим только некоторые результа- 
ты и нерешенные вопросы, связанные 
с этой задачей. 

Для задачи о треугольном «столе» 
Т и подобныхему (с соответст- 
венно параллельными — сторомами) 
треугольных «салфетках» удалось 
получить некоторые оценки для ©; 
в частности, для покрытия Т кон- 
груэнтнымин (и параллельно 
расположенными) треугольниками 
(аналог результата Соколина) мож- 
по указать критическое значение #о 


точно: в. 5. (Разумеется, в этой 


задаче всегда можно говорить о «сто- 
ле», имеющем форму правильного тре- 
угольника.) 

Получены также некоторые оцен- 
ки для круглых «салфеток» (оди- 
наковых и разных размеров}, и для 
других тинов подобных друг 
другу «салфеток». 


У пражненне 7. Докажите. ло 
если все «салфетки» подобны данной фигу. 
рё Ф (катарую они покрывают), то существует 
га > 0 такое, что из любого покрытия «сто- 
лая площади 1 можно выделить поденстему 
неперекрывающихся «салфеток» с общей ило- 
иадью ис меныше го (Ко, конечно, зависит 
иг формы Ф). 

Таким образом, здесь критическое зиа- 
чение го всегда ноложительно, — в 
отличие от задачи Браилова, н которой г, =0 
(там схсалфетки» — пуямоугольиики. пе обя- 
затею подобные друг другу”). 


Рассматривались и другие обоб- 
щения задачи Радо, например: какую 
нзиболымную суммарную площадь мо- 
жет иметь общая площадь двух под- 
систем, в каждой из которых «салфет- 
ки» ине налегают друг на друга; ка- 
ковы оценки для простраиствейиых 
аналогов задачи Радо — но во всех 
эгих направлениях получены лишь 
частичные результаты и довольно гру- 
бые оценки. 


Упражненне 8. а) Докажите для 
пространственного аналога задачи Радо (© по- 
крытни куба кубами) перавенства 


| 1 
< =з. (3) 


6) Сформулируйте и докажите для этого 
случая аналог теоремы 3. 


Ряд задач, близких к задаче Радо 
(в том числе и предложенных выше 
в качестве упражнений), вместе с их 
решениями, вы можете найти в но- 
следних выпусках серии «Библиотека 
математического кружка» и «Библио- 
течка физико-математической шко- 
лы»: О. Д. Шклярский и др.., 
«Геометрические оценки и задачи из 
комбинаторной геометрии». М., «Нау- 
ка», 1974, цикл задач 3; 

Н. Б. Васильев и др., «Мате- 
матические соревнования; геометрия», 
М., «Наука», 1974, задачи 7.6—7.9. 
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А. Г. Резников 


Две последовательности 


мктематичесния треугольников 
Рассмотрим произвольный треуголь- не доказываем. Надеемся, что вы 


ник АВС. Через А ,В,С, обозначим 
треугольник, вершинами — которого 
являются точки касания вписанной 
в АВС окружности с его сторонами 
(рис. 1). Аналогично, для треуголь- 
ника А,В,С, определим треугольник 
А,В.С. ит. д. Таким образом, полу- 
чим последовательность вписанных 
друг в друга треугольников 


АВ Д.В, ДНЕВ»... (1) 


Другую  последовательность тре- 
угольников определим следующим об- 
разом: через АВ®С®> обозначим тре- 
угольник, вершинами которого яв- 
ляются точки пересечения биссектрис 
треугольника АВС с описанной ок- 
ружностью. Аналогичио для треуголь- 
ника АВИ»С» определим треуголь- 
ник 442280) ци т.д. Таким об- 


разом, получим последовательность 
треугольников 
АВС, АВаСи, АВС, ...(2) 


В этой заметке мы изучим некото- 
рые свойства последовательностей (1) 
н (2). Многие наши утверждения мы 


- ственно полупериметр, 


сделаете это самостоятельно. 

1. /егко выразить углы  тре- 
угольника А,В,С, через углы ис- 
ходного треугольника. Например, 


1 8- 
А, - 90 —>А. Аналогично, 


— 


в Е = 
А, -- 99° —%А, и вообще АД, = 


1% 
— 90. 38 У. : - 


Ннымин словами, последовательность 
углов А. ДА, А,..., Ак... 0б- 
разует — арифметико-геометрическую 
прогрессию. О таких прогрессиях 
рассказано в статье Я. Н. Суконника 
в «Кванте» № | за этот год. Исполь- 
зуя результат этой статьи, получим 
следующее выражение: 


А, - 60+ (- 2) (А—60). (3) 


Углы треугольника А®ВаСо 
равны соответствующим углам тре- 
угольннка А,В,С, (проверьте!). Зна- 
чит, последовательностн (1) и (2) — 
последовательнюсги нодобных  тре- 
угольников. 

Из формулы (3) следует, что если 
А=Е60 , то и все Д,=60 , ат А, = 


п - 
60, Аналогично Им В,- 60, 


Инт С, —60 и то же самое верно для 
углов Аи, В, С. 

2. Петь р 5, А, г. сФответ- 
площадь, ра- 
днусы описанной и вписанной окруж- 
ностей для треугольника А„В„Си. Ана- 
логично определяются величины р‘”?, 
5“) №0), и для  треусольиика 


АВС пор, $, Ка, то АЛЯ ис- 
ходного треугольника АВС. Очевид- 


НО, ‚ ЧТО К ЮАР 
Докажем, что 
ь А» 
$„ = 2 Юле Зи: (4) 
Достаточно‘ доказать, что 
№ 
$: =2° 8, 8%. (4') 
Доказательство. Легко ви- 
деть (см. рис. Г). что 


! 2. их Ее 
$4 ов, == 5 гозт В, ОА, = 5 оз С, 


= я я 
Поэтому $, = 5 го (5т А ча В -+ 
-- п С). Но по теореме синусов 
АВ -- 2Юозт С, ВС =- 2Во зп А, СА = 
- 2К. п В. Следовательно, зш А -# 


+;тВ = зтС ==р о/Во. Таким об- 
разом, 
12 Ро 
Яя, = 
Е Е хо 


= 3 `В. рр ЭВ, 50 


3. Докажем, что последователь- 
ность 5, 50), 5@),..., 8) является во- 
зрастающей. 

Так как 

ва 
5 -- 9 Возш А зп В эт С, 


Ва в В с 
$ 2 Ко с0$ > с0$ 57 с0$ 5 ь 


то неравенство $0} > $, эквивалент- 
но неравенству 


зп зи т 

С 2-в” 

Докажем неравенство (5). Исполь- 
зуя то, что 


*“) Докажите этн 
тельно. 


равенства самостоя- 


преобразуем (5) так: 


и > ь З 
с05 А-1-с0$ В —с0$ (А -+ В) => 


НИК 


А-- В А—В Ва 
2 с0<: 5— 60$ —5— 2 с05 5 — 
1 
= == 0, 
А-В | А-В 
—2 (со р. —5 с0$ 5 |= 
1 А—В й 
— (1- сое | ) = 0. (5') 


Последнее неравенство очевидно. Из 
(5') следует, что равенство в (5) 
имеет место только в том случае, 
когда все углы треугольника равны 
60°. Так как треугольники А ‚В.С, 
и 428 Са) подобпы и коэффициент 


[а 
подобия равен -,”, то 


г Ю 
= - {6) 


(см. формулу 4’). Но поскольку 
$)->5$., отсюда следует известное не- 
равенство Ю >. 

Из того, что последовательность 
$, 50, $... является возрастаю- 
щей и ограниченной, следует, что она 
нмеет предел. Как было показано, 
углы треугольников АВ) С стре- 
мятся к 60°. Следовательно, пределом 
последовательности $“”является пло- 
щадь правильного треугольника, впи- 
санного в окружность с радиусом 
Ю., а площадь произвольного треу- 
угольника, вписанного в данную 
окружность, пе превосходит площади 
этого правильного треугольника. 

4. Можно доказать, что для после- 
ховательности ‘полупериметров рь, ру, 


ра справедливо неравенство 
| 
Ри = 9 Рн-: (7) 
Как и раньше, достаточно доказать 
(7) при п-=#: 


ра = УР. (7) 
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Один из возможных путей дока- 
зательства неравенства (7’) состонт 
в следующем: сначала нужно дока- 
зать, что 


В рожь 
р 3, (8) 


т.е., что среди всех треугольников, 
вписанных данную окружность, 
нанболыний периметр имеет правиль- 
НЫЙ. 

Затем — неравенство 


Ре 23 го РЗ. (9) 


Это означает, что из всех треуголь- 
ников, описанных около данной ок- 
ружностн, наименьший периметр име- 
ет правильный. 

Неравенство (7’) следует из (8) 
и (9). Постарайтесь доказать их само- 
стоятельно. 


Упражнения 

1. Для какнх треугольников АВС при 
некотором л: 

а) ЛАВ, С, — ЛАВС> 

6) ДА,В‚ С; равнобедрениый? 

2. Докажнте, что АА,В.С, н 
А АФВа)Са) гомотетичны. 


3. Докажите, что 


} 
[А.В | В.С, 11С,А,1 = 5148]-1ВС141СА |. 


1 
4. Как было сказано, р{ро = >: Оцеии- 


те р/ро снизу: найдите такое число с, что 
риРагс. 


5. Докажите, что 


В РЕВ. С.А т 
АВВ - ГВС -1САР <. 


6. Докажите, что наибольшая сторона 
трсугольника А,В.С, не превосходит поло- 
вины наибольшей стороны  Треугольника 
АВС. Можно лн То же самое сказать про 
наименьшие стороны этнх треугольников? 
Про средние по величине стороны этих тре- 
6: 
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Задачи 
наших читателей 


1. Дан треугольник 
АВС. Внутри  треугольни- 
ка взята точка М и соеди- 
нена с вершинами А и С: 
К н [{ — точки пересечения 
соответственно АМС с АВ 
н АМ с ВС. 

Найти множество то- 
чек АИ, таких, что Задкм:= 
= ЗАСМЕ- 

Р. Л. Мкртчян 


2. Решить уравнение 
= л (п-|- 1} (7-2) (п-т 3). 
п. В. Парамонов 


3. Произведение — шес- 
тн последовательных на- 
туральных чисел может быть 
равио произведению трех 
последовательных натураль- 
ных чисел. Например, 
1-2.3-4.5-6 = 8.9.10 -= 
— 720. Есть ли еще такие 
числа? 

В. А. Панарин 


4. Найти все группы из 

Ю натуральных чисел, сум- 

ма которых: равна их пронз- 
ведению. 

Е. Мазур 


5. В  равнобедренном 
треугольнике АВС ИА == 
== |ВС(|]) через точку и 
середину М высоты ВН про- 
ведена прямая, пересекаю- 
щая ВС в точке №. Во сколь- 
ко раз отрезок МА меньше 
отрезка АА? 


В. Ф. Акулич, ИН. Ф. Акулич 


6. В нгру «морской бой» 
обычно играют на клетчатом 
поле размером 10Х Ю. «Лин- 
кором» в этой игре называют 
«корабль», занимающий часть 
игрового поля размером 1 4. 

Найти минимальное ко- 
личество выстрелов, которое 
необходимо произвести по 
игровому полю, чтобы про- 
нзвольно расположенный на 
игровом поле «линкор» был 
поражен хотя бы одним вы- 
стрелом. 

В. Г. Уванов 


задачник ябанта 


Решенмя задач мз этого номера можно посыпать не позднее 1 октября 1975 г. по 
адресу: 117674, Москва, В-74. Ленинскый проспект, 15, мздательство «Наука», жур- 
нал «Квант». После адреса на нонверте напишите, решения накмх задач вы посыпа- 
ете, например: «Задачник «Кванта», М336, №337» млм ч...ФЗ48». Решения задач по 
каждому мз предметов (математике м физике|, а также новые задачн просьба при- 
сылать в отдельных коняертах. Задачи мз разных номеров журнала присылайте 
также в разных конвертах. В письмо вложите конверт с написанным на нем адре- 
сом [в этом конверте вы получите результаты проверкы ваших решений]. Усповия 
оригинальных задач, предлагаемых дпя публыкацим, присылайте в двух экземплв- 
рах вместе с вашими решениями этмх задач (на конверте пометьте: «Задачник 
«Кванта», новая задача по физике» млм «..новая задача по математмке»|. После 
формулнровкы задачи мы обычно указываем, кто предпожыл нам эту задачу. 
Разумеется, не все этм задачи публикуются впервые. Намбопее трудныв задачм 
отмечены звездочкой. 

В этом номере «Задачнык «Кванта» составлен мз задач последней Всесоюзной 


олммпмады м мх обобщений. 


Задачи 
М 336 — МЗ40; Ф348—ФЗ52 


МЗ36. В плоскости дано конечное мно- 
жество многоугольников, каждые два 
нз которых имеют общую точку. До- 
кажите, что существует прямая, ко- 
торая имеет общую точку с каждым 
из этих многоугольников. (10 кл.) 

С. В. Фомин 


МЗ37. Дан равносторонний треуголь- 
ник АВС со стороной длины 1. Пер- 
вый игрок выбирает точку Х на сто- 
роне АВ, второй — точку У на сто- 
роне ВС, затем первый — точку 2 
на стороне ДС. 

а) Цель первого игрока — полу- 
чить треугольник ХУЙ наибольшей 
площади, второго — нанменьшей 
площади. Какую наибольшую пло- 
щадь может обеспечить первый? 

6) Цель первого игрока — полу- 
чить треугольник ХУР наименьшего 


периметра, второго — наибольшего 
периметра. Какой наименьший пе- 
риметр может обеспечить первый? 
(8—9 кл.) 

М. Д. Бронштейн 


№338. На доске написано несколько 
нулей, единиц и двоек. Разрешается 
стереть две неравные цифры и вместо 
них написать одну цифру, отлич- 
ную от стертых (2 вместо О и 1, 
| вместо 0 и 2, 0 вместо [и 2). До- 
кажите, что если в результате не- 
скольких таких операций на доске 
останется одна-единственная цифра, 
то она не зависит от порядка, в ко- 
тором производились стирання. (8 н 
10 кл.) 

С. В. Фомин 


М339. Дана горизонтальная полоса 
на плоскости, края которой — парал- 
лельные прямые, и п прямых, пере- 
секающих эту полосу. Каждые две 
из этих п прямых пересекаются внут- 


рн полосы и никакие три не проходят 
через одну точку. Рассмотрим все пу- 
ти, начинающиеся на нижней кромке 
полосы, идущие по данным прямым, 
н заканчивающиеся на верхней кром- 
ке, обладающие таким свойством: идя 
по такому пути, мы все время подии- 
маемся вверх: дойдя до точки пересе- 
чения прямых, мы обязаны перейти 
на другую прямую. Докажите, что 
среди таких путей 

а) есть путь, состоящий не менее 
чем низ п отрезков; 

6) есть путь, проходящий не более 
по 54. | 

в) есть путь, проходящий по всем 
п прямым. {8—9 кл.) 


чем прямым; 


А. В. Карзанов 


М340*. В каждую клетку прямоуголь- 
ной таблицы записано вещественное 
число. Некоторая клетка таблицы 
называется ее седловой клеткой, еслн 
стоящее в ней число не меньше 
остальных чисел в своем столбце 
и не больше остальных чисел в своей 

строке. 
` а) Пусть про таблицу Т известно, 
что любая таблица 2х9, получаю- 
щаяся в пересечении двух строк 
и двух столбиов таблицы Т, имеет 
седловую клетку. Докажите, что тог- 
да таблица Т также имеет седловую 

клетку. 
Оль о,, ба. . за бок 
.... 8, — произвольные числа, р, 
Рз, ---, Рю, 91» дэ, ..., 9я — ПОлО- 
жительные числа. Докажите, что таб- 
лица тхл, на пересечении #-й строки 
н /-го столбца которой стоит число 
а +65; 
рр т91 
Одно из решений задачи 6) мож: 
но получить, используя а). Подумайте, 
однако, как можно решить эту зада- 

чу лругим способом. (10 кл.) 

В. П. Гринберг 


‚имеет седловую клетку. 


$348. Космический корабль подходит 
к Луне по параболической траекто- 
рии, почти касающейся поверхности 
Луны. Чтобы перейти на стелющуюся 
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круговую орбиту (т. е. круговую ор- 
бнту, очень близкую к поверхности 
Луны), в момент наиболымего сбли- 
жения с Луной включается тормоз- 
ной двигатель. Определить, насколь- 
ко изменится скорость корабля при 
выполиении этого маневра. Ускоре- 
ние свободного падения на поверх- 
ности Луны @л=>1,7 м/с, радиус Лу- 
ны Юл=РЬ 7: 106 м. 
Дополнительный воп- 
рос. Попробуйте оценить, какую 
часть первоначальной массы кораб- 
ля должно составить сожженное го- 
рючее, если двигатель выбрасывает 
продукты сгорания с относительной 
скоростью и-==4. 103 м/с. (10 кл.) 


ФЗ49. Один киломоль идеального од- 
ноатомяого газа, находящегося прн 
нормальиых условиях, переводят из 
состояния | в состояние 2 двумя спо- 
собами: 1-3—2 и 1-4->2 (см. 
рис. 1). Найти отношение количеств 
теплоты, которые иеобходимо сооб- 
щить газу в этих двух процессах. 
(9 кл.) 


Рис. 1. 


$356. Найти зависимость падения на- 
пряжения на сопротивлении А в схе- 
ме, показаниой на рисунке 2, от ве- 
личины этого сопротивления. Э. д. с. 
всех источников равны &, их внут- 
ренние сопротивления г. Диод счи- 
тать идеальным (его сопротивление 


в прямом направлении равно нулю, 
а в обратном — бесконечно велико). 
(9—10 кл.) 


ком. 


Рис. 2. 


ФЗ51. При слабом ударе футбольного 
мяча о стенку ои деформируется, как 
показано на рисунке 3. При этом де- 
формация х мяча много меньше его 
радиуса, н можно с хорошим при- 
ближением считать, что давление р 
воздуха в мяче в процессе удара не 
меняется. 

Нренебрегая упругостью покрыш- 
кн, оценить время соударения мяча 
со стенкой. Провести числовой рас- 
чет для случая, когда масса мяча 
т=0,5 кг, давление в нем р=2 атм 
н радиус К= 12,5 см. (10 кл.) 


Рис. 3. 


ФЗ52. Для регулирования напряже- 
ния на нагрузке собрана схема, пока- 
заиная на рисунке 4.. Сопротивления 
нагрузки и регулировочного реостата 
равны Ю. Нагрузка подключена к по- 
ловине реостата. Напряжение {/„х на 
входе цепи увеличивается вдвое. Как 
изменить положение движка реостата 
для того, чтобы напряжение на на- 
грузке осталось прежним? (8 кл.) 


Рнс 4. 


Решения задач 


№М301—М303 


№301. Ла плоскости заданы 
2п точек — п синих ы п крас- 
ных, причем никакие три 
точки не лежат на одной 
прямой. Докажите, что мож- 
ко провести п отрезков так, 
что у каждого отрезка один 
конец лежит 8 краской точ- 
ке, Оругой — в синей точке. 
и никакие два отрезка ке 
имеют общих точек. 


Назовем системой всякие п отрезков, таких, что у каж- 
дого отрезка один конец лежнт н красной точке, другой —- 
эснией точке, н никакне два отрезка не выходят из одной точ- 
кн. Чтобы построить систему, надо как-нибудь разбить на- 
шн 27л точек на п пар — по одной красной и одной синей 
в каждой паре — и соеднннть точкн каждой нары отрезком. 

Надо найти систему, отрезки которой не имеют друг 
с другом общих точек. Докажем, что годится снстема, для 
которой сумма длин ее отрезков — минимальная из всех 
возможных (для данных 2л точек). Действнтельно, пусть 
у нас есть такая система с минимальной суммой длни отрез- 
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ков. Докажем, что псе ее отрезки не имеют общих точек. 
Допустнм противное: пусть два ее отрезка К.С, и К,С, 
имеют общую точку О (К,, К. — красные, Су, С, — синие 
точки, рис. 1). Докажем, что тогда сумма длнн отрезков 
этой снстемы может быть уменьшена. 

По услсвию пикакне три нз точек К.. К., С, С; че ле- 
жат па одной прямой. Тогда точки Ау,» К», Сь, С: — верши- 
ны выпуклого четырехугольника. Разумеется, сумма длнн 
любых двух его противоположных сторон меньше суммы 
длин  дматомалей. мапример. |К,Сз|-4+1К, Си < К.С + 
+1А.С.] (см. рис. |). 

Заменнв п нашей системе отрезки К.С и К.С. отрезками 
К.С; н К»Су, мы уменьшим сумму плнь всех отрезков, что 
противоречит предположению. 

Приведем другое решенне задачи, предложенное се 
автором С. Охитиным (Оренбург), а также несколькими 
эитителями. 

Докажем сначала такую лемму: 

9.19 любого иножества п синих п п красных точек, о ко- 
тором говорится в условин, можно провести прямую { так. 
что в каждой из полуплоскостей, на которые { разбивает 
плоскость, лежит поровну синих п красных точек, причем 
не все 2 точек лежат в одной полуйлоскости п никакая из 
инх ие принадлежит {[. 

Рассмотрим выпуклую оболочку миожества из ваших 2л 
точек: паименыний содержащий их выпуклый многоуроль- 
инк. Несколько из этих 2л точек служат его вершинами. Раз- 
берем два случая. 

3) Среди вершим есть п красные, и спине точки. В этом 
случае найдутся две соесдиие вершины разных иветов: К о 
н С,. Проведем прямую { параллельно отрезку АоСь так. чтобы 
се остальные 21—28 точки лежали по пругую сторону от {. 
Зио п есть иужная прямая (рис. 2}. 

6) Все вершипы —- одного цвега, скажем, синего. Вы- 
берем какое-то направленае так, чтобы лнкакая прямая это- 
го направления не проходила через две точки нашего множест- 
ва. Можио считать, что эго направление — вертикальное 
(рис. 3). Будем двигать равномерио вертикальную прямую 
(слева иаправо) и отметим те моменты временн 1, ..., м, 
когда она будет проходить, точки нашего множества. Обозйа- 
чнм через { (/) разность между количеством снних и красных 
точек в левой полуплоскости нашей ирямой п момент зреме- 
ни (. На каждом отрезке, па которые точки (1, (4, ..., (и 
разбивают ось — 00; 9, функция 1—Й постоянна, 
в частности, [ (1) = при < 5 (слева от прямой — од- 
па снияя точка и 0 красных), { (0) ^ —1 пры 61-55 ал, 
н прн каждом переходе Через {; значение { (1) меняется из 
едимицу. Ясно, что на каком-то отрезке |1, {их , | зиаче- 
нне /(1) должно равняться 0. 

Любую вертикальную прямую, соответствующую мо- 
менту времени { между Ш н 1... можно взять п качестве /[. 
Лемма доказана. 

Теперь утверждение задачи легко доказать иидукцией 
по л. Для п = | (даны две точки - скияя н красная) оно 
очевидно.  Предположнм, что для всех миожеств из 28 та- 
чек {# сннех н # красных), где #<л, утвержденне справед- 
ливо. Тогда оно справедливо н для множеств нз 20 точек: 
пользуясь леммой, мы можем разбить такое мпожество на 
два, к каждому из которых применимо пъедположение кидук: 
ции. Отрезкн, лежащие в одной и другой полуплоскости, 
разумеется, не булут перссекаться. 


А..7. Тоом. 8. 6. Васильея 


№М302. Писть О — точка 
пересечения диагоналей три- 
пеции АВСР (АВ)(СО)), 
А’ и 8' — точки, симмет- 
ричные точкам А мы В от- 
носительно биссектрисы ис- 
ла АОВ. Докажите, что 
$ АСЯ” зы 


=> ВОВ” (рис. 4). 


Рис 4. 


М303. Прямоугольник 300 -. 
^ 1000 разрезан яна квадра- 
шы 1 -ц в некоторых 
30 вершинах квадратов по- 
мещены одинаковые гирьки. 
Докажите, что можно вы- 
брать 0зве непересекающиеся 
группы гирек — не болес чем 
по 10 вкаждой — тек, что их 
центры тяжести совпадут. 


1081 1051 
то Тод! — |ОС| 
Обозначим это отношенне через А. Пусть Р — композиция 
днух преобразований: снмметрни относительно бнссектрисы 
утла АОВ и гомотетии (подобного преобразования) с цент- 
ром О и коэффициентом &. Нетрудно видеть, что 


Е (4) В, Е (С)= 0, Е{А') = Р’, 
Е(ЛАСА’” = АВОВ’. 


поэтому = АСА“^ -: ВОВ". : 
План другого решения: поскольку |ОВ]|-| ОС|= 
=- 19А]1-1 05|, то 
108" || ОС|--ТОА” |1 ОВ [. 


н точки С. О, В’ и А’ лежат па одной окружности. 


Поскольку АВСР — транеция, 


т.е: 


х* 


Введем снстему координат Оху так. чтобы вершниы пря- 
моугольника получили коордниаты (0, 0). (0; 300), (1600; 
300), (1000; 0). Еслн какне-то 1Ю гирек находятся п точках 
СНУ). Са и»), --.. (Хь 10), ТО координаты нх центра 


1-х. --... -|- 1 р." 
т ЖЗ -— |- Х:о и ту — Ию 


Таким образом, координаты центра тяжести любых 10 ги- 
рек, расположенных п «целых точках» прямоугольника — 
5 вершннах квадратов построемиой сетки, — обязательно 
нмеют вид (2/10, 1/10), где Ё ин / — целые чнсла, причем 
0-10 000 н 0=/=3000. Точек такого вила существует 
всего 


10 001-3 001 -- 30 013 001. (1) 
С другой стороны, 10 гирек из данных 30 можио выбрать 
30-29.28-27-26-25-24.23.22-21 к. 
10-9.8.7-6-5:4-3-2.1 вы 
— 29-23.13-И.7.5.3: -- 30015.1001 = 30045 0}5 {2) 
Гот 


0 
Сзо = 


способами *). Поскольку (1) меньше (2), центры тяжести ка- 
ких-то двух различных групн по !Ю гнрек должны попасть 
в одиу точку. 

Задача была бы уже решена, ссли бы в условнн ие тре- 
бовалось, чтобы групиы гирек были непересскаю- 
щимися. 

Но п это требование нетрудпо выполинть. Если дое груп- 
пы по 1Ю гирек с общнм центром тяжести С пересекаются. — 
скажем, их пересеченне состоит нз # гирек,— то. выброснв 
этн общие А гирек из той и другой группы, мы получнм две 
нспересскающнеся груипы во (10—&) гирек. Ясно, что центр 
тяжести С группы из !Ю гирек расположен на отрезке, со- 
елиняющем центры тяжести С”, С”’ составляющих ее груип из 
Ён (10—^) гирек, н делит этот отрезок п отношенни 
(10—#).А. Поскольку центры тяжести для той и другой 
группы 1ю 10 гнрек совпадают, то центры тяжестн обенх 
групи по (10—#) гирек также совпадут. 

Н. Б. Васильев 


*) См. статью Н. Я. Виленкния «Комбинаторика» в 
«Кванте», 1971, № 1, нли учебннк для 9-го класса Б. Е. Вей- 
ца н М. Т. Демидова, гл. | 


И М выть Конструирование 
уравнений 
по графикам функций 


Необходимость конструирования уравнения функций возннкает при решении различ- 
ных вопросов. Встречаются такие задачи н в математике, м в физике, н что осо- 
бенно важно, в современной технике. В этой статье показано. как с помощью ура- 
внений элементарных функцня {уравнений прямоя, парабопы. синусоиды} можно опи- 
сать графикн более сложных зависимостей, встречающнхся в школьном курсе физи- 
ки. Точисе, в тех его разделах, где рассказывается о пермодических процессах. 


Вспомним сначала несколько важ- 
ных свойств графиков функций. 


1. Если график функции А их) 
есть сдвинутый на |<| единиц вверх 
плн вниз вдоль осн ординат график 
функции { (х), хЕ [а, 61. то уравие- 
ние функции РА, (х) имеет вид 


Г Го, Хе, 


причем, если график сдвинут вверх, 
следует брать знак ® › », ассли вниз — 
знак «—». 


2. Еслн график функции ЕЁ. (<) 
есть сдвннугый на |с|] единиц влево 
ими вправо вдоль осн абсцисс график 
функции { (х), хе. 61, то уравие- 
ние фуикцин 2, (х) имеег вид 


Е. (Хх) РО), хе, 6. 


причем верхвие знаки берутся в слу- 
чае, когда гряфик. сдвинут влево, а 
нижние — когда сдвинут вираво. 


3. Еслн график функции Ё (х) сим- 
мегричен относительно оси абсцисс 
графику функции } (х), хЕ [а, 61. то 
уравнение ЁР (х} имеет вид 

Ех Ам ХЕ Га, В1. 


Расемогрим геперь пекоторые кон- 
кретные примеры. 
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«Пилообразное» напряжение 


Попробуем, пользуясь приведениы- 
мн выше свойствами графиков функ- 
ций, описать «пилообразное» напря- 
жение (рис. !). Напряжение такого 
вида подается, нанример, на отклоняю- 
щие пластины  электроннолучевой 
трубки осциллографа. Для «пилооб- 
разного» напряжения характерно, что 
время Т его нарастания велико по 
сравнению со временем спада т. По- 
этому графически изменение напря- 
жения во времени можно представить 
в винде линии, изображемиой има ри- 
сунке 2. Однако в этом случае возни- 
кает неоднозначность в точках 


й 
= (21-0, 


п — целое число. Чтобы избавиться 
от неоднозначности, заменим «пило- 
образную» лннию графиком функ- 
цин, вообще не определенной в точках 


й 
ры (21-1), 


или графиком фуикции, определенной 
в этих точках слева вли справа (рис. 
3, а, 6, в). 

Для получения уравнения перно- 
дической функции и (1), изображен- 
ной на рисуике 3, а, исследуем се 
при изменении аргумента в пределах 


тт 
-='$) 


В этом интервале график перно- 
дической функцни 1(1)  совиадает 
с графиком функции ш= К -Ё*). 
Сдвинем теперь график и, вдоль оси 
абсцисс на один период вправо (крас- 
ная линия на рисунке). Тогда полу- 
чим новую функцию и, = КЕ-Т) =Е-Т, 


УГ ы 
причем промежуток (=. я перей- 


дет в промежуток (1. Т- Смещая 


одного периода, например, ( 


\ 


график функции йо вдоль осн абсцисс 
на целое число п пернодов, всякий 


*) Точнее, { ({(} = Ав, где Д-= | в — 
размерный коэффнциеит. 


Рис. 3. 


раз ири фиксированном п будем по- 
лучать новую функцию 
чи. =} (—пГ) =Е—пТ, (1) 


ие (5 @и—4)-5 @и+-1)). 


Совокупность этих функций при л-= 
"0, +1, +2, ... составляет урав- 
нение искомой функции и(0. 

Если период функции Г=л секунд, 
то ее уравнение можио записать по- 
нному: 
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Рис. 8. 


м (2) =#— пл = агсёв (60, 
гЕ(3- @1-0,57 21+), 
О вы 


Рассмотрим теперь графики, изоб- 
раженные на рисунках 3, 6, в. Пер- 
вый из них — график функции, оп- 


ределенной в точках 7 (@и-- И сле- 
ва, уравнение которой имеет внд 
ий =Ё—пТ, 
-Т [И 
16 [ (2—1), = (а + о] : 


Уравнение функции, которой соот- 


ветствует график 3, в (функция опре-. 


делена в точках © (2п--1) справа), 
записывается в виде 
п (В =#— п, 


се [и —1, 9 яч). 


В обоих случаях п:-0, =}. 3-2, ... 

Наконец, приведем уравнение всей 
«пилообразной» линии (см. рис. 2). 
Она, как нетрудно заметить, состоит 
из двух совокупностей функций. Пер- 
вая — это отрезки прямых, описы- 
ваемые уравнениями (1), а вторая — 


$6 


отрезки прямых, параллельные оси 
ординат. Их уравнения: 


А 
Е (и) = 57 (21-21), 

| т 

ч|-=. |; м0, - |. 02... 


Уравнение пути 


На рисунке 4 приведен график пути, 
проходимого точкой,  двнжущейся 
прямолинейно. 
Сконструируем уравнение пути *). 
Очевидно, что - график $ (4) сос- 
тавлен из участков параболы $. = а!?, 


Т : 
1 ео, г. } Проделаем ‚следующие 
преобразования: 


1) ветвь (<) отразим симметрично 
относительно оси ординат — получим 


Т 
ветвь (В): $в-= а, ЕЕ [-=, с]; 
2) ветвь (В) отразим симметрично 
относительно оси абсцисс — получим 
Т 
ветвь (у): $. — а/?, #6 [ о. о]: 


3) переместим ветвь (т) на Т впра- 
во ина > вверх — получим ветвь (6): 
2 Т 
$ = ат. ге, т . 
Перемещая ветви (&) и (5) на яТ 
ат? 
вправо и на л-э5— вверх, при пере- 


менном и == 0, 1, 2,... будем иметь 
ат? 


[а (АРТ вр 
ЕТ, +иТ| 


5(1 = —а1—(п+ ПтТР+ (2) 
++ (п -+ 1, 


ЕРЕСИ, +. 


*) См. «Квант», 1973, № 1, с. 60. 

**) Здесь а — коэффициент  пропорцио- 
нальности. Еслн точка движегся с ускоре- 
ннем 6, то а=Ь2 


Гели преобразовать вторую часть 
гак: 


п 


т] 
в аи + 


1 
аТ | 1 5 -:. (и -.- Г). 


то уравнение пути можно запи- 
сать так: 


т 
5 (= — Пат Е- 


Вы ы т ат> 
т УГ! бт =] + ма. 


г Т 
{ в[м-х, (т 1) = лю |. 2.... 


Упражнения 


1. Напишите уравиенвя линий, изобра- 
женных на рисугках 5, бн 7. Для линия, 
показаниой на рисунке 5. приведите ураъ- 
неиня функций, определенных в точкгх 
! = пл слева и справа. 

2. «Двухтактное» — (двухполунериодное) 
выпрямление переменного тока осуществля- 
ется с помощью схемы с двумя злектроиными 
лампамн-диодамн. Еслн положительные по- 
луперноды тока пройдут через один днол, а 
отрицательные — через другой, то осинл- 
Рис. В лограмма напряжения будет иметь вид ла- 
ини, изображенной па рисунке 8. Найдите 
уравиение этой хниин. 

3. Однололугернолное выпрямление 
переменного тока можно осуществить с 
помощью схемы с одним диодом. Тогда полу;- 
периоды одного знака проходят через днод, 
а полуперноды другого знака не проходят. 
Осциллограмма напряжения изображена ма 
рисунке 9. Найдите уравненне этой фувкцнн. 

4. Сконструнруйте уравнение функция, 
график которой (см. рис. 4) на участках 
[а Т, ("РОГ |, п= 0, 1,2, ... конгруэитен 
графику функции 

„|. 


и душа, к | — 


а 


Рис. 9. 


$7 


«Квант» для младших школьников 


Задачи 


1. В ста ящиках было по одина- 
ковому количеству деталей. Когда из 
первого ящика взяли несколько де- 
талей, из второго в два раза больше, 
из третьего в три раза больше и так 
далее, то в последнем ящике осталась 
одна деталь, а во всех ста вместе — 
14950. Сколько деталей было в каж- 
дом ящике первоначально? 


2. Как известно, моря все время 
пополняются пресной водой рек. Од- 
нако соленость морской воды при этом 
не уменынается. Почему? 


3. Король обошел шахматную дос- 
ку размером 4 Хх 4 и вернулся на 
нсходное поле, побывав на каждом 
поле один раз. 

Какое панменыьшее число прямых 
(не диагональных) ходов он мог сде- 
лать? 


4. Вместо букв на рисунке надо 
подобрать цифры (одинаковым буквам 
соответствуют одннаковые цифры), 
чтобы выполнялись все указанные 
соотношения. 


5. Вася на вопрос, каков номер 
его квартиры, ответил так: «Если все 
шесть двузначных чисел, которые 
можно образовать из цифр номера, 
сложить, то половина полученной сум- 
мы составит как раз номер моей квар- 
тиры. 

В какой квартире живет Вася? 
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‘БЕД +МРМ = ОАИ } 
че Ч 


Рисунки Э. Назарова 


( системах счисления 


— 


Дорогой Сережа! 

Помнишь нашу встречу в Батуми? 
В беседе со мнойты признался, что 
собираешься стать космонавтом. На 
мое замечание, что для достнжения этой 
пели тебе нужно будет усердно зани- 
маться, основательно выучить биоло- 
гию, химию, физику, математику, ты 
ответнл очень оригинально — начал 
демонстрировать свои познания. Ока- 
залось, что математику ты знаешь от- 
лично, даже любишь ее. И тогда я 
решил задать теб^б «каверзный» воп- 
рос: «почему верно равенство 7-: 8 - 

15 и может ли быть верным равен- 
ство 7-: 8 162 


Ты был немало удивлен, даже как- 
то растерян, но вскоре нашелся и ат- 


ветил: «потому, что 7 -г 8 . 15, ара- 
венство 7 !-8. 16 — неверное!». Бы- 
ло заметно, что ты сам не удовлетво- 
рен своим ответом. Я собирался объяс- 
нить, в чем тут дело, но, к сожалению, 
у нас не было возможности продол- 
жить беседу, и я обещал тебе написать 
на эту тему лисьмо в «Квант», который 
ты, так же как и я, очень любишь. 
Выполняю свое обещание. Итак, пер- 
вый вопрос. 


Почему зеоно 
равен 26 7-8 = 15? 


Чтобы ответить на этот вопрос, нуж- 
но выяснить, что подразумевается пох 
записью «15». Такая запись, как ты 
отлично знаешь, означает, что в этом 
числе | десяток н 5 единиц. Иными 
словами, 15 — это сумма 15х10 -- 


[3 


--5%х1. Аналогично 287, например, 
есть сумма 2х 00+ 8х 10 + 
7х Последней сумме можно 
придать более удобную, как бы более 
симметричную форму: 


2 бы вх 7х 10°. 


Ты, конечно. знаешь, что первая 
стелень любого числа равна самому 
числу, поэтому вместо 10 мы можем 
написать 10'. Что же касается послед- 
него слагаемого, то скажу тебе, что 
любое отличное от нуля число в ну- 
левой степени принято считать рав- 
ным единице. В частности, 10°: 1, 
и едкинцу мы можем замецить иа10?. 
В данном случае это очень удобно. 

Итак, имеем: 


15 =1х 10 --5: №, 
287 =2х 10: -- 8х 10 +7х0. 


Обрати, пожалуйста, внимание на 
расположение цифр данных чисел в 
правых частях этих равенств. 

Вот еще два иримера: 


1975 = 1. 10-9 
+7. +5 

2 904 770 =2. 
Ох 1+4 

7 


Попробуй 


‚ 
10°, 

10° - Эх 10$ -; 
х 10+ 7х 10+ 
ох и". 


записать в такой же 
форме следующие числа: 103 009, 
222 669, 23456 789. 

Возможность представления чисел 
в винде таких сумм позволяет занисы- 
вать числа, даже очень большие, все- 
го десятью цифрами: 0, 1, 2, 3, 4, 
5, 6, 7, 8, 9. При такой записи особую 
роль играет число десять. Поэ- 
тому эта система записи чисел назы- 
вается десятичной, а число де- 
сять —основаннем этой си- 
стемы. Вторым важным моментом 
такой запнси является то, что значе- 
нне каждой цифры определяется не 
только ею самой, но и местом (по- 
зицней), которое она занимает 
в записн данного числа. Например, 
цифра 2 в записи числа 325 «стоит» 
в десять раз дороже, чем такая же 
цифра в записи числа 872, так как оз- 
начает десятки, а не единицы. Ввиду 
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этого такую систему записн называют 
ещен позицнонной. 

Итак, при записи чисел мы поль- 
зуемся десятичной пози- 
цинонной системой счис- 
ления. Именно поэтому и верно 
равенство 7 -{- 8 = 15. 

Перейдем к следующему вопросу. 


Может ли быть верным 
равенство 7-8 — 16? 


Ты, Сережа, конечно же хорошо ио- 
нимаешь, что в десятичной системе 
это равенство быть верным не может. 
Но десятичная система не единствен- 
но возможная! Вовсе не обязательно, 
чтобы основание системы равнялось 
десяти — за основание можно взять 
любое натуральное число (даже еди- 
ницу}. Рассмотрим, к примеру, се - 
мернчную систему счисления. 

В семернчной системе за 
основание принято число семь, н 
для записи чисел в этой системе до- 
статочно всего семи цифр: 0, 1, 2, 
3, 4, 5, 6. Само число семь, основа- 
ние системы запишется как 10 (это 
характерно для любой системы —ос- 
нование системы в ней записывается 
как 10). Число восемь в семеричной 
системе записывается как ||, потому 
что 8 1х Й-Е 1х 7°, девять — 
как 2, десять — как 13, а число 
четырнадцать запишется как 20. 
Число сорок девять в этой системе 
нмеет вид 100 (100 =1х 72 ОХ 7! 
о. 

Все это может показаться стран- 
ным и трудным, но на самом деле здесь 
все естественно и даже легко, глав- 
ное — хорошо понять эту своеобраз- 
ную арифметику и привыкнуть к ней. 


. Обычно, когда рассматривают числа 


в разных системах счисления, у каж- 
дого числа ставят индекс — основа- 
ние системы счисления, в которой это 
число записано. Тогда рассмотренные 
нами примеры можно записать так: 


Тю = 10;, 80 =И:, Эл = 12, 
10 — 13-, 14 о — 20., 490 =100.- 


Читаются эти равенства следую- 
щим образом: «семь десятичное рав- 
но десяти семеричному» и т. д. 

Предлагаю тебе в качестве уп- 
ражнення доказать нстинность сле- 
дующих  равенств: 2, + 6; = 11;, 
4+5 _ 12, И, + 16, - 30, 37 - 

12. 44 хб; - 33», 101. :34, == 2,. 

Попробуй также составить таблн- 
цы сложения и умножения однознач- 
ных чисел в семеричной системе счнс- 
ления. 

А теперь понытаемся выяснить, 
в какой же системе может быть вер- 
ным равенство 


7+8 - 16. 


Думаю, ты сам уже сообразил, 
что основанием этой системы должно 
быть такое число а, которое, сложен- 
ное с шестью единицами, в сумме дает 
пятнадцать. В самом деле, ведь 16, 
означает сумму 1 Х а* + 6х а°, т. е. 
16, =а -— 6. С другой стороны, 
7. + 8 :.- 7 + 8 = 15, п поЭ- 
тому должно быть а -+ био -= 15. 
Отсюда уже нетрудно найти а — оно 
равно девяти. 

Итак, равенство 7 + 8 - 16 вер- 
ко в девятеричной системе 
счисления, 7, + 8, - 16,. Это и есть 
ответ на вопрос, поставленный в за- 
головке. 

На этом, дорогой Сережа, разреши 
поставить точку. Правда, я собирался 
рассказать тебе еще о двоичной си- 
стеме счисления, примечательной во 
многих отношениях, ио думаю, будет 
лучше, если мы о ней поговорим в сле- 
дующий раз, а пока я советую тебе 
посмотреть книгу С. В. Фомина 
«Системы счисления» (серия «Попу- 
лярные лекции по математике», М., 
«Наука», 1975). 

Желаю услеха! До новых встреч 
на страницах «Кванта». 

$. Если тебе что-нибудь по- 
кажется неясным, напиши, я с уло- 
вольствием отвечу. 


А. Д. Бендукидзе 


Несколько задач 
о гипоциклоидах 


Задача {[ Докажи- 
те, что при №=2 гипоцик- 
лоиды *) являются диаметра- 
ми неподвижного круга 
(теорема Насреддина — 
Коперник4 — Феррари). 

Красивый геометриче- 
ский факт кз этой зазачи ис 
очень легко представить на- 
глядно. Он служит нсточни- 
ком многнх популярных гео- 
метрических задач. 

Пусть, например, кон- 
цы отрезка АВ скользят по 
прямым, пересекающимся в 
точке 0. Если вовлечь 
| это движение точки 
всей плоскости {считая ее 
твердой пластнной), то (в 
силу задачи 1) мы получим то 
же движение, что н при каче- 
ини круга, ограниченного 
окружностью, описанный 
вокруг треугольника АОВ, 
по внутренней стороне ок- 
ружности с центром в точке 0 
вдвое большего раднуса. 


Задача 2. Найдите 
траектории, по которым при 
описанном движении будут 
двигаться: 

а) центр — окружности, 
описанной вокруг  треуголь- 
ника АОВ; 

6) точка С, такая, что 
О м С находятся по разные 
стороны отрезка АВ п 


ИХ 
АСВ--АОВ == л. 
Гипоциклонда прн # — 4 
называется астроидой. 
Задача 3. — Прове- 
дем диаметры неподвижно- 
го круга (радиуса КЮ} через 
вершины  астроиды. —Возь- 
мем  произяольную — точку 
астроибы В и проведем ка- 
сательную к мей в этой точ- 
ке 90 пересечения с диамет- 
рами в точках Е и Е. До- 
кажите, что длина отрезка 
ЕЁ не зависит от выбора 
точки В п равна КЮ. 


”) Определенне — гнпо- 
циклонды см, в статье 
С. Г. Верова «Касательные 
к рулеттам», «Квант», 1975, 
№ 5, с. 36. 


Подарок 
веселого капитана 


Это был новогодний сюрприз, прис- 
ланный капитаном дальнего плавания 
своему сыну, — шкатулка, которая 
открывается только после того, как 
с помощью шести дисков с полным 
комплектом цифр на каждом будет 
набрано некоторое кодовое шестизнач- 
ное число вида +***0*. Пятая цифра 
известна — нуль, а все остальные 
цифры зашифрованы звездочками. 

В сопроволительном письме сыну 
капитан написал: «... Кодовое чис- 
ло одновременно указывает и велни- 
чину содержимого (в рублях) шка- 


| 
тулки. Возьми себе-;; часть денег на 


книги и каникулярные развлечения, 
а остальные отдай маме на хозяйст- 


венные расходы. Когда содержимое _ 


шкатулки (число ж***0») будешь де- 
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лить на знаменатель указанной дро- 
би (**). то и частном получишь че- 
тырехзначное число, а процесс деле- 
ния будет иметь такой вид: 


+#*%0+| +* 
*ж* Жижж 


ее 


Если нроявишь находчивость и ост- 
роумие, то, расшифровав указанную 
операцию деления, найдешь и коло- 
вое число, открывающее шкатулку...» 

Все одноклассники сына капитана 
дальнего плавания включились в поис- 
КИ «ИЗЮМИНКИи», заложенной веселым 
капитаном в задачу. Пока, увы, — 
безуспешно. Более того, многие приш- 
ли к заключению о неправильности 


_ в записи действий. Некоторые, впро- 


чем, полагали, — что «ИЗЮМИН- 
ка» — в преднамеренно допущенной 


описке, которую и надо выявить. 
Например, не лишиий ли «хвостик» 
у двойки? Если его убрать, то на месте 


двойкн окажется девятка, и тогда 
удается найти даже два решения. 
Одно из них — (1). какое второе? 
101 403] 33 в: | 
99 3073 тя Ук + 
240 ж+#* 
55 == 
99 2» 
0 0 


Другая версия «описки» исходила 
из предположения, что нуль в ка- 
честве пятой цифры нужен только 
для набора кодового числа, в дейст- 
вительности он маскирует запятую 
в записи числа. Если этот нуль в за- 
писи делнмого заменить запятой, а 
оставшиеся звездочки сблизить, то 
получится деленне десятичной дроби 
на целое число, и запись действий 
нринимает выд (2)- 

Сторонники этой версни нашли два 
варнанта расшифровки приведеиной 
записи. Какие? 

К сожалению, ни одно из четырех 
решений, найденных ребятами, не от- 
крыло шкатулкн. 

В посылке капитана был еще одии 
листок. Капитан писал сыну, что 
их штурман, который, кстати, помог 
сделать шкатулку, показывает сво- 
им товарищам забавный «числовой 
фокус»: он четыре раза складывает 
одинаковые числа и каждый раз по- 
лучает новый результат: 


267 267 267 _ 267 
1-5 + 267 `25г 2 
534 545 556 $ 


При этом штурман клянется, что 
суммы найдены честно и безошибочно. 
Весь класс ло сих нор ие раскрыл 
«секрет» этого фокуса и задачи кани- 
тана. 


Б. А. Кордемский 


ОТВЕТЫ. УНАЗАНИЯ. 
РЕШЕНИЯ 


К статье «Тайны циклонды» 
Решения залач Галнлея 


Задача !. Материальная точка под 
действием силы тяжести движется по хорде, 
составляющей угол © к вертикальным диа- 
метром (длины 4) окружности равно- 
ускоренно с ускорением й <0$& (дви- 
жущая сила — проекция свлы тяжести точ- 
ки на хорду), длина хорды (оканчивающейся 
в нижней точке окружности) равна 4<0$%. 
Поэтому материальная точка ирн движении 
по любой хорде, оканчнвающейся в нижней 
точке окружности, затрачнвает то же время, 
что прн свободном падении из верхней точки 
окружности — по вертнкальному днаметру. 

Задача 2. Проведем через точку А 
вертикаль. Рассмотрим нанменьшую окруж- 
ность, проходящую через точку А, с центром 
на. построенной вертикали, и касающуюся 
кривой 2. в некоторой точке В (см. рисунок: 
точка А будет «верхней» нли «нижней» точ- 
кой окружности). Для «хорошей» кривой та- 
кая окружность определена; для простоты 
будем считать, что окружность касается Ё. 
п единственной точке — В. Точ- 
ка В — искомая точка. В самом деле, пусть 
С — любая точка кривой [.. отличная от 8. 
Соединим точку С с точкой А; пусть Ор — 
точка пересечения отрезка АС с окружностью. 
Прн движении нз точкн А в точку С матерн- 
альная точка затрачнвает время па прохож- 
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денне двух отрезков: отрезка АР’ (равное 
временя прохождення отрезка АВ -— см. 
задачу 1), и отрезка ОС; поэтому при дви- 
жении до точки касания В (указанной 
окружности и кривой 2) время минимальное. 


К задачам «Квант» 
для младшнх  школьинков» 


(См. «Квант», № Т) 


}. 4 стула, 3 табуретки. Указание. 
Задача сводится к решению в целых числах 
уравнения 4х--Зу-2 (х-ру) = 39, т. е. 
бх--5у = 39, откуда х-5 <) = 39 = 
= 425.7. 

2. Нужно проследить за пузырькамн 
воздуха, выходящего из аппарата, обеспе- 
чивающего дыхание; можно уроннть какой- 
нибудь тяжелый предмет. 

3. Если от двузначного числа отнять 
лвузначное число, образующееся после пе- 
рестановки его цифр, то получится ЭЁ, где 
К — разность между первой н второй цифрой 
этого числа. Если &< 8, то можно назвать 
не олно двузначное число, дающее в резуль- 
тате описанного вычитания требуемый ре- 
зультат (номер дома). В этом случае Вла- 
димир не мог бы решить задачу Ннколая. 
Значит, = 8, ин тогда искомое чнсяо рав- 
ино 91, а номер дома Ннколая равен 72. 

4. Площадь поверхности, с которой про- 
нсходит испарение, увеличивается. Сено вы- 
сыхает равномернее м быстрее. 

5. 9+8--7--65-- 4--3--2--1 = 99, 9--8 + 
--7--6--5--43--21 = 99. Указанне. 
Надо последовательно находить места, где 
необходнмо ставить знак плюс. Ясно, что в 
сумму должиы входить однозначные н дву- 
значные числа, но 98 брать нельзя, 87 тоже, 
так как сумма остальных чисел больше 
12 н т.д. 


К чайиворду 
(см. «Квант». №7, 4-я с. оба.} 


1. Алгебра. 2. Анализ. 3. Зет. 4. Тан- 
генс. 5. Сектор. 6. Радиан. 7. Неравенство. 
8. Объем. 9. Максимум, 10. Множество. 
11. Отрезок. 12. Конус. 13. Слагаемое. 
14. Евклнд. 15. Додекаэдр. 18. Радикал. 
17. Лейбниц. 18. Цилиндр. 19. Радиус. 
20. Сегмент. 21. Тождество. 22. Ортоцентр. 
23. Ромб. 24. Бином. 25. Минута. 26. Ак- 
сиома. 
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К геометрическим керавенствам 
(см. «Квант», №7, с. 65) 


1. Воспользоваться неравенством та -- 
-- ть -- п «а-- 6 -|-с и чождеством 


та + ть течет 9. 


Для доказательства левой части неравен- 

ства использовать тот факт. что а6 -— 5 -- 

20 = 4? -1 61-1-6252 (а6 -|- 6 + са) вн 

что из медиан можно составить треугольник. 
2. С помощью тождеств с? = а? -+ 6? 

— 246 с05С н Е ар чи С доказать, что 

а 
ат 1 6—2 „9 = 48. 
-= 


3. Воспользоваться соотношениямин вида 


А о [1 1 
с0$ 27 = 5 Е =] # неравенствами 
дв. бо ВУ Ш 
©с0$ 5—1: с05 5 -г- ©05$ > = Е Ы. Е 
:1, 1 3 б 
иг. —- риа ИРН х>0,и>0, 2>0. 
Для доказательства второго неравенства ис- 
А ил 


пользовать неравенство $95727 > $--е нт. п. 


К алгебранческим задачам 
{см. «Квант», №7, с. 20) 


1. Раскрыть скобки и применить теоре- 
му Внета, 


х" — 1 == (х— 1) [х8—ах?-р (2—2) № — 
—(За—2) хз- (10—а) ®— (34—27) 3 - 
- (2—а) х— ах--1 | [х8— хе... 1]. 


2. Мскомое уравнение нмеет вкд 
хЭ— дсхй-+ (62-1-27с*) х—е (453-276) -=0. 


3. Положить г--|! = ры и воспользо- 
ваться формулой бинома Ньютона. 


4. Перемножая, получаем (х--у)(х--2)х 


Х(и:-2) — =авсхуг, откуда = +}. 


ах 
уг 
Значит, у—1 = ах, ах = +, ху = 
= #22. Мсключая х, у, 2, получаем искомые 
равенства &-:-5--с+2 = абс. 
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АСЕ РОСС 5 


=: 


м, 
о 


9} 


= 


=> 
\ 


лы 


Этн астрономические часы были сделаны 
в 1572 году. Внешняя шкала верхнего инфер- 
блата разделена из 24 часа — дважды по 12. 
По этой шкале три стрелки указывают сол- 
нечное, лунное и звездное время. По двум 
другнм шкалам циферблата определяется 
время, отсчнтываемое от восхода илн 


па мовся 
ть И 
АДА Кая Аг: 


от захода Солнца (эти шкалы тоже разделе- 
ны на 24 деления). Астролябня, установлен- 
ная в верхней части часов. показывает 
положение Солнца относительно 


созвезаий Зоднака. 
В настоящее время часы хранятся з музее 
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движущихся 


сред. 


«Известно, что электродинамика 
Максвелла в современном ее виде 
приводит в применении к движущимся 
телам к асимметрии, которая не- 
свойственна, по-видимому, самим 
явленням». Так начинается знаме- 
нитая работа Альберта Эйнштейна 
«К  электродинамике движущихся 
тел» *). Далее Эйнштейн рассматрива- 
ет в качестве примера не какое- 
нибудь новое, только что открытое 
явление, а явление электромагнит- 
ной индукции: прн относительном 
движении проводника и магнита в 
проводнике возникает электрический 
лок. Это было установлено Фарадеем 
еще в первой половине прошлого 
столетия. Что же привлекло внима- 
ние молодого, в то время еще никому 
не нэвестнсго служащего бюро па- 
тентов в швейцарском городе Берне 
к такому отнюдь не новому и, каза- 
лось бы, уже давно объясненному 
факту? Эйнштейна не устраивало не 
то, что это явление нельзя было объ- 
яснить, а то, что оно одннаково хо- 
рошо объясняется двумя совершенно 
различными спогобами. 

В самом деле, если считать, что 
движется магнит, а ироводник оста- 
ется в покое, то в нем возникает 
электрический ток потому, что изме- 
няющееся магнитное поле вызывает 
появление электрического поля, ко- 
торое н приводит в движение заряды 


*) Эта работа была опубликована в не- 
мецком физическом журнале «Анналы физи- 
ки» п 1905 году, то есть ровно 70 лет тому 
назад. В ней Эйнштейн сформулировал основ- 
ные положения теории относительности. 
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в проводнике. С другой стороны, 
если принять, что перемещается про- 
водник, а магнит покоится (рис. 1), 
то появление тока объясняется силой 
Лоренца, действующей со стороны 
магнитного поля на свободные элект- 
роны, которые находятся в проводнике 
н движутся вместе с ним в магнитном 
поле. Если В — индукция магнитно- 
го поля, { — длинна движущегося про- 
водника, и — его скорость, то рабо- 
та силы Лоренца, отнесенная к елдн- 
ничному положительному заряду, то 
есть электродвижущая сила индук- 
цни &, равна 


& = 8 (1) 


(знак минус объясняется правилом 
Ленца для направления индукцион- 
ного тока). 

Однако, рассуждает Эйнштейн, мы 
нмеем здесь дело с одним и тем же 
явлением: относительным движением 
магнита и проводника; так почему 
же для объяснения одного явления 
мы предлагаем две различные причи- 
ны? Плохо, когда явление не имеет 
объяснения, но иметь два объяснения 
ненамного лучше, ибо кто может га- 
рантировать нам, что они на самом 
деле не противоречат лруг другу? 
Нет, не все в порядке в величест- 
венном здании электродинамики. И 
Эйнштейн берет это исходным пунк- 
том для критики современной ему 
науки, критики, которая привела к 
радикальной перестройке наших пред- 
ставлений о пространстве н времени. 

Как известно, специальный прин- 
цип относительности утверждает, что 


законы природы должны быть оди- 
наковы, или, как говорят, инварнант- 
ны в различных системах отсчета, 
движущихся друг относительно дру- 
га равномерно н прямолинейно. Ин- 
варнантность законов природы не 
означает совпадения самих наблюлае- 
мых явлений. Олно и то же явление, 
рассматриваемое в различных сисхе- 
мах отсчета, описывается обычно раз- 
личными количественными характе- 
ристиками. Так, несмотря на то, что 
законы падения тел в поезде, движу- 
щемся равномерно н прямолинейно, и 
на станции один и те же, предмет, 
упавший с полки вагона, по-разному 
движется в системах отсчета, связан- 
ных с поездом и со станцией. В пер- 
вом случае он гадает по вертнкаль- 
ной прямой, а зо втором — по па- 
раболе. Причина этого состоит в 
различин начальных условий. Тело, 
которое не имело в поезде горизон- 
тальной проекции скорости, в систс- 
ме отсчета, связанной со станцией, 
нмеет ее. 

Впрочем, существуют и такие ве- 
личины, которые це зависят от того, 
в какой системе отсчета они измеря- 
ются. Они называются иивариантами. 
К нх числу принадлежит, например, 
заряд. Это утверждение представляет 


собой вывод, основанный на очень 
большом числе экспериментальных 
фактов. 


В отличие от заряда, многие дру- 


гие важные физические величины, 


Рис. 1. 


измеренные в различных системах 
отсчета, движущихся друг относитель- 
но друга, имеют различные значения. 
К ним относятся, например, скорость 
и энергия. Иногда закойы преобра- 
зования величин носят довольно 
сложный характер (вспомните закон 
сложения скоростей, близких к ско- 
рости света). Что же касается велн- 
чин напряженности электрического 
поля и индукции магнитного поля, 
то у нас есть все основания считать, 
что они не остаются одинаковыми в 
разных системах отсчета. В самом де- 
ле, пусть в вагоне движущегося поезда 
висит наэлектризованный шарик. В 
системе отсчета, связанной с поезлом, 
он создает электростатическое поле. 
Но относительно станции этот за- 
ряд движется со скоростью поезда, 
а движущийся заряд представляет 
собой ток, и поэтому на стаиции мож- 
но зарегистрировать магнитное поле, 
которого не будет в системе отсчета, 
связанной с поездом. 

Рассмотрим, как изменяются зна- 
чення напряженности электрического 
поля н индукции магнитного поля при 
переходе от неподвижной к движу- 
щейся системе отсчета. Пусть эта 
система отсчета (обозначим ее бук- 
вой К’) движется влоль оси Х, свя- 
занной с неподвижной системой от- 
счета (обозначим её буковй К), со 
скоростью и (рис. 2}. Обозначим че- 
рез Е,, Е,, Е, проекции вектора на- 
пряженности электрического поля, а 


Рис. 2. 
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через В,, В,, В, — проекцин векто- 
ра магнитной индукции на оси коор- 
динат неподвижной системы отсчета. 
Значения тех же величин, измерен- 
ные в подвижной системе отсчета, 
будем обозначать со штрихами (Е’, 
В’, нт. д.). Теория относительностн 


дает следующие соотношення между 
этими значениями: 


Е. = Е, В. == В (2) 


‚ув, 
Еу = у, (3) 
Е! Е -Н В. 

2 ИШЩ’ 

В+ Е, 
у — г а 
У! — 2:/° 
р (4) 

Е в, — 7е=` Еу 

В. и $ 
ИТ — 02/: 


Мы видим, что значения напряжен- 
ности электрического поля и индук- 
ции магнитного поля оказываются 
различными в разных системах от- 
счета. Так, если в системе К магнит- 
ного поля нет (В, == В, = В, == 0}, 
то электрическое поле в движущен- 
ся системе отсчета возрастает в 


Ре 
11 1— 92/6 раз и одновременно с этим 
в ней лоявляется магнитное поле. На- 
правление полей также меняется. На- 
пример, если в системе К электриче- 
ское поле направлено по оси У, то в 
К’у него может появиться и проек- 
ция на ось & (при В, == 0. 
Рассмотрим такой пример. Пред- 
положим, что в неподвижной системе 
отсчета (К) имеется магнит, создаю- 
щий магнитное поле В, линии ин- 
дукцни которого направлены вдоль 
оси 2, а электрическое поле отсутст- 
вует. Тогла В, = В, В, = В, =0 
н, кроме того, Е, = Е, = Е, = 0. 
Если о < с, то можно пренебречь ве- 
личиной 9*/с? по сравнению с едн- 
ницей и положить У1— "Е. -1. 
Согласно первой из формул (3) по- 
лучаем, что в двнжущейся системе 
отсчета возникает электрическое поде, 
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направленное вдоль оси У: 
Е” == — В. (5) 


[и 

Заметим, что это поле не имеет свонм 
источником электрические заряды. 
Оно возникло только вследствие двн- 
жения одной системы отсчета отно- 
сительно другой. Если в движущейся 
снстеме отсчета находится проводник 
длиной [, вытянутый вдоль оси У’, 
то согласно (5) в этом проводнике 
возникает электродвижущая сила, ве- 
личина которой равна 


# = Е -- — 98. (6) 


Это полностью согласуется с форму- 
лой (1). Таким образом, для объясне- 
ния возникновения э. д. с. в лвижу- 
щемся проводнике не требуется при- 
бегать к использованию каких-либо 
дополнительных предположений. В 
частности, не нужно привлекать си- 
лу Лоренца. 

Вернемся к формулам (3} и (4). 
Чтобы  выразнть напряженность 
электрического поля и инлукцию ма- 
гнитного поля и неподвижной систе-. 
ме отсчета (К) через их значения п 
движущейся системе (К’), можно ре- 
шить уравнения {3} и (4) относитель- 
но Е’, Е; и В,, В.. Но можно сде- 
лать и по-другому. Достаточно вспом- 
нить, что различие между лвижущей- 
ся и неподвижной системами отсчета 
условно. Наша «неподвижная» си- 
стема К тоже движется относительно 
«движущейся» (К’}. но со9 ско- 
ростью —и. Поэтому для того чтобы 
написать обратное преобразование г.о- 
лей, достаточно заменить в форму- 
лах (3) и (4) и на —и и поменять ме- 
стами штрихованные и нештрихован- 
ные значения соответствующих ве- 


личин. Таким образом, получаем: 
ОВ в 
у` а 88 (1) 
1 — ид г —- атс? 
В, = Е, Ва ЗЕЕ, 
и "8 С: 21 12 Су 
В. - —==, В. -——__.(8) 
у К — и2/с: РИ — ис 


Если, например, в движущейся 
системе отсчета магнитного поля нет, 


то из (8) следует, что 
о . о .. 
Е, с у 


бин В. — т 
Ву И! — ч/с Е ИЕ — у2/2 * 


т. е. в неподвижной системе отсчета 
оно существует. Наоборот, если в дви- 
жущейся системе отсчета нет электри- 
ческого поля, то в неподвижной сн- 
стеме поле, согласно (7), появится. 
Таким образом, вопрос о том, имеем 
ли мы дело с чисто электрическим 
или чисто магнитным полем и каково 
соотношение напряженности электри- 
ческого поля н индукции магнитного 
поля, решается по-разному в различ- 
ных системах отсчета. Или, другими 
словами, единое электромагнитное по- 
ле по-разному = подразделяется на 
электрическое и магнитное поля в раз- 
ных системах отсчета. 

Теория относительности позволяет 
сократить число гипотез, которые ле- 
жат в основе электродинамики (при- 
мер сэ. д. с. индукции для движуще- 
гося проводника). Теперь рассмотрим 
другой, не менее интересный пример, 
связанный с вопросом о силах, дейст- 
вующих на заряды. Мы постараемся 
показать, что для того чтобы найти 
снлу, с которой магнитное поле дей- 
ствует на движущийся электриче- 
ский заряд — силу Лоренца, — до- 
статочно знать, как действует элект- 
ростатнческое поле на неподвижный 
заряд. 

Вообразим, что имеется заряжен- 
ное тело, которое покоится в системе 
отсчета К’, поскольку действие элект- 
рического поля уравновешено какой- 
либо другой снлой, например силой 
упругости А. Предположим для опре- 
деленности, что электрическое поле 
в системе К” направлено влоль осн Х” 
(то есть Е, = Е, = 0}, а магнитное 
поле — вдоль оси У’ (В, =В, - 
=: 0}. Сила, действующая на по- 
коящийся электрический заряд е, рав- 
на произведению напряженности 
электрического поля на заряд. Так 
как заряженное тело поконтся, то 
сумма всех действующих на него сил 


равна нулю, то есть 
ЕЕ: ЗЕ =.20. 


В системе отсчета К электростати- 
ческая сила, действующая вдоль 
оси Х, по-прежнему уравновешива- 
ется упругой силой (так как обе этн 
снлы остались без изменения). Но, 
кроме того, возникает составляющая 


электростатического — поля вдоль 
оси С, которая, согласно (7), равна 
Е. — ‘В, 


ИТ — 17°. 


В соответствии с этим появляется 
электростатическая сила еЕЁ,, на- 
правленная вдоль оси 7. Эта сила уже 
не может быть уравновешена упругой 
силой, действующей по оси Х. Сле- 
довательно, тело будет двигаться 
ускоренно? Нет, этого не происходит, 
так как тело, покоящееся в систе- 
ме К’, яолжно в системе К двигаться 
равномерно и прямолинейно со ско- 
ростью —и9. Другими словами, все 
силы, действующие на тело, должны 
быть уравновешены. Мы приходим, 
таким образом, к выводу, что в сн- 
стеме А возникает дополнительная 
снла Рл, которая направлена вдоль 
оси 2 (то есть перлендикулярно к 
направлению движения заряда и ма- 
гнитному полю) н равна по абсолют- 
ной величине 

Ел -- 


гов. 


— вЕ =——“_.. 9 

ИТ — 91? (9) 

Эта сила ин компенсирует действие 

электрического поля вдоль оси 2. 

Каково же происхождение силы Ел? 

Согласно одному из уравнений (8), 

в системе К есть и магнитное поле, 
индукция которого 

ы 

В-= В, = == | 

у 1 ты 52/с? 

Сравнивая (9) н (10), получаем, что 

Рл = е%В. 


Следовательно, Е„— это и есть сила 
Лоренца. 

Разберем еще одну задачу: сфор- 
мулировать закон Ома для движуще- 


(10) 


гося проводника. Этот вопрос стал 
особенно актуальным п связн с но- 
явлением магнитной гидродинамикн— 
отрасли науки, нсследующей законы 
движения проводящей среды (жидко- 
сти или газа) в магнитном поле. Та- 
кой средой может оказаться, напрни- 
мер, жидкий металл или плазма, дви- 
жущаяся в космическом пространстве. 

Согласно принципу относнтельно- 
стн в системе отсчета, движущейся 
вместе с проводником, справедлив 
обычный закон Ома, установленный 
для неподвижного проводника. Так 
как различные части среды могут дви- 
гаться с разными скоростями, то мы 
будем рассматривать достаточно ма- 
лый объем ее и запишем закон Ома 
в виде 

Ел, 


где |’ — плотность тока, Е’ — напря- 
женность электрического иоля, а А — 
удельная электропроводность. 

Пусть (как это обычно н бывает) 
рассматриваемая среда движется со 
скоростями, малыми по сравнению со 
скоростью света, так что 52/5? < 1. 
Будем считать, что среда как целое 
не заряжена (это тоже чаще всего 
выполняется); тогда плотность элект- 
рического тока } в неподвижной сн- 
стеме отсчета (К) равна ]’. Для заря- 
женной среды это было бы, конечно, 
не так, поскольку движущийся заряд 
эквивалентен току. Для того чтобы 
получить закон Ома, то есть устано- 
вить связь между | н Е, для движуще- 
гося проводника, нам осталось вы- 
разить значение напряженности 
злектрического поля Е” через ее зна- 
чение Е в неподвижной системе от- 
счета. Это можно сделать с помощью 
формул (2) и (3). Одиако мы еще 
ничего не сказали о направлении 
движения проводника. 

Если направление — движения 
проводника (вдоль оси Х) совпадает 
с направлением тока, а значит, и 
электрического поля, то, согласно (2), 
Е’- Е, = Ех = Е. При этом за- 
кон Ома имеет тот же вид, что и для 
неподвижных проводников. 


Рассмотрим теперь другой част- 
ный случай. Пусть имеется магнит- 
ное поле В, направленное в’ непод- 
вижной системе отсчета вдоль оси Й 
(то есть В, = В, В, =: В, =09, 
пусть проводник движется парал- 
лельно оси Х, а ток течет по оси У 
(Е, = 2). Тогда в движущемся про- 


воднике Е, =0, Е; =Оби ЕЁ’ -—= 
= Е’. Прин условии, что и2/с? < |, 
Е” =- Е -— Ви 

[= А (Е — В). 


В данном случае закон Ома для дви- 
жущегося проводника отличается от 
такового для неподвижного: ток за- 
внсит не только от напряженности 
электрического поля, но и от скоро- 
сти движения проводника, а также от 
нндукции магнитного поля. 

В заключение — несколько — за- 
дач для самостоятельного решения. 


Упражнения 


1: Описать движение заряженной ча- 
стицы в однородных электрическом н маг- 
нитном полях, иаправленных под прямым 
углом друг к другу (скрещенные поля). 
Начальная скорость частицы перпендику- 
лярна обоим полям. 


Указание. Перейти к системе от- 
счета, в которой электрическое поле равно 
нулю. 


2. Найти выражение для разности по- 
теициалов между обкладками бесконечного 
нлоского конденсатора, движущегося со ско- 
ростью и вдоль направления его обкладок 
В системе отсчета, связанной с коиденсато- 
ром, разиость потенциалов задана и рав- 
на Афь. 


3. Определить электромагнитное поле 
электрона, движущегося г постоянной ско- 
ростью г. 


Бесповторные 


р, 


Г. А. Гуревич О йе 


Последовательности Аршона 


Назовем последовательность цифр ло- 
вторной  последовательностью, если 
в ней есть хотя бы одна пара рядом 
стоящих одинаковых групп цифр. На- 
пример, последовательности 1, 2, 3, 4, 


9. 3.4.2.1 и 1,2. 2. 7, 6, 2, 7,6, 8— 
— | О. О РОННИ 
повторные, в последовательности 4, 


2, 1,2, 3, 4, 2, Зи 3, 2, 3, 1, 2,7 не 
являются повторными. Неповторные 
последовательности мы назовем бес- 
повторными. Через Б(п) обозначим 
множество бесповторных последова- 
тельностей длины п, а через |Б(м) | — 
нх число. 

Интуитивно ясно: чем длиннее по- 
следовательность, тем вероятнее, что 
в ней найдутся две рядом стоящие 
одинаковые груплы цифр. И в самом 
деле, если вы наугад выпишете доста- 
точно длинную последовательность, 
то наверняка эта последовательность 
окажется повторной. 

Придалим этому утверждению точ- 
ный смысл. 

Задача 1. Докажите, что для любо- 
го чнсла Е > 0 можно указать такое п, 


что средн всех последовательностей длины 
п доля бесповторных последовательностей 


ео г 
10 

Легко доказать, что все последо- 
вательности длииы болыше трех, со- 
ставленные из двух цифр и 2— 
повторные. 

Однако из трех различных цифр 
уже можно составить как угодно длин- 
ную бесповторную — последователь- 


будет меньше &, то есть 


я 


ность. Этот факт в 1937 году доказал 
советский математик С. Е. Аршон. 
Аршон предложил индуктивный спо- 
соб построения бесповторных после- 
довательностей, заключающийся в 
следующем. 

Обозначим через К, бесповторную 
последовательность 1, 2, 3. Предпо- 
ложим, что бесповторная последова- 
тельность К„ уже построена. После- 
довательность К„+.: получается из 
нее так. 

Если число п-1 | четно и на 
л | 1-м месте в последовательно- 
сти А„ стоит 1, то к последовательно- 


сти К, приписывается тройка цифр 
3, 2, |; если стоит 2, — то тройка 
3, 2; если стоит 3, — то тройка 


ь 
2, 1, 3. 

Если число п + 1 нечетно и на 

л-+ 1-м месте в последовательно- 

сти А» стоит 1, то к последовательио- 
сти К„ прнлисывается тройка 1, 2, 3; 
если стоит 2, — то тройка 2, 3, 1; 
если стоит 3, — то тройка 3, 1, 2. 

В частности, 

К» = 29 ьЭ:2 
(п = 2 — число четное, и на втором 
месте в К, стоит 2), 
Кз = 1,2, 3, 1, 3, 2, 3, 1,2 

(л — 3 — число нечетное, и на треть- 
ем месте г К» стоит 3), 

И ВХ ПЕ ПЕ 
(п = 4 — число четное, и на четвер- 
том месте в К, стоит 1) ит. д. 

Доказательство  бесповторности 
последовательностен, получающихся 
по способу Аршона, довольно гро- 
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моздко, И здесь мы его приводить ие 
будем *). 

Попробуем телерь оценить число 
|Б (п) | бесловторных последователь- 
ностей длины п (из десяти цифр). 
Если удастся показать, что при лю- 
бом натуральном п это число больше 
нуля, то тем самым у нас получится 
еще одно — уже не конструк- 
тнивное -— доказательство су- 
ществования сколь угодно длинных 
бесповторных — последовательностей. 
На самом деле мы сейчас выведем су- 
щественно более сильное неравенство 

|Б (м) | >> 8", (1) 
чем не только докажем существование 
сколь угодно длинных бесповторных 
последовательностей, но и дадим до- 
статочно хорошую нижнюю оценку их 
чнсла. 


Задача МЗ10 


Теперь всломним задачу М310 из 
«Задачника «Кванта» — см. «Квант» 
№ 2 за 1975 год. 

Докажите, что среди п-значных 
чисел найдется более 8" таких, в де- 
сятичной записи которых никакая 
группа цифр (в частности, никакая 
цифра) не встречается два  ра- 
за подряд. 

Ясно, что решение задачи МЗ10 
состоит в доказательстве неравенст- 
ва (1). Мы докажем сначала некото- 
рое вспомогательное неравенство, ко- 
торое прнгодится нам в дальнейшем. 


Вспомогательное нера- 
венство. Допустим, что выписа- 
ны все бесповторные последователь- 
ности длины п — всего |Б (п) | штук, 
н мы хотим выписать все бесповторные 
последовательности длины пл - 1. 

Возьмем произвольную послело- 
вательность а, а., ..., а, из множест- 
ва Б (п). Занишем новые десять по- 


*) Посмотреть это доказательство можно 
в кияге А.М. Яглома и И.М. Яг- 
лома «Неэлементариые задачн в элемен- 
тарном изложении», М., Гостехиздат, 1954 
(задача 1246). 


следовательностей — длины п -Е 
а [› а,. 


а, @.. 


еб 


„. Ч, т, 


9. 


ть Ч се Чиа 
Так посгу пим со всеми носледователь- 
ностями из множества Б (1). Получим 
некоторое множество носледователь- 
ностей; обозначим 


его через 
Б*(п -:- |). Среди последовательно- 
стей множества Б*(я ' 1) выберем 


те, у которых в конце стоят две одина- 
ковые цифры. Множество таких по- 
следовательностей обозначим через 
Б, (п -+ И. Аналогично через 
Б. (п +!) обозначим множество 
таких носледовательностей нз 
Б* (п + 1), у которых в коние два 
раза подряд стоит одна и та же под- 
последовательность длинны 2. Вообще 
через Б; (л +: 1} обозначим множество 
тех последовательностей из 
Б* (п - 1), у которых в конце два ра- 
за подряд стоит одиа и та же подпо- 
следовательность длины Е. Поскольку 
все последовательностн из Б* (п -- |) 
имеют длинну п -+ 1, то максималь- 
ное {Е-=п,, при котором множество 


п -|- 1 
Б; (п + 1) не пустое, равно | 2 |. 


Все последовательности, принад- 
лежащие множествам Б, (п -|- |), 


Б, (п +1), ..., Ба(н +1) — повтор- 
ные. Докажите самостоятельно, 
что этими  посдедовательностямн 
исчерпываются повторные послело- 
вательности множества Б* (п + |) н 
что множество Б* (л г 1) содержит 
все бесповторные послеловательно- 
сти длины Л 1. 

Поэтому, если из множества 
Б* (п - !} вычеркнуть все после- 
довательности, принадлежащие мно- 
жествам Б;(п +1), =1,2,...,п,, ТО 
получится множество Б(п -—- 1). Сле- 
довательно, 


[Би -+ 1]|=16Б* (п. 1] — 
— 16, (1+ 11-16, +0|-- 
—-.-—[Би, (п 1]. (2) 


Вопрос. для самопровер- 
ки. Можно ли в неравенстве {2) заменить 
знак == на знак 2? 


В силу построения множества 
Б* (п -; 1} имеем: 1Б* тш- |= 
Ю. [Б (л}|, н нам нужно только 
оценить число элементов каждого мно- 
жества Б, (п -- 1). Оказывается, 


Би > < 61—01. 9) 


Из неравенств (2) и (3) следует 
важное неравенство, которое мы и на- 
звали вспомогательным: 


Би- 10| > Ю. 6 4) | -— ОБ) |- 
- Бм— ПЕ... + 60) |. 9) 


Итак, нам нужно доказать нера- 
веиство (3}. 


Небольшое отступление 


Пусть А ин В — два конечных мно- 
жества, и мы хотим узнать, в каком 
из них больше элементов. Первое, что 
приходит на ум, — это сосчитать ко- 
личество элементов множества А и 
множества В, а затем сравннть полу- 
ченные числа. Но если множество со- 
держит очень много элементов или 
как-то «хитро» устроено, то подсчи- 
тать его количество элементов бывает 
довольно сложно. И совсем уж не- 
понятно, что делать, если множества А 
и В бесконечные. Оказывается, есть 
уннверсальный способ, позволяющий 
сравнивать даже бесконечные мно- 
жества. Опиием этот способ на 
примере. 

Пусть А — это множество школь- 
ников, пришедших в кинотеатр, в 
В — множество мест в зрительном 
зале. Рассадим нкольников по ме- 
стам. Если останутся свободные места, 
то |В| >> |А |. Если все места окажутся 
занятыми и часть школьннков останет- 
ся без места, то |А|> |В |. И нако- 
нец, если окажется, что все места за- 
няты ин все школьники рассажены, то 
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В чем же состоит описанный выше 
способ? Мы элементам множества А 
ставили п ситветствице злементы мно- 


жества В. Если первыми оказывались 
нсчерпанными элементы  множест- 
ва А, то |В| > |А |, если же — эле- 
менты множества В, то А| > 
> |В|. При этом важно то, что раз- 
ным элементам низ А ставились в со- 
ответствие - разные элементы из В 
(мы не разрешалн одному ученику 
занимать сразу два места) и, наобо- 
рот, разным элементам из В соответ- 
ствовали разные элементы из А (мы 
не разрешали сажать на одно место 
сразу двух учеников). Такое соответ- 
ствие называется сднозначным. 


Доказательство неравенства (3) 


Попробуем теперь установить од- 
нозначное соответствие между мно- 
жеством Б; (л +- 1) ин частью мно- 
жества Б (пт1—й(=1,2,...,п,). 
Напомним, что последовательности 
из множества Б‚(п + П) имеют вид 
Я ны а бы д Вы 

В... 9 2 бр (5) 
где [+ 27 = п + 1 и последователь- 
ность а:, @,, .... @ь 6, 6%, ..., 6, 
Ь,. 6, .... б:_, — бесповторная. 
Значит последовательность й 
а... @ь 6, В, ..., 6, — также 
бесповторная. Поставим в соответст- 
вне последовательности (5} из мно- 
жества Б; (п + 1) — последователь- 
ность а,. 4, ..., @, ба, ба... 6 
из множества Б (л -- 1 —й: 
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ау. а», . - 4 а, 5, Ь.. ет Ь., ь,, 
5.. каж ил == а, а.. . т а, 7% 
тт ОЕ 


Очевидно, что это соответствие одно- 
значное, иричем для каждой последо- 


вательностн из Б,; (п -: } нашлась 
соответствующая ей — послелователь- 
ность из Бит Е— д. Значит, 


Б п-+ |< Бм+1—й| и 
неравенство (3), а значит, и {4), до- 
казаны. 


Решение задачи МЗ!0 


Докажем теперь (индукцией по п} 
еще одно неравенство: 


|6 "+1 8-|Б (м) |; (6) 


9 


ясно, что нужное нам неравенство 
(1) из него следует, поскольку 


16 (п) > 8-1Б(и— |-> 
> 81-|Би—2)|5>...> 8" ‘ДБ 
н [Б (1) | =. 
База индукции. п= 1. 
15 (2)| > 8-5 @) |, так как|Б (1) |= 
== 10, а [Б (2)|= 90. 
Индукционный шаг. 
положим, уже доказано, что 
|6 ("> 816 @—1], 
1 Б("—\)|>8-1Б (п—?2)|, 


Пред- 


р (7) 
|6 (2)| > 8-1 Б (11; 
нужно доказать неравенство (6). 
Из неравенств (7) следует, что 


[Б (п) [> 8'-|Б ("—д|, 


ИЛИ 
р Б 
БИО, 7) 
ге [5 В НЕТ, 


Подставим найденные оценки (7') 
для |Б (ПВ, Г=Ь2,..., и— 
в неравенство (4); получим 


Б(и+- 1) |-> 10-16 (^) [- 
—16 (11 += +... 


Так как 


Е 


1 
1-4 


1 
в. тит < 2, 
то |Бл-+!)| > 8-1Б (п) |. 


Сформулируем теперь несколько 
задач. 


2. Постройте бесповторную последова- 
тельность, при прилисывании к концу кото- 
рой любой цифры всегда будет получаться 
повторная последовательлость. 

3. Используя последовательность 
С. Е. Аршона, докажнте существование как 
угодно длинных последовательностей, со- 
ставлениых ня цифр Ти 2, у которых нет 
трех одинаковых рядом стоящих групп 
цифр. 

4. Докажите, что для любого натураль- 
ного п бесповторкых последовательностей 


длины п, составленных из четырех цифр 1, 2, 
3. 4. больше чем 21. 

Из задачи 4 вытекает существование как 
угодно длинной бесповторной последователь- 
ности из четырех различиых цифр. С. Е. Ар- 
шон показал, что на самом деле для суще- 
ствования сколь угодно длинной бесповтор- 
ной последовательности достаточно нтрех 
цифр. 


Бесконечные бесповторные 
последовательности 


Итак. мы доказали существование 
как угодно длинных бесповторных по- 
слеловательностей. В этом параграфе 
мы докажем существование н беско- 
нечной бесповторной последователь- 
ности (заметим, что из первого еще 
не следует второе). 

Задача 5. Докажнте, что если су- 
ществует хотя бы одиа бесконечная беспов- 
торная последовательность, то существует 
| бесконечно много таккх последователько- 
стен. 

Обозначим через Б множество всех 
конечиых бесповторных послелова- 
тельностей. Поскольку множество Б 
бесконечно, а различных цифр — ко- 
нечное число (всего 10}, то найдется по 
крайней мере одна цифра, с которой 
начинается бесконечно много после- 
довательностей из Б. Обозначим эту 
цифру через а,. Выбросим из Б те 
последовательности, которые не начн- 
наются с цифры а,. Получим беско- 
нечное множество Б(). Аналогично 
найдется цифра а.. стоящая на вто- 
ром месте у бесконечного числа по- 
следовательностей из Б. Выбросим 
нз Б@ те последовательности, у ко- 
торых вторая цифра отлична от а.. 
Получим бесконечное множество БС? 
ни так далее. 

Рассмотрим теперь бесконечную 
последовательность а,, а, ..., ДО- 
кажем, что она бесповторная. 

Для этого нам достаточно пока- 
зать, что при любом натуральном п 
бесповторна конечная последователь- 
ность а;, а., ..., а,- Но по построе- 
нию все последовательности множест- 
ва Б“”) начинаются с последователь- 
ности а,, а.. ..., аи, а множество Б“®) 
является подмножеством множест- 


ва Б, н значит, все последовательно- 
сти из Б“ бесповторные. Любое 
же начало бесповторной последова- 
тельности само является бесповторной 
последовательностью. 

Задача 6. Докажнте, что среди лю- 
бых одиннадцатн бесконечных десятнчных 
дробей, можно выбрать две дробн, у которых 


совпадают цифры н бесконечиом чисде раз- 
рядов. 


Обобщение 
Обозначим буквой Р свойство 
«быть  бесповторной последователь- 


ностью». Тогда только что доказанное 


утверждение имеет следующую 
структуру: 
Посылка Следствие 


Есть бесконеч- 
ная последова- 
тельность, 0б- 
ладающая свой- 
ством Р 


Есть как угодно 
длинная после- 
довательность, 


обладающая 
свойством Р 


Останется ли верным это утвержде- 
ние, если считать, что Р — произ- 
вольное свойство числовых последо- 
вательностей? В общем случае — нет. 
Приведем пример: рассмотрим 
свойство «быть конечной последова- 
тельмостью». Очевидно, что сущест- 
вуют как угодно длинные конечные 
последовательности, но бесконечной 
конечной последовательности не су- 
ществует. 

Заметим теперь, что, доказывая 
существование бесконечной бесповтор- 
ной последовательности, мы опнра- 
лись только на следующие два факта, 
непосредственно вытекающие из опре- 
деления бесповторной последователь- 
ности. 

1°. Всякое начало последователь- 
ности, обладающей свойством Р, так- 
же обладает этим свойством. 

2°. Бесконечная — последователь- 
ность, как угодно длинные начала 
которой обладают свойством Р, так- 
же обладает этнм свойством. 

Определение. — Произволь- 
ное свойство числовых последовательно- 
стей, удовлетворяющее условиям 1° 


и 2, 
свойством. 

Например, свойства «не содержать 
цифру 3», «состоять только из цифр 1, 
2, 3», «начинаться цифрой 7» — на- 
следственные свойства, а свойства «со- 
держать бесконечно много цифр 4», 
«кончаться цифрой 7» не являются 
наследственными свойствамн. 

Теорема. Пусть Р — произ- 
вольное — наследственное — свойство. 
Тогда, если существуют как угодно 
длинные последовательности, — обла- 
дающие свойством Р, то существует 
н бесконечная последовательность, об- 
ладающая этим свойстевом- 

Мы не будем останавливаться на 
доказательстве этой теоремы, посколь- 
ку оно полностью повторяет доказа- 
тельство, приведенное в предыдущем 
параграфе. 


назовем наследственным 


Приложение 


Рассмотрим числовые последователь- 
ности, составленные из трех цифр: 
1, 2, 3. Назовем некоторые последо- 
вательности (длины два и более) за- 
прещенными. Известно, что все запре- 
щенные последовательности имеют 
разную длину. 

Назовем последовательности, не 
содержащие запрещенных последова- 
тельностей, правильными. 

Обратимся снова к «Задачнику 
«Кванта» — к задаче М300 (см. 
«Квант» № 12 за 1974 год). 

Из утверждения задачи МЗ00 сле- 
дует, что существуют сколь угодно 
длинные правильные последовательмо- 
сти. А теперь заметим, что свойство 
«быть правильной — последователь- 
ностью» всегда наследствен - 
ное свойство (докажите)! Значит, 
утверждение о существовании как 
угодно длинных правильных последо- 
вательностей можно заменить более 
сильным — о существовании беско- 
нечной правильной последовательно- 
стн, а утверждение задачи М300 — 
утверждением о существованин бес - 
конечного слова без запрещен- 
ных буквосочетаний. 
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А. Д. Бендукидзе 


ШКОЛЫ 


Рождение Грузинской математической 
школы неразрывно связано с основа- 
ваннем грузинского университета. 
В 1907 году подготовку к основа- 
нию грузинского уннверситета, на- 
чавшуюся еще в ХХ веке, возглавил 
молодой приват-доцент Петербургско- 
го университета, историк Иван 
Александрович Джава- 
хншвилн. Ему ин его немногочн- 
сленным соратникам пришлось пре- 
одолеть множество препятствий. И 
вот 26 января 1918 года в Тбилиси 
в торжественной обстановке был от- 
крыт грузинский университет. 
Вначале университет имел лишь 
один факультет — философский; про- 
фессорско-преподавательский же со- 
став университета насчитывал всего 
17 членов. Среди них был один матема- 
тик— приват-доцент Московского уни- 
верситета Андрей Мнхайяо- 


вич Размадзе. 

Вскоре  преподавательский  со- 
став пополнился еще одним мате- 
матиком — в мае 1918 года про- 


фессорский совет удовлетворил прось- 
бу Арчила Кирилловича 
Харадзе о предоставлении ему 
должности сотрудника университета. 
Позже, в 1919 году, по предложению 
А. М. Размадзе, к университету 
для ведения научной работы был 
прикомандирован Георгий Нн- 
колаевич Николадзе, а 
осенью 1920 года на должность за- 
ведующего кафелрой теоретической 
механики был приглашен Нико- 
лая Иванович Мусхе- 
лишвили. 
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У истоков . 
Грузинской 
математическо 


Эти ученые — А. М. Размадзе, 
Г. Н. Николадзе, Н.И. Мусхелиш- 
вили, А. К. Харадзе — стоят у 


нстоков грузинской математической 
школы и по праву считаются осново- 
положниками высшего математиче- 
ского образования и научной рабаты 
в Грузии. Расскажем немного о каж- 
дом из них. 


А. М. Размадзе родился В 
1890 году. Окончив в 1906 году 
Кутаисское реальное училище, Раз- 
мадзе поступает на математическое 
отделение физико-математического фа- 
культета Московского университета. 
Уже в студенческие годы Размадзе 
начинает интересоваться проблемами 
вариационного исчисления*). 

После окончания университета 
Размадзе был назначен преподавате- 


*› Варнационное нсчисленне — раздел 
математикн, изучающий экстремумы функ- 
ционалов (говоря нестрого. функцнонал — 
это функиня от функции). Типичным приме- 
ром вариационной задачн является задача 
о нахождении геодезических, то есть крат- 
чайших лнний на той или нной поверхностн. 
Возникиовенне вариацнонного исчисления 
обычно связывают с задачей о брахисто- 
хроне или кривой кратчайшего спуска (Бтас\- 
5105 — кратчайший, сБгопо$ -— время). 
В этой задаче требуется найти линию, по 
которой шарик, катясь без трения, быстрее 
всего пройдет из верхней точки в нижнюю. 
Задачу с брахистохроне поставнл И. Бернул- 
ли в 1696 году. Ее, кроме самого И. Бернул- 
ли, решнли Лейбнни, Лопиталь, Я. Бернулли 
н Ньютон. Кривая оказалась циклоидой 
(см. статью С. Г. Верова «Касательные 
к рулеттам», «Кваит», 1975, № 5). 


лем в Муром. В Муроме он продояжа- 
ет свон занятия нв 1914 году публн- 
кует обстоятельный мемуар в одном 
из авторитетнейших европейских ма- 
тематических журналов. В 1917 го- 
лу Размадзе становится приват-до- 
центом Московского университета. 

Лосле открытня уннверситета в 
Тбнлиси Размадзе возвращается п 
Грузию; с тех пор вся его работа 
связана с Тбилисским университетом. 

Нарялу с интенсивной научной н 
пелагогической деятельностью Раз- 
малзе ведет большую работу по созда- 
нию учебников на родном языке. 
В 1920 году выходит в свет «Введение 
в анализ» — | том задуманного им 
многотомного курса математического 
анализа, а спустя два года — «Не- 
определенные интегралы» — первая 
часть 1] тома. Значение этих книг — 
первых университетских учебников 
на грузинском языке — очень вели- 
ко. Жаль только, что нх автор не 
успел завершить так блестяще нача- 
тое дело. 

В 1924 голу Размадзе прочел до- 
клад на Межлународном математиче- 
ском конгрессе в Торонто, а в 1925 го- 
ду в Сорбонне защитил диссертацию 
на степень доктора математики. К 
этому времени Размадзе уже крупный 
специалист по вариационному исчис- 
леннию — ему даже предлагают остать- 
ся в Париже на постоянную работу. 
Но Андрей Михайлович отклоняет 
это предложение и возвращается на 
родину. 

Многогранную деятельность Раз- 
малзе прервала преждевременная 
смерть, последовавшая после тяже- 
лой болезни осенью 1929 года. 

А. М. Размадзе — первый руко- 
воднтель грузинских математиков, и 
вполне закономерно, что Тбилисский 
Математический институт Академин 
наук ГССР носит его имя. 
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Георгий Николадзе, по словам 
выдакицегося французского матема- 
тнка Эли Картана, был рожден гео- 


метром. Сам Николадзе писал в 
1907 году: «Я считаю себя челове- 
ком, одаренным довольно большой 
геометрической интунцией, и мне ка- 
жется, что каждая моя мысль должна 
быть облечена в конкретный образ. 
Всякий новый закон (или теорему) 
я должен непременно понять интун- 
тивно — почувствовать  геометриче- 
скн его необходнмость. До тех пор 
никакое логическое доказательство 
ничего не прояснит. Но когда я по- 
чувствовал, то я начинаю нитуитивно 
так ясно его представлять, что дока- 
зательство для меня лично часто 
становится излишним, хотя «матема- 
тическое мое чувство» удовлетворяет- 
ся вполне только после того, как 
закон (или теорема) мною: а) по- 
стнгнут, 6} логически доказан», 
Однако после окончания гимназин 
Нниколадзе поступает не в универси- 
тет, а в Петербургский технологиче- 
ский институт: Г. Н. Николадзе, 
сын видного грузинского обществен- 
ного деятеля Н. Я. Николадзе, по- 
нимал, что в то время Грузия с ее 
природными богатствами больше нуж- 
далась в инженерах, чем в матема- 
тиках. Исключительное чувство дол- 
га перед родиной, присущее волевой 
и целеустремленной натуре Нико- 


ладзе, предопределило выбор — он 
решил стать ннженером-металлур- 
ГОмМ. 


Блестяще окончив в 1913 году 
Технологический институт, Николадзе 
для прнобретения практических на- 
выков едет в Донбасс, где начинает 
работать на металлургическом заводе. 
Кроме того, Георгий Николаевич за- 
нимается математикой, работает над 
грузинской технической терминоло- 
гией, организовывает гимнастические 
кружкн (портом Георгий Николае- 
вич увлекался с детства; в 1912 году 
он был участником слета в Праге н 
получил первые награды с большими 
дипломами за выступления на гим- 
настических снарядах в легкоатле- 
тическом шестиборье). 

Весной 1918 года Николалзе воз- 
вращается в Грузию со своим первым 


Грузинские математики 
Г. Н. Николадзе. Н. И. Мусхелишвили. 

математическим сочинением. Его при- 
глашают работать в университете, 
и он начннает готовиться к сдаче 


{слева 


докторантских экзаменов. Парал- 
лельно Нниколадзе ведет научную ра- 
боту в области электрометаллургин, 
организовывает спортивное общество 
«Шевардени» («Сокол»), руководит 
восхождениями на вершины Казбека 
и Эльбруса, участвует в созданин 
политехнического факультета; позже 
на этом факультете он преподает не 
только математику, но н металлур- 
гию. По его инициативе проводится 
большая работа по разработке гру- 
зинской научной математической тер- 
мннологии. В результате этой работы 
в 1925 году выходит составленный 
Н. И. Мусхелишвнли, Г. Н. Нико- 
ладзе и А. К. Харадзе «Русско- 
грузинский и грузинско-русский лек- 
снкон математических терминов». 

В 1926 году Николадзе на два 
года командируется в Западную Ев- 
ропу для научной работы по матема- 
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направо): А. М. Размадзе, А. К. Харадзе (стонт). 


тике и изучения некоторых вопросов 
в областн электрохимии. Весной 
1928 года на Международном кон- 
грессе в Болонье он прочел доклад 
в непрерывных системах геометриче- 
ских фигур, а летом того же года за- 
щитил в Сорбонне диссертацию и 
получил степень доктора математиккн. 

В январе 1931 года под руководл- 
ством Ннколадзе на Тбилисском опыт- 
ном ферромарганцевом заводе нача- 
лась серия плавок. В одну из холод- 
ных ночей Георгий Николаевич, спе- 
ша на завод, сильно простудился и 
заболел воспалением легких. 5 фев- 
раля 1931 года Г. Н. Николадзе 
скончался; ему не было еще и 43 лет. 

За свою короткую — жизнь 
Г. Н. Николадзе успел сделать очень 
много. Объяснить это одним талантом 
нельзя: Николадзе был исключитель- 
но организованным и дисциплини- 
рованным человеком. Его ученики- 
гнмнасты вспоминают, что занятия 
секции он назначал не ровно в 7 ча- 


сов, ав 7 часов 7 минут, или в б ча- 
сов 54 минуты и т. д. Сам всегда при- 
ходил точно и требовал того же от 
других. 
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Н. И. Мусхелишвили родился в 
1891 году. В 1914 году он окончил 
физико-математический — факультет 
Петербургского университета и был 
оставлен при кафедре механики для 
подготовки к профессорскому званию. 

В 1915 году появляется первая 
научиая работа Николая Ивановича 
(выполненная им совместно с профес- 
сором Г. В. Колосовым), положив- 
шая начало целому циклу работ по 
теории упругости. В этом же году 
начинается его педагогическая дея- 
тельность — он становится препода- 
вателем университета, я также Элек- 
тротехнического института. 

В 1920 году Мусхелишвили за- 
нимает кафедру теоретической — ме- 
ханики в Тбилисском университете 
н вскоре избирается профессором. 
Николай Иванович принимает актив- 
ное участие в работе университета, 
в частности в организацин политех- 
нического факультета (1922 год), на 
базе которого в 1928 году был создан 
Грузинский политехнический инсти- 
тут. Николай Иванович был деканом 
факультета, а позже — проректором 
института. 

В 1922 году в свет выходят «Лек- 
цин по аналитической геометрин», 
послужившие основой выдержавшему 
несколько изданий «Курсу аналитн- 
ческой геометрии». Параллельно Мус- 
хелишвили работает над созданием 
учебника по теоретической механике 
на грузинском языке. В 1926 году 
выходит | том этого курса, а в 
1928 году — том П. 

В 1933 году Николай Иванович 
избирается членом-корреспондентом 
Академии наук СССР, в 1934 году 
ему без защиты диссертации прн- 
суждается степень доктора наук. 
С 1939 года он действительный член 
Академии наук СССР. 


В 1941 году была основана Акаде- 
мия наук ГССР; Н. И. Мусхелишви- 
ли — ученый с мировым именем — 
избирается ее президентом. Более 
30 лет занимал он эту должность и 
вел огромную государственную ра- 
боту. В данный момент Николай 
Иванович почетный президент Ака- 
демни, президентом же избран его 
бывший ученик — ныне — акдемик 
И. Н. Векуа, широко известный 
своими научными трудами. 

Николай Иванович дважды уло- 
станвался государственных премий — 
за монографии «Некоторые основные 
задачи математической теорнн упру- 
гости» и «Сингулярные интегральные 
уравнення». В 1945 году ему было 
присвоено звание Героя Соцналистн- 
ческого Труда. 

Неоценим вклад Н. И. Мусхелн- 
швилн в грузинскую науку и культу- 
ру; особо же следует отметить то, 
что после смерти А. М. Размадзе 
н Г. Н. Николадзе он всю тяжесть 
научно-организационной работы по 
математике взял на себя и с честью 
справился: с этой трудной и ответ- 
ственной задачей. 
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Профессор А. К. Харадзе пре- 
подает в университете более полувека. 
Он ветеран математического факуль- 
тета — все грузинские математикн, 
получившие университетское образо- 
вание, — его студенты. 

А. К. Харадзе родился в 1895 го- 
ду. Окончив в Тбилиси  гимна- 
зню, он поступил в 1912 году на ма- 
тематическое отделение физико-мате- 
матического факультета Московского 
университета. 

В это время в Московском универ- 
ситете под руководством Д. Ф. Его- 
рова и Н. Н.. Лузина создавалась 
знаменитая московская школа теорин 
функций, сыгравшая огромную роль 
в развитни математики в нашей стра- 
не. Заинтересовался вопросами тео- 
рии функций и студент Харадзе. 
Он пишет конкурсное сочинение «Бес- 


конечные последовательности функ- 
ций», за которое получает похваль- 
ный отзыв. 

После окончания университета 
(1917 год) А. К.’Харадзе по реко- 
мендации Д. Ф. Егорова был остав- 
лен в университете для подготовки 
к профессорскому званию, но в 
1918 году начинает работать в Тби- 
лисском университете и докторант- 
ские экзамены сдает уже в Тбилиси. 

Свою первую лекцию в универ- 
ситете — по высшей алгебре — 
Арчил Кириллович вспомннает с удо- 
вольствием. Лекцин по высшей ал- 
гебре, читанные Харадзе в первые 
годы педагогической деятельности, 
легли в основу его учебника на гру- 
зинском языке. Арчил Кириллович 
является также автором первого учеб- 
ника на грузинском языке по высшей 
математике для втузов. 

Научные интересы А. К. Харадзе 
группируются вокруг классических 
вопросов анализа и теории функций. 
Они отражены в монографии «Тео- 
ремы с среднем значении в примене- 
нин к полиномам» (1947 год) и в мно- 
гочисленных журнальных статьях. 

Арчил Кириллович — блестящий 
лектор. Высокая культура речи и 
четкость изложения сразу же поко- 
ряют слушателя. Автору этих строк 
особенно запомнились две лекции Ар- 
чила Кнрилловича. Первая — ввод- 
ная лекция для студентов-первокурс- 
ников (1938 год). Лектор вдохновен- 
но говорил о математике, ее абстракт- 
ном характере, о взаимосвязн ее 
разных разделов. Вторая — лекция 
на тему «Что такое дифференциальное 
исчисление», прочитанная в 1963 году 
учащимся города Тбилисн. 

Вначале Арчил Кириллович за- 
ведовал кафедрой алгебры и геомет- 
рии, а позже возглавил кафедру ма- 
тематнческого анализа, которой ру- 
ководит по сей день. 


5 


Весной 1918 года н Тбилисском 
университете был основан объеди- 


16 


ненный естественно-математический и 
врачебный факультет. В апреле 
1919 года этот факультет разделился 


на два. Деканом естественно-мате- 
матического факультета стал 
А. М. Размадзе. Началась  подго- 


товка национальных кадров мате- 
матников. 

Первый выпуск факультета был 
в 1924 г. Он состоял из одного чело- 
века — Левана Петровича 
Гокиели (1901—1975). Сразу же 
по окончании университета Леван 
Петрович приступил к преподаванию 
в нем. Уже с 1927 года он, парал- 
лельно с А. М. Размадзе, читал 
курс математического анализа, кото- 
рый лег в основу его учебников 
«Дифференциальное исчисление ни 
«Введенне в анализ». С 1930 года 
Л. П. Гокиели — профессор и за- 
ведующий кафедрой Университета. 
В 1935 году он защищает докторскую 
диссертацию, в 1961 голу избирается 
членом-корреспондентом АН ГССР. 

Л. П. Гокиели внес существенный 
вклад в дело подготовки грузинских 
математиков. Автор этих строк и 
многие его коллеги до сих пор помнят 
его оригинальные лекции по мате- 
матическому анализу. 

К настоящему времени грузинские 
математики достигли больших успе- 
хов. Исследования ведутся почти 
по всем разделам современной ма- 
тематикн. Это стало возможным бла- 
годаря своевременно заложенному 
прочному фундаменту грузинской ма- 
тематической школы. 

Подробнее о жизнн Г. Н. Нико- 
ладзе и других грузинских математи- 
ков вы можете прочитать в книге 
А. Н. Боголюбова «Георгий Николае- 
вич Николадзе» (М., 1972). 


Наши интервью 


Когда катет 
длиннее 
гипотенузы... 


Беседа 

с экс-чемпионом мира 
по щахматам 
Михаилом Талем 


У математики и шахмат много родственного. Формы мышления математн- 
ка и шахматиста довольно близки, и не случайно математические способ- 
ности часто сочетаются с шахматнымн. Достаточно упомянуть имена чем- 
пнонов мира по шахматам. Математикой интересовался первый шахмат- 
ный король В. Стейниц. Известным математиком был его преемник ‘доктор- 
Эм. Ласкер. Нынешний президент ФИДЕ экс-чемпион мнра М. Эйве воз- 
главлял крупнейший в Голландин вычислительный центр. Первый совет- 
скнй чемпион мнра доктор технических наук М. Ботвинник в последние 
годы работает над алгоритмом шахматной нгры для ЭВМ. 

Многие крупные математики проявляли к шахматной теме чисто науч- 
ный интерес. Как известно, великий математик Карл Гаусс занимался зада- 
чей «о расстановке восьми ферзей», а другой великий математик Леонард 
Эйлер — задачей «о ходе коня». В наше время математики разных стран ра- 
ботают в области программирования шахмат (разумеется, разрабатываемые 
прн этом математические методы могут быть использованы для решения 
других, более актуальных проблем). Шахматная лоска, фигуры и сама 
игра часто применяются для нллюстрации разнообразных математических 
лонятий и задач. 

Таким образом, публикация в «Кванте» различных статей и задач с 
участием шахмат — вполне естественное явление. Мы уверены, что бюль- 
щикство читателей, увлеченных математикой и физнкой, любят играть и 
в шахматы. Кстати говоря, в чемпнонатах МГУ по шахматам чаще других 
побеждают студенты мехмата, и лишь недавно у них появились серьезные 
конкуренты, да н те — студенты факультета кибернетикн. 

Сегодня «Квант» с большим удовольствием предоставляет свои странн- 
цы одному из самых популярных шахматистов современности экс-чемпиону 
мира Миханлу Талю. Интервью у гроссмейстера взял наш! постоянный «шах- 
матно-математнческий» автор Евгений Гик. 
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Встретиться с Талем оказалось нелегкой задачей. Несколько месяцев 
подряд он переезжал с одного международного турнира на другой (и всю- 
ду занимал первые места!). «Поймать» гроссмейстера удалось в Ленинграде 
в последний свободный от игры день 42-го чемпионата страны (высшей ли- 
ги). Во время беседы Таль признался, что впервые я жизни дает интервью 
корреспонденту специального физико-математического журнала... 


— Михаил Нехемьевич, обещаю вам не касаться сегодия матча Фишер — Карпов. 
Мой первый вопрос в какой-то степени связан с математикой. Правда лн, что в школе 


у вас были незаурядные математические способности, и вы постоянио побеждали в ма- 
тематических викторинах? 


— Конечно, мне трудно самому судить о своих способностях. Но, на- 
сколько помню, алгебраические задачи я решал почти мгновенно. 


— А геометрические? 


— С геометрней дела обстояли хуже. В ней, как меня учили, самое 
главное — чертеж. На моих же чертежах, как я ни старался, катет всегда 
оказывался длиннее гилотенузы. 


— Понятно. Значит, вашим призванием была алгебра, н вы должны былин стать 
алгебраистом. Как же в дальнейшем сложилась ваша математическая карьера? 


— Учительница по математике никак не могла поверить, что я так 
быстро решаю задачн. Она не сомневалась, что я списываю ответы из задач- 
ника и постоянно ставила мне двойки. Так продолжалось года два, пока, 
наконец, роднтелн не выдержали и не перевели меня в другую школу. В ре- 
зультате таких пертурбаций любовь к математнке заметно остыла, и путь 
к шахматам был полностью «расчищен». 


— Мой первый шахматный вопрос такой. Почему люди вообще нграют в шахматы, 
а для многих эта игра становнтся смыслом жизни? 


— Все начинается просто. Ребенок где-то впервые сталкивается с шах- 
матамн — дома илн в школе. Начинает играть и сначала просто хочет вы- 
играть — у брата, товарища, соседа. Дух соперничества ‘его увлекает. Ведь 
шахматы--это прежде всего соперничество. Никто сначала не думает о спор- 
тнвной карьере. Борется. Соперничество втягивает, и вы заражаетесь шах- 
матным микробом. Одни людн переносят эту болезнь легче, шахматы зани- 
мают в их жизни определенное место — важное, но не самое важное. Дру- 
гие заболевают хронически. Наступает качественная перемена. То, что бы- 
ло развлечением, игрой, приятным времяпрепровожденнем, становится 
страстью — абсолютно важным делом. 


— Пусть для молодого человека шахматы сталн, как вы говорнте, абсолютио важ- 
ным делом жизии. Стоит лн ему в этом случае стремиться к высшему образованию? 


— Прежде всего, мне кажется, что в 17 лет еще трудно решить, какое 
место займут шахматы в жизни. Но предположим все-таки, что решение 
стать шахматистом — окончательное и бесповоротное. Надо ли тогда тра- 
тить время на другне занятия? 

Я убежден, что шахматы могут н должны стать профессиональными. 
Феномен Ботвинника для нашего времени совсем не характерен. Сейчас 
гроссмейстерам приходится сталкиваться с огромным потоком шахматной 
информацин. И если не проглатывать, то во всяком случае продегустнровать 
каждую частицу этой ннформации он обязан. Для того, чтобы добиваться 


больших успехов, нужно много играть и работать над шахматами. При се- 
годняшнем уплотнеином календаре просто физически невозможно успешно 
сочетать шахматы с другой профессией. 

Но нет сомнений ин в том, что общее развитие, общий культурный 
уровень шахматисту совершенно необходимы. Любой крупный гроссмейс- 
тер обладает высокой культурой н широкой эрудицией. В качестве исклю- 
чения часто приводят Фишера. Возможно, его трудно назвать энциклопедис- 
том, но это и не человек, так сказать, с низким интеллектуальным коэффи- 
циентом. Достаточно вспомнить, что он свободно владеет многими языкамн. 
А его «странные» поступки связаны скорее с характером, взглядом на шах- 
маты и т. д. 

Большинство моих коллег много пишут, стали профессиональными лн- 
тераторамин. И, быть может, не случайно в прошлом аспирант МВТУ Юрий 
Авербах и талантливый инженер Александр Котов ныне стали известными 
шахматнымн писателями. Кстати, я тоже закоичил филологический фа- 
культет Рижского университета и полгода работал учителем русского язы- 
ка и литературы в школе. Не скрою, преподавал я с болышим удовольстви- 
ем, но после того, как в двух четвертях у монх учеников несколько меся- 
цев были «окна», я вынужден был уйти из школы. 


— Итак, вы полагаете, что разумнее всего сначала попытаться сочетать шахматы 
с другой профессий н яншь позднее принять окончательное решенне. Как вам кажется, 
до какой поры возможно такое сочетание? 


— Думаю, что по крайней мере до мастерского звания совмещение 
шахмат с учебой или работой в другой области вполне возможно. 


— Учитывая круг читателей журнала, давайте попробуем провестн параллель 
между профессиями математика и шахматиста. И математика, их шахматы требуют по- 
стоянного и усиленного напряження ума. Существует мненне, что 8 часов — это ежеднев- 
ный минямум для занятня математикой. «Истнино добродетельный человек», как с до- 
лей юмора пншет известный английский математик Дж, Литлвуд, должен выкранвать 
за счет сна 10 часов работы и день. Мыслимо лн в такнх условнях заниматься шахмата- 
мн? Кстати, некоторые профессора нзбегают принимать в аспирантуру математнков, 
хорошо нграющнх в шахматы. 


— Могу лишь согласиться, что шахматы — весьма опасная смежная 
профессия, ин, видимо, для математики особенно. 


— Не кажется лн вам, что профессия математнка, еслн можно так выразиться, 
кнадежнее», чем профессня шахматиста? Еслн вы не станете крупным ученым в области 


«чистой» математнкн, то сможете найти себя в смежной профессин, стать «прикладни- 
комэ. В шахматах же превыше всего спортивный успех. И еслн к тридцатн годам шах- 


матнст начинает поннмать, что зрительный зал уже никогда не разразнтся аплоднсмен- 
тамн в ответ на его ходы, и в Пальме де Майорке ему не суждено блеснуть жертвой 
ферзя, что его юношеские мечты не сбылись, то что остается ему в шахматном мнре? 
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— Естественно, я пристрастен и не могу объективно оценивать то, чему 
посвятил всю свою жизнь. На мой взгляд, каждый человек, любящий шах- 
маты, может найти себе место в шахматном мире. Многие из тех, кто не 
достигает выдающихся результатов в практической игре, становятся тре- 
нерами, комментаторами, теоретикамн. 

Конечно, в шахматах, как н в любом другом виде спорта, прежде всего 
ценится успех, очки. Еслн вы не показываете крупных результатов, не бо- 
ретесь за мировое первенство, то в глазах окружающих можете выглядеть 
неудачником, и с этим надо считаться. Увы, шахматную профессию пока что 
не отнесешь к числу престижных. Люди, далекие от шахмат, часто спраши- 
вают гроссмейстеров, чем они занимаются, какова нх основная профессия. 
Вот почему юноше, обладающему как математическими, так н шахматными 
способностями и «выбирающему житье», я бы не рискнул рекомендовать 
шахматный путь. Ни один пророк не сможет гарантировать вам высоких 
шахматных достижений, н целиком отдать себя шахматам можно лишь в 
том случае, если вы бесконечно любите их и готовы во имя этой любви «по- 
жертвовать» общественным мнением. Предупреждаю также, что шахматы — 
это очень нервное занятие, а хлеб шахматиста не всегда сладок. 


— В науке существует определенная конкуренция, в результате которой все оста- 
ются в выигрыше. В шахматах же торжествует только победнтель. В последнее время 
даже появнлась теорня, по которой для победы перед партней нлн матчем нужно сле- 
цнально вызвать чувство злобы к противннку... 


— Цель шахматной партии — лобедить противника. Шахматист без 
характера, мягкий, безвольный не нмеет шансов. Шахматист — прежде 
всего борец. А в борьбе естествен дух агрессии. Но все-таки чаще поле этой 
агрессивности ограничивается шахматной доской и не переносится на лнч- 
ность протнвника. Спасский сравнил как-то шахматистов с гладиаторами, 
но ведь гладиаторы в перчатках уже не совсем гладиаторы. 
В конце концов в шахматах после схваткн часто обе стороны остаются жи- 
.выми... Кстати, сам Спасский в жизни очень мягкий человек и неприязнь 
к противнику ему скорей мешает. Он великолепно играет с теми, с кем 
его связывает дружба или хотя бы хорошие отношения, и слабее играет с 
теми, к кому относится с антипатией. Про себя я тоже не могу сказать, что 
«заряжаюсь» перед игрой: И временами, когда партнер мне симпатнчен и я 
знаю, что эта партия для него по каким-то причинам очень важна, мне труд- 
но собраться и играть во всю силу. Думаю, это, скорее мой минус. 

Наука — не спорт, и в идеале, видимо, такого «ужесточения», как в спор- 
те, там не должно быть. У нас же даже звание гроссмейстера не гарантирует 
спокойной жизни. Вечная борьба, вечный отбор, конкуренция. Но должен 
сказать, что у шахматистов есть радости, не доступные людям других про- 
фессий. Сыграв одну красивую партию, пусть не в очень крупном турни- 
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ме 


ре, вы можете на долгие годы оставить след в шахматной нстории. Даже 
если шахматиста преследуют спортивные неудачи, он может гордиться от- 
дельными достижениями, жить красотой шахмат. Для него в каждом тур- 
нире есть приз «за красивейшую партию» (даже если этот приз не установ- 
лен официально). 

В мире шахмат много места для самых разных людей. Крускоп, мой 
первый учитель — теперь говорят «тренер», раньше говорили «учитель», 
и мне это больше нравилось — не был выдающимся шахматистом. Он имел 
первую категорию. Но он как раз был учителем, педагогом, он любил шах- 
маты н любил детей. И не случайно очень многие его воспитанники так 
или иначе посвятили жизнь шахматам. Думаю, что этот человек был счаст- 
лив. Он открывал детям красоту шахмат... 


— Миханл Нехемьевич, уже в возрасте 23 лет вы вошлн в золотую летопись 
шахмат. Признанне, слава, восхищение — всего этого вы достигли очень рано. Что чувст- 
вует человек, достигший вершины? 


— Шахматист, как, видимо, и Математик, никогда не может сказать 
себе, что достиг всего. Это было бы концом, Действительно, после победы в 
крупном турнире, после завоевания титула чемпиона мира приходит мину- 
та пустоты, делается немного скучно. Но проходит время, ни аппетит к борь- 
бе пробуждается, ощущается шахматный голод. Новые турниры, новые пла- 
ны — не только спортивные, но и творческие. К счастью, шахматная иерар- 
хия переменчива. Сегодня ты — чемпион мира, завтра — уже экс-чемпион. 
Всегда есть за что бороться. 


— Нельзя сказать, что ваш шахматный путь был усеян только розами. А случа- 
лось, что шахматы надоедалн вам, вызывали раздражение? Вы никогда не жалелн, что 


отдадн нм всю жизнь? 


— Вот вчера во время партии с гроссмейстером Ваганяном была полоб- 
ная минута. Противник пошел конем на в!, и неожиданно выяснилось, что 
у меня уже нет выигрыша... Я безумно расстроился. Если же говорить серь- 
езно, то, понимаете, шахматы — это мой мир. Не дом, не крепость, в кото- 
рой я укрываюсь от жизненных тревог, а именно мир — мир, в котором я 
живу полной жизнью, в котором я выражаю себя... Люблю атмосферу мат- 
чей, турниров, шахматных дискуссий. Я не могу представить себя на необи- 
таемом острове без партнера, разве что Пятнице пришлось бы играть со 
мной в шахматы. Я не люблю играть при закрытых дверях. Люблю публику. 
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Шум в зале мне не мешает. Когда после моего хода зал начинает гудеть, 
это меня воодушевляет — знаю, что я сыграл интересно. 

Но шахматный мир для меня не замкнут. Он соединяется многими нн- 
тямн с другими мирами. Многие мои друзья, может быть, большинство, не 
нграют в шахматы илн играют совсем по-любительски. И с ними у меня 
тоже есть общий язык. Тозько мон другие интересы — театр, литература, 
музыка — никогда не могли конкурировать с шахматами; существовали 
шахматы, а все другое — подле них. Поэтому я нн о чем не жалею, несмотря 
на поражения, неудачи, трудности. Мне не жаль других перспектив, неосу- 
ществленных возможностей. Я просто люблю играть в шахматы. 


— Разрешите задать вам еще два, так сказать, математических вопроса. Как вы 
думаете. могут лн п практической игре помочь математические способности? 


— Уже при первом знакомстве с шахматной доской мы имеем дело с 
числами — 8х 8= 641! Припомипаю, что когда-то на меня сильное впечатле- 
ние пронзвело шахматное доказательство (при помощи шахматной доски) 
теоремы Пифагора. Многие эндшиильные позиции носят чисто матема- 
тнческий характер. Но прямой связи между шахматной силой и математи- 
ческими способностями я не нахожу. Правда, в шахматном анализе техни- 
ческое образование может быть полезным. Скажем, я не представляю, как 
сумел бы Ю. Авербах лостичь в своем трехтомном труде по эндшпилю та- 
кой четкой систематизации, если бы не имел опыта работы в точных науках. 


— Недавно состоялся. первый чемпионат мнра по шахматам средн ЭВМ. Опаса- 
етесь ли вы конкуренции со стороны машин? 


— Я, правда, не знаком с технической стороной дела, по отношусь 
скептически к шахматным возможностям ЭВМ. Сомневакюжь, что она смо- 
жет обыгрывать мастеров. Вероятно, шахматная машина прнгодится для ре- 
шения иных, нешахматных задач, но шахматы слишком многосторонни, 
сложны, в них не бывает однозначных ответов... 

Конечно, не для «Кванта» будет сказано, но должен сознаться, что 
шахматы у меня прежде всего ассоцнируются не с математикой, а с музы- 
кой. По типу прнема, по роду переживания. Тут есть что-то очень близкое. 
Для меня это сходство столь поразительно, что отдельные выдающиеся 
шахматисты ассоциируются с композиторами. Например, Смыслов — это 
Чайковский: спокойствие, мелодичность, напевность и изредка великолеп- 
ный взрыв, производящий огромное впечатление, Петросян — Лист, аб- 
солютная виртуозность, Ботвинник, пожалуй, — Бах. а Керес — Шопен... 


— А Фишер и сам Таль? 


— Фишер? Необычайно талантливый музыкант, но не похожий ни на 
кого — реликоленная музыкальная машина: ведь теперь машины ине только 


решают задачи, но и сочиняют музыку. Я же скорее всего Гершвин, а, мо- 
жет быть, Кальман... 


— Михаил Нехемьевич, мой последний вопрос будет все-такн связан не с музыкой 
н даже не с математикой, а с шахматамн. Вы уже говорили о красоте шахмат. Как 
лично вы понимаете шахматную красоту? 


— Для одних шахматная красота — триумф логики. Прекрасная пар- 
тия, по их мнению, — это великолепное классическое здание с безупреч- 
ными пропорциями, в котором каждый элемент, каждый кирпичик стоит на 
своем месте. И хотя мне тоже часто «приходилось» выигрывать чисто пнози- 
ционные партии, меня больше влечет триумф алогичностн, инррацнональ- 
ности; абсурда: на доске ведется яростная борьба, подчиненная какой-то идее, 
борьба за.то, чтобы осуществить некий план, а исход борьбы решает невин- 
ная пешечка, которая не имеет ничего общего с главным мотивом драмы. 
Выражаясь математическим языком, мие больше нравится, когда в шах- 
матах катет оказывается длиннее гипотенузы. 


Теорема Пифагора 
на шахматной доске 


На шахматной доске нари- 
суем квадрат, как показано 
на рисунке 1. Доска разби- 
вается на этот квадрат н че- 


«иифагоровы штаны во все 
стороны равны»! 

Может быть, гроссмейстер 
М. Таль нмел в виду именно 
тыре конгруэнтных прямо- 
угольных треугольника. Те. 
перь посмотрим на рисунок 2 
На ием мы видим те же че- 
тыре треугольника, что ин на | 
рисунке 1. Значит, треуголь- 
ники па обоих рисунках за- 
нимают одну и ту же пло- 
щадь. Следовательно, од- 
лу и ту же площадь в обоих 
случаях занимают н остав- 
шиеся части шахматной дос- 
ки без треугольников. Итак, 
площадь квадрата, построен- 
ного на гипотенузе прямо. 
угольного треугольника, рав- 


на площади двух квадратов, “ ч 
построенных на катетах, — Рис. 2. Е. Я. Гик 


это доказательство теоремы 
Пифагора. 

(Разумеется, если Гово- 
рнть строго, наши рассужде- 
ння не доказывают теоре- 
му Пифагора, поскольку нс- 
следован лишь иекоторый 
} частный случай, я лишь нл- 
люстрнруют ес. Но такое до- 
| казательство проходнт и без 
нспользовання шахматной 
доски — для любого прямо- 
угольного треугольника мож- 
но подобрать квадрат, кото- 
| рый разбивается подобным 

образом.) 
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МАТЕМАТИЧЕСКИЙ 
КРУЖОК 


Задача на дом 


Г. ИН. Копылов 


— Я люблю решать трудные задачи. 
Люблю искать новые доказательства 
теорем и читать книги об ученых. 
Учусь я с уловольствнем, на школь- 
ной олимпнаде получил приз. Я хо- 
тел бы стать ученым. Но смогу лн 
я стать им? Гожусь ли я в ученые? 
Как проверить себя? 

К сожалению, признаков, по ко- 
торым можно было бы распознать 
будущего ученого, нет. Успехи в 
школе вовсе не гарантируют, что та- 
кие же успехи будут у окончившего 
университет: школьник решает то, 
что задано, усваивает чужие мысли; 
ученый же ставит свои задачи. Даже 
если ученик хорошо умеет проводить 
логические рассуждения, это еще не 
значит, что он годится в ученые. 
Умение хорошо рассуждать ученому 
действительно необходимо, кроме тех 
случаев, когда именно скачок в ло- 
гнческом построении, — то есть не 
логика, а догадка, — обеспечивают ре- 
шение проблемы. И так далее. 

Но хотя учеба в школе вовсе 
не похожа на научную работу, ие- 
которые качества, необходимые уче- 
ному, можно развивать, даже готовя 
уроки. Надо только, решив очеред- 
ную задачу, не спешить переходить 
к следующей. Еще разок перечесть 
условие, поглядеть на полученный 
ответ — н дать волю своему вообра- 
жению... Спросить, например, у себя: 
а что еще может быть? Можно ли 
решать задачи потруднее, опираясь 
на только что решенную? 

Впрочем, подслушаем лучше раз- 
говор двух ребят. Они учатся в одном 
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классе и сегодня готовят уроки вме- 
сте. 
Д. Что нам задали по алгебре? 


О. Доказать, что если числа— — 


а 
ее а, а’ ать 
скую прогрессию, то и числа а?, 
5", с? также составляют арифметиче- 
скую прогрессию. 

Д. По-моему, задача нетрудная. 
Каждый член арифметической про- 
грессин есть среднее арифметическое 
двух соседних с ним. Значит, 


1 1 | | 
2 ве ФЕ) = {0 
Избавимся в (1) от дробей, раскроем 


БС, 
составляют арифметиче- 


скобки, приведем подобные члены; 
получим 

а? -- с? = 96?, 
то есть 


5+9 =5 © 


а это и нужно было доказать. 

О. Да, вроде все верно.. 

Д. Что там еще задано на завтра? 

0. Подожди, дай подумать... 

Д. Над чем? 

О. Над задачей, которую мы толь- 
ко что решилн. 

Д. Что над ней думать, если она 
уже решена? 

О. Сначала одни числа образо- 
вали прогрессию, а в конце — совсем 
другне. Что общего между 5 — н 
а?? Почему они связаны? 

Д. Ты же видел, почему. 

О. Я не могу толком объяснить, 
но чего-то здесь не хватает. А как 


ты думаешь, верно ли обратное — 
что есля а?, 62, с? — прогрессия, 
| | 1 
ТО Ис, сра'ать 
грессия? т 
Д. Безусловно. Как же иначе: 
Проделай выкладки в обратную сто- 
рону — все и получится. 
0. Ну. это некрасиво. Знаешь, 
давай лучше попробуем на числах. 
Д. Как это — на числах? На чис- 
лах ничего не докажешь. 


— опять про- 


О. ... возьмем, например, числа 
27-1, 6=4, 2=7. (3) 

Онн раз роте ОЕ: 
РИМ О: р. рик Ш 


тоже прогрессия. 

Д. Зачем? Ясно, что проверка по- 
лучится. Я ведь все на буквах дока- 
зал. Ничего нового числа не до- 
бавят. 

О. Ну, а я хочу посмотреть, как 
именно все получается. Итак, пусть 
есть числа (3). Возьмем только по- 


ложительные корни: а=1, 6-2, 
с=ИТ. 

Д. Вычисляем. 

| ! ! | 


| 
«+53. 


Неужели это прогрессия? Впрочем, 
давай избавимся от иррационально- 
сти в знаменателе: 


п И. Ва 
ф-с 3 . с--а 6 

О. Конечно же, это прогрессня. 
Сумма крайних членов 


в ИТ 
З 3 З 


ры, 


вдвое больше среднего. 


Д. Да; а разность прогрессии 
| 7—1 ЗИ? 
а 


О. Погоди. Теперь я знаю, как 
надо доказывать то, что из (2) сле- 


дует (1). Надо просто как бы изба- 
виться от иррациональности в зна- 
менателе. 

Д. Как это? Ведь там нет ирра- 
циональности! 


О. Конечно, нет; но действовать 


надо так, как если бы она была. 
Смотри: 

1 ь—с | а—с 
Г са  @*—2? 
1 а—6 
а абы 


По условию 42, 6*, с? — прогрессня. 
Значит, 2—6? = 5 —с*. 
Обозначим эту разность через 4. 


Тогда 1—6 — 24. Числа те, 
а—с а—6 
54. —ч`, Очевидно, образуют 
прогрессию. 
Д. Ну хорошо что там еще 
задали? 


0. Подожди, теперь ты понимаешь, 
1 1 
как связаны прогрессии — 


Все = а 
1 з 
И: м". 62. 09 


ать 

Д. Я и раньше понимал. 

0. Пусть а. 6. с— произвольные 
чисда. Рассмотрим тройку 6—с. 
а—с : 

5_. @—6-— это уже прогрессия. 
Члены этой прогрессии можно де- 
лить на любое число 4. В задаче 
подобрано 4 так, что деление на не- 


| 
го приводит к числам 


с’ 


сера’ 
ть; Поэтому-то вместо произволь- 
ных а, 6, с и нужно взять такие, 
чтобы @'—Ь?--6—с*- 4, то есть 


чтобы числа а*, Ь?, с? составляли 
нрогрессию. Но тут снова возникает 
вопрос: могут лн все три числа а, 
Ь. с быть целыми? 

Д. А не все ди 
не могут? 


О. Так это же интересно! А вдруг 
есть такая тройка целых чисел а, 
Ь, с, что а?, Ь?, с — это арифмети- 
ческая прогрессия. И тогда числа 
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равно — могут, 


тоже окажут- 


} ] \ 
с--а’ а --Ь 


$: с' : 
ся прогрессией. Это же красиво— 
две прогрессии и обе из целых чи- 
сел ... 
Д. Вторая-то будет из дробных, 
потому что если а и В целые, то 
| 

ть дробь. 

О. Неважно. Мне хочется, чтобы 
никаких корней не получалось. Пусть 
а, 6, сбудут даже не целые, а рациона- 
льные — все равно красиво. Но как 
подобрать три рациональных Числа а, 
Ь,°с, чтобы а’— 5* было равно 
5? — 6*? Ведь это уравнение не пер- 
вой степени, корни могут и не из- 
влекаться... Погоди, но у нас же 
есть выражение с первыми степенями! 
Это (1). 

Д. Не понял. | 


О. Смотри. Пусть —— а 


ос’ 
| 
Е На- 


прогрессия. 
пример, 1, 3, 5. Или 100, 101, 102. 
Из любых рациональных чисел. Зна- 
чит, у нас есть система из трех урав- 
нений первой степени с тремя ненз- 
вестными а, 6, с. Ее можно решить *). 
Решения — снова — рациональные 
числа. А тогда а”, 6", с“ автоматн- 
чески составят рациональную про- 
грессию. 

Д. Ну-ка, ну-ка, давай попро- 
буем. Пусть, например, есть про- 
грессия 1, 3, 5. . 

. 0. Нет, давай сразу в общем слу- 
чае: рассмотрим прогрессию © — В, <, 
а + В, гле а и В — произвольные 
числа. Для определения чисел а, 6, с 
получаем такую систему уравнений: 


— известная 


а, (4) 
сна --, (5) 
ань- В. (6) 


*) Всегда ли можно? 


Д. Сложим все уравнения и раз- 
делим сумму на два; получим 
За= — В? 


ать--с: За (а=— В») ` (7) 


Вычтем из (7) последовательно (4), 
(5), (6); получим: 


| ©: — 82 — 2аВ р а2 -- В 
@ -- 2а («2 — В*) , | _ За (а? — В?) ' 
_ ма 1.298 
ыы 2а (©? — В2) ° 


Значит, какие бы хи В мы ни 
взялн *), числа а?, 6°, с*, где а, 65 
и с вычисляются по этим формулам, 
должны образовать прогрессию. Да- 
вай провернм. 

О. Сейчас. Я вот о чем подумал. 
Для чисел а, 6 н су нас получились 
дробные выражения. Отбросим у них 
знаменатели; тогда а, 6, с увеличатся 
в одно и то же число раз и станут 
целыми числами, если, конечно, © и В 
взять целыми. При этом числа а2, 
53, с? по-прежнему булут образовы- 
вать прогрессию. 

Д. Конечно. Если 1, 3, 5 про- 
грессня, то и 10, 30, 50 — тоже. 

О. Значит, мы вывели формулы 
для прогрессий а*, 6*, с*, у которых 
а, $, с — целые. А именно: 

а = о* — В* ре 2аВ, (8) 

ф = а Е В”, (9) 

с =а? — В? -|- 2аВ, (10) 
где а н В — любые целые числа. 

Д. Проверим. Пусть а = 2, В = 
= 1; тогда 

©? — В* = 3, 2аВ == 4, 
ей + В? = 5. (11) 

О. Гляди-ка, ведь это египетский 
треугольник... 

Д. Это случайно. Считаем дальше: 
а=3—4=-—1=5; 
с=3-4=7. 
Действительно, 1, 25, 49 — прогрес- 

Сия. 

О. Значит, мы с тобой научились 

решать в целых числах неопределен- 


*) А как же с ОДЗ? 


ное уравнение 


а + с1= 26:; (12) 
решения записываются  формула- 
ми (8)— (10). 


Д. Откуда это уравнение? 

О. Так ведь оно — краткая за- 
пись условня, что числа а*, 6? и с* 
образуют прогрессию. 

Д. А, понял. Только не доказано, 
что формулы (8)—(10) дадут все ре- 
шения этого уравнения. 

О. Почему? Ведь это ясно; любое 
решение уравнения (12) таково, что 

| 


Числа с, ра ать образуют 


прогрессию; авсякая прогрессия может 
быть представлена в виде х — В, а, 
а -- В. Перебрав всевозможные пары 
(«, В), получим все решения уравне- 
ния (12). Понятно? 

Д. Кажется, да. 

О. Но не в этом дело. Любопытен 
сам метод, каким мы отыскали реше- 
ние: вместо того чтобы решать урав- 
нение (12) второго порядка, мы ре- 
шили эквивалентную ему систему 
(4)—(6) линейных уравнений с произ- 
вольной правой частью. Интересно, 
есть ли еще неопределенные уравне- 
ния второго порядка, которые, если 
их решать в целых числах, сводятся 
к системам уравнений первого по- 
рядка? 

Д. Может, отдохнем? Послушаем 
магнитофон? 

О. Пожалуй... (Заводят магни- 
тофон. О. снова просматривает ре- 
шение. Возглас удивления.) 

Д. Что? 

О (показывает на строчку (11)). 
Смотри, ведь это формулы для пифа- 
горовых треугольников! Они дают 
все целочисленные прямоугольные 
треугольники с катетами и, и и гипо- 
тенузой ш: 

и = а* — В?, п = 2аВ, ша? + В?, 
— можешь проверить, что и? - 1* = 
= и. Значит, египетский треуголь- 
ник (11) — не случайность. Можно 
взять любой пнфагоров треугольник 
с катетами ци, и и гипотенузой м 
и образовать из длин его сторон 


решение уравнения (12): 
аи о, сито, 


Д. Любопытно. Проверим. Пусть 
длины сторон прямоугольного трс- 
угольника равны 5, 12 и 13. Тогда 
12 5 = 17, 12—65 =7. Получаем 
числа 7*, 13%, 172. Действительно, 
7 + 173 = 2.13. 

О. Как же это я по виду уравне- 
ния (12) не догадался сразу предста- 
вить числа а и с в виде суммы ин раз- 
ности двух чисел и и 9? Ведь тогда 
это уравнение сводится к теореме 
Пифагора; смотри: 

(и Ш аи + г, 
и, значит, 6? = и? + и?. 

А решения в целых числах такого 
уравнения известны. Какая красивая 
штука! Ведь (и + 5) — это площадь 
квадрата, построенного на сумме ка- 
тетов, а (и — и)? — площадь квадра- 
та, построенного на разности катетов. 
Значит, мы доказали, что площади 
квадратов, построенных на разности 
катетов, гипотенузе п сумме катетов 
любого прямоугольного треугольнн- 
ка, образуют прогрессию. 

Д. Подумаешь, открытие! Все до- 
казательство укладывается в одну 
строчку. 

О. Открытие невелико, да свое. 
Мы же раньше этого не знали. 

Д. Все равно это где-нибудь в 
какой-нибудь книжке написано. 

О. Ипусть! А я без книжки... 

Д. (и в нем, наконец, просмулось 
любопытство) А почему непременно 
брать сумму и разность катетов и и и? 
Положим, например, а = 2и + и, 
с=и— 20; тогда 

а? с" — (ит 01) = 5. 
Значит, решения в целых числах не- 
определенного уравнения 

а? -|- с? = бы? (13) 
тоже можно получить из пифагоро- 
вых треугольников и, и, ш (и — ги- 
потенуза) по формулам 
а = 2и 9, си 20 = 

О. Верно. Понятно, что таким об- 
разом можно решить в целых числах 


Ь = м. 
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любое неопределенное уравнение вида 
а? ++ с? = (т? + п?) 6", ге тип — 
целые. 

Д. А как решить уравнение 

а? - с? = 367? (14) 

0. Не знаю. Надо будет поду- 
мать. Мы не выяснили еще один 
вопрос: какие из неопределенных 
уравнений высших степеней можно 
свести к системе линейных? Уравне- 
ние (12), например, мы свели к си- 
стеме (4)—(6). Но тогда мы не знали, 
есть ли еще примеры таких уравне- 
ний. Теперь я понял, что их можно 
придумать сколько угодно. Вот про- 
диктуй мне какое-нибудь равенство, 
похожее на (1), но с другимн коэф- 
фициентами. Начни, например, так: 

2 


За 95. 
Д. Пожалуйста (диктует): 
2 3 | 


За— 26 ^^ са 6-:-4с (15) 


О. Хорошю. Получилось уравне- 
ние, связывающее три неизвестных 
а, 6, с. Оно равносильно такому 
уравнению второго порядка: 

За? — 66? + 85? — 9аб — 47ас — 

— 245 = 0. {16) 

Мы хотим найти рациональные 
решения этого уравнения. Если а, 
6, с рациональны, то и дроби в (15) 
рациональны. Обозначим первую че- 
рез 2а, вторую — через ЗВ: тогда 
третья равна 2“ — ЗВ (& и В — ра- 
цнональные). Получаем систему 


1 
За+26 =—, с—а= 


и. (17) 


: = | 
4 = в. 


найдем 

— 162 -- 24а -|- 38" 
58 (2а — 38) , 

2497 — 31<В — 1282 


- — в , 08 


— са -- 928 -- 382 
— 55—38 


Решив ее, 


а- 


# 


Это и есть искомые рационаЛьные 
решения уравнения (16). Числители 
же выражений (18) дают его целые 
решения, еслн а н В целые. Если бы 
мы взяли не три неизвестных а, В, с, 
а больше, то, написав вместо (15) 
в правой и левой частях столько 
дробей, сколько неизвестных, мы по- 
лучили бы неопределенное уравнение 
более высокой степени. Вообще, чем 
дробей больше, тем выше степень 
возникающего неопределенного урав- 
нения; и тем через большее число 
произвольных параметров @, В, у,... 
выражается решение. 

Д. Но ведь ты не знаешь заранее, 
какое именно уравнение получится. 
И не всякое уравнение высшей степе- 
ни равносильно уравнению, куда вхо- 
дит сумма дробей. А если и равно- 
сильно, то как эти дроби найти? 

О. Вот в том-то и дело. Надо бу- 
дет еще поразмыслить... 

На этом мы прервем воображае- 
мый разговор двух друзей. У них раз- 
ные характеры: Д. все время хочет 
побыстрей отделаться от задачи, а 0. 
хочет до конца разобраться в ней. 
В итоге вместо одной задачи, задан- 
ной на дом, он придумывает несколь- 
ко других, неизвестно, решаемых ли. 
На первый взгляд он ведет себя не- 
разумно, расходуя время, отведенное 
на уроки. Но именно у О. качества, 
присущие ученому, выражены ярче. 
Поиск первопричин замеченных фак- 
тов, поиск связей между проблемами 
и есть та побудительная сила, кото- 
рая заставляет работать ученого, — 
ее называют любопытством, пытлн- 
востью, склонностью к обобщениям. 
Однако мало уметь задавать вопро- 
сы,— надо и отвечать на них. Было 
бы смешно, если бы 0., вместо того 
чтобы решить конкретную, заданную 
на дом задачу, перечислил все свя- 
занные с нею проблемы, так и не оси- 
лив ни одной из них. В поисках ре- 
щений вновь возникших задач — за- 
частую неожиданных — важна ин- 


туиция. Интуиция,  догадливость 
— это  плодотворные разрывы в 
логике; благодаря ей — делаются 


неожиданные шаги в непредсказуе- 
мом направлении; и размах этих ша- 
гов измеряет талант человека. 

Нам остается повторить: не торо- 
пнтесь, выполнив домашнее задание, 
захлопнуть учебник и тетрадь. Про- 
смотрите задачн еще раз: что они 
вам сообщили нового? частный ли 
факт кроется в них или же он до- 
пускает обобщение? какие задачи ре- 
шались аналогично? можно лн, не ме- 
няя способа решения, усложнить за- 
дачу? а что будет, если избавиться 
ог части условий задачи? или заме- 
нить их противоположными? усилить 
требования задачи? добавить новые 
ограничения? Все это — прекрасный 
способ привести в движение фанта- 
зию, догадливость и любознательность, 
быть может, дремлющие в вас. 


Упражнения 
1. Найдите, при каких коэффициентах 


о, 6. --.. сз уравнение 
ЕЕ ен ЕЕО ЭВМ 
ах -|- ли -- С12 ах фу с 
| 
азх -|- бу + 6х. | 


=! - 
1 


принимает форму Ах? -- Вуё-- С 0, 


2. Решите в целых числах уравнение 
6х? — 27 -- 2. Попытайтесь найти другие 
уравнения типа Ах? -!- Ву? -- СЛ .-0, ре- 
шаемые в целых числах. а также способы их 
решения. 


3- Попытайтесь найти уравнения тнла 
Ах? -- Ву? -- С22 = 0, ие решаемые в целых 
числах (не считая нулевого решения}. 


4. Решите и целых числах уравнение 
Ху -= уго хги-р хуь. 


5. Придумайте обобщение следующей за- 
дачи: «Известио, что при любых значениях х 


але ых с, > ах? +: Вах са. 
Докажите, что @; 2243. Си 2224». 


6. Придумайте обобщение такой задачи: 
«Найти сумму всех несократимых дробей 
со знаменателем 3, заключенных между це- 
лыми положительными числамн м и п >> ль, 


7. То же для задачи: «Найти арифметн- 
ческую прогрессию, у которой среднее ариф- 
метическое л перзых членов при любом л 
равно нх числу». 


Задачи 
наших читателей 


1. На рисунке вы видите две 
касающиеся окружности Е, 
и {, радиусов В и г= #2 
соответственно; АВ ! 0,0., 
ВС —- касательная к окруж- 
ности {!, АС — касательная 
к окружностн [.. 


С 


Доказать, что длина отрез- 
ка ВС равна длине окруж- 
ности [) с относительной 
ошибкой менее 0,005. 


Л. М. Дубинский 


2. Дана парабола — гра- 
ик функции и =- х. На оси 
у взята точка А, Найти 
кратчайшее расстояние от 
точки А до параболы. 
Можно пользоваться та-. 
ким определением: парабо- 
ла — это множество точек, 
равноудаленных от некото- 
рой точки Р и некоторой пря- 
мой [. 
М. „7. Прегер 
3. Доказать, что числа ви- 
да 
72и+1 -:- 2+ - 5, 
72041 -+ 020.41 ь 5, 
где л — иатуральено, нельзя 
представить в Видесуммы трех 
кубов натуральных чисел. 
И. Н. Михайлов 
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Редколлегия журнала «Квант» установила специ- 
альные премим за наиболее интересные решения 
задач, помещенных в «Задачныке «Кванта». За 
1974-75 учебный год редакцыя получила свыше 
3000 писем к решениями задач мз «Задачника 
«Кеанта». Средм авторов этих писем редакция 
отобрала школьников, регулярно присылавших 
особенно удачные н оригинальные решенмя. Они 
награждеются годовой подпиской на журнап 
«Квантю на 1976 год. Е соответствии Е решением 
Оргкомитета Всесоюзной олимпиады эти школь- 
мики допущены на республиканские туры Всасо- 
юзной олимпиады 1976 года наравне с победмте- 
пямим городских н областных олимпмад по мате- 
матыке и физыке. 


1. Х. АБДУЛЛИН (г. Алма-Ата} 

2. Г. АЙЗИН (г. Брест) 

3. М ГЕДАЛИН (г. Тбилиси) 

4. Г. ГОЛУБЦОВА (г. Москва) 

5. О. ГОДИН (г. Симферополь) 

6. В. ГУСЕЙНОВ (г. Нахичевань) 

7. М. ИМЕРЛИШВИЛИ (г Тбилиси) 
8. С. ЛИФИЦ (г. Харьков) 

- И. СОКОЛОВ (г. Москва) 

10. Ю. ФИЛОСОФОВ (г. Саратов) 
11. С. ФИНАШИН (г. Ленинград) 
12. Б. ЯЦАЛО (с. Морочно Ровенской обл., УССР) 


ь 


За успешное участие и [Х Всесоюзной физико- 
математической олпимпмаде годовой подпиской 
на 1976 год на журнал «Квант» награждаются: 


1. Г. АБДУЛЛАЕВ (г. Кировобад) 
2. Л. АРБУЗОВ (г. Норильск} 
3. А. АУЗИНЬЩ (г Рига) 


о 


В. БАЛЬЧИТИС (г. Шауляй) 

Ю. ГИМАТОВ (г. Клин) 

Е. ГЛЕЗИН (г. Ленинград) 

А. КОДРЯНУ (т. Рыбница) 

В. ОСЛОН (г. Киев) 

9. Е. ПОНОМАРЕВ (п/о Черноголовка Москов- 
ской обл.) 

10. Д. САМЕДОВ (г. Красноводск) 

11. А. СМИРНОВ (с. Семибратово Ярослав- 
ской обл.) 

12. С. ХАШИН (г. Иваново) 

13. П. ХОБЗЕЙ (г. Кмев)} 

14. Р. ШАРИПОВ (г. Каракуль) 


4. 
5. 
6. 
ги 
8. 


Годовом подпиской на 1976 год ча журнал 
«Квант» награждаются следующые участники Все- 
российского слета актива научных обществ уча- 
щихся: 


1. О. БАРАКИН (г. Казань) 

2. А. МАЛЬЦЕВ (г. Калининград Московской обл.) 

3. М. ПОПОВ (г. Дубна) 

4. С. РАЧИНСКИЙ (г. Москва) 

5. А. СЫЧИКОВ (г. Челябинск} 

6. МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ОБЩЕСТВО «ИНТЕГРАЛ» 
учащихся средней школы № 17 г. Северо- 
двинска 

7. МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ОБЩЕСТВО «ПОИСК» уча- 
щихся средней школы № 2 г. Малая Вишера 

8. НАУЧНОЕ ОБЩЕСТВО учащихся средней шко- 
лы № 48 г. Волгограда 

9. СЕКЦИЯ АСТРОНОМИИ юношеского научного 
общества Московского городского Дворца 
пионеров и школьников 


Редакцмыя журнала «Квант награждает также го- 
ровой подпмской на 1976 год следующих читате- 
лей, приславших правильные решения японских 
головоломок (см. «Квант», 1975, № 41]: 


1. А. БЕЗБОРОДОВ (г. Иваново) 

2. В. ДОБНЮК (г. Омск} 

3. В. ДУПЛЕНКО (г. Днепродзержинск) 
4. С. КАРДАШЕВСКИЙ (г. Макеевка) 

5. С. ЛЕВИТИН (г. Днепропетровск) 

6. Л. ЛУЗИНА (г. Ленинград) 


задачник поанта 


Решенмя задач мз этого номера можно посылать не позднее 1 ноября 1975 г. по 
адресу: 117074, Москаа, В-71, Ленинский проспект, 15, издательство «Наука», журнал 
«Каант». После адреса на конверте напмшите, решения каких задач аы посылаете, 
например: «Задачнык «Кванта», М341, М342» илм ц... 62353». Решения задач по каждо- 
му из предметов [математике н фмзнке}, в также ногые задачи просьба присылать 
а разных конертах. В письмо аложите конаерт с написанным на нем вашим адре- 
сом [а этом конаерте зы получите результаты проверки ааших решений). Условия 
оригинальных задач, предлагаемых для публикацим, присылайте а двух экземпля- 
рах вместе с вашимы решениями этих задач [на конверте пометьте: иЗвдачник 
«Каанта», новая задача по физике» илм «... новая задача по математикаю]. После 
формулировки задачм мы обычно указываем, кто предложил вам эту задачу. Разуме- 


ется, не все эти задачи публикуются впервые. Наиболее трудные задачи отмечены 


звездочкой. 


Задачи 
М№341-—М345; ФЗ53—ФЗ57 


М341. В чемпионате мира участвуют 
20 команд. Среди них Ё европейских 
команд, результаты встреч между ко- 
торыми на чемпионате мира идут в 
зачет чемпионата Европы. Чемпионат 
проводится в один круг. При каком 
напбольшем А может оказаться, что 
свропейская команда, набравшая 
строго наибольшее количество очков 
п чемпионате Европы, наберет строго 
наименьшее количество очков в чем- 
пнонате мира, если это 

а) чемпнонат по хоккею (лопу- 
скаются ничьн), 

6) * чемпионат по — волейболу 
{ничьих не бывает)? Какими будут 
ответы на эти вопросы, если команд 
не 20, а п? 

Ю. А. Шрейдер 


МЗ42 *. а) Докажите, что из цифр 1 
и 2 можно составить 2"т* чисел, каж- 
дое из которых 27-значно и каждые 
два из которых различаются не ме- 
нее чем я 2"-1 разрядах. 


6) Докажите, что больше чем 2”*1 


таких 2"-значных чисел составить 
нельзя. 

С. В. Фомин 
МЗ43. В некотором государстве го- 


рода соединены дорогами. Длина лю- 
бой дороги меньше 500 км и из любого 
города в любой другой можно по- 
пасть, проехав по дорогам менее 
500 км. Когда одну дорогу закрыли 
на ремонт, выяснилось, что из лю- 
бого города можно проехать в любой 
другой по оставшимся дорогам. Дока- 
жите, что это можно сделать, проехав 
не более 1500 км. 


С. Л. Елисеев 


М344. На шахматной доске отмечены 
центры всех 64 полей. Можно ли 
провести на доске 13 прямых так, 
чтобы в каждой из частей, на которые 
эти прямые делят доску, оказалась 
не более одной отмеченной точки? 
(Прямые не должны проходить через 
центры полей, рис. 1). 


А. Н. Печковский 


МЗ45. В последовательности 197523... 
каждая цифра, начиная с пятой, рав- 


Ч 


. ®\ 


М т й 
а и. 


Рис. |. 


ка последней цифре суммы предылу- 
щих четырех инфр. Встретятся ли 
в этой последовательности подряд 
а) четыре цифры 12 3 4? 
6) вторичео цифры 19752 
в) цифры 8197? 
р Г. А. Гиревич 


$353. Фокусное расстояние вогнуто- 
го сферического зеркала равно Р. 
Каким оно станет, если зеркало на- 
греть на { градусов? Во сколько раз 
увеличится прн этом световой по- 
ток Ф от Солнца, который можно 
сфокусировать зеркалом? 
Коэффиниент линейного расшире- 
ния металла, из которого сделано 
зеркало, равен а. 
И. Ш. Слободецкий 


Рис. 2. 


3 «Квлит» №9 


ФЗ54. Необходимо сконструировать 
печь, на нагревательном элементе ко- 
торой должна выделяться мощность 
2,1 квт. Напряжение сети равно 
220 в, сопротивление подволящих про- 
волов |9м. Каким необходимо сде- 
лать согротивление нагревательного 
элемента печи? 

‚‹ О. Ф. Кабардиы 


ФЗ55. На рИ-днаграмме (рис. 2) изо- 
бражен замкнутый процесс, прове- 
денный с одним молем газа. Участки 
1---2 н 3—4 графика — прямые, про- 
ходящие через начало координат, 
а участки 2—3 и 4—/ — изотермы. 
Нарисовать график этого процесса 
на ТУ-днаграмме. Найти объем Г. 


если известны объемы У, и И, = 
ее ". == И. 


$356. С какой скоростью движется 
тень Луны по земной поверхности 
во время полного солнечного затме- 
ния? Затмение наблюдается на эква- 
торе. Для простоты считать, что зем: 
ная ось перпендикулярна земной и 
лунной орбитам. 


Рис. 3. 


ФЗ57. Кубик массы т прикреплен 
к лвум пружннам с жесткостями А, 
н А. и длинами в недеформированном 
состоянии [, и [, соответственно. 
Пружины закреплены другими кон- 
цами (рис. 3), так что кубик может 
двигаться по горизонтальной плоско- 
сти. Коэффициент трения между ку- 
биком и плоскостью п, расстояние 
между точками закрепления пружин 
-, размер кубика мал п им можно 
пренебречь. Найти область, в кото- 
рой кубик может находиться в рав- 
новесин. 


33 


Решения задач 


М304—М307; ФЗ 12—ФЗ17 


№М304. Бидем обозначить 
крумжочком некоторую (не- 
известную пока) операцию. 


применимую к любым 0вум 
целым неотрицательным 
числам а ц 6 п дающую тоже 
целое неотрицательное чыс- 
20 а-6-= с. Пусть эта опг- 
рация удовлетворяет сле. 
Эующим — усаовиям: 

Лав Ба: 

2) если аеб-`с. то фе а; 


$) гели  @6 > с. то 
фсе чаши а<ь. 
а) Найдите 0°0; 051; 


№1: 0-2. 
6) Докажите, что 0+а=а 
и | а = 


[2-5 1, если а четное, 


1е— Е, если й нечетное. 


„) Докижите, что вущест- 
вует не более чем одна опг- 
рация. идовлетворяющая ус- 
ловиям задочи. 

г) Докажите, что такая 
операция существует, и ука- 
жите правило, позволяющее 
по заданным а. ® вычислять 
и 6. 


.а) Найдем © 0. 
Допустим, что 0:0>>0. Полставий п условие 3) а-- 6. - 
с--0. поаучим, что 0:0<0. что невозможно. Значит, (0-0. 
Найдем 0:1. 
Если 0-1:-0, то 0:01, что неверно. Если 0: СЕ, то 
из условня (3) 1:1<0,, что невозможно. Поэтому 01 1. 
Апалогнчиыми рассуждениями получим. что 


11-0, 02. 2. 


6) 1. Докажем, что 0-а.- п инлдукцией по а. 

Допустим, это верно ири всех а<п м докажем. что 
0:л-- п. Пусть 0-я--А<Сл. Тогда 0 Ап, что противоречит 
допущению. Пусть 0:п7>п. Тогда из условия 3) п-п< 0. 
что невозможно. Мтак, 0.л- л. 


[а -- 1, есла п четное, 


2) Локажем, что 1: а=- 


4—1. если а нечетное. 
индукцией по а. 
Допустим, что это доказано для всех а<Сп. и докажем 
для в=л. 
Рассмотрим дна случая. 


(а) п — четное. 

Обозначим 1-5п-=А. Тогда &«А=п. Если #=п. то полу. 
чаем противоречие. Пусть теперь 1‹п > п-!-1. Тогда но условию 
3) 1-(м-+- < п или пе (п-ЕИ<, но и то и другое приводит 
к протнворечию. Итак. 1-л==л-|-1. 


(6) п — нечетное. 


Тогда по доказаииому 1(п—!)-=л, откуда И пз=и—{. 


в} Докажем теперь, что существует ие более, чем одна 
операция, удовлетворяющая условию. 

Допустим, что есть две такие операцни. Обозначнм пер- 
вую операцию знаком *, а вторую — знаком $. По пред- 
положению существует по крайней мере одна такая пара 
чисел а, 6, для которых а* 65а*6. Выберем из всех таких 
нар ту, в которой сумма а-$ нанменьшая. Итак, пусть 
а-Ьжаз 6; если же а’--5'<а-: 6, то а’®б’=-а’* 6’. Обозна- 
чим а*65--А, а®6--|. Пусть #<С 1 (случай #_>{ аналогичен). 
Поскольку а35>Ё, то а" Е<Ь или 55Е<а. Пусть атЕ- 
— т Ь (случай, когда 57А<а, аналогичен}. Тогда вт т. 
Поскольку 71<Ь. то а т<а-"ф, и поэтому а`т=а?т=й. 
Тогла а* А==т, что противоречит тому, что а›А= 5. 

Полученное противоречие и доказывает утверждение в). 

г) Покажем теперь, что такая операция существует. 

Всякое целое иеотрицательное число ш единственным 
образом представляется в виде 


а - ав: 20--а,-2-|-а%-22--... он. 1. ...”). 


*) Это — запнсь числа й п дебичной системе счисления. 


М№МЗ05. а) Но хордах АВ п 
А’В’ окружности выбрано по 
точке С и С’ так, что три 
прямые АА’, ВВ’ н СС’ 
пересекаются в одной точке 
Р. уе Е 


АР в 
ау. [СВ | =$, 
1А’С|. СВ = $, 


ГОР |= 9, 1СРТ =: 4. 
Докажите, что (при 9 3 0) 


И... 4 
уг. 


я (9 _ 1 
— Г 59: 


6) Через точку Р, на лежа- 
щую на данной сфере, п каж- 
бую точку некоторой ок- 
ружности 4, лежащей на 
этой сфере, проведена пря- 
мая. Докажите, что вторые 
точки пересечения проведен- 
ных прямых со сферой также 
лежат ка некоторой ок- 
ружности о’. 


3* 


. бесконечная последовательность, в кото- 
число членов — единицы, остальные —нулн. 


Здесь ас, @в. .. 
рой конечное 


о оо 
Пусть в — ыы @\ :9^ ‚ ь => % | ы - 
зн — 
&—0 #0 


Определим значениес -= 2:6: положим с=: м ск. 2* я 
: 0 
где числа сд определяются по следующему правилу: 
__ 10, если ал == 6. 
[9 (#) 
СОН, сели ах 5 6. 

То, что для так определенной операцин выполняются 
условия |) н 2} очевидно. Проверим, что выполняется усло- 
вие 3). Переформулируем его Так: 

ссан а-вс, то: и БС, нли и С<В, или в.с<ы. 


Пусть ао бус. Обозначим через А наибольший помер, 
ври котором не выполняется условие (*). Тогда имеет место 
один из следующих двух случаев: 

(а) ал == В == ск =: 1. 

В этом случае выполняются даже все три неравенства. 
Действительно, докажем. иапример, что а® 5<с. Поскольку 


#-й разряд числа а» равен 0, а в (# -- 1-м, (#- 2)-м, 
разрядах числа а°В и с совпадают, то 
ас 6 20-4- --... 2—1 А-а, 


* 

где через А мы обозначили число сд т. 21-1 су. 2и +24... 
Но А-й разряд числа с равен 1; значит, с > 2 -- А, отку- 
даа. ф : 

(6) Из трех чисел аз, би. си одно равно единице, другие 
два — нулю. 

Пусть ак = @к = 0, с» = 1 (остальные случаи аналогич- 
ны). ии И с, поскольку снова а-ф = 2 А-А, 


с> *-- А 
А. А. Григорян, А.Т. Тоом 


$ 


а) Возможны два случая; они изображены иа рисун- 


ках |, ан 6. Рассмотрим треугольцики В”РС’ и ВРС. 
Аля их площадей имеем 

Зв" 1С'РЫВ"РЬ _ 4'-18”Р] 

Заре  ПСРАВР ^ а-1ВР 
С другой стороны, 

18°С*| 
Зв-ьс __ ЗА'РВ' ЛАВ _ |В’РЛА’РАВ”СА-АВ| 
вре (ВС [ВРИАРНВС А" В" 
ЗаРп`|АВ] 


14’Р] 1ВР] 
14781 ТАВ, 
то есть 
[АРДА -= 18Р]-[А°В'|. 
Поэтому 
9-18” 18"РЫВ’С" 
4$-1ВР] ^ |АРВС › 


откуда 


ка. 1ВСЫЛАРТ 9" 
Я |. 


Аналогичис 


к _ МОСНИВР! 9” 
к ЕТ р ыы 


Персмножая равенсгва (1) н (2), получаем 

> „Е 

те г (3) 
Далее , 
[РЕ = [АС| -- СР? +1- 21АС].|СРИ-соз (ВСР) = 


^^ 
== | АС -р 9= + 29:|АС|- соз (ВСР); 
ВР? = ВСЕ + 9*— 24-|ВС]. соз (ВСР). 


В Умножая первое соотношение на |ВС|, второе — на ГАС| н 
складывая их, получаем 


1 АР. ВС] | [ВРИ2-ДАС] = ($ + 49) |АВ|, 


то есть \ ВОЛАР 
я С] -1АР| -- [АС|-|ВР|2 
Ра [АВ| Е (4) 
Таким же образом находим, что 
оне ИО ТВРЕЬ ]ВЕЫе 
ПП: СЗ 
Преобразуем соотношение (5), учитывая равенства (1). 
Гр 5) (2). (4), н подобие треугольников АРВ и РВ 
Рис. Г. 1 ИВ’Р]* }1°С] 
ГА’РЕ` 187С7 
НТА Р. ю— = 
Г. 14" 
ВИ: 


й |В"Р|8 [АС|].|ВРР 
-- ТА7РЕ` ВСДАРЕ 


. 1АС|-|18Р[ = 
1+ вс АР 


Р МТ о Е ЕЕ 
Е = МАР. ВСТТАРЕ Е ТАСТТВРЕ = 5-Е 43, 


= 14”Р|В. 


то есть 


си же. ( “2 { 
ЗЕ (6) 
{ $3? 
Осталось только доказать, что, иапример, 
И о 
5- 94: 5. 


Но это уже простое упражнение (см. (3} и (б)): 
5' + (9’ = 5° ав 7.2 
тя: = 

5' к: 7 5 
т == :$4+9)5 == 6+9. 
Рис. 2. 


Рис. 4. 


Рис 5. 


6) Будем решать задичу 6) в иредиоложении, что точка 

Р находится вне данной сферы 5 (для случая, когда Р — 
внутри сферы 5, все рассуждения аналогичны). 

Пусть АВ и ОК две пересекающиеся хорды окружиости 

с, А’и В’ — точки из множества д”, соответствующие точкам 

А нВ (рис. 2). Проведем через точки А, Ви Р плоскость; 

тогда н сечении получится картинка, соответствующая ри- 

от 1, 6. 

Задаче а} мы доказали, что 
ср —_ПКРЫМРЫМР_ 
ЮР = ААВ СРЕ 


Если О’н А’ — точки множества 0’, соответствующие точ. 
кам О и А окружности 9, то 


ЮР|. 19'Р|--1АР|- |А’Р|. 
н, кроме того, 
191. СК |= [АС]. |[СВ|. 


Зпачит, точка С’ (принадлежащая хорде А’В’) прииалалежит 
и отрезку @’К", и, следовательно, точки А’, В", 0’и В’ ле- 
жат в одной плоскости. Поскольку мы выбиралн точки про- 
извольно, из этого следует, что все точки множества 0” при- 
надлежат одной плоскости; значит 0’ — окружность. 

А. Н. Ширшов 


Приведем теперь два решения задачи 6), не нспользую- 
щне вычислений задачи а). 

Идея первого решения принадлежит нашему читателю 
С. Финашину (г. Ленинград). 

Проведем через точку Р и окружность п сферу 5’; пусть 
л — плоскость, касательная к сфере 5’ в точке Р. Покажем, 
что все точки множества в’ принадлежат плоскости д’, па- 
раллельной плоскости л. Для этого зафиксируем точку А’. 
принадлежащую 0’, и докажем, что для любой точкн В’ 
множества 0’ прямая А’В’ параллельна плоскости л. 

Рассмотрим плоскость, проходящую через точки Р, 
А’и В’. Эта плоскость пересекает сферы $ и $5’ по окруж- 
ностям Т н Т’ соответственно, плоскость л — по прямой { 
(рис. 3; точки А и В — это точки пересечения (РА’) и (РВ) 
со сферой $ — они принадлежат окружиостн 9). 


Обозначим угол А’В’В через &. Тогда дуга А’АВ равна 
2, дуга ВВ’А’ равна (21—20), утол А'АВ равен л—@а, 
а угол ВАР равен ©; то есть дуга РВА равиз 2а. Поэтому 


угол ВРО равен <, то есть углы А’В’Ви ВРО конгруэнт- 
ны. Значит, прямая А’В’ параллельна прямой {, что и тре- 
бовалось доказать. 

Второе решение задачи 6) получается с помощью гео- 
метрнческого преобразования — инверсии. Напомним виз- 
чале, что такое инверсия на плоскости (подробно свойства 
инверсии на плоскости обсуждались в статье А. П. Са- 
вина «Инверсия н задача Аполлония», «Квант», 1971, 
№ 8: ииверсии посвящена вторая глава книги И. М. Ягло- 
ма «Геометрические преобразования», т. 1, Линейные 
и круговые преобразования, М., Гостехиздат, 1956). 

усть А — некоторая точка, не совпадающая с центром 
Р даниой окружиостн раднуса #. Инверсная к А точка А” 
(то есть образ точки А ирн инверсии) определяется следую- 
юцим образом. Эта точка лежит иа луче РА (см. рис. 4), 
причем ее расстояние от центра Р удовлетворяет соотношению 


|РА |. |РА’|= 2. 
Точку Р называют центром инверсии, а данную окруж- 
ность — окружностью инверсии. Ясно, что инверсия нол- 
ностью определяется заданием окружности инверсии. 
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№306. Нл ихмагтной доски 
{8 - 8) удалена одна угаония 
каетка (Г - 1). На какое наи- 
ченыцее число равновеликих 
треугольников  (сдинаковых 
по площади } можно разрелить 
естввшцуюся часть доски? 
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Перечислим теперь некоторые свойства иннерсин. 

1. Прямая, проходящая через центр Р инверсии. перехо- 
дет при инверсии сима в себн. 

2. „фюбия прямая, не проходящая через центр Р инвер- 
сни. переходит в окружность. проходящую черса точку Р, 
п наоборот (рис. 5. а, 0). 

3. Окружность. ве проходящая черел цензц» Р иниорсаи, 
переходит при инверсни в другую окружность, такме не 
проходяииию через точку Р (рис. 1, и, 8). или. быть может. 
в ту же савию окрущность. Последная возмож ность осущест- 
зАЗЕГИСЯ п @зух случаях: 1) когди данная окружность орпого- 
нальна к окрум ности инверсви (рис. 1); 2) когда данная ок- 
лумноспи› совладает с охружностью инверсии. 

Локазчтельства этих свойств ны можете пайти и уже уно- 
мвиавитнхея статье А. П. Савина п книге |. М. Яглома. 

Теорня инверсии легко переносится с нлоскостн па про- 
странство: в этом нетрудно убедиться, если рассмотреть 
пространственные тела. нолучающинеся в результате вращения 
изображенных на рисуиках 4- 6 фигур вокруг лянин центров 
(РА, нлн РВ. пли РО`). Пусть дана сфера Х с центром Р 
и раднусом А: точку, низюрсную к данной точке 4 относн- 
тельно сферы №. мы определим как точку А’, приналлежащую 
лучу РА и такую. что расстояние |РА Тудовлетноряет соотно- 
шенню |РА|. РА’ в. 

При этом преобразовании сфера иннерени переходит в се- 
бя. Сферы, ортогональные к сфере ниверсии, также переходят 
прин ниверсни в себя: сфера пнверсии делит ортогональную 
к ней сферу на две части, которые при нниерсии «меняются 
местами». 

Яеперь покажем. как с помощью инверсни решить зала- 
чу №305 6). Рассмотрим сферу У с цеитром п заданной точке 
Р. ортогональиую к данной сфере $. Сделаем нннерсию от- 
носнтельно сферы У. Сфера 5 прн этом перейдет п себя. ири- 
чем любая точка А окружности 0‹=5 перейдет п вяверсную 
себе точку А’: вторую точку пересечения луча РА со сферой 
5. Поэтому точкн множества 0’ — это точки, иниерсные со- 
ответствующим точкам о руиюсти 9 и наоборот. М з всех 
слеланиых рансе замечаний нытекает, что а” — окружность. 


И. Н. Клумова 


$Ф 


Оченидно, что оставиуюся часть доски можно разрезагь 
на 18 равновеликих треугольников (рис. 7). Докажем. что 
на 17 треугольников разрезать уже иельзя. 


В самом деле, если бы оставиуюся часть доски можно 

было разрезать на {17 равновеликих треугольников, то пло- 
7 63 ` 

щаль каждого из них была бы больше > (аименно, ЕЁ 


Рассмотрим два треугольника, основания которых со- 
держат сторону (или часть стороны) удаленной клетки н вер- 
ншну этой клетки, лежащую внутри доски (рис. 8). Высоты 
этих треугольников не превосходят 7, а основание хотя бы од. 
ного из них - не более {. Следовательно, площадь по край- 
ней мере одного из рассматриваемых треугольников ие может 


7 
быть болыше —5` - 


Итак, неимспвьшее чнсло равновеликих треугольшикон, 
из которые можно разрезать остаюшуккя часть лески. 
равно 18. 


В. Г. Федотов 


М307. Плоскость 
на одинаковые — шестицеоль- 
ные комнаты. В некоторых 
стенах проделаны двери так. 
что для любой вершины, п 
которой сходятся три сте. 
ны (стороны — шестиуголь- 
ников), двери имеются ров- 
но в двух стенах. Докажите. 
что любой замкнутый путь 


разбита 


по такому аёбиринту про- 
ходит через четное число 
дверей. 


ФЗ12. Обруч радиуса Ю. ки- 
тящийся — со скоростью © 
по горизонтазьной — леверх- 
ности, налетает абсолютно 
неупруго на ступеньку высо- 
ты В (< В). Какую ско- 
рость будет гметь обруи, 
когда он овзберется» на сту- 
пеньку? Пр. какой мини- 
мазьной скорости обруч 
сможет «взобраться» на сту- 
пеныку? 
Проскальзывания нет. 


р. №4 


{ 
ИУ 


Рис. 10. 


Назовем смежными две комнаты, соединенные дверью, 
Отметим красным иветом все «ходы», из которых может 
состоять путь. Точнее, соединим красным отрезком центры 
кажлых двух смежных комнат. На плоскости получится сеть 
красных лнний (см. рис. 9). Как дегко доказать, опа разре- 
зает плоскость на равные ромбы. (Каждый «глухой» отрезок 
стены лежнт п отдельном ромбе.} 

Пусть тенерь У нас есть замкиутый путь по красным /м- 
ниям. Вообще говоря, оп может сам себя пересекать. Но. 
если он проходит через одну комнату два раза, мы разобьем 
его на два замкнутых пути. Так будем делать до тех пор. 
пока не разобьем данный нуть на несколько замкнуТых не- 
самопересекающихся путей. Таким образом, достаточно дока- 
зать. что каждый несамоперссекакищийся путь содержит чет- 
ное число отрезков. 

Пусть нам дан несамопересекающийся замкнугый путь 
[. (одни такой путь показан на рисунке 9 стрелками). Он ог. 
раничивает часть нлоскостн, состоящую из ромбои. Пусть 
в ней А ромбов. У них всего 4А сторон. Чтобы узнать коли- 
чество отрезков пути @. надо из числа ЗА вычесть удвоен- 
нос чнсло тех сторон, по которым ромбы сонрикасаются. 
Разность составит четное числа, что н требовалось. 

Другое решение можно получить, убедившись, что прн 
заданной планировке можно раскрасить комнаты в лва ивета 
так, чтобы смежные комнаты имели разный авет (рис. 10). 


А..7. Тоом 


Ф 


Так как столкновение обруча со стуненькой абсолютно 
неупруго, то при ударе о стуненьку нмнульс обруча изменя- 
ется. Со сторомы ступелькм ца обруч действует снла. иаарав- 
леинная вдоль радиуса Ю обруча (рис. 11). Благодаря этому 
импульс обруча при столкновении меняется так, что его про- 
екция иа осъ ОХ. идущую влель раднуса Ю, становится рав- 
ной нулю. Проекция же имлульса на ось ОУ не изменяется. 
Следовательно, 8 результате столкиовения импульс обруча 
стамовится равиым по абсолютному значению тг мт“, 

к —й 


а его скорость---и $1 == Г: (см. рис. |). Воспользуемся 


тенерь законом сохранения энергнн. Сразу же после удара 


И ‚из ую —й 2 
обруч обладает кннетнческой энергней —5— г: 


‚ Подцяв- 
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Рис. 11. 


$313. Коэффициент прелом- 
ления атмосферы планеты х 
уменьшается с высотой Е 
над ее поверхностью по за- 
кону пп, —ай. Радиус 
планеты В. Пайти, на какой 
высоте №, над поверхностью 
планеты находится опти- 
чекий канал, по которому 
световые лучи будут обхо- 
дить планету, оставаясь 
на постоянной высоте. 


Рис. 12. 
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шись на ступеньку. обруч будет обладать потенциальной 


2 


энергией  шай и некоторой кинетической энергией ш. 
следовательно, 
аи " == три -- г: . 
‚ 


Отсюда иайдем скорость, которую будет иметь обруч, косда 
ои «взберется» на ступеньку: 


Если скорость гаи —- это мннимальная скорость. прн 
которой обруч *взберется» на ступеньку, то ца стуцецьке 
он будет обладать только потенциальной энергией, то есть ° 


› Юя? 
о Инт) —2рй — 0. 


Отсюда 


ы в И2кй- 


а те 
Й. Ш. Слободецкий 
Ф 


В атмосфере. где коэффициент преломления л уменыша- 
ется с высотой, свет распространяется не прямолинейно. 
Поворот фронта световой волны н, следовательно, искривле- 
ние световых лучей пронсходит из-за того, что скорость света 


с 
п среде о = тя тем больше, чем меньше коэффициент прелом- 


ления. 
Обозначим через Ай ширину оптического канала, по ко- 
торому световые лучи будут обходить планету, оставаясь 
на постоянной высоте. Рассмотрим два крайних луча. 
Луч. остающийся на постоянной высоте В. (рис. 12), 
обойлет плзнету за время 
2148 В») 
е, 


. п, — ЯЙь 
Ни.) —*. 

Другой луч того же светового капала, отстоящий от пер- 
вого на расстояние Ай<А., должен обойти планету на высоте 
Я, -- АЙ за то же самое время (только в этом случае фронт 
световой волны, распространяющёйся по каналу, будет всю- 
ду пеопеидикулярен окружности радиуса ЕЮ Г Йа): 


2л (КЮ 1 Нь -- Аи) * 
ПА ый 


| п. — & (Й, -> АВ 
= 21 (Ю-В -- боем. 
Ириравняё времена распространения и учитывая. чтб 
Ай < В. найдем 


А 
ори ия К ) я 
Заметим, что рассмотренное явление называется круго- 


вой рефракцисй. Как показывают наблюдения. оно возможно. 
например, н атыосфеое Венеры. 
4 


ФЗ14. По гладкой 
лютно нецпругсй трубке, 
содержащей — очень большое 
чисао колен, начинает сколь- 
зить шарик (рис. 13). Найти 
установивиуюся скороёть 
Овижения шарика по гори- 
зонтальным участкам труб- 
ки. Зависит ли она от началь- 
ной скорости? Разность 
высот соседних горизонталь- 
ных участков В. Наклонные 
участки образуют с гори- 
зонтом угол в. 


и @а0со- 


поза а 
ч . 0 


Чо 


а \,,с05 а 


Рис. 13. 


Двнгаясь но наклонному участку Глалкой трубки. ша- 
рик увеличивает свою кинетическую энергию, а при ударах 
в моменты перехода с одного участка на другой — теряет 
эиергию. Поэтому ‘действительно можно говорить об устано- 
вившейся скорости #уст движения шарнка по такой трубке. 
Покажем это более строго. 

При каждом ударе составляющая импульса шарика, 
периендикулярная оси того колена трубки, в которое шарик 
переходит, становится равной нулю. Составляющая же им- 
пульса, направленная вдоль осн этого колена, остается ненз- 
менной. Поэтому, если шарик подошел и излому трубки 
со скоростью у, оп отойдет от него со скоростью и с0$ я 
(рис. 13). 

Пусть скорость шарика в конце начального горизонталь- 
ного участка равна 5,. После перехода через излом она будет 
равна #. с0$ =. В конце первого наклонного участка скорость 
увеличится до значения : 


РАЗВИТ 
ор = | 0 с05? а + 2иН , 


которое можно найти. применяя закон сохранения механи- 
ческой энергии 


2 
т.(иу с0ъ 2): Ч 


очи = —5 (°) 


На втором горизоитальном участке, следующем иосле 
пезехода через излом, скорость будет равна 


и 


9: = 1, 0$ 0 р 05 05? @ -- ЕЯ с054, 


на третьем горизонтальном участке — 


= Из 058 х'- ий (соз* а -- 1!) со5а, 


на четвертом — 


оз = И с05' 0 а -- 21 [058 2 -— с05й а -|- 1] соз а, 


на п-м — 


#„ = 


=/& с052 2—3) сей со5* со... х 


\{п—1} 


|-—-с05 {= 


| — 20$ © 


еее Из со? 7" —3) 9, + Эр с05%. 


Так как со «1, при очень болыших п с057427—3) о < | 
и с0$7—Ю а < 1. Поэтому шарик будет двигаться по го- 
ризонтаяьным участкам с устаповившенся скоростью 


С05 == с05 & 
п ИЛ — —— 
ыы УГ- ояа и зна У Г-Е с6529 


Уж. 


Заметим, что оуст ие зависит от начальной скорости #,. 

Зная, что установившаяся скорость существует и не за- 
висит от начальной скорости, вуст`МожЖио найти непосред- 
ствеино из уравнения (+), где исобходимо положить 
Ууст = 90 = 1, 60$ < (см. рис. 13). 
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$315. Провалочная спираль, 
присоединенкая к городской 
осветительной сети, нагре- 
вается электрическим то- 
ком. Половину спирали на- 
чинают охлаждать (напри- 
мер, водой). Как это отра- 
зится на количестве тепла, 
выделяемого этой половиной 
спирали? Всей спиралью? 
Напряжение сети считать 
неизменным- 


и 
| В 
Рис. 14. 
и 
у 
®>В 
В.<В 
Рис. 15. 


ФЗ16. Если выпуклый сзвезд- 
чатый»  многогранник, вы- 
лепленный из пластилина, с 
силой бросать вертикально 
вниз, то он будет отскакц- 
вать как упругий резиновый 
мячик, практически не сми- 
наясь. В то же время паасти- 
Янин легко мнется руками. 
Почему? 
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Обозначим сопротивление каждой ноловины спирали до 
начала охлаждения через А (рис. 14). Так как сопротивление 
металлов зависит от температуры (увеличивается при нагре- 
вании и уменынзется при охлажденин), То охлажденне одной 
из половин спиралн приведет к уменьшению сопротнвления 
этой половины до некоторой величины К, < Ю. Поскольку 
напряжение сети [# неизменио, это вызовет увеличение снлы 
тока в цепи н, следовательно, дополинтельное нагревание 
другой половины спирали. Сонротивление этой половины 
увеличится и станет равным Ю, > В (рис. 15). 


Новое значение силы тока в цепи / = Г: будет 
1 


-: 
болыне прежнего /» -= эр Действительно, предноложим 


обратное, что {= 7,. Тогда сопротивление неохлаждаемой 
половины спирали останется прежинм или уменьшится 
(Ю. = А). а сопротивление охлаждаемой половнны Ю, < Р. 
Следователыю. общее сопротивление А, -— ВЮ. < 28 ин новое 
значение тока {> Г,. что протнворечит нашему предпо- 
ложению. 

Итак, / > Га. н поэтому выделяемая во нсей цепн мощ- 
ность (то есть количество тепла п единицу времени) Р_- {{/ 
увеличится. 

Так как {> /, нА. > А, то количество тепла Р, 

ЕВ., выделяемое п неохлаждаемой половине. также уве. 
личится. 
(Е, 


рю " Е * 
м 1 (Е, - А: 
лаждаемой половине, наоборот, уменьшится по сравнению 


Мощность Р; выделяемая в ох- 


< начальной мопиюстью Ро „=. дю == ЗЕ . Нокажем это. 
Найдем отношение Р, Ру: 


РИ _ ЕВ 
Р “Ч ` зв 1Ю,Е р 
Очевндио, что 
(АА. _ (В В. 
48 > 488. , 


= последнее выражение больше или равно |, так как сред- 
нес геометрическое двух величин (]/ С. В. ) не превышает 


.. 


Таким образом, действительно Р, «Р,, то есть мощ. 


| 1 
их среднего арифмегического | 5 


ность, выделяемая и охлаждаемой половине спирали, 
уменьшится. 


Под действием внешних снл любое тело может деформн- 
роваться. Если освобожденное от действия снл тело восста- 
иавливает свою гервоначальную форму н размеры, то дефор- 
мация называется упругой. Если же тело не полностью воз- 
вращается к первоначальному виду, то товорят, что наряду 
с упругой дефорыацией происходит также п пластнческая 
деформация. 

Матерналы, которые могут переноснть без разрушения 
пластические деформации очень болыние но сравнению с ве- 
личиной упругой деформации, называются пластичными. На- 
оборот, если разрушение наступает после пластической де- 
формации, весьма малой по сравнению с упругой, то мате- 
рнзл называется хрупким. 


В 


ФЗ17. В воздухе пра нор- 
мальных условиях молекула 
сталкиевется с другими мо- 
декулами, причем путь меж- 
ду столкновениями (длина 


свободного пробега) равен в 
среднем }. = 0—3 см. Оце- 
ните 
духа. 


размер молекулы в03- 


Однако свойства пластичности н хрупкости материала 
сильно зависят от продолжнтельности действия силы. от ско- 
ростн деформацин, от температуры материала и Т. п. 

Пластилин, вообще говоря, относится к иластичным ма- 
териалам. 110 при кратковремениых нагрузках (ударных 
силах) у таких веществ область упругих деформаний значн- 
тельно увеличивается. Поэтому шарнк илн вынуклый много- 
гранник отскакнвает от пола, почти не изменив споей формы. 


Б. Б. Биуховцев 
Ф 


Размер молекулы можио оценить, если известны длина 


‘свободного пробега н среднее чнсло молекул в единице объема. 


Будем считать модекулы упругими шариками ралнуса г. 
Предположим, что все молекулы, кроме одной, паходятся 
п мокос. Едниствеипая днижущаяся молекула, двигаясь с ве- 
которой средней скоростью и, как бы «вырезает» в прюстранст- 
ве нилипдрическийя объем раднуса 2г н сталкивается со всемн 
молекулами, центры которых оказались внутри этого объема. 
При каждом столкповенин направление движения молекулы 
нзменяется, п ее нуть представляет собой зигзагообразную 
линкю, показанную на рисунке 16. 

Полный объем, «вырезасмый» молекулой в пространстве 
за 1 с, равен 41/7. Среднее число столкновений за |1с есть 
у - 4д7Зин, где м — число молекул п елниние объема. 
При пормальных условиях м -- 2.7. 101 см 3; 

Теперь можно записать выражение для средней длины 
свободиого пробега &. Средняя скорость движения молекулы 
г, и среднее время между столкновеннями т -\ 1. Поэтому 


} е 1 
м бит 


Отеюла паидем радиус молекулы: 
| | 
2у Ал 21 3,.14.10-8.2.7.10% 


г = = 1,1. 10-8 (см). 


Привеленный выше расчет ие учитывает движения дру- 
гих молеку., поэтому полученный результат является лишь 
приближенной оцепвкой размера молекулы. Более точный 
расчет. учитывающий не только сам факт движения всех мо- 
лекул, по и закон распредслення молекул по скоростям, 
дает поправку порядка 20% к этому результату. Заметим 
также, что величина 2г в молекулярной физике играет важ- 
ную роль и носнт пазвание газокинетического диаметра 


молекулы. а 
С. М. Козга 


В этом номере мы публикуем фаммнлим тех, 
кто прислал правильные решенмя задач 
м296—мМ305, 313—317 [мирные цифры 
после фамилым — последиме цифры номера 
решениой задачн). 


Математика 


В большинстве пнсем содержалось верное 
решение задачи М3З02. Остальные задачи 
решили: Д. Азов (Челябинск) 6—9, 1. 3; 
О. Аполонский (Жуковский) 6; А. Арутю- 
нян (Арташат) 6; Л. Баньковский (Уральск) 7; 
В. Басманов (Воронеж) 6, 8, 9; А. Блох 
(Харьков) 8—1. 3; И. Вандакуров (Леннн- 
град) 6, 9; А. Верпаховский (Ленинград) 


6--9; В. Витюкоз (Орел) 6, 8, 9; И. Воль- 
вовский (Москва) 1; 1. Гедалин (Тбилиси) 8. 
73: Е Геши (Ленинград) 6, 8, 8. 1; О. Глуиг 
ко (Москва) 6, 9: Е. Горбатый (Одесса) 6; 
И. Григорьева (Казань) 6; С. Гродский (Кор- 
сунь-Шевченковский) 6; А. Гулиев (с. Су- 
лейманлы Аз. ССР) 8, 9; А. Гумилевекий 
(Рига) 7; А. Гисев (Абакан) 1; В. Гусейнов 
(Нахичевань) 8—9. 1; В. Демьянов (Тулз) 8, 
8; АД. Диденко (Краснодар) 1; А. Жохин 
(с. Бережовка Черинговской обл.) 6; Я. За- 
харезич (Ташкеит) 6; Л. Зелевинский (Москва) 
6—9. 1, 3—5; Б. Б. Неанов (Челябинск) 
6, 9, ; Р. Измайлов (Баку) 6, 9; М. Имерлиии- 
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вили (Тбилиси) 6, 7, $; Н. Искендеров (Акста- 
92) 8; В. Кайманович (Ленинград) 6—8; 

. Калика (Киев) 8: Е. Калошин (Москва) 
6, 7; А. Камалян (Иджеван) 86, 1; В. Каменец- 
кий (Москва) 6; П. Кирсанов (Москва) 1; 
И. Клевчук (с. Ставчаны Черновицкой обл.) 1; 
Л. Клименок (Москва) 6, 8; В. Конев (Ан- 
гарск) 6—9; С. Корнилов (Ленииград) Г; 
Н. Крайнюков (Куйбышев) 6, 9; Е. Ландман 
(Ленинград) 6; Е. „Тейбман (Минск) 8; В. „Тип- 
кин (Москва) 6, 9, 4; Д. Литвиненко (Сева- 
стополь) 6. 8, 9, 1; С. Лифиц (Харьков) 
6—9, 1; М. Любич (Харьков) 6—9; Г. Ую- 
сов 4{Тейково) 6; В. Медаедь (Молодечио) 6; 
М. Морайнз (Польша) 6, 9%, 1, 3; И. Морозов 
(Горький) 6, 9; В. Небогатов (Бобровка) 8; 
В. Нейман (Ленинград) 6, 8, 1; Н. Нецве- 
таёв (Ленинград) 1, 3; С. Онучин (Пермь) 6, 
9; М. Островский (Харьков) 6; И. Панин 
(Апатиты) 6, 9, 1; И. Ленков (Москва) 6, 7, 9; 
В. Пойда (с. Голятин Закарпатской обл.) 6; 
В. Поргв (Киев) 6; С. Пославский (Харьков) 6, 
8. 9. 1, С. Путинцев (Невинномысск) 6, 9, 
1. 3; А. Радулу (Кишинев) 7; А. Разборов 
(Люберцы) 6, 7, 9; Т. Райков (Болгария) 6; 
М. Райтер (Ленинград) 6, 9; В. Романов 
(Димитровград) 6, 7, 9, 1; Е. Романовский 
{Киев) 1, 3; И. Сапрыкин (Фруизе) 9; В. Сле- 
пой (Томск) 1, 5; С. Соловьев (Орел) 6, 8, 9; 
А. Соломахов (Москва) 1; Б. Соломяк (Ленин- 
град) 6, 8—1, 3, 4; В. Тарасов (Ленинград) 
6—9; Е. Титов (Ленинград) 6, 9, 1; В. Гка- 
чук (Москва) 6, 8, 9. 1; С. и (Ташкент) 
9, 3; Д. Утнасунов (Элиста) 6: С. Филимонов 
(Леиннград) 6, 7, 1; Ю. Философов (Саратов) 
6—9: С. Финашин (Ленииград) 6—1; 3—5; 
В. Харатоник (Польща) 6—9, 1, 3,3; И. Цу- 
керман (Ленинград) 1, 4; А. Черебатов (Омск) 
1, 3; Шобоев (п. Ерцево  Архангель- 
ской обл.) 6; Ф. Шахурова (Казань) 6, 8, 1: 
О. Шарапова (Ташкент) 6; С. Шаташвили 
{Тбилиси) В: Н. Шмырин (Реж) 6; В. Шпа- 
ковский (Пинск) 6, 9; Г Шпильрайн (Москва) 
6; 1. Щербина (Харьков) 1; А. Эстерлис 
(Тбилиси) 6; И. Юнус (Харьков) 6, 7, 9; 
Б. Юсин (Москва) 6—9, 1, 3, 4; С. Яковенко 
(Москва) 6, 1; Б. Яцало (с. Морочно Ровен- 
ской обл.) 6, 7 


Физика 


Х. Абдуллин (Алма-Ата) 3—1; Ж. Абдураи- 
м0в (Турткульский р-и УзССР) 7; М. Агеев 
(Тула) 4; Г. Айзин (Брест) 4, 7; С. Алексеев 
(Москва) 7; А. Алексеев (ст. Выселки Красно- 
дарского кр.) 7: К. Алиахберов (Казань) 7; 
Я. Аннамурадов (Байрам-Али) 7; А. Ата- 
баев (Карачаевск) 4; Н. Бобакулов (Катта- 
курган) 7; В. Бакиров (Куйбышев) 6; А. Бак- 
лай (Пннск) 7; А. Балаган (Кривой Рог) 7; 
С. Балашов (Москва) 6, 7; Р. Басыров 
(д. Н. Каракитяны ТАССР) 3, 7; В. Бедня- 
ков (Москва) 6, 7; В. Беликов (Тбилиси) 4; 
М. Бирман (Саратов) 6, 7; Ю. Богомолов 
{Казаиь) 3, 4, 7; В. Борю (Запорожье) 3, 
4, 7; И. Быстрицкий (Нижний Тагнл) 7; 
В. Вайчайтис (Куршенай) 7; Р. Вафин 


А 


(д. Чалны ГАССР) 7; А, Вечер (Минск) 7; 
К. Волчек (Москва) 7; В. Гаенко (Новая 
Каховка-2) 7; `И. Галишников (Волгоград) 
3—6: М. Гедалин (Тбилиси) 3, 4, 6, 7: В. Ги- 
резь (п. Новоельня Гродненской обл.) 7; 
О. Годин (Симферополь) *4; А. Гордин 
(п. Урень Горьковской обл.) 7; Г. Горлачев 
(Белорецк) 4; А. Горшков (Иваново) 7; 
А. Григорьев (Волоколамск) 6, 7; А. Гри- 
горьев (Ессентуки) 6, 7; А. Грицук (Дроги- 
чин) 7; Е. Губанов (п. Востряково Москов- 
ской обл.) 7; Е. Демихов (Усмаиь) 4, 7; 
А. Денисенко (с. Воскресеика Донецкой обл.) 
7; У. Джуманияэов (Хазараспский р-н Хорезм- 
ской обл.) 7; Ю. Докучаев (Ленинград) 3—7; 
А. Ерин (Тула) Т; Д. Жуховицкий (Мага- 
дан) 3, 4; Ю. Завгородний (Славянск) 6; 
В. Зосимов (Элиста) 4; В. —Кибальник 
(с. Чугуевка Приморского кр.) 7; В. Кирий 
(Чебоксары) 7; Л. Клименюк (Москва) 7; 
А. Клочко (Жуковский) 7; Я. Коган (Глазов) 
6, 7: А. Копнов (Новочеркасск) 4, 5, Т; 
К. Копейкин (Ленинград) 6, 7: С. Копылов- 
ский (п. Зиобь-Новгородское Сумской обл:) 
4—7; Ю. Коровин (Курск) 4, 5; И. Корыт- 
ный (Львов) 3, 5, 7; А. Костенко (Кировск) 7; 
Ю. Кузовко (пло Остромечево Брестской обл.) 
7; А. Кузубов (Краснодар) 7; С. Кузьменко 
(п. Копылово Томской обл.) 7; А. Макаров 
(Харьков) 4, 7; А. Макаров (Леиниграл) 5; 
В. Марчук (Черновцы) 5; С. Маслов (Горький) 
7; С. Мельник (Харьков) 3—7; О. Мирзга- 
басев (Черновцы) 5: А. Моисеев (Москва) 3, 
4, 7; А. Монич (с. Сокнриица Закарпат- 
ской обл.) 5, 7; И. Морозов (Горький) 5, 7; 
Р. Мусалимов {Байрам-Али) 5, 7; Ф. Нагаев 
(д. Исмагнлово БАССР) 7; С. Назаренко 


{п. Старая Купавна Московской обл.) 5; 
А. Охримчук ВЫ) 4, 5, 7; Н. Охрименко 
{Ромны) 7; Г. Палагин (Ижевск) 4, 7; В. Пес- 
тунов (Кировоград) 7; В. Пиотух (Севас- 
тополь) 6: А. Пресман (Москва) 7; А. Радул 
(Кишинев) 4, 7; В. Распонаморев (Ореи- 
бург) 7; А- Рахин (Камышин) 5; С. Раш- 
кеев (Солнечногорск) 3, 4, 5, 7; А. Рожнов 
{Фрунзе) 7; С. Ромамов (Москва) 7; Б. Ро- 
тань (Жданов) 7; А. Рудерман (Ленииград) 3; 
Рыжиков (Ахтубинск) 4, Т; Л. Савчук 
(Витебск) 6: Т. Саргазаков  (Фруизе) 4; 
В. Склярчук (Борщев) 5; 8. Смоленков (Ле- 
нииград) 7; А. Смоляков (Кадиевка) 7; И. Со- 
колов (Москва) 3, 6; В. Старожилец (Москва) 7; 
А. Стецик (Бараиовичи) 7; О. Тагаева (Таз-, 
кент) 7; А. Ганчишвилли (Тбилиси) 4; 3. Те- 
кеева (Карачаевск) 7; И. Теплицкий (Чирчик) 
5, 7; А. Тралле (Мииск) 3, 5, 7; К. Трутнев 
(Казань) 4, 5; А. ТГымчук (Львов) 4, 5, 7; 
А. Фадеев (Кировабад) 3; Н. Федин (Омск) 
3—7; С. Флоря (Чимишлийский р-иМолд. ССР) 
7; А. Фрумкин (Курск) 4; М. Хоминц (п. Тнс- 
меница Ивано-Франковской обл.) 7; С. Цвет- 
ков (Егорьевск) 5; „7. Цимринг (Горький) 3, 
5, 7; Е. Чернышов (Пеиинград) 7; Н. Шиы- 
рин (Реж) 7; О. Шпаков  (Волгоград} 7; 
О. Юдинцева (Саки) 1- 


Спрашивайте — отвечаем 


@ этом номере журнала мы помещаем ответ 
на вопрос нашего читателя В. Красина, уче- 
ника 10 класса московской школы. 


Уважаемая редакция! 


В статье «Электрон излучает фотоны» 
(«Квант», 1974, № 12) рассказывается г 
том, что ускоренно движущаяся заряжен- 
ная частица излучает электромагнитную 
знергию, и приводится формула для под- 
счета интенсивности этого излучения: 


| = 2222/33 (+} 


(е — заряд, п — ускорение частицы). 

С другой стороны, приводится пример 
с постоянным током, текущим по криволи- 
нейному контиру, и говорится, что «такой 
ток создает постоянное магнитное поле, но 
не излучает». 

Прочитанное вызвало у меня два воп- 
роса: 

1) Почему, двигаясь по искривленному 
проводнику, п значит, с искорением, элехт- 
роны не излучают? 

2) Не противоречит ли отсутствие излу- 
чения даже в случае тока. текущего по 
прямолинейному проводнику, классической 
электронной теории металлов? Согласно 
этой теории носителями тока в металлах 
являются свободные электроны, которые в 
отсутствие электрического поля движутся 
хаотически. Под влиянием электрического 
поля на хаотическое движение наклады- 
вается упорядоченное движение, таког, что 
средняя скорость электронов отлична от 
нуля. Двыжущийся по проводнику электрон 
испытывает столкновения с ионами  крис- 
таллической решетки, отдавая им пол- 
ностью энергию, накопленную при движе- 
ниц между столкковениями (эта энергия 
выделяется в виде тепла). Средняя ско- 
рость электронов не изменяется со време- 
нем, если по проводнику течет постоянный 
ток. Но ведь в промежутках между столк- 
новениями электрон движется ускоренно, п 
следовательно, он должен излучать. 


Ниже мы публнкуем ответ авторов 
статьи «Электрон излучает фотоны». 

Эти вопросы возникли из-за не 
совсем точной формулировки, допу- 
щенной в статье. 

Начнем со второго вопроса. В. Кра- 
син кратко ин правильно описал про- 
цесс прохождения тока через ‘металл. 
Мы, воспользовавшись именно теми 
представленнямн, которые он изло- 
жил, проведем небольшой расчет. 

Рассмотрим прямолинейный про- 
водник, по которому течет постоян- 
ный ток. Выделим |! см3 этого про- 
водннка, посчитаем энергию, излучае- 
мую за | секунду № электронами, 
движущимися в этом участке про- 
водника, н сравним ее с колн- 
чеством тепла, выделяемого ежесе- 
кундно в этом объеме. Так как меж- 
ду столкновениями каждый электрон 
движется с ускорением а = еЕ’т 
(Е — заряд электрона, т — его мас- 
са‚ Е — напряженность электриче- 
ского поля), то он излучает энергию. 
Согласно формуле (1) цнтируемой 
статьи ннтенсивность этого излуче- 
|. 2е2а? 2е4Ез 

— 738 — Зе3та , 
а интенсивность нзлучения № элект- 
ронов равна соответственно 


ния равна 


2М№е*Ез 
М Зала 

Согласно закону Джоуля — Лен- 
ца количество тепла, выделяющегося 
в проводнике с сопротивлением ЕЮ 
за | с, равно ЙЮ. Величину тока # 


можно выразить через плотность тока 
| #:=]1% ($ — площадь поперечного 
сечения проводника). Плотность тока 
связана с напряженностью Электри- 
ческого поля: } = АЕ, где А — удель- 
ная электропроводность. (Напомним, 


р$ 
что } где р- -— — удельное 


ть 
сопротивление проводника длины Ё, 
н поперечного сечения 5$.) Тогда 
количество тепла, выделяющегося 
ежесекундно в 1 см? проводника, 
объем которого И, равно 


= АР. 


Выразим А через параметры электро- 
нов, исходя из класснческой теорнн 
проводимости. Если средняя скорость 
направленного движения электронов 


©, то плотность тока } = е№. С дру- 
гой стороны, / = АЕ, так что д, -= _емо 


Найдем, чему равна скорость о. 
Двигаясь с ускорением еЕ’т, к 


концу свободного пробега электрон 
еЕ 
прнобретает скорость 9шах = ат = т 
(‹ — время свободного пробега). Сред- 
нее значение скорости направленного 
= 1 еЕ 
движення равно у а 
Время т можно найтн как отношение 
длины свободного пробега электрона 
[к скоростн и’. его теплового двн- 


ження (скорость направленного дви- 


жения о во много раз меньше скорости 
хаотнческого движения. и.) то есть 


[ а: 

И Поэтому = ии. 
ем 

Следовательно, }. -= > щьс. В 1 см? 


проводника ежесекундно выделяется 
тепло 
| М 
== тут 


Найдем теперь отношение энер- 


гии, излучаемой электронами, к вы- 
м 4 29 
делившемуся теплу: у’ =-5- и. 


Придадим этому выражению более 


наглядный вид, введя классический 
радиус Е ге =е тс”: 

№1 4 г, 6: 

3: а } 
Оценим величину этого отношения. 
Так как г. = 2,5.10-13 см, длина 
свободного пробега {[ не менее 10-см, 
а средняя скорость теплового дви- 
жения электрона о: ^х 10% см/’е, то 

№1 

в =10-* (1) 

Видно, сколь мало излучение, обу- 
словленное ускоренным движением 
электронов между столкновениями. 
В принципе оно может быть обнару- 
жено, однако в большинстве практя- 
ческих вопросов это излучение не 
играет никакой роли. 

Теперь обратимся к первому во- 
просу письма В. Красина. Рассмот- 
рим криволинейный проводник, на- 
пример, проводящий контур, имею- 
щий форму окружности радиуса г. 
Для хаотического движения электро- 
нов форма проводника, естественно, 
не существенна, так как длина сво- 
бодного пробега, как правило, зна- 
чнтельно меньше его наименьшего 
размера, тем более радиуса окруж- 
ности г (электрон между столкнове- 
ниями «не знает», искривлен провод- 
ник или нет). А вот в среднемэлектрон, 
конечно, движется по окружности, и 
значит, с ускорением 9?!/г. Однако это 
ускорение бчень мало, меньше даже, 
чем ускорение а = еЕ/т между столк- 
новеннями. Проверим это тверже: 


ние. От неравенства = = мож- 


но перейти к неравенству ухи „т, 


которое заведомо выполняется, так 


как г» Г аи и (величину и дегко 
оценить, воспользовавшись выраже- 
нием для плотности тока и тем, что 
М — 102* -- 1023 см-?). 

Ясно, что излученне, связанное 
с ускоренным движением на искрив- 
ленных участках, конечно можно не 
учитывать. 


М. И. Каганов, Г. Я. „Тюбарский 


Головоломка Сэмюэля Лойда 


к 


`.. 


а © © м - 


дм ^ м* 


Игра в «чаепитие» 


В эту игру могут играть двое или больше 
нартнеров. Каждый из инх запасается фиш- 
ками «своего» цвета. Игрок, как только иа- 
ступает его очередь, ставит фишку на сво- 
бодную чашку. После того, как все чашки 
закрыты фишкамн, начинается подсчет оч- 
ков. Число очков каждого из нгроков равно 
количеству квадратов с вершинами в чашках, 
иакрытых его фишками. Фишки, поставлен- 
ные его партнерами, им в расчет ие прини- 
маются. Например, если ваши фишки постав- 
лены на поля А, В, С. ЮО, Е, Е, С.Н, № 


то вы построили 3 квадрата: АВСР, ВЕЕО 
н ОРНЕ. 

Игра состонт как в блокироваинн попы- 
ток противников построить их квадраты, 
так п в построении собствеииых квадратов. 
Победителем считается тот, кто иабрая наи- 
большее количество очков. Буквы на рисун- 
ке помещены только для объяснения пра- 
вил игры. 

Задача. Попробуйте определить 
число квадратов, если все 33 поля игральной 
доски заняты вашими фишкамн. 
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ПРАНТИНУМ 
АБИТУРИЕНТА 


Итак, кончились школьные каныкулы, начался новый учебный год. Начинается он 
м в «Практмкуме абмтурмента», традиционном разделе нашего журнала, здресо- 
ванном тем, кто готовится к поступлению в вуз. 

В текущем учебном году мы будем продолжать публиковать статьм по математи- 
ке м физике, посвященные различным вопросам программы прмемных экзаме- 
нов, познакомим читателея < характерными ошибками, которые часто допускают 
на эступительных экзаменах абитурменты. На страницах журнала чмтатели най- 
дут тексты задач по физике мн математике, предлагавшихся поступающим а раз- 
пичные вузы страны в 1975 году, в таиже информацию о книгах, с которыми по- 
пезно познаномиться в пермод подготовки к экзаменам. 

Мы надеемся, что «Практикум абмтурмента» ствнет добрым советчиком поступею- 
щих, разъяснит непонятное, предостережет от возможных ошибок. Возможно, 
что в ходе занятий у наших читателей будут вознмкать какме-то вопросы, замеча- 
ния, предпожения. Напишите нам об этом. Редакция с радостью ответит вам, а 
намболее интересные предпожения м соображения читателей олублнкует в руб- 
рике «Читателн советуют». 

Конечно, матерналы «Практикума эбытуриентаю» не смогут заменить школьные 
учебныки. Этн материалы следует рассматривать лишь как дополнения к учеб- 
ныкам, разъясняющие теоретические положения школьного курса м иллюстри- 
рующие их решениями задач зармантов аступительных экзаменов. Намечая темы 
статей, редакция учитывала опыт прмемных экзаменов мы те многочисленные со- 
ображения, которые высказывали читатели в свомх письмах. Помимо материз- 
лов, которые будут опубликованы в текущем учебном году, при подготовке н 
экзаменам полезно познакомиться н с темы статьями, которые уже появлялись в 
предыдущих номерех журнала; темвтический список таких статей можно найтм п 
«Кванте», 1974, № 1, с. 52. 

Не следует думеть, что материвлы «Практикума абитуриента» рассчитвны только 
на десятиклассников. Многие слатьм этого раздела вполне доступны м дезяти- 
классникам, а мз других статей им будет понятно очень многое. Так что читать 
«Прантикум абитуриента» могут все, н это в значытельноя степенк будет способ- 
ствовать лучшему усвоению того матермала, который входит в программу всту- 
пительных экзаменса. 

Несколько спов еще об одном вопросе — о репетмторах. Некоторые поступаю. 
щие рассчитывают на то, что помощь репетитора перед экзаменом позволит им 
быстро м без труда псаторить необходимый мотермал ы успешно выдержать 
конкурс. Это гпубокое забпужденмие! Опыт показывает, что «натасканные» ре- 
петнторамм поступающие получают лишь формальные к пояерхностные знаныя; 
это, как правмло, проявляется на вступительном экзамсне. Залог подлминого 
успеха на приемных экзаменах — систематическая, регулярная самостоятельная 
работа. Тот кто дейстантельно хочет стать студентом, добьется этого, если, не 
теряя временм, начнет уже сейчас настойчиво повторять теоретический матернал 
и актмано тренироваться в решении задач. 


УТ. В. Рыжков Однородные 
уравнения 


Ю. И. Ионин 


В школьном курсе математики по 
крайней мере трижргы встречается 
понятие «однородное уравнение» («од- 
нородная система уравнений»). Так, 
при решении систем линейных урав- 
нений однородной называли систе- 
му *) 


[ах фу=0, 
| х--ау- 0. 


Когда рассматривались системы урав- 
нений второй степени, говорилось, 
что система уравнений 


[ 14х* — бху = Зу = 16, 
| 6х —ху ну =8 


равносильна системе уравнений, одно 
нз которых однородное, а второе 
является одним из уравнений исход- 
ной системы **). При решенин три- 
гонометрических уравнений ***) од- 
нородными назывались уравнения 


т х — 60% х 0, 
$112 х—5 Ух с0$ Х — 6 с05х 0. 


Что же объеднияет приведенные 
выше примеры и как понимать тер- 
мин «однородное уравнение»? 

Многочлен }(и, у} от двух пере- 
менных называют сднородным много- 
членом степени п, если все его одно- 


*) Е. С. Кочетков, Е.С. Ко- 
четкова. Адгебра и иачала анализа. 
М., «Просвещение», 1974, ч. |, с. 54. 

**) Там же, с. 142. 
***; Там же, с, 28. 


члены имеют степень п. Например, 
(9) -: 2и* — Тии - 9%" 


— однородный многочлен второй сте- 
пени, а 


(ид. м — 15-5 
— одиородный многочлен третьей 
степени. 


Уравнение | (и, и) -- 0 называют 
однородным уравнением Е-й степени, 
если [(и. 0) — однородный многочлен 
степени К. 

Заметим, что понятне однородно- 
сти распространяется н на уравнения 
с большим числом неизвестных. На- 
пример. мы скажем, что уравнение 
хз -|- Зх?у -". Зхуг — 2 --0 — одно- 
родное уравнение третьей стенени 
относительно неизвестных х, уни 2. 

Рассмотрим однородное уравнение 


п-й степени с двумя неизвестными 
хни 
ах, у) = ах ах-щу + 

ыы ах"? =. - чу -0. (1) 


Будем считать, что а, 52 0. 


Случай. когда и, 0, «водится к рас- 
сматриваемому нами следующим образом: 
если мы вынесем за скобку у п нанменышей 
встречающейся стсиени, то и скобках будет 
стоять однородный миогочлен © иснулевым 
старшим коэффипиентом. Например, уравне- 
ние ху -- Зху? — 76 0 принимает вид 
У? (х4 -— Зху? — 7%) 0. после чего остается 
рассмотреть равносильную исходному урав- 
нению совокупиость уравнений у’ - 0, х 
-г 3х, — 7% = 0. 


Заметим, что парах -0, у-0 
является решением уравнения (1), 
а пара х —х,, и-—0 при а 520, 
х, э= О решением уравнения (1) не 
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Рис. 1. 


является. Разлелив обе части уравие- 
ния (1) на у”, мы получим уравнение 


и-й степени с одимм неизвестным 
= / 1: 
а о +а._ё+ 


а № 1 


Этим свойством однородных урав- 
нений мы воспользуемся при реашс- 


нии приведенных ниже задач. 
Выясиим, что представляет собой Мно- 
жество точек плоскости, координаты х, у 
которых удовлеткоряют уравнению (1). Преж- 
де всего. в это множество входит начало 
координат О (0. 0). Затем. если щ =, 
то появляется решение м = 0. определяющее 
ось абсцисс. А корни (.. 1...... ш уравие- 
иня (2) определяют прямые х == Пу, хэш 


= [5у. & = и. проходящие через 
начало координат |папример. на рисунке ] 
пе Е =. 


Задача | (МГУ. бгеофак, 
1967). Из пункти А в пучкт Б вы: 
гхала машина. Одновременно навстре- 
чу ей из пункта Б выехал велосипе- 
дист. Через три минуты после встре- 
чи машина меновенно поворачивает. 
гдет за велосипедистом и, диенав его, 
снова меновенно поворачивает п при- 
бывает в пункт Б. Если бы машина 
меновенно повернула через | минуту 
после встречи, и велосипедист после 
встречи  увелична бы скорость в 
15.7 раза, то машима затратила бы 
на всю дорогу то ме самое время. 
Найти отношение скоростей вело- 
сипедиста п машины. 

Пусть х (км/мин) — скорость ма- 
шнны, а у (хл/чин) — скорость ве- 
лосипедиста. Заметим, что на движе- 


нне машины от вункта А до первой 
встречи с велосипедистом в первом 
и втором случае уходит одно и то же 
время ин что на движение машины 
от места первой встречи с велосипе- 
днсгом до пуикта Б в обоих случаях 
также уходит одннаковое время. По- 
этому одно и то же время занимает 
движение машины от момента первой 
зстречи с велосипеднстом до второго 
зрохождения места их первой встрс- 


чи. Подсчитаем это время в каж- 
дом случае. 
1. После встречи с велосинедн- 


‹гом машина ехала 3 мин в нанрав- 
лении пункта Б. На обратную доро- 
рогу до места встречи ей потребустся 
це 3 мин. Велосипедист за это вре- 
мя удалятся от места встречи на буки. 
мМашива будет его догонять со ско- 
ростыью (х— у) км/мин, на это у нее 


уйдет 


мин. Па обратную доро- 
гу до места встречи у иее уйдет так- 
6 , 
“_ мамы, ‘а 
х—у 
12у 


‹ бу \ г 
= [О —и} ман. 


же всего 3+3.+ 


|. Проводя аналогичные рассуж- 
дения. получим 


2 15 2 15 
2-7 у 
ВЕ > + Ши > 
ШИ д Е 
6бу 


Приравнивая найденные выраже- 
ния, получаем уравиение 


6и 


) 
о ВИ. 2% 
7х — 154 ` 


х— и 
откуда 
7х? — [6ху —15у? =0. 


Это-- однородное уравнение второй 
степени отиосительно х иу. Полагая 
{ дуу (отношение скорости машины 
н велосипедиста) и решая уравнение 
712 -- 16—15 =0, находим # -3 (от- 
рицательный корень не удовлетво- 
ряет условию задачи). 


В этой задаче у нас было одно 
уравнение с двумя независимыми 
переменными. Такой случай встре- 
чается довольно редко, обычно в за- 
дачах переменные связаны некоторы- 
ми дополнительными соотношениями. 


Задача 2 (МИСИ). Решить 
уравнение 
Е Е 
20 (т) ты + 

28 кб 
х?— | 

Введем новые нензвестные н= 
се. ак Получим урав- 
м т. лучим Ур 


нение 20? — 502 -- 48ии = 0, однород- 
ное второй степени относительно и 
н у. Делим обе его части на и? (лег- 
ко видеть, что в случае и=о=0 


решений нет) и полагаем = Полу- 
чаем уравнение 20Р +. 48/—5 =0 
| 


с корнями Ё РИ Ы = 
рю 1 р. т Е 10 * 
и 5 
В первом случае — =——; 
х—2 х--2 _ 5. х2 —- Зх 2 
х=-1 хх!" 2, ж-. 8х2 = 
5 


= —-5;: 749-14 =0, это урав- 


нение действительных корней не 
нмеет. 
Во втором случае В 
р я} =; 


х? — Зх--2 м 2 А И ‚ 
ЕО ©; Зх —Шх+б вы 
х=3; Х. = >. 

Задача 3 (МИСИ). Решить 
уравнение 


2 (хх! 7(х— = 13 03—1). 


Положим нех— 1, 9-х. Хх |. 
Тогда уравнение примет вид 202— 
— 73 -. {1Зиу. В случае ч-и-0 
решений нет. Разделим обе части 
уравнения на 9? и введем новое не- 


и 
нзвестное О получим уравне- 


ние 7Ё + 131—2=0 с корнями {, -- 
=21/7, = —2. 


х-—1 
! ПЕ ЛИВЕН 
В первом случае Ее 
| . 
Е х—бх-- 8 = 0, х, --2, Х. = 4, 
во втором о. == 2х2 4 
О ре ыы 


+ 3х1 =0, х,— —, х. = — | 


2 - 
Ответ: ж=2, д, 4, ды -Ь 
Хх. = и ` 
Задача 4 (МИСИ). Решить 
уравнение 


ж-- 9х + 15-х И 2х5. (3) 


Введем еще одно неизвестное и - 
- И2х-+-15. Получим однородное 
уравнение х*-- и? = 2хи. Его можно 
решать как обычно, а можно пред- 
ставить в виде (х-—и)?:-=0, откуда 
х -и. Из уравнения х=р 2х +15 
следует х№—2х—15--0, х, 3, 
‹. -5. Значение х- —3 не удовлет- 
воряет уравнению (3), а х=5 удов- 
летворяет. 


Задача 5. Решить уравнение 


2 ИХ! их У. 

Если положить и х-+ 1, в -х— 
—1. то получится уравнение, козо- 
рое можно было бы назвать «одно- 
родным степени 1/3», если бы было 
дано соответствующее определение. 


Чтобы не иметь дела с дробными сте- 
пенями, положим 


а) и— Их и = Ихт. если 


Хх |; 
чо ъ——_ 
би и——1, у-иИ- а, 
если Хх —1. 
В первом случае приходим к 


уравнению 2и?—ио— 1? —=0, откуда 
делением на 4? находим, что 
Г оочис й 

их .. 
| ееаки | (второй корень уравне- 
ния 22 —Е—1- О следует отбросить), 
хи. и | 
ры | Е И 
промежутке х>| исходное уравне- 
ние корней не имеет. 

Во втором случае (при х< —!) 

получаем уравнение —2и — но - и? = 


Так что на 


51 


Фит 1 65 

".0, откуда ] ту. Хх —5 
65 

Так как — сд = — 1, тоэто — корень 


исходного уравнения. 
Задача 6. Решить 
уравнений 


систему 


Г 34? — 2ху— у? 0, 
| х=--5у=6. 
Первое уравнение системы — од- 
нородное степени 2. Деля обе его 


части на у? (случай у х Ощне яв- 
ляется решением системы) и полагая 


бете 
и * 
нению 3 — 


придем к квадратному урав- 
21—1 -0, откуда г, -1, 
. Таким образом, либо у 


= — 


3 
‚х, либо у -—Зх. Подставляя у 
-.х. а затем у - —Зх во второе урав- 
нение` системы, найдем четыре ее ре- 


шения: ху = х., -н, -— 6; 
15 = 249 
АЗ. : — и. - о ` 
—45 = |249 
Уз. = 2 
Задача 7. Решить  снстему 
уравмений 
3х? — ых Ч | 
(4) 


Ху: = 95. 


. Эта система характерна тем, что 
все члены, содержащие неизвестные, 
нмеют вторую степень. Чтобы осво- 
бодиться от свободиого члена, умно- 
жим второе уравнение системы на 2 
и вычтем его из первого. Рассмотрим 
систему уравнений, которая состоит 
из полученного уравнения (оно одно- 


родное) и второго уравнения исход- 
ной системы: 
52—29 у 
12 ь 
(5) 
| №= = Вы == 25 
Система (5) равносильна систе- 


ме {4). 
52 


Рис. 3. 


Из первого уравнения системы (5), 
х 
положив # ву находим: #, =-. 
З 
{, = —. Полетавляя х == нх= 


=—и/ во второе уравнение системы, 


652] ь 


находнм четыре решения: х, „== 3, 
уе ЗЭ хуь- 54, що. = 33. 


Первое уравнепие системы (5) опредс- 


ляет пару прямых Е 


1 
их = у. в второе — урависиие окруж- 


уравнениями х = 3% 


ности с радиусом 5 м центром п начале 
координат. Решеннями системы будут коор- 
динаты точек пересечения прямых Е окруж- 
ностью (рис. 2). 


Задача 8 (МИСИ). 
систему уравнений 


| 2х? — Злу у =3. 
- 2 = 6. : 
Умножив первое уравненне систе- 


мы на 2 и вычтя из него второе урав- 
нение, придем к системе 


Решить 


Е 32 — 8ху +4 =0, 

| х2 -Зху— 2? = 6, 
в которой нервое уравнение — одно- 
родное, его решения х. Зуи х= 

о 

=-=. Подставив. их во второе 
уравнение системы. находим два ре- 
щения: Ха 52, И. -= ЕТ. 


Рассмотрим примеры тригономет- 
рических уравнений, решение. кото- 
рых можно свести к решению одно- 
родиых уравнений. 


Задача 9. Решить иравнение 
2 япх--Зсозх -- 0. 


Это уравнение является однород- 
ным первой степени относительно 
зтх и с05х. Делим обе части урав- 
нення на созх (легко вндеть, что при 
этом потери корней нет). Имеем: 


24х30,  Шх-ф-. 


-= — ага +- п (#— целое). 


Уравнение а 511? х -- В пх со х 
--сс05? х --0 приводится к виду 
ах 4х с=0. 

Задача 10. Решить уравнение 


$112 х— Ззтлх с05 х + 2 с0$* х =: 0. 


При делении частей уравнения 
на с05*х потери корней не будет, 
поэтому получаем уравнение #6 х— 
—3х+2=0, откуда 1х, =\, 
х = + ЛЕ; 4х, -=2, Х, -- агс4р 2-- 
-- лт (Е,т — целые). 

Уравнение азтх + 6505х=с 


допускает много способов решения. 
Его можно привести к однородному 


х == 


: х 
уравнению относительно УИ ео и 


х : р 

с0$ -5-, подставив зтх- 29-Х 
7 Пе. ыы РЕЙ 

Хх с0$ —-, СОЗ Хх -- С05 п 2. 


=с со зе |. 

Задача 11. Решить уравнение 

З9пх-.5605х. —3. (6) 
Имеем: Ззшх- 5608х —З3. 


50-Х. Зат—— И НА 
$1 -5- —З 51 г 608 -5-— 4 05° -5- == 
> 0 2_Х 3 ы: 4—: ж 

Е * {5 о 16 р -= 0, {2 р] = 


— 4, х, =: 2 аг в 4 н2лК; = 


=—4, Хх, 20:1 2лт 
(^. т— целые). 
"Заметим. что решение уравнения 


ах фсозх с с помощью введения 
вспомогательного аргумента не всегда удоб- 


но. Решая, например, 


этим методом урав- 
нение (6), получим 


Зяпх -1- 5 с0$ х 
ии т т 
| уз х- 73 6] = 
— 5 
_ уз эт | | агсыв ——— 
яп ( . агсяп т) = ие 
УЕ [ИЗ 


ПИ т 


т 3 
агсз — 


ЕТ 
А 
73 1 ят 


Идея ‘использования одиородности 
при решении  тригонометрических 
уравнений обогащается возможностью 
увеличивать на 2 степени одночленов 
относительно и =зтх, и=созх пу- 
тем домножения их на $? х ++ с05* х. 

Задача 12. Решить иравнение 


© 


— агсут {т — целое). 


4 5тЗх = зтх -- со$х. 


Домножая правую часть уравне- 
ния на $11?х-с0%х и деля затем 
обе части на соз3 х, приходим к урав- 
нению 


Зе х— хх 1-0. 


Догадавшись, что прн разложении 
левой части на множители один из 
них должен равняться {2х— 1 (так как 
4+ех--1 удовлетворяет уравнению}, 
мы без труда находим это разложе- 
ние 


((ех— 1} (ха 2х1). .0 


и ответ: х фз лЁ (&— целое). 


Удачной заменой к однородным 
можно свести и некоторые показа- 
тельные уравнення. 

Задача 13 (МГУ, 
1964). Решить уравнение 


4% 2.14 +3.49*. 


химфак, 


Полагая 2х и, 7х--09, поиходим 
к однородному относительно и ну 


уравнению второй степени и? — ии — 
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— Зи: = 0. Решая это уравнение, 
находим: 
и 2х 
а) ем (= = — | —реше- 


ний нет; 


= -3, [9 =3, х= 08: 3. 


Упраж нения 


1 (МГУ, мехмат, 
нение 


1964). Решить урав- 


6 - 


| онА ВН неро у -З} 


2 (НГУ, 1970). Решить уравпение 
Бои (х 32 №8. (4°;2} 


/ 164 — 422) ; 
/ 2 199, (х,— 1 
И | 3 1? —5 но 


3 {УДНИ. 1971). Решить уравнение 
(3 _2 К 6х: _ 


+ (3—2 у) 6. 
4 (МГУ, геофак, 1900). Решить уравнених 
хи 2х — (8 —— ео 2х =1. 
5 (МГУ. биофак. 1966). Решить храп 
ненис 
я Ах — За 2х = |. 
6 (МГУ, химфак, 1964). Решить уравнение 
3 605 х— Мих — ми 0х == 0. 


7. Решить систему уравнений 


[ ху Кии =430, 
[их Их =2280. 


78 (ЛПИ. 196%). Ренниь систему ураб- 
нений 


9 СНЛИ, 1964). Решить уравиевие 


5433 


ао 


10 (МГУ. теофак. 1967). В пустой ре- 


зервуар пе двум трубам одновременно начн- 


нает поступать чистая вода н раствор кисле- 


ты постоянной концентрации. После нанолне- 


ния резервуара в нем получится 5%-ный рас- 
твор кислоты. Если бы в тот момент, Когда 
резервуар был наполнен наполовину, подачу 
воды прекратили, то после наполнения ре- 
зервуара п нем получился бы 10%-ный ра- 
створ кислоты. Определить, какая труба 
подает жидкость быстрее и во сколько раз. 
И (МИСИ). Решить уравиение 


Е ИИ 
(34 — ух —(-- Пу 34-х 
| 


12. Система уравнений 


—=30. 


| 1х? — Вху -- сиу? = 41. 
| вх? -— Баху -- су? = 4 


нмеет два решения: ху =, 4, == 3; х, == —5, 
у, =—.7. Можно ли утверждать, что мно- 
жество решений системы не ограничивается 
парами (хи): (ху)? Если да, то какие еще 
решения нмеет система? 
13 (МГУ, геофак, 


нение 


1962). Решить урав- 


ох: 2 ке 6х о 2.32х+? > 0. 


14. Решить уравнение 
(Иу-ы Е; У-ы =) - 


(Ги ув) = 


== 2х+1 


15. Решить снстему уравнений 


Вы 
2х 


о оу о 
ЧЕ — 2 — 5.2519 = |. 


16. Решить уравнение 


= Бу |. 


—_—_—— жа —_—_—_ 


ИНФОРМАЦИЯ 


УТ праздник 
юных математиков 
Закавказья 


«Когду-то многие считали, 

Что нуль не значит пичего»— 
— доносятся со сцены звонкие голоса. Идег 
шестой праздиик юных математиков. 

На этот раз п Батумн приехали школь- 
пики ФМШ вм. Комарова и члены матема- 
тических кружков Дворца пнонеров н школь- 
ников им. Б. Дзиеладзе из Тбилиси, ФМШ 
№ 145 из Киева к ФМШ № 173 из Баку. 
Гостями и активными участникамн нразд- 
инка были члены редколлегии журиала 
«Квант», матсматики из Московского ин 
Тбилисского университетов. 

Организовалн праздник Совет профсою- 
зов Аджарин, Отдел Просвещения Батум- 
ского Горисполкома, Батумский Горком 
ЛКСМ Грузин и школа № 7 г. Батуми. В 
празднике принял участие зав. отделом Мн- 
нистерства просвешения Грузин Л. С. Миа- 
тобишвилн. 

Праздник состояася в ноябре, но под- 
готовка к нему началась намного раньше, 
еще летом. Уже второй год подряд Батум- 
ская школа № 7 организует летнюю мате- 
матическую школу. Летом 1974 года на ку- 
рорте Бешуми в одном из корпусов Респуб- 
ликанского  пноперского лагеря висел ло- 
зупг: «Без математики ии шагу!». 35 будущих 
восьмиклассииков школы № 7 провели ле- 
то в горах на высоте 2000 м. Математнкой, 
физнкой и астрономией с ними занимались 
члены редколлегии «Квайта», научные со- 
трудникк МГУ и ЛГУ. 

Заиятия со школьниками проводили про- 
фессора А. А. Кириллов, В. П. Паламодов 
н О. С. Берляид, математики и физики из 
МГУ М. С. Полякова, В. Л. Гутенмахер, 
А. Н. Землаков, М. Л. Козельцев, Ю. Б. Анл- 
реев, математики из Ленинграда Б. М. Бек- 
кер и Ю. И. Иоицин, зав. отделом математики 
«Кванта» Л. Г. Макар-Лиманов. 

Занятия былн подытожены двумя олим- 
пиадами. Чемпионами летней чжолы 1974 
года стали Марина Торолыгина ин Виола 
Анжело, вторые места заияли Саша Ступин, 
Амирон Мелуа, Заза Гарибов, Рамаз Бе- 
жанидзе и Ира Мартынова. 

Романтики в Бешуми хоть отбавлий! 
Ребята вместе с преподавателямн часто хо- 


летней математической 


Лекцию в 
читает Б. М. Беккер. 


школе 


дили в походы, штурмовали вершины, пере- 
правлялись через бурные речки. поднимались 
к снежиникам. 

Тепло прошла встреча научных сотруд- 
ников МГУ и пионеров математического от- 
ряда © пограничниками. 

Впечатлений от лагеря осталось много. 
Было чем поделиться с гостями на праздни- 
ке математикн. 

4 ноября заместитель министра просве- 
щения Аджарии Г. К. Катамидзе открыл 
праздник. Школьников приветствовали до- 
цент Тбилисского университета А. Д. Бен- 
дукиязе, зам. главного редактора журнала 
«Квант» М. Л. Смолянский, руководители 
делегаций. Юных математиков приветство- 
вали пионеры школы № 7. 

Носле открытия состоялась 
редколлегией журнала «Квант». 

5 ноября была паучиая коиферепция 


встреча с 


школьников, О рождении Грузниской мате- 


матической школы рассказал А. Д. Бенду- 
кидзе. Затем г докладами на самые разио- 
образные темы выступили школьники. Были 
прочитаны доклады «О квадратуре круга» 
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После паучной конференцин все участ- 
ники праздника ездили на экскурсии в Са- 
либаурский чайный совхоз. 

День 6 ноября был посвящен экскурсии 
по побережью Азукарин. Гости обошли зна- 
менигый Ботанический сад на Зеленом мысе, 
полюбовались причудливыми скалами на 
берегу моря в Цихис-Дзири, побывали па 
курорте в Кобулети. 

7 ноября гости участвовали в праздиич- 
ной демонстрации, после которон быан прн- 
глашены на «Вечер дружбы», оргапизован- 
ный горкомом комсомола. 

8 ноября — экскурсия в Батумский дель- 
фипарий п аквариум. Во второй половине 


*Было ли яблоко» 


Какую геометрическую теорему изображают 
ребята: 


(8. Котария, 10 кл.. Тбилиси). «Три заме- 
чательные задачи древности» (И. Шеленхина, 
10 кл., Киев), «Равновеликие и равносостав- 
ленные фигуры» (В. Масхулия, 10 кл.. Дьо- 
рец пионеров, Тбилиси), «Средняя гармони- 
ческая нескольких чисел» {М. Варамашви- 
ли, 9 кл.. Дворец пионеров, Тбилиси). «Свой- 
ства точек касаиня виаисаниой окружростих 
{А. Резников, 10 кл., Киев; этот доклад опуб- 
ликован в 8 номере журнала), «Применение 
теоремы Эйлера к некоторым задачам» (А. Ге- 
ореян. В кл.. Батуми) н другие. 
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Найтн площадь заштрнхованной 


фигуры 


дня состоялся математический КВН. В со- 
став жюри под председательством Л.С. Мна- 
тобишвили вошли представители «Квантаз, 
руководители делегаций. 

По традиции командам сначала предло- 
жили изобразить, как Ньютон открыл закон 


всемирного тяготения и «разыграть» какую- 
нибудь геометрическую теорему. Яблоко 
у одних падало на Ньютона, у других не па- 
дало, а у третьих яблока вообще не было. 
Ну что ж, до сих пор историки науки ведут 
спор. было ли яблоко. Для паитомимы ко- 
манды выбрали различные теоремы: теорему 
Фаллеса, теоремы @ сумме углов треуголь- 
ника, ю  перпеидикуляре и наклонных 
и другие. 

Затем началось самое интересное — ре- 
шение задач. Вот некоторые из них: 

|. Остап Беидер организовал вх. Арба- 
тове раздачу слонов населению. На раздачу 
пришли 27 членов профсоюза н35 не членов 
профсоюза. Членам профсоюза давалось одн- 
наковое число слонов, одинаковое (но, воз- 
можно, другое) число слонов давалось п 
не членам профсоюза. В ходе раздачи оказа- 
лось, что при этом условин ее можно осу- 
ществить единственным способом. 

Какое наибольшее число слонов могло 
быть у О. Бендера? 


2. В Москве & высотных домов. Человек 
едет по кольцевой автостраде вокруг Москвы 
и видит их идущими в разном порядке. Мо- 
жет ли он увидеть все возможные варнанты 
нх следования, если: 8) А=:3; 6) Е= 4? 

3. Доказать, что натуральное число яв- 
ляется точным квадратом тогда и только тог- 
да, когда у него нечетиое число делителей 
(включая | и само число). 

Наиболее сложные задачи были пред- 
ложены кайитанам команд. Победителем вы- 
шел ученик киевской’ школы № 145 А. Рез- 
ников. 

Первое место и КВН заняли киевляне -—— 
39 очков; второе — команда ФМШ ям. Ко- 
марова — 30 очков; на третьем — батум- 
цы — 2] очко. 

Праздинк закончился 9 ноября вечером 
занимательной математики. Школьники 
ФМИШ им. Комарова показали постановку по 
статье М. И. Рейтмана «Транспортная задача» 
{«Квакт», 1974. №7. 

После этого ученики школы им. Кома- 
рова п члены математических кружков 
Дворца пнонеров предлагали занимательные 
задачн (см. фотографин). 

Шестиклассиики школы № 7 показали 
юмористическую  инсценировку “О нуле». 

В роли математических магов и вол- 
шебииков выступили ученики школы № 7. 
Они легко отгадывали число братьев, окои п 
комнате, помер этажа. Второй математнче- 
ский фокус с отгадыванием задуманной мате- 
матической фигуры был основан па перево- 
де чисел из десятичной системы счисления в 
двоичную. 

В заключение ученики школы № 7 по- 
казали пьесу М. Романенко «Живая геомета 
рня». 

На торжественном закрытин праздника 
заведующая отделом просвещения Батум- 
ского горисполкома Д. А. Глоити вручила 
участникам праздинка грамоты и памятные 
подарки. Вручала премии и редакция жур- 
нала «Квант». Номера «Кванта» с автогра- 
фами членов редколлегии получили команды 
щколы № 145 города Киева за победу в 
КВН и школы № 7 города Батуми за хоро- 
шую ортанизацию праздиика, а также ‘школь- 
ники, активио участвовавшие в празанике 
математики: А1. Варамашвили. В. Котория 
и В. Масхулия из Тбилиси. А. Резников и 
И. Шаленкина из Киева, А. Георгяя и В. Кра- 
силовский -— из Батуми. 

В заключение мы выражаем надежду, что 
шестой праздник юных математиков надолго 
останется в памяти каждого его участника, 
а те, кто на этом празднике были пока лишь 
зрителями. безусловно, поймут, что матемз- 
тика очень ннтересная наука и ею надо много 
н серьезно заниматься. 


М.Н. Жгенти 
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Всероссийский слет актива 


научных 


В весениие каникулы 1974 75 учебиого го- 
да в Москве проходил первый Всероссийский 
слет актива научных обществ учащихся, ор- 
гапизопанный Министерством просвещения 
РСФСР, ЦК ВЛКСМ, Всесоюзным Совстом 
Научно-технических обществ ин Правлением 


общества «Знание» РСФСР. 
В работе слета приняли участие более 
500 школьшиков: представители школьных 


научных обществ. дворцов пнонеров, малых 
академий и клубов юных любителей науки. 

2} марта перед участниками слета го- 
слеприимио распахнулись двери Копцерт- 
ного зала Московского городского Двориа 
пионеров и школьников. С приветственным 
словом к участникам слета обратился мн- 
пистр просвещения РСФСР А. И. Данилов. 
Ои отметил, что члены научных общестн уча- 
щихся только еще начинают творческую ра- 
поту. Важно помнять; что специалисты до- 
биваются успеха лишь тогда, когда дерзают 
в науке. а не любуются собой, когда они 
скромны в оценке своего места ин роли п когда 
отдают все свон силы н знання службе наро- 
ду п Родине. 

Участников слета привстствовала так- 
же секретарь ЦК ВЛКСМ 3. Г. Новожило- 
ва. Она напомнила собрашинмся слова то- 
варища Л..И. Брежнева, произнесенные им 
на ХУН съезде ВЛКСМ: «Страна. где люди. 
начивавшие свою трудовую жизнь с подруч- 
ного коооольщииа и ученика литейщика, 
онладевают высотами знаний, прокладывают 
человечеству путь К звездам, -- замечатель- 
пая страна! В судьбах Королева п Гагари- 
на — ярчайший пример того. какие широкне 
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обществ учащихся 


просторы и возможности открынаег соции- 
лизм перед челонском труда, персд нашей 
молодежью». 

От имени советских космонавтов делега- 
тон слета приветствовал дважды Герой Со- 
ветского Союза летчик-космонавт 11. И. Ру. 
кавишинков. Он выразил уверенность в том. 
что занятня в юношеских научно-техниче- 
ских обществах многим школьникам при- 
носят огромную пользу. Польза эта преже 
всего и том, что ребята получают ковкрет- 
ные результаты и приобретают важные 
навыки тпорческой работы, учатся работать 
со специальной научной литературой. 

Руководитель секции математики м кн- 
бернетники на слете. доцент механико-мате- 
матического флкультета МГУ и член редкал- 
легин журнала «Квант», кандидат  физнко- 
математических наук Н. Х. Розов в своем 
-ныктуплении привел два афоризма. адресо- 
ванных выдающимися учеными научной мо- 
лодежи. Первый афоризм принадлежит 
И. Г. Петровскому. бывиему н течение мно- 
гих лет ректором МГУ: «Увидеть Северный 
полюс совсем нетрудно. Трудно только дойти 
до того места, откуда он будет виден. Желаю 
каждому из вас дойги до того места, откуда 
будет виден ваш Северный полюс». 

Второй афоризм принадлежит извест- 
ному австрийскому физику Л. Больиману: 
«Нет ничего практичнее хорошей теориил. 

...Итак. открыгие слета состоРлось. Ча 
слете работало десять секций. Из инх три 
имели непосредствениое отношение к тема-- 
тике Журнала «Квант». Это секния 
математики и кнбернстикн 


(руководители: Н. Х. Розов и М. Д. Ком- 
ский — доцент Свердловского педагогиче- 
ского института, кандидат педагогическнх 
наук), секция физики (руководнте- 
ли: Н.С. Бабаев — старший научный сотруд- 
инк Института атомной энергии им. 
И. В. Курчатова, доктор физико-математи- 
ческих паук Э. М. Надгорный — заведую- 
щий лабораторией Институга физики твер- 
дого тела АН СССР, доктор физико-матема- 
тических наук). секция астроно- 
мни и космонавтики (руководи- 
тели: А. В. Засов — старший научный со- 
трудник Государственного астрономическо- 
го института им. П. К. Штериберга и 
К. А. Порцевский — директор Московского 
планетария). 

Работа- секций была чрезвычайно насы- 
щеиной п напряженной. 

Расскажем виачале, как проходила ра- 
бота секции астрономии и космонавтики. 

В нервый день, до мачала работы сек- 
вин, гости Москвы познакомились с отделом 
астрономии и космонавтики Дворца пноие- 
ров. Больше всего ребят собралось у летно- 
го тренажера юных космонавтов. Профессио- 
нальные дискуссии завязывались у стеидов 
со снимками астрономических объектов. 

К моменту открытия заседаний секции 
зал пионерского планетария, где происходи- 
ли эти заседания, был переполнен. По спис- 
ку должио было быть 38 делегатов слета, а 
в зале оказалось более 70. «Удвоение. иро- 
изошло за счет юных астрономов столицы. 

Мз рассказов Серегя Гусакова (г. Моск- 
ва, с. ш. № ЗЕ, Я кл.) и Анны „Талиинской 
(г. Москва, с. ш. № 408. Й кл.} о работе сск- 
ции астрономии и физики атмосферы ЮНО 
Московского городского Дворца нионеров н 
школьников гости узнали о тематике научно- 
любительских наблюдений, об экспедициях, 
экспериментах и реферативиных конферен- 
циях, об организации силами кружковцев 
клубов ин кружков в школах и пионерских 
лагерях. 


О многолетннх исследованиях природы 
загадочных серебристых облаков доложил 
Николай Власов (г. Москва, с. ш. № 710, 
9 кл.). Эгот доклад был удостоен премии 
журнала «Квант». 

После этих докладов гостям была пред- 
ложена хмини-викторина»: пять вопросов и 
ио одной минуте на размышление. Вот два 
из этих вопросов. 


1. Два корабая-слутника Озижутся по 
одной и той же орбите по инерции на рас- 
спюянии нескольких Чесятков километров 
9риг от друга. Второй корабль получил 9до- 
полнительное меновенное ускорение по на- 
правлению орбитального Пвижения. Как из- 
менипця в конце концов положение этого ко- 
рабля относительно первого? 


Варианты ответа: 


а) догонит и состыкуется с 
6) обгонит первый, 


первым. 


в) отстанет от первого. 

2. В открытый космос вынесен сосуд с 
водой. Представим себе. что сосуд иснез. 
Что произойдет с водой? 

Варнанты отвегж: 

3) замерзнет, 

6) быстро рассеетея в пространствг. 

в) соберется в шар. сохранив свое агре- 
натное состочние, 

После викторины участники секини раз- 
делнлнсь на две группы. Любителей астро- 
номии пригласили п лабораторию астрафи- 
зики Дворца, где им были предложены задечи 
практикума. Юным космонавтам предстояло 
пройти испытания на тренажерах. 

В заключение первого дня работы сек- 
ции ребята просаушалн доклад Олега Ива- 
ненко и Евоения Кузьмина из Московского 
Дворца пионеров «Комилекс для исслелова- 
ния планет» п сообщение старшего научного 
сотрудника А. А. Бомышакова «Космос -- 
человечеству». 

Ребятам посчастливилось побывать в Зес- 
здном городке, где они встретились $ космо- 
навтом Ю. П. Артюхиным, осмотрели музей 
Центра подготовки космонавтов. 

Второй н третий дни заседаний прохо- 
днли в Московском планетарии. Здесь было 
заслушано |8 докладов. Большинство из 
них — итоги научно-любительских наблю- 
дений, результаты практической работы по 
изготовленню астрономических инструмен- 
тов п моделей космических комплексов, тсо- 
ретические рефераты. Нанбольший нитерес 
н оживленную дискуссию вызвал докяад 
Александра Мальцева (г. Калининград, с. ш. 
№ 32. 10 кл.) «Гравитационный коллаис, 
сннгулярйые точки, их роль во Вселенной»; 
этот доклад, показавший глубокое проникно- 
вение автора п суть проблемы релятивист- 
ской астрофизики. был отмечен премией жур- 
нала «Квант». Премни «Кванта» удостоен 
также доклад члена Челябинского научного 
общества учащихся Андрея Сычикова (г. Че- 
лябинск, с. ш. № 58, 9 кл.) «О результатах 
обработки наблюдеинй кометы Когоутека». 

Помимо премий журнала «Квант» жю- 
ри ирнсудило еще 4 премии: школьному нау‹- 
ному обществу любителей астрономии с. и. 
№ 25 г. Ярославля, обществу любителей 
астрономни г. Крымска, школьному науч- 
иому обществу любителей астрономии с. ш, 
№ 32 г. Калининграда. обществу любителей 
астрономии с. не. № 1 г. Верекагина Перм- 
ской области. 

Следующим школьинкам били присуж- 
дены нндивидуальные премии: Сергею Язе- 
ву (г. Иркутск, с. ш. № 11, Ю кл.) — за 
доклад «Определение расстояний _ между 
штрихами пластинки микрометра зенитного 
телескопа»; Станиславу Янковскому (г. Моск- 
ва, с. и. № 21, 10 кя.} — за доклад «Изуче- 
нне переменных звезд»; Федору Фролову 
{Елаурская с. ш. Ульяновской области, 
10 кл.} — за доклад «Набяюдения мезосфер- 
ных облаков»; Евгению Воронову (г. Горь- 
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кий, с. ш. № 40, 7 кл.) — за доклад «Изучение 
активности Солнца ни ее земных проявлений»; 
Михацлу Смирнозу и Сергею Кирсанову 
(г. Москва, с. ш, № 18, 7 кл.) — за работу 
по моделироваинню мембранных крыльев; 
Георгию Безрукову (г. Волгоград, с. и. № 8, 
8 кл.) — за доклад «Наблюдения больших 
планет н малых тел солнечной системы»; 
Александру Луневу (г. Ленниград, с. ш. № 30, 
10 кл.) — за реферат «Циклы солнечной ак- 
тнвности»: Владимиру Белякову (г. Хаба- 
ровск, с. ш. № 63, 10 кл.) — за доклад «На- 
блюдения Эроса»; Ольге Плотниковой (г. Но- 
восибнрск, с. ш. № 125, 10 кл.) — за доклад 
«Наблюдения серебристых облаков». 

Пять школьников получили премни жур- 
нала «Юный техник» Василий Чулаков 
(г. Верещагин Пермской обл., с. ш. № 1, 
7 кл.); Сергей Курапов (г. Пермь, с. ш. № 133, 
8 кл.); Евгений Кузьмин (г. Москва, с. щ. 
№ 863, 8 кл.); Олег Иваненко (г. Москва, 
с. ш, № 7, 7 кл.): Сергей Луговой (г. Крас- 
нодар, с. ш. № 66, 8 кл.). 

ерейдем тенерь к работе секции мате- 
матики и кибернетики. 24 марта она работа- 
ла в Московском городском Дворце пионеров 
н школьников, 25 марта утром — на ВДНХ 
СССР в павильоне «Вычислительная техиика» 
н после обеда — в московской физнко- 
математической школе № 1140, а 
и и —в Институте физикн твердого тела 

За это время было заслушано 18 докладов 
из 32, Представленных участникамн слета. Этн 
доклады былн отобраны членамн жюри н 
руководителямн секции, как заслуживаю- 
щне наибольшего внимания. Все они были 
результатом самостоятельной работы школь- 
ников. 

Первая группа докладов касалась 
шення различных задач на ЭВМ. 

«Вычисление длины отрезка виутрн мно- 
гоугольника» — так назывался доклад Ми- 
хаила Антонова (г. Москва, с. ш. № 1140, 
10 кл.). В нем рассказывалось о программе, 
составленной автором для рещения такой 
задачи: на плоскостя в дгкартовой системе 
координат заданы координаты двух точек, 
через которые проведена прямая, и вгршин 
выпуклого многоугольника; найти длину от- 
резка прямой, заключенного внутри этого 
м гольника. = Работа выполнялась . на 
ЭВМ «БЭСМ—4М». На этой же машине вы- 
полнялн свон работы одноклассинки Антоно- 
ва — Герман Зубхоз («Вычисленне двойного 
интеграла методом — Монте-Карло») и „Лев 

(«Зычнсление длины маршрута, 
проходящего по сфере через точки, заданные 
полярнымн координатамн»). 

Ряд докладов представили  участинки 
секцин математикн н кнбернетики Москов- 
ского городского Дворца пионеров и школь- 
ников. Эго Борис Мандель (г. Москва, с. ш. 
№ 5, В кл., «Решенне квадратных уравнений 
с помощью ЭВМ «Мир-2э), Станислав Ра- 
чинский (г. Москва, с. ш. № 149, В кл., 


ре- 


«Программа вечного календаря» — опреде- 
ленне дия недели по дате), Олег Юрченко 
(г. Москва, с. ш. № 170, В кл., «Математико- 
статистическая обработка экспернменталь. 
ных данных на ЭВМ «Мир-2»). 

Конкретный пример применения мето- 
дов, с которых рассказал Олег, нашелся в 
докладе другого участника слета — Ирины 
Антроповой (г. Первоуральск Свердловской 
обл., с. ш. № 32, 10 кл.) «Применение мето- 
дов математической статнстикн на произ- 
водстве». В своем докладе Ирнна рассказала 
о том, как проводится контроль толщины 
труб (ндущих большими партиямн) на Пер- 
воуральском Новотрубном заводе с примене- 
нием методов математической статистики. 

ЭВМ «Мнр-1» использовала в своей ра- 
боте Ольга Рубина (г. Горький, с. ш. № 1, 
10 кл.), прочитавшая на слете доклад «Вы- 
бэр оптимального варнаита распределения 
флота по грузовым лниням». Эту работу пред- 
полагается использовать в учебной диспет- 
черской лабораторни. 

«Моделирование игры машины с чело- 
веком» — так назывался доклад Александра 
Иващука (г. Омск, с. ш. № 125, 9 кл.). Сашз 
составил программу (для ЭВМ «Раздан-2») 
популярной игры скрестнки — нолнки» на 
доске 6Жж6. Программа основана на тех же 
принципах, что и программа игры машины в 
шахматы (о ией рассказывалось в «Кванте», 
1974, № 11, 12) 

Теперь отметим две чнсто математиче- 
ские работы. Евгений Гриишн, Анатолий 
Коромыслов н Вадим Шубин (школа юных 
математнков при Пермском государственном 
уннверситете, ребята учатся в 7 классе с. ш. 
№ 65) представили доклад «Некоторые свой- 
ства геометрин ия цилиндре Мебнуса». На 
слете его прочитал В. Шубни. Ребята выяс- 
нили, что на листе Мебнуса существуют па- 
ры точек, которые можно соединить тремя 
отрезками равной длины, а также некоторые 
другие ннтересные факты. 

Вадим Кайманович (г. Ленннград, ФМШ 
№ 30, 10 кл.) прочитал доклад «Математн- 
ческие законы денежной эмиссии». Вадим 
применнл к нсследованию денежной эмис- 
сии (выпуску денег и обращение) в пернод 
1918—1921 гг. приемы н методы, которыми 
обычно пользуются прн математнческом ис- 
следовании физических процессов. 

О применении методов оптимизации к 
конкретным задачам пронзводства рассказал 


Геннадий Авидон (г. Волгоград с. ш, 
№ 68, 8 кл.) в докладе «Гри лннейные 
модели». 


О теорнн игр и прнложеини к ней тео- 
рии графов рассказал Андрей Русаков (г. Но- 
восибирск, с. ш. № 130, 10 кл.). 

Последние два доклада носят отчасти 
реферативный характер, хотя их авторы 
много поработали самостоятельно. 

Упомямем еще доклад Юрия Бахарева 
{г. Челябинск, с. ш. № 2, 10 кл.) «Дискрет- 
ная система раднотелеуправления». 


Эта система была создана в секции автома- 
тики и телемеханнки НОУ при Чэлябин- 
ском политехначеском ннетнтуте. Ее праз- 
полагается применять в океанологических 
неследованиях. 

В четырех докладах,  прэдставленных 
на слет, рассказывалось п работе математи- 
ческих обществ. 

Так, например, в г. Малая Вишера де- 
сятый год работает математическое общество 
«Поиск» учащихся школы № 2. Эго общест- 
во подзерживает связи с ученымн Москвы и 
Ленинграда, помогают ему и учнтеля-пен- 
сиснеры. Общество нмеет разветвленную сеть 
кружков, на занятиях которых разбираются 
различные темы, проводит викторины, кон- 
курсы КВН, выставки. Члены этого общест- 
ва регулярно побеждаюг на районных ма- 
тематических олимпиадах. 

Более 120 ребят. увлеченных математн- 
кой, объединяет математическое общества 
«Интеграл» учащихся школы № 17 г, Севе- 
родвинска. Мм помогают ученые Москвы, 
Ленинграда, преподаватели Архангельско- 
го педагогического института; читают лек- 
ции и сами ребята. Ежегодно это общество 
проводит математнческую конференцию, прн- 
чем, чтобы получить членский билет общест- 
ВЭ, учащиеся должны самн прочитать одну- 
две лекции, провести бегеды. По иниинативс 
общества после 9 класса организована прак- 
тика на вычислительных машннах. 

В школе № 68 г. Прокопьевска Кеме- 
ровзкой области математическое обществэ 
учащихся проводит лекции и семннары, ма- 
тематические взчера, школьные олимпиады, 
помогает оборудовать кабинеты, организует 
экскурсни п Новосибирский Академгородок. 
Не удивительно, что представители этого оёб- 
щества успешно выступают на городских и 
областных  олимпнадах. 

Клубу автоматики и кибернетаки при 
Гатчинском Доме пионеров помогает Ленин- 
градский институт ядерной физики. Ребята 
изучают теоретические основы кибернетнкн 
и лелают иатлядные пособия и устройствз, 
демонстрирующие рабэту современных пред- 
приятийя. Работы членов клуба «Промыц- 


леиное производство алюминия», «Атомная 
электростанция, «Электронно-кибернети- 
ческая игра «Лабиринт»  демоистрирова- 


лись на ВДНХ СССР. 

Работа секции математнки ин киберне- 
тики не ограничивалась прослушиваинем 
докладов. Ребята осмотрели павильоп «Вы- 
числительная техника» на ВДНХ СССР, 
побывали в физико-математической школе 
№ 1140 г. Москвы, которая, кстати, про- 
вела для них физико-математический ветер. 
Особый интерес у ребят вызвало посещение 
Ногинского научного центра АН СССР. 
О:мотр действующего современного иаучно- 
исследовательского центра, его лабэраторий, 
вычислительного центра — что может быть 
нитереснее для будуших физиков н матема- 
тиков. 


Игоги работы секцки математики и ки- 
бернетики были подведены 26 марта. Дип- 
ломы за вктивное участие в работе слета 
получнлн Г. Авидом, И. Антропови, Ю. Ба- 
харга, Е. Гришин, А. Иващук, В. Кацмано- 
вич, А. Коромыслов, О. Рубина, А. Русаков 
к В. Шубин. Четыре научных общества бы- 
лн отмечены грамотами: математическое об- 
щество учащихся с. ш. № 1140 г. Москвы, 
математическое общество учащихся с. ш. 
№ 1 г. Улан-Удэ, математическое общество 
«Интеграл» учащихся ©. ш. № 17 г. Северо- 
двинска н секция математики юношеского 
научного общества Московского городского 
Деорца пнонеров и школьников. Премии жур- 
нала «Квант» получили С. Рочинский, уже 
упомянутые общества «Интеграл» и «Поиск», 

В работе секцин физикн приияли участие 
около 50 учащихся. На рассмотрение жюри 
было представлено 40 докладов. но за три 
дня рабогы секции удалось прослушать н 
обсудить только 15. Каждое сообщение, как 
празило. выслушивалось с большим внима- 
нием. докладчикам задавзли много вопросов. 
порой возникали оживленные дискуссии. 
Например, Александру Полтораку (г. Крас- 
кодар, с. ш. № 25, 10 кл.) пришлось дважды 
рассказывать о своей работе (эта работа про- 
водилась под руководством сотрудинков ка- 
фгдры теоретической физики Кубанского 
государственного университета). Сашии до- 
клад «Гравитационный аналог закона Ам- 
нера» был посвящен вопросу существования 
аналогии между гравитационными п элект- 
ромагнитными  взаимодействиями, 

В нервый день секция работала в Мос- 
ковском городском Дворце пионеров и школь- 
пиков. Московские школьиики, занимаю- 
щиезя и кружках приборостроения. звуко- 
записи. радиоуправлення н других кружках, 
н их руководители познакомили гостей со 
своей работой. 

Первый доклад сделала „Тариса Алту- 
хоза (г. Москва, с. ш. № 7, В кл.). тема ее 
доклада — «Оптический квантовый генера- 
тор». Лариса рассказала о приицщипах уст- 
ройства и работы лазеров {так кратко на- 
зывают оптические квантовые генераторы}, 
дала сравнительную характеристику раз- 
личных типов лазеров. 

` Затем перед ребятами выступил доктор 
физико-математических наук, лауреат Го- 
сударственной премии „1. Н. Туницкий. Он 
рассказал о5 истории создания лазеров и про- 
Адэмонстрирэвал рубнновых и гелнй-неоно- 
вый лазгры 

На слете было сделано еще два доклада. 
посвященных оптическим квантовым генера- 
торам. Это доклад Сергея Амелькина (г. Тю- 
мень. с. ш. № 25, 10 кл.) «О некоторых про- 
блемах стимулирования химических про- 
цессов лазерным излучением» (этим вопро- 
сом Сергей занимаегся уже два года) и док- 
лад Олега Баракина (г. Казань, с. ш. № 131, 
10 кл.) «Взаимодейстпне излучения ОКГ п 
режиме свободной генерации г поверхностью 
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диэлекгрикаг, н котором Олег рассказал об 
экснерименте. проведенном в лаборатории 
мощных оптических излучений на. кафедре 
общей физикн Казанского государственного 
университета. 

Большой интерес вызвало сообщение 
Сергея Голуба 4г. Челябинск, с. ш. № 69, 
ЕЮ кл.) «Исследование светостойкости поли- 
меров». В настоящее время полимерные ма- 
териалы получкли шкрокое распростраиение 
п технике и п быту. Для получения окрашен- 
вых полимеров в процессе полимеризации 
и качестве добавок вводят органические кра- 
снтели, которые оказывают влияние на фни- 
зико-химическне свойства полимеров, в част- 
ности на их светостойкость. Под влиянием 
света происходят процессы разрушения как 
красителя, так н самого полимера. Исследо- 
вать светостойкость полимеров, то есть их 
снособность сохранять свои исходные свой- 
ства под воздействием света, и было целью 
рабэты, проделанной группой учащихся под 
руководством сотрудников кафедры эксие- 
риментальной и теоретической физики Че- 
лябинского государственного недагогическо- 
го института. 

На следующий день работа секции про- 
ходила в Институте атомной энергии им. 
ИН. В. Курчатова. Старший научный сотрул- 
ник института доктор физнко-математиче- 
ских наук Н. С. Бабаев рассказал участ- 
никам слета об основных направлениях ра- 
боты института. 

Наиболее интересными сообщениями это. 
го дня были сообщения Дмитрия Морозова 
(Г. Дзержинск Горьковской обл... с. ш. 
№ 2, 9 кл.) п Александра Кипиатова (г. Са- 
ратов, с. ш. № 9. 10 кл.}. 

Доклад Д. Морозова назывался «Элект- 
роиные приборы для измерения механиче- 
ских величин п химическом машинострое- 
нии». Прежде  нсего Дмитрий расска- 
зал о работе секции экспериментальной фн- 
знки Клуба юных физиков, членом которой 
он является. Эга секция была создана в 
средней школе № 2 г. Дзержинска 10 лет 
тому назад, руководит ею учитель физики 
Лев Васильевич Пигалинин. Снлами ребят 
в школе создан кабниет программированного 
обучения. п котором можно проводить конт- 
роль знаний учащихся всех классов н по 
всем ирелметам. Много приборов демонстрл- 
инонного н лабораторного оборудования по 
физике сделано за время работы секции. А 
и этом учебном году установился контакт с 
Науччо-исследовательским  институзом хни- 
мнческого машиностроення. В частпости, 
работа, о которой рассказывалось в докладе, 
проводится (она еще не закончена) по зада- 
нию этого ннституга. Одни из отделов инсти- 
туга работает над созданием вязкозиметра — 
прибора для измерения вязкостей различных 
жидкостей.  Разрабатываемая конструкции 
напоминает медицинский шириц. Д. Морозо- 
ву и С. Зологову было предложено сконструи- 
ровать электронные приборы для нзмере- 
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ния скорости денжения вязкой жидкости из 
капилляра и давлеиня жидкости на поршень 
вязкозиметра. Сейчас эти приборы уже сде- 
ланы н проходят проверку. 

А. Кипчатов в докладе «МГД-генериро- 
вание электроэнергии» рассказал о магнн- 
тогидродинамическом принцкяе получе- 
ния электрической зиергин. В чем состоиг 
этот принцнии? Известно, что при движении 
проводикка п магнитном поле в проводикке 
возникает э. д. с. индукции. Так работает 
обычиый  гемератор электрического тока. 
Если же твердый проводник заменить дви- 
жущимся с болыной скоростью электроиро- 
водящим газом, то п нем тоже будет индуци- 
ронаться электрический ток. В докладе го- 
аорилось об истории создання, о различных 
типах МГД-генераторов, а задачах, возинк- 
в:их перед учеными при работе над создаии- 
ем таких генераторов. 

Третнй день работы секинн  проходнл 
и Миституте физики твердого тела АН СССР. 
Тенло встретили участников слета ученые 
этого института. Занедующие лаборатория- 
ми доктор  физико-математических наук 
Э. М. Надгорный и доктор физико-математи- 
ческих наук. лауреат Ленинской премии 
В. Л. Броуде рассказали ребятам. над чем 
работают ученые института, какие проблемы 
существуют сегодня в физике тасрдого тела. 
Например, нзучение свойств  квазичастиц 
(фононов. дырок. экснтонов, дислокаций) — 
одно из иаправлений исследований ученых. 
Фундаментальная практическая задача. над 
решением которой работают п ниституте, -- 
научиться делать твердые тела с наперед 
заданнымн макросвойствамн. 

Во время экскурсии ребята посетили 
различные лаборатории ин отделы института. 
познакомились с работой вычислительного 
ценгра. 

В заключение, как н в первые два дия, 
состоялся семинар. на котором были заслу- 
шаны доклады еще нескольких участников 
слета. 

«Возможные эффекты изменения гравн- 
ТаЦИОНИОЙ постоянной» — так назвал свой 
доклад Михаил Попов (г. Лубна, с. ш. № 8, 
10 хл.). В носледиее время в печати иссколь- 
ко раз сообщалось об экспериментах, из ко- 
торых как будто следует, что гравигацион- 


1. Александр Полторак (Краснодар) отвечает 
иа вонросы. 
2. Участиики слета знакомятся © вычисли- 
тельным нентром Института физики твердого 
тела АН СССР. 
3. В перерыве между заседаниямн. 
4. О геометрии янста Мебиуса рассказывает 
Вадим Шубин (Пермь). 
3. Заключительный момент ‘работы секции 
математики — награждение лучших доклад- 
чиков. Сотрудник редакции журнала 
«Квант» А. Виленкии вручает грамоту Алек- 
сандру Ивашуку (Омск). 

Фото В. В. бонйарчука 


ная постоянная уменьшается г течением вре- 
мени (гипотезу, что физические константы 
могут изменяться со временем, высказывал 
еще Дирак). Эти сообщения широко обсуж- 
даются, но окоичательных выводов ученые 
еще не сделали. 

Теперь расскажем кратко п нескольких 
работах, п которых ие было доложено на 
слете, но, по мнению жюри, онн заслуживают 
высокой оценки, 

Игорь Гаврилов (г. Омск, с. ш. № 64, 
10 кл.) представил доклад на тему: «Исследо- 
вание влияния температурного режима си- 
стемы охлаждения двигателя ЗИЛ-130 на 
его мощностные и экономические показателн 
н токсичность отработанных газов». В до- 
Кладе рассказывается о результатах двух- 
летней рабэты, в которой автор принимал 
самое непосредственное участие, начиная с 
создания экспериментальной установки ин 
до лолучения некоторых конретных резуль- 
татов. Работа проводилась в Сибирском ав- 
томобильио-дорожном . институте. 

«Кристаллы, их роль в природе п в нау- 
ке» — так назывался реферат /юбы Бара- 
башевой (г. Свердловск, с. ш. № 262, 9 кл.). 
Зто очень подробный м содержательный рас- 
сказ о структуре и свойствах кристаллов. 

Несколько рефератов было посвящено 
нсторни физики. Среди них следует отметить 
работу «М. В. Ломоносов — основоположник 
молекулярно-кинетической теории».  кото- 
рую написал Александр Павають (г. Чита, 
с. ш. № 42, 10 кл.). 

По решению жюри по секции физики 
дипломами награждены: „У. — Алтухова, 
С. Амелькин, „Т. Барабашева, В. Волынский, 
И. Гаврилов, С. Голуб, А. Кипчатов, Д. Мо- 
розов. А. Павлють, А. Полторак. 

Грамотами за хорошую работу награж- 
дены следующие научные общества учащих- 
ся: секция экспернментальной физики с. ш. 
№ 2 г. Дзержинска Горьковской обл., на- 
учное общество «Квант» с. ш. № 13 г. Сара- 
това, научное общество «Фотон» с. ш. № 70 
г. Свердловска, секция теоретической физики 
научио-техиического общества г. Норильска. 

Премии журнала «Квант» получили: 
О. Баракин. М. Попов п научное общество 
учащихся с. ш. № 48 г. Волгограда. 

На закрытии слета отмечалось высокое 
качество представленных работ. 79 из них 
уже нашли различиое применение в иарод- 
ном хозяйстве, 37 работ школьников, выпол- 
ненных в научных обществах, опубликованы в 
журналах и сборниках. Часть работ прел- 
ставлена на выставки. 

Делегаты слега высказали большую сер- 
дечную благодарность учителям, заложив- 
шим фундамент знаннй участников работы 
слета, и ученым, непосредственно руково- 
днвшим работой научных обществ школь- 
ников. 


В. Н. Березин, А. Н. Виленкин 
Б. Г. Пшеничнер, В. А. Тихомирова 
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Библнотеке 
имени К. Д. Ушинского — 
50 лет 


Пятьдесят лет назад, в 1925 году, у 
Народном Комиссарнате просвешения РСФСР 
была создана справочизя библиотека. Актив- 
ное участие в ее организации принимала 
Н. К. Крупская. 

В 1932 году эта справочная библиотека 
становится Центральной библиотекой по на- 
родному образованию; в 1944 году она вклю- 
чается в систему научно-исследовательских 
рее. Академии педагогических наук. 

1945 году библиотеке присвоили имя 
великого русского педагога К. Д. Ушин- 
ского. 

Библиотека имени К. Д. Ушинского — 
это и богатое хранилище педагогических книг, 
журналов м газет, ин хорошо оборудованные 
читальные залы... Но, прежде всего, это вер- 
ный друг н помощник других педагогических 
библиотек, в том числе и школьных. 

Библнотска ведет широкое бнблиогра- 
фическое обслуживаине педагогов, изучает 
н разрабатывает ироблемы библиотекове- 
дения и научно-библиографической инфор- 
мацин. ° 

Мы поздравляем всех работников библио- 
теки имени К. Д. Ушинского с юбилеем 
и желаем больших творческих успехов в их 
благородном труде. 


Голубой экран — 
поступающим в вузы 


ИНФОРМАЦИЯ 


С сентября начинаются заиятия на Московских 


подготовительных тепевизисиных 


курсах, созданных в 1974 году Центральным телевидением совместно с Минмстер- 
ством высшего м среднего специального образования СССР. 

Каждый год телекурсы принимают десятки тысяч слушателей. Опыт работы кур- 
сов свыдетельствует, что большинство учащихся, систематически м добросовестио 
занимающихся в теченые учебного года, поступают в высшие учебные заведения. 
В этой заметке рассказывается, как будет организована работа подготовительных 


телекурсов в 1975/4976 учебном году. 


Телевизионные занятия проводятся в 
теченке всего учебного года по трем дисцип- 
лннам: математике, физике и русскому 
языку. Основная цель телезанятий — систе- 
матизировать знання слушателей, привести 
их в соответствие с требованиями,  предъ- 
являемыми на вступительных экзаменах, 
создать условия, способствующие выработ- 
ке и укреплению навыков самостоятельной 
работы, необходимых как для успешного 
обучения в вузе, так и для будущей деятель- 
ности каждого специалиста, ниженера, уче- 
мого. 

Подготовку учебных телепередач и ор- 
ганизацию занятий совместно г Главной 
редакцией  иаучио-популярных и учебных 
программ Центрального телевидения осу- 
ществляют: на отделениях математики и 
физики — Московский — инженерно-физиче- 
ский институт. на отделении русского язы- 
ка — Московский государственный универ- 
ситет им. М. В. Ломоносова. В работе кур- 
сов наряду Е этими вузами принимают уча- 
стие Московский экономнко-статистический 
ннститут, Московский энергетический ин- 
стнтут, Московский институт инженеров гео- 
дезии. картографии и аэрофотосъемки п дру- 
гие московские вузы. Курирует работу 
телекурсов Совет ректоров высших учебных 
заведений г. Москвы. 

На телекурсах в осиовном принята лек- 
ционная форма занятий, однако значнтель- 
ная часть телеуроков отводится под практн- 
ческне занятия, консультации и обзорные 
передачи. Телезанятия проводят ведущне уче- 
ные п преполаватели московских вузов, учеб- 
ные передачи сопровождаются  демонстра- 
циями экспериментов, физических иприбо- 
ров, показом фрагментов из кинофильмов, 
фотографнй и т. п. 


Для закрепления знаний слушателям ре. 
гулярно предлагаются домашние задаиня, 
состоящие из задач, примеров п текстов раз- 
личной трудности. ак правило, задания 
соответствуют тематике лекций, выполнение 
искоторых заданий требует использования 
знаний, полученных а течение всего пред- 
шествующего периода занятий. В предстоя- 
щем учебном году домашние задания будут 
нубликоваться в сженсдельном обозрении 


программ Центрального телевидения и 
радиовещания «Говорит ин показывает 
Москва». 


Ответы слушателей на домашиие задания 
проверяются преподавателями курсов. Ре- 
зультаты проверки заносятся вн картотеку, 
после чего почтовые карточки с ответами 
возвращаются адресатам. Кроме того, в «- 
чение года регулярно публикуются контроль- 
ные работы по пройденным темам и прово- 
дятся контрольные опросы во время теле- 
передач. 

В 19751976 учебном году, как и н прош- 
лые годы, телекурсы будут проводить очные 
зачеты: зимой (примерно в январе — февра- 
ле) и весной (в конце апреля -——в мае). Рак 
показывает опыт работы курсов, встречи уча- 
щихся с преподавателями значительно повы- 
шают эффективность телеобучения: будущие 
абитурненты, находясь в условиях, сходных 
с теми. которые бывают на вступительных 
экзаменах, не только проверяют свои знания, 
но и проходят своеобразную психологиче- 
скую подготовку. С другой стороны, и пре- 
подаватели в результате иепосредственного 
коитакта с телезрителями могут установить. 
как воспринимается слушателями излагае- 
мый материал, и, если это необходимо, вне- 
сти соответствующне коррективы п свою 
работу. Наряду с приемом зачетов преднола- 
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гаетсн и периодическое 
консультаций. 

На очные зачеты и консультацаи вызы- 
наются слушатели. активно и систематиче- 
ски занимающиеся на телекурсах. Уснсинг» 
сдавшие зачеты получат в коние учебного 
года Свилетельства об окончании Москов- 
«кнх подготовительных телекурсов. 

В предстоящем учебном году слушателям 
будут еженедельно предлагаться две передачи 
по математике, две — по физнке м одна 
во русскому языку. Для удобства учащихся 
(особенно тех, кто работает в разные смены) 
эти передачи булут повторяться в ту же пс 
делю. нб в другие дни н в другие часы. 

Занятия на телекурсах будут состоять 
из лвух циклов: основного (он закончится 
и мае [976 года) и обзорио-консультационного 
(будет транслироваться в июне 1976 года). 
На уроках второго цикла рассматриваются 
вопросы, вызывающие наибольшие трудности 
при изучении и повторении учебного мате- 
рнала. 

Зона приема передач «Для поступающих 
в вузы» в 1975'76 учебном году по сравнению 
с прошлыми годами расширилась — эти пе- 
редачи смогут смотреть жители Москвы, 
Белорусской ССР, Литовской ССР, облз- 
стей — Московской, Вологодской, Горьков- 
ской, Ивановской, Калинниской, Калинин- 
градской. Калужской, Костромской, Липен- 
кой, Рязанской, Смоленской, Тульской п 
Ярославской. 

На Московские подготовительные теле- 
курсы принимаются все желающие — и уже 
имеющие законченное среднее образование, 
п учащиеся — вынускиики школ, ПТУ, сред- 
них специальных заведений. Прием на теле- 
курсы проводится без конкурса. 

Для зачислення слушатель должен при- 
слать п одном конверте в адрес курсов «Аике- 
ту -- заявление», «Регистрациониую карточ- 
ку» и коиверт со своим обратным адресом. 

«Анкета-заявление» оформляется на 
обычной почтовой карточке. На лицевой 
стороне ее следует написать свой адрес п 
номер телефона (ломашиего нлн служебного}, 
если он имеется. Обратная (чистая) сторона 
карточки заполняется ответами на вопросы 
анкеты, образец которой мы приводнм. Все 
записи нало делать параллельно узкой сторо- 
не карточке. В правом верхнем углу про- 
ставьте буквы, соответствующие отделениям, 
на которых вы собираетесь заниматься (сели 
вы предполагаете заниматься на всех трех 
отделениях, то проставьте три буквы: «Ф» — 
физика. «М» — математика, «Р» — русский 
язык). Под ответами иа вопросы анкеты на- 
нишите текст заявления о приеме (см. обра- 
зем) с перечислением выбранных вами отде- 
лений, поставьте дату и подиись. 

«Регистрационная карточка» оформляет- 
ся также на почтовой карточке. На лицевой 
стороне ее обязательно напишите свой адрес: 
чистую оформите так, как указано на образ- 
ие. В левый верхний угол приклейте фото- 


пронедение очных 
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Ф;: м: Р 


АНКЕТА-ЗАЯВЛЕНИЕ 


Фамилия, имя, отчество 

Год рождения. 

Род занятий (учусь. работаю). 
Место работы, должность. стаж 
(если работаете). 

В какой вуз собираетесь 
нать. 

Прошу принять меня на отдёеле- 
ния физики, математики и рус 
ского языка Московских подготови- 
тельных телекурсов для поступаю- 
щих в вузы. 


посту- 


Подпись, дата 


ей М 


РЕГИСТРАЦИОННАЯ КАРТОЧКА 


Фамнлия. имя, отчество. 
Место учебы (если учитесь). 
Последияя годовая оценка по ма- 
тематике, полученная Вами и шко- 
ле или среднем специальном учеб- 
ном заведении. 

4. В какой вуз собираетесь 
нать. 


нюсту- 


Подяись, дата 


графию {размер Зсм № 4 см). Надпись «Рх- 
гистрационная карточка» деластся на саити- 
метр ниже края почтовой карточки. Все за- 
ниси выполняются параллельно узкой сте 
роне. Для каждого отделения заполняется 
отдельная «Регнстрациониая карточка», в 
правом верхнем ее углу проставляется одна 
из букв «Ф». «М», «Ро, соответствующая вы- 
бранному отделению. 

На письмах с заявлениями в адрес кур- 
сов слушатель должен проставлять в левом 
верхнем углу коиверта те же буквы ({«Ф». 
«М», «Р»), что и п «Анкете-заявлении». 

В конеерте с обратным адресом слушатс- 
ля ему будут высланы «Извещение в зачисле- 
нии ина телекурсы» н «Аннотацин теленизиен- 
ных занятий». В «Нзвещении о зачислении 
на телекурсы» указывается номер присвоен. 
ного слушателю шифра. В «Аннотациях» 
содержится программа занятий, рекомен- 
дуемая литература, методические указания 
и выполнению ломашних задания и правила 
их оформления, советы, как всстн само- 
стоятельно учет успевасмостн п т. д. 


Адрес телекурсов: 113/62, Москва, Ша- 
боловка 97. Главная редакция научно-попу- 
лярных и учебных программ, Московские под- 
готовительные телекурсы. 


А. В. Качанов, Н. И. Наслулов 


РЕЦЕНЗИИ, 
БИБЛИОГРАФИЯ 


Солнце, воздух 
н вода 


Пожалуй, именно эти три 
слова: солице, воздух и во- 
да — являются основными в 
науке о погоде — метеороло- 
гии. Метеорология уже дав- 
но перестала быть чисто опн- 
сательной наукой, сейчас ее 


проблемами занимаются 
представители точных на- 
ук — геофизики и матема- 
тнки. 


Например, нзученне про- 
цессов, происходящих в атмо- 
сфере нашей планеты, являет- 
ся важнейшей частью геофи- 
зических исследований. Зна- 
ние основных закономернос- 
тей движения воздушных 
масс, структуры н эволюции 
атмосферы, законов распрост- 
ранения н поглощения в ней 
электромагнитных и зву- 
ковых волн нужно морякам 
и радистам, летчикам и аст- 
рономам. Но можно сказать, 
что основной целью физики 
атмосферы — одного из раз- 
делов современной геофизн- 
кн — является систематиче- 
ское изучение погоды и кли- 
мата, влияющих так или нна- 
че едва ЛИ че на все стороны 
нашей жизни. 

С рассказа с наблюде- 
инях за погодой и начинает- 
ся небольшая книга 
Т. Чандлера «Воздух 
вокруг нас» *). Она посвяще- 


*) Т. Чандлер. 
Воздух вокруг нас. Л., Гид- 
рометеоиздат, 1974, Тираж 
60 000 экз.. 144 стр., цеиа 
54 к. 


иа описанию физическях 
процессов, которые приво- 
дят к изменениям погоды и 
климата, описанию дина- 
мнкн воздушиой оболочки 
нашей планеты. Аетор рас- 
сказывает ю структуре ат- 
мосферы, ее химическом со- 
ставе н расиределенин тех- 
нературы по высоте, п тен- 
ловом балансе Земли и ат- 
мосферы. 

Изложение построено та- 
ким образом, что читателю 
не требуется инкакнх прсд- 
варительных знаний об ат- 
мосферной физнке. Все спс- 
циальные (не слишком, воро- 
чем, многочисленные) тер. 
мины — подробно разъясня- 
ются, осиовное внимание при 
этом уделяется именно их 
физическому смыслу. Под- 
робно разъясняется, нанри- 
мер, понятие об альбедо раз- 


личных поверхностей (так 
называется дояя солнечной 
энергии, отраженная  по- 


верхностью). Читатель узна- 
ет, что около 19% солнечной 
эпергин поглощается при 
прохождении через атмосфе- 
ру, около 34% отражается 
обратно в космическое про- 
странство от верхней поверх- 
ностн облаков н земной по- 
верхности п 47% лостнгает 
поверхности нашей планеты 
и поглодается ею. 

Поглощение солнечной 
энергин приводит к ненре- 
рывному движению земной 
атмосферы. Сложные дви- 
жения воздушных масс, ха- 
рактер ветров на разных ши- 
ротах и на различных вы- 
сотах, устойчивость ^ вет- 
ров — эти вопросы относят- 
ся к основным в атмосфер- 
ной физике. Полное описа- 
нне их на строгом математи- 
ческом языке пока еще дело 
будущего. Чандлер расска- 
зывает обо всем этом качест- 
ве!!о,  иллюстрируя свой 
рассказ наглядными схемами 
н картами. 

Описывая тнпы облаков, 
наблюдающихся на разных 
высотах, автор знакомит чн- 
тателей с теориями испаре- 
ния и коиденсации, с кон- 
векцией н образованием ле- 
дяных кристаллов. Он ири- 
водит схему образования 
осадков, рассказывает © 


различных гипотезах и тео- 
рнях в этой областн. Понн- 
манне физической  сущно- 
сти процессов иснарения и 
конденсации является важ- 
нейшей предпосылкой для 
планирования н осуществле- 
ния программы орошения я 
обводнения. Атмосфера Зем- 
эн содержит свыше 13 мнл- 
лиардов тони влаги. Ско- 
рость кругсоборота влаги п 


‚атмосфере составляет около 


16 мналионов толн п секуци- 
ду или 505 миллиардов тонн 
п год. Чандлер иривожит и 
еще несколько интересных 
цифр. Атмосфера 36 раз в 
гоя полпостью обновляет за- 
нас илаги, другими словами, 
молекула водяного нара по- 
надает на Землю п среднем 
через 10 дней после испаре- 
ния. Такне расчеты сделать 
нетрудно, н они яв ляются 
очень поучительными. 

Естественным является 
и включение в книгу раздела 
«Снионтическая — метеороло- 
гня», посвященного вопро- 
сам формирования возлуш 
ных нотоков,  взаимодейст- 
вня фроитов теплого и хо- 
лодного воздуха, образова- 
ния циклонов и антицикло- 
нов. На первый взгляд, п 
синоптическнх картах н 
схемах разобраться не так-то 
легко. После чтеиня книги 
Чандлера эти трудности как 
бы сами собой исчезают, и 
читатель вполне сможет сам 
составлять простейшие схе- 
мы двнжепия воздушных по- 
токов. 

Заключнтельные раз- 
делы книги посвящены кли- 
матам. Здесь рассказывает- 
ся о том, какие физические 


факторы являются сущест- 
венными для образования 
местных климатов, как и 


почему дуют местные ветры 
в прибрежных ин лесных рай- 
онах, как влияют на климат 
естественные условия {(рель- 
сф местности, наличие то- 
доемов и т. Н.). 
Кинга Т. Чапдлера «Воз- 
лух вокруг нас» вводит п 
увлекательную н многообе- 
нцающую область физики; чи- 
Татели «Кванта», без сомие- 
ния, прочтут ее с большим 
нитересом п пользой. 
К). М. Брук 
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Новые книги 


В этом номере мы продол- 
жаем публиковать аннотации 
на кикги, выходящие в 
1975 году, представляющие 
нитерес для наших читателей. 
В Ш квартапе 1975 года вый- 
дут в свет следующие книги 
(заказы можно направпять 
через магазины аКнига — 
почтойн]. 


Математика 


Издательство 
«Наука» 


1. БабнискаяН. Л. За- 
дачи митематическах олим- 
пцод. Объем 8 л., тираж 
100 000 экз., цена 28 к. 

Сборник содержит зада- 
чи по арифметнке, алгебре п 
геометрии. Он составлен из 
зидач, рекомендованных для 
областных и республнканс- 
кнх олнмпнад, и задач об- 
ластных и всесоюзных 
олиминад. 

В сборикке имеется боль- 
шое количество задач, рас- 
считанных на средиие клас- 
сы (иачиная с четвертого). 
Ко всем задачам даны отве- 
ты и указания или подроб- 
ные решения. 

Книга может быть с ус- 
пехом использована в рабо- 
те математических кружков, 
нри подготовке и проведении 
олимпнад- 

Она предиазначена  уча- 
ющимся средней школы, учи- 


телям математики, руково- 
днтелям математических 
кружков. 


Издательство <М и р» 


2. Бизам Д.. Гер - 
цег Я. Игра и логика. 
Пер. с веиг. Объем 21 л., ти- 


паж 100000 экз., цена 
Гр. 29 к. 
Киига венгерских мате- 


матиков Л. Бизама и Я. Гер- 
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цега посвящена логическиы 
задачам. 
Пользуясь  элементарны- 


ми средствами, авторы Учат 
читателя уменню  последо- 
вательно мыслить н решать 
задачн, «думая, по не вычнНе- 
ляя». Книга снабжена тща- 
тельно разработанной снсте- 
мой специальных указателей, 
которые помогают орнситн- 
роваться ий особенностях за- 
дач. 

Книга представляет инте- 
рес для самых широких кру- 


гов читателей — любителей 
занимательной математики. 
Физика 


Издательство 
«Наука» 


1. Эллиот ., Унл- 
кокс У. Физика. Пер. с 
англ., изд. 3-е. Объем 51 л.. 


тираж 200000 экз.. цена 
\ р. 25 к. 
Книга является элемеси- 


тарным учебником по физн- 
ке, который рассчитан на 
читателя, впервые знакомя- 
щегося с физикой н нмею- 
щего самые элементарные 
сведения из математики. Спо- 
соб изложения материала 
продуман так. чтобы чита- 
тель, переходя от самых иро- 
стых н привычных понятий к 
более сложным,  постоянпо 
влумывался и сущность фи- 
зических  явленнй, сам ис. 
кал и находил гравильиые 
решеиня, был активным 
участником и процессе по- 
знакия н усвоения основных 
закоиой физики. 

Книга рассчитана на са- 
мый широкий круг читате- 
лей: учащихся школ, лиц. 
занимающихся самообря- 
зованнем, ин представляет 
большой нитерес для препо- 
давателей физики м средней 
школе. 

2. Яворский Б. М. 
Селезнев Ю. ^. Слри- 
вочное руководство по фигии. 
ке для учащихся старших 
классов, абитуриентов вузов 
п сомообразования. — Объем 
27 л.. тираж 200 000 экз.. ис- 
на 96 к. 

В «Снравочном — руковод- 
стве» даны определения всех 


оспонных фнзических поия” 
тий, сформулированы фи“ 
знческне законы я кратко 
разъяснена сущность опи- 
сываемых ними явлений. 
Руководство содержит свс- 
дения по всем разделам кур- 
сафизнки, которые изучают- 
ся п средней школе н сред- 


них снецнальных учебных 
дансдениях. В кекоторых 
кловах  нрниедены примеры 
рещеция задач. 

Руковолетню но физике 
рассчитано ва школьников 
старших клксов. Оно мо- 


жат быть использован аби- 
туриеитами ирн подготовке 
к приемпым экзаменам в ву- 
зы, а также теми, кто инте- 
ресуется физикой и занима- 
ется самообразованием. 

3. Эаементарный учебник 
физики. т. И. Электричество 
н  магистизм, под ред. 
Г.С. Ландеберга изд. 
9-е. Объем 30 л., тнраж 
300 000 экз.. цена 94 к. 

Достониством курса яв- 
листся глубниа Изложения 
физической стороны  раз- 
личных процессов и прнроде 
и технике. Изложение ма: 
териала ведется простым, яс- 
ным языком. Книга богато 
нллюстрировзна. 

Рассчитана на преподава- 
телей физнки п учащихся 
старших классов средней 
школы. Может служить цен- 
ным пособием для самаобра- 
зования. 

3. Зигель Ф. Ю. Со- 
кровища звездного неба. Пу- 
теводитель по созвездиям п 
Луне, изд. 3-е. исиравл. п 
дополн. Объем 20 л.. ти- 
раж 50000 экз., иена 1 р. 
30 к. 

Популярный рассказ о 
звездном — иебе. Читатель 
узнает из кинги о самых яр- 
кнх звездах н нанболее ин. 
тересных небесных тедах. на- 
холящихся в том или ином 
созвезднн. © деленни знезл- 
ного — меба на созвездия. а 
том. как находить созвез. 
дня, какие созвездия видны 
зимой.  песной, летом и 
осенью. Сненнальные разде- 
лы посвящены Млечному Пу- 
тн. движению планет по ие- 
бесному своду. В новое из- 
дание включен  ощирный 
раздел, посвященный они- 


санию лунной поверхности, 
й также ряд справочных ма- 
териалов. 

Для чтення книгн не тре- 
буется никаких предвари- 
тельных знаний. В то же 
время читатель получит 
много полезных сведений из 
астрономин н физикн. Жн. 
вость и простота изложения 
делают книгу доступной и 
интересной самому широко- 
му кругу читателей. 

5. Дагаев М. М. На- 
баюдения звездного неба, 
изд. 3-е. Объем 9 л., тираж 
50 000 экз., цена 38 к. 

В книге рассказывается об 
ориентировании по звездно- 
му небу н об основных при- 
чинах изменения условий ви- 
димости созвездий на протя- 
жении года. Описываются 
паиболее яркие объекты, ло- 
ступные наблюдениям п ма- 
лые телескопы. Приводятся 
методы простейших иаблюде- 
ний планет, Луны, перемен- 
ных звезд, метеоров и искус- 
ствеиных спутников Земли, 
вполне доступные начинаю- 
щим любителям астрономии. 
Заключительная глава кни- 
ги содержит список небес- 
ных объектов, рекомендуе- 
мых для начальных наблю- 
депий. Специальный раздел 
посвящен оцисанию метода 
изготовлення нростейшего 
самодельного телескопа. 

Книга рассчитана на начи- 
нающих любителей астроно- 
мни и может служить йосо- 
бием в работе астропомиче- 
ских кружков. 

6. Барабой В. А. Сол- 


нечный луч. Объем И а... 
тираж 40 000 экз.. цена 
36 к. 


В кинге рассказывается п 
роли Солниа и возиикнове- 
ини и развитии жизни на 
Земле. Рассматриваются но. 
вейщие достижения фотобно- 
логии, в частиости. учевие 
06 аитагонизме — излучений 
разной длины и особенности 
действия лазерного луча на 
организм. Подробно освеще- 
пы успехи отечестненных п 
зарубежных фотохимиков и 
радиобнологов. 

Книга рассчитана на ши- 
рокие круги читателей. 

7. Резанов И. А. Ам- 
лентыда: Фантазия или ре- 


вльность? Объем 8 л., тираж 
30 000 экз., цена 30 к. 

В кинге излагаются новые 
взгляды на проблему Атлан- 
тиды. На основаини нмею- 
щихся геологических и ар- 
хеологических данных вос- 
станавливается обстановка 
катастрофнческого изверже- 
ння вулкана Санторин в 
Эгейском море в ХУ в. до 
н. Э., вызвавшего гибель 
критомикенской ‘ цивилиза- 
ции. Автор анализирует воз- 
можные причины исчезнове- 
ния Атлантиды, рассказыва- 
ет о новейших океанологиче- 
ских и геофизических ис- 
следованиях п Атлаинтиче- 
ском океане и Средиземном 
море. 

Книга рассчитана на шн- 
рокий круг читателей. 


Издательство «М нр» 
8 Кэлдер Н. Беспокой- 
ная Земля. Пер. с зигл. 
Объем 17 л., тираж 50 000 
экз., цена | р. к. 

Книга Найгела Кэлле- 
ра — популярное изложение 
новой теорни развития зем- 
ной коры, получившей иа- 
звание глобальной тектони- 
ки н дающей ряд оригиналь- 
ных объяснений  нроцессов 
формнровання современного 
лика Земли. 

Живо, доходчиво, 
стрируя материал 
ными примерами, 
рассказывает об образова- 
нки окезнов, смещенни кон- 
тинентов, возинкновении ги- 
гантских горных целей, зем- 
летрясениях н вулканизме. 

Простота и убедитель- 
ность изложения серьезных 
проблем современюн геоло- 


яЯлл ю- 
нитерес- 
Кэллер 


гин. наглядность п красоч- 
ность помещенных в книге 
рисунков, бесснорио,  при- 
влекут  ввимание к книге 
Кэлдера самых разных 
читателей — от учащихси 
старших классов до сие 


иналистов-геологон. 

9. Унтни Ч. Отлрытие 
нашей Галактики. Пер. с 
англ. Объем 20 д., тираж 
50 000 экз., цена { р. 34 к. 

Книга известного амери- 
канского астронома, „ про- 
фессора Гарвардского унн- 
верситета Ч. Уитии От- 
крытие нашей Галактики» 


посвящена развитию астро- 
номни. Эта книга отличается 
от большниства — аналогич- 
ных отечественных и зару- 
бежных изданий подчеркну- 
тым историзмом изложення. 
Ч. Унтни прослеживает путь, 
пройденный человеческим по- 
знанием, от смутных мисти- 
ческих представлений древ- 
них до совремейных космоло- 
гическнх концепций. В эпн- 
логе книги автор сжато рас- 
сказывает ю  внегалактиче- 
ских объектах, привлекаю- 
щих сейчас виинмание астро- 
физиков:  квазарах,  сей- 
фертовских и радногала- 
ктиках. 

Кинга написана живым п 
образным языком на высо- 
ком научном ин литературном 


уровне. Она представляет 
большой  иитерес для всех 
любителей астрономии. 


Издательство 
«Просвещение» 


10. Лукашик В. И. Фи- 


зическая олимпиада. Объем 
10 л.. тираж 600000 экз., 
цена 40 к. 


В книге рассказывается п 
том, как учащимся УЁ- 
УИ классов, интересующим- 
ся физикой. подготовиться 
и провести физическую 
олимпнаду. Содержащийся м 
книге материал поможет уча- 
щимся расширить своя зна- 
ния по физике и проверить 
их иа решении задач, тре- 
бующих  сообразительности 
н большого внимания. К за: 
дачам, приведенным в посо- 
бин, даны ответы и решения 
или краткие указания. 


Т. С. Петреви, 
М. „7. Смолянский 
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«Квант» для младших школьников 


Задачи 


|. а) За круглым столом сидяг 
50 гостей, из которых 25 — женщины. 
Доказать, чго пайдется гость, оба 
соседа которого — женщины. 

6} Пусть жении — 26, м иусть 
лвое гостей разбили свои приборы. 
Доказать, что стол можно повернуть 
так, чло оба разбитых прибора ока- 
жутся у женщин. 

2. Вместо букв на рисунке надо 
подобрать цифры (одинаковым бук- 
вам соответствуют одннаковые циф- 
ры), чтобы выполнялись указанные 
соотношения. 

3. Три товарища Петя, Толя н 
Витя подошли к стоянке автомашнии 
н мотоциклов. Любуясь машиннами, 
Летя от нечего делать сосчитал все 
транспортные средства — их оказа- 
лось 45. Толя сосчигал все колеса — 
нх оказалось 115. Мотоциклов © ко- 
ляской было в два раза’ меньше, 
чем мотоциклов без коляски. Сколь- 
ко на стоянке было машин и СКОЛЬКО 
МОТОЦИКЛОВ? 

4. Занишите п строчку одно за 
другим 10 первых простых чисел 
в возрастакицем порядке. В получен- 
ном многозначном числе зачеркиите 
половину цифр так, чтобы число. 
образованное оставшимися цифрами, 
было а) наименьшим; 6) наиболыним. 

5. В кастрюлю с водой опустили 
маленький сосуд, в котором тоже 
находится вода. Кастрюлю ставят 
на газ, вода в кастрюле начниает 
кинеть. Будет ли кипеть вода п ма- 
леньком сосуде? 
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Рисунки Э. Назарова 


Ю.Г.Гокт На даче 


Рассказ-задача 


В одно из майских воскресений семи- 
классники Коля и Петя приехали 
ма пустующую в это время дачу ис- 
тиных родителей, чтобы подготовить- 
ся к последней контрольной работе 
по физике. 

Девь был жаркий, ин в комнаге бы- 
ло дуино. 

— Знаешь что,— сказал Петя,/— 
в такой жаре у меия мозги что-то 
плохо работают. Давай-ка включим 
холодильник и подождем, пока он 
немного остудит комнату. 

Коля не возражал. Через час пос- 
ле включения холодильника, когда 
температура в комнате несколько по- 
низилась, ребята взялись за учеб- 
НИКИ. 

Однако, долго поработать им не 
пришлось. На этот раз вомолился 
Коля: 

— Петя, я сегодня плохо поза- 
втракал. и у меня так разыгрался 
аипегят, что физика не идет в голову. 
Не мемало бы пам слегка перекусить. 

Петя осмотрел дачные занасы. 

-— Устроят тебя яйца всмятку? — 
спросил ои. (Коля кивком головы 
подтвердил свое согласие.) Вот толь- 
ко... нашел я две электропавуки, 
но ни на одной нет спирали. А, вот 
и несколько спиралей. Можег быть, 
соединим последовательно лве спи- 
рали и поставим нх на одну плитку, 
чтобы быстрее закипела вода? 

Коля задумался. 

— По-моему,— произнес  он,— 
вода закипит быстрее, если спираль 
не удлинить, а наоборот, укоротить. 
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Рэзгорелся спор, и для его разре- 
шения ребята псставилн па одну из 
плиток удвоениую спираль, а на 
другую — полспирали. Затем налили 
п одинаковые кастрюли одинаковое 
количество воды и стали ждать, на ка- 
кой плитке вода закипит ранышс. 

Прав оказался Коля. Сварив яйца 
и утолив голод, ребята возобновили 
свон занятия. 

Когла настунили сумерки, Петя 
включил электрическую лампочку. 

— Что-то освещение слабовато. — 
пожаловался Коля. Наверное. лам- 
почка малой мощности. 

— 127в, 60 ат,/— прочитал над- 
пись иа лампочке Петя. Сейчас по- 
смотрю в кладовой, не найдется ли 
чего-нибудь получие. Так, эта лам- 
почка на 40 вп! — она нам ни к чему. 
я вот эта, хотя и 60-ватзная, но зато 
на 220. Давай включим ее: у нее 
хоть напряжение побольше. 

Когла Петя ввернул в патрон 
лампочку, в комнате стало зиачи- 
тельно светлее, д ребята еще около 
часа просидели над книгами. 

Возвращаясь домой, они чувство- 
вали себя хорошо полдготовлениыми 
к конгрольюй работе по теме «Элек- 
тричество». 

Какие противоречия физическим 
законам заметили вы в этом рассказе? 
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Ребусы 


!. Виишите и пустые круж- 
ки цифры Так, чтобы перед 
вамн были иравильно вы: 
полненные действия умно- 
жения ин деления. 


х 


‚1. П. Мочалов 


2. В следующем примере нее 
цифры, кроме семерок, за- 
менены лустымн кружками 


Известно, что все инфры обо- 
нх сомножнтелей — разные 
ИУзпества также, что нон 
нронзведении все цифры раз- 
ные. Требуется  воестано- 
вить пример. 


.3. Рекстик 


Как? 


гл Крики А @Сли невозможно, 
то почему? 


Описанные ннже приключення слу- 
чились па континенте «Математика». 
Участники и очевидны этих приклю- 
чений утверждают, что все происхо- 
днло в точном соответствии © их рас- 
сказами. Мы предлагаем вам рассле- 
довать этн сообщения и разобраться 
н возникших у рассказчиков педо- 
умениях и вопросах. 


Вечный 


Так се горечью 
рассказчик и 


скиталец 


назвал себя первый 
показал пам змарие 
рутную карту» своих скитаний 
(рис. 1). Его дом (Л) находится в 
нентральном треугольшике  нарнсо- 
ванного «плана местности». Цифры, 
размещенные в остальных треуголь- 
никах, предписывают путнику, ио- 
кидающему треугольник.  слелать 
столько шагов, сколько указано в 


этом треугольнике (пгагом называется 


переход в любой соседний треуголь- 
ник через его стороиу. но не через 
вершину). Так, войчя в треугольник 
с цифрой + (вверху «плана местнос ги»}, 
путник обязан далее сделать 4 ма- 
га — пройти, например, через трс- 
угольники 7, 8, Г в треугольник с 
цифрой 2; отсюда слелать 2 шага 
(например, в греугольники 1. 6) и гак 
далее. 

— С какого бы из 24 окрашенных 
треугольников я ни паченал мари!- 
рут.— жалуегся рассказчик. — п ни- 
как не могу попасть в дом и остаться 
там. Почему? 


Алгоритм сильнее случая 


Действующее лицо следующего ма- 
тематического приключения — 
контролер. Вчера ои разложил 
9) доброкачественных деталей вп 
9 ящиков поровиу и п отдельный 
ущик — ! бракованных деталей. 
Эти [0 деталей оказались забракован- 
гыми потому, что кажлая из них 
весила 0,9 г, а любая доброкачествен- 
ная весит ]г. Ящикн он Бе пометгил и 
сегодня ие может вспомнить, в котором 
из них лежат браковаиные легали. 
Придегся взвешивать, причем ца- 
скорее — дегали пора отиравлять. 
Но взвешивать по одной детали из 
каждого наулачу выбранного ящи- 
ка — малеяться па случай: если 
не повезег, то придется делать 9 взвс: 
шиваний. Конгролер обошелся одним 
взвошиванием. Каким образом? 
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Трюк кнноонератора 


Гретий рассказчик принес фильм, 
показывающий одиу из возможных 
последовательностей удаления (по од- 
но!) всех восьми фигур, расположен- 
ных на первой горизонтали шахмат- 
ной доски. При этом можно начать 
с любой фигуры, а затем расширять 
образующийся промежугок по жела- 
ино как вправо, так и влево. Кадры 
нз этого фильма приведены па рни- 
сунке 2. 

Фильм приготовил мой друг, 
книооператор,— сказал третнй рас- 
сказчик.-- Он заинтриговал меня со- 
общением о том, что знает трюк, 
с помощью которого ему удалось 
легко установить число всех возмож- 
ных последовательностей удаления 
фигур. Их оказалось 128. 

Расследуйте это сообщение. 


Недоумение завхоза 


На рнсунке 3 представлен план- 
схема первого этажа склада. Разры- 
вы в линиях обозначаюг двери. Ви\т- 
ренние и наружные двери располо- 
желы так, что завхоз, начиная обхол 
помещений первого этажа из комнаты 
В, ухитрялся пройти через каждую 
дверь ровио один раз, например по 
мариируту, указанному непрерывной 
линией на рисунке 3. 

При реконструкции склала были 
добавлены две наружные двери 


Рот 


57. 


и —— 
-1--- 8 


Е = 


Рис. 4. 


(рис. 4), и теперь завхозу никак 
не удается обойти все комнаты, прс- 
холя через каждую дверь один раз, 
откуда бы он ии начинал обход. 

Архитектор, желая порадовать 
завхоза, согласился заделать одну 
из дверей, сохранив ири этом лве 
добавленные двери. Теперь завхсз 
снова нашел маршрут, отвечающий 


«условиям нгры». Его маршрут и 
начинался и коичался внугри зда- 
ня. 


Действительно ли невозможно на 
втором варнанте плана (рнс. 4) найти 
маршрут, проходящий через каждую 
лверь по одному разу, или, может 
быть, такой маршрут существует, 
только завхоз его не нашел? Какую 
дверь надо заделать, чтобы вновь 
появился требуемый маршрут? 


Пятак в руках находчивого 
ученика 


Вот что приключилось однажды 
на уроке геометрии. Учитель прел- 
ложил задачу «на построение». На- 
рисована окружность {ее центр не 
указап), на которой отмечена точ- 
ка А. Требуется найти днамстрально 
противоноложную точку В. 

— \ меня нет циркуля,— заявил 
учених. — Можно, я воспользуюсь пя- 
таком? 

Учитель позволил, но потребовал 
дать обоснованиое решение. В ре- 
зультате глубоких  размьиилений 


Рис. 5. 


ученик с помощью иятака: 


}) постронл окружность О; и от- 
метил на ней произвольную точку А 
(рис. 5): 

2) ностроил окружность О., пере- 
секающую окружкость О, в точке А 
н в какой-то точке Р; 

3) через точку Р провел окруж- 
ность О.. пересекающую О, в какой- 
либо точке О: 

$) через точку О провел окруж- 
ность О. пересскающую О, в какой- 
либо точке Ю, в окружность О. — 
в какой-либо точке $5: 

5) приложил патак к точкам Ю 
и $ так, чгобы проведенная с помощью 
пятака окружность О, прошла через 
эти точки; пересечение окружностей 
О, п О, дало искомую точку В. 

При обосновании построения \че- 
инк отметил, что если равные окруж- 
ности с центрами О, и О. пересе- 
каюгся в точках М и №, то 
О,МО.\М — ромб. 

Дома, пользуясь тем же пятаком, 
ученик 

а) построил окружность. касаю- 
щуюся заданной «пятачковой» ок- 
ружности п произвольно выбранной 
на ней точке; 

6) при заданном луче ОА построил 
точку В, принадлежащую  вообра- 
жасмому лучу ОВ, составляющему 
с лучом ОЛ угол 30°. 

Проверьте все это. 
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ОТВЕТЫ. УКАЗАНИЯ. 
РЕШЕНИЯ 


К статье «Электродинамика 
движущихся сред» 


1. Пусть электрическое поле направлено 
влоль оси У, а магинтное — вдоль оси 2 
(Гу—еЕ. Е =Е. =0 В, = В, Ву 
== В, == 0). Для того чтобы электрическое 
поле в дважущейся системе отсчета обратя- 
лось в нуль, согласно формулам (3} статьи 
требуется, чтобы скорость движения сястемы 


была равна и — -В н направлена по оси Х. 


Рассмотрим движение частицы п этой систе- 
ме отсчета. Поскольку электрического поля 
нет, то движение се определять легко: ча- 
стнна будет вращаться вокруг силовых линий 
маЕнитного поля, то есть п плоскостя ХУ, 


п 
раднус вращения будет равен -оВ + ГАе п 
начальная скорость, т — масса, а ге — зарнд 
частицы. Прин этом направлеиие вращения 
положительно заряженной частицы будет 
образовывать левый винт © изправлением 
индукции магнитного поля, а отрицательно 
заряжениоя частицы (например, электро- 
на) — правый. 

В неподвижной системе отсчета на это 
движенне накладывается еще поступательное 
движенне со скоростью в. Если и «с, 


то можно воспользоваться обычным законом 
сложения скоростей. В результате получим, 
что частица движется в плоскости ХУ по 
одной из трех траекторий, изображенных па 


рисуяке 1. Случай а) соответствует большой 
начальной скорости частицы, когда и >> и. 
В этом случае частица часть нременн движет- 
ся в иаправлении, обратиом иаправлению 
скорости и, совершая петлеобразное движе- 
ние. Если и<: 0, возвратного движения 
нет (случай 6)). Наконец, нри и - и траек- 
торией оказывается циклоида {случай д)}. 

Заметим, что знак скорости 3 ие зависит 
от звака заряда, поэтому как ноложнтельные, 
так и отрицательные частицы имеют одина- 
ковое поступательное движение п скрещен- 
ных полях. Это движение называется дрей- 
фом. В результате дрейфа нейтральная 
среда, состоящая из одинакового числа сво- 
бодно движущихся положительных и отри- 
цательных частиц (например, плазма), ис- 
ремещается п направлении, перпендикуляр- 
ком как к электрическому, так и Е матиит- 
ному полям. 

2. Пусть пластины конденсатора рас- 
положены в плоскости ХЙ, расстояние между 
пластинами равно 4 п скорость п направлена 
вдоль оси ХА. В системе отсчета, связанной 
с конденсатором, иместся только электриче- 


ское поле Е направленное вдоль осн У”, 
причем разность потенциалов между иласти- 
нами конденсатора равна Аф. = —Ё, 4. 


В неподвижной системе отсчета мы 
также нмеем две параллельные заряжен- 
ные нластины. расстояние между кото- 
рымн равно 4 (сокращення этого  рас- 
стояния ие происходит, так как оно измеряет- 
ся в направлении, вернендикулярном двя- 
жению системы). Таким образом, для элек- 
трического лоля в неподвижной системе 
отсчета можно  иаписааь Аф- -— Еа, 
где Афин Е, — соответственно разность по- 
тенциалов и напряженность электрического 


поля. Используя связь между Еун Е, 


(ем. формулы (7) в статье). находим. что 
2 ЕЯ Аа я 
УТ — 97/е фи ее 

Заметим, что в системе отсчета, связаи- 
ной с конденсатором, магнитное поле равно 
нулю. Это не так в подвижной системе отсче- 
та. в которой имеется отличный от нуля ток, 
обусловленный двнжением зарядов конлен- 
сатора. Поэтому при использованни обрат- 
мых преобразоваиий полей {см. формулы {3}} 
нельзя получить ответ, в котором Аф и А+, 
просто номеняются местами. 

3. Будем считать, что электрои пред- 
ставляет собой точечный заряд. н номестим 
его п началд координат движущейся системы 
отсчета К’. Магнитное поле в системе отсчета 
К’ будем считать равным пулю (хотя это и 
неверно для настоящего электрона, так как 
он обладает отличным от нуля магнитным 
моментом). Напряженность электрического 
поля, созданного электроном в точке с ра- 


г 
динусом-всктором г, равна Е --— Г 
ыы 


АЯ == 


(30 обычный закои Кулона, зайисавный 
н вскгорной форме}. Обозначим через х’, 
у’ и 2’ коорднпогы рассматриваемой точки 


(тоестьг = ИХ Ту? 2”. Тогда ироскими 


навряженности электрического поля и сн- 
стеме отсчега К” равны 
.. г ех 
Ех тт 4лЕх р г: 
. } е и 
гу ЗЕ, мог" 
. | ег 
Ро Чль, г 


В неподвижной системе коордниаг К, 
начало координат которой п рассматривие- 
мый момент совпаласт с началом координат 
системы отсчета К’, согласно фармулам 43). 
{7} м (8) будем иметь 


Ве а. Е, 71 С 
| й. = — ——: 
| 
во. В ты 
` * т - УГ Е , 
"Е, 


В. еж 
о ИГ: 
Ирдставим м эти формулы значения Е, Е. 
н Е, Учитывля. что поледстние сокраще- 
Хх 
ит. те? * 

2, м Ведя 


иня расстояний влоль си Ах” 


п то время как и уи г’ 
обозначения В ел, нозучим 


Е ех 41 — В) 
4. (У спас)" 
в: и... =) 

° 4ле, (Ух в НГ Ва)? ' 
Е — Бы -- В} . 
ы де, (рт 2 - В)}° 

п. 

р 02 (1 -- В) 
“аду. о а св)’ 
в. = ги (| --- В?) 


лес о га. 82) 
Можно заметить, что электрическое поле 
перестает быть сферически снмметричным. 
Рассмотрим случая, когда В 2 №, То есть 
о — с. Электрическое поле всюду обращает- 
ся и нуль, за нсключеинем плоскости х 0. 
которая перпендикузярна паправлеиню дки- 
жения электрона. В этой илескости Ё. 0, 


а компоненты Е, ин Е, растут как 
| УЕ эс: (при г +0). Таким образом. 
электрическое поле движущегося электрона 
как бы сплющивается, 


К статье «Бесповторные 
последовательности» 


Е. Пусть А - |@ь ар +. Чаты Чл! 

произвольная носледовательность длины 28. 
Разобъем эту последовательность па п лар: 
1. Ч: 93. и -- 4 @2п- @2л- ДЛЯ того что- 
бы последовательность А была бесповторной, 
необходимо. чтобы каждая пзра была йес- 
повторной. Очевидно, что таких пар 90. 
Из 90 пар можно составить 90” различных 


последовательностен ллииы 27. Саесдона- 
тельно, 
Б (2) 90" и 
|Б (2л)|==90" н О. и т ; 
10- 10- 0 


2. Обозиачим через А, носледователь- 
ность | 1, 2, 1. через — Аз последователу- 
ность (Аз, 3, А.\, _... через Аз --- последо- 


вательность [А+, 9, А.!. Эта последователь- 
ность А, Н является искомой. 

3. Пусть ал, @.. и. ... - бесно- 
вторная последовательность, составленная 
из цифр Т, 2, 3. Рассмотрите носледователь- 
ность, полученную заменой в исходной н»- 
следонательностн нифры [на !1, 2. 3:. пиф- 
ры 2-- ина 11, 2, 1, 2, й, цифры 3 на 
{12,2 И. 

5- Пусть и:. @,, @з. ... — бесконечная 
бесповториая последовательность. Тогда но- 
`леловательностя 


2. @з, --.. 
С ь Ту ПОГ 
бы ь 
также бесповториые. Покажите, что ке 
они различны. 
6. Поскольку различных нифр 16. то 


для любого п среди изиих однинадцати 
дробей можно указать две дробн, у которых 
в л-м разряде стоят одинаковые цифры. 
Пусть при л - 1 это будет пара дробен 2, 
ий, прил - 2 — пара дробей #,, }: в так 
далее. Но различных пар, составленных из 
чисел, не превосходящих 11. — конечное чис- 
ло, п значит, хотя бы одна пара ветретится 
бесконечное число раз. 


К статье «Задача на дом» 
1. При 
16. 
#4 =: - 
- (5 
: а,б:с. 
23 {1 
ч.6 
[45 
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При этом 


я > (6: -1- 62) (с, -- 63) (612, — выс) 
ит. д. 


Особняком стонг случай. когда, наири- 


мер, а, -- а, -0. Разберите его самостоя- 
тельно. 

2. АА Ь: и. бое — 
— 46? -1- 408, = 24? + и -}- 1баВ, где 


ен В ЕЕ целые числа. 
4. Указание. Разлелите обе части 
на хуге. 
Ответ. 
х = ра В: 
у= ау@-- ВУ). 
2 = В (я -- В-- №), 
о = ав, 


где с. В. } — целые. 


К статье «Одиородные уравнення» 
190 21% у 

1. ж = 04; Х:= 928 - 

ложить и == УЕ — 2], и—= к. [х — 3}. 


2. Хх, =; Хх. = —2. Указание. Пе- 
рейти к логарифмам по основанию 2. Поло- 


казанне. По- 


з 
жить и = БЙ2х!. р = 31061 
3. д.1 =4; х. = 2. Указание Поло- 
Й ") — 5 1.Ф 
жить м == (72 — 1) вх т е = 


ь 1)" 95 291, тогда ии == 1. 


(УГ. 
л 5л 


4. Ха = 4-17 ЛА, Х. == ° дя В, 
п: — целые}. 

1 ИИ 

5. х = 4 иГССо$ Г -о- (2 --целое)- 


л 
6. = - д, х. = — 274 3 1 ли 
(п, &-- целые). 

7. х= 18, у=$. Указание. Раз- 


делить первое уравнение на второе. Полу- 


х 
чится уравнение относительно АЕ 


8. Хх: = 2. и, = Е х, =--2, у жр— |. 

9. х=.-1. Указание. Положить 
=; и=5“. 

10. Вода 'юдается быстрес в два риза. 


Указание. Легко найти концентрацию 
кислоты в растворе, подаваемом по второй 
трубе (15%). Обозначив через х скорость 
подачи жндкостн по нервой. трубе, и по 
вгорай, получим однородное уравнение. 

11, х, -- 26, х, -_7. Указание. Со- 
кратнть выраженнс, стоящее п левой части 
на и) х-- |, 


З — 
РЕ Уз - 1 Хх --- 1 
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ПОолЛОжЖнть п 


хе 


. Получился снсте- 


ма уравнений 
{ ИО -Е ми? = 30, 
| 19-3 =35. 


13. х=—2. 


14. х, = —Ьх, =9. Указанне. Ввс- 
сти неизвестные и =, п = 


=(Иуз==+? -У=и=). 


Уравнение станет однородным относи- 
тельно ии гм: и? 2що. 
5. х=И, у=ж—|. Указание. По- 
х--п хи 


п 
ы 


ложить и =2 


= 9“. 
5+ у? 
16. х— а . Указание. 


пользоваться равенством: х -|- 2 = (х -|- 1}-+ 
нм |. 


> 
0-2 ‚ Тогда ио = 


Вос- 


К головозомкам 
(см. «Квант» № 8, 4-я с. обл.) 


и 2. 47.15 = 705 


— - м 
308 и 17 —- 326 81-31 = 12. 
375 +. 238 — 613 128 =. 465 — 593 


3 34-75 4. 3х5 —9-=- 
о. аи 
24—55 -3 6:2--5 =8 
ре В о 
24—44 1—1 = 
7-:-5:6-2 3 9—5 = 


К статье «Конструнроваине 
графикам функций» 


(сч. «Квант» №8) 


уравиений по 


1. а) (см. рис. 5 статьи). На основном» 
промежутке (0, я) функция п (1), ве опре- 
деленнзя в точках {== лл, имеет уравнение 
Но “2, {Е (0, д). Сдвигая график ио на лл 
вхоль оси абсцисс, волучим 

нп - [пл Ре (пл. (п-т Пл). 
Прн целых значениях п--0, +1, =2.... 
это уравнение н лает уравнение искомой функ- 
ций & (1). Заметим, что 
атс (СШ д - [--па. Галл, (м-р Пл) 
(п-— 0, +1, =2, ...). 

Если функция определена Е точках дл 
слева, то п (0) - 2—лпл, сацал, пл |; 
еслн п тех же точках функция определена 
справа, то и (1) -- 1—пл. [= мл, л--|л). 
В обоих случаях м = 0, +1, =2, ... 

Вся лниия описывается двумя уравнениями 


[4{2) -- агсе\в (с! 0, | 
(м) — пл, на [©, 1] 
(= О, +1. +2. ...). 


6) (см. рис. Б статьи). На «основномь 
промежутке [—л, л] уравненне функции 
и (1) ныеет вид 


чо = 11|, ЧЕ д, Л]. 
Сдвнгая график и, вдоль оси абсцисс, по- 
лучим 


ип = [1— 2"л |, | @и- 0, д(@л --1]]. 
Еслн п пробегает все целые значения, то 
полученное уравнение есть уравнение иско- 
мой функции ы (0). Заметим, что имеет мес- 
то равенство 

и (1) = агссо$ (с03 0 =: |1 — 2 пл|. 

Ел (2—1. я(21-. 1], 
Пг 0,=1.-2.... 
в) (см. рис. 7). На «основном» проме- 


д 
= функция нумеет уравие- 


ыы т 295 
Нели. 2 |. 


Сдвигая график па п2л. получим 


| 
ё—2ил, 


я 
жутке |--5 : 


ие 


в] 2 


д 
| «[-3. 


[= 2аи, 1+ ра |; 


Е 
—(—2лл) фл, 


д Зл 
= + 2лл +297]. 


После преобразований две строчки 
заменить одной: 


можно 
ны = (— 0” и — тд], 
ы ы 
ве пла]. 


(т= 0. 1, +2....). 


(При т= 21 получается иервая строчка: 
прин т = 21 -— | — вторая.) 
Имеет место равенство: 


и (1} = агозтеят #) = (— ИИ — мд]. 
В п. 
{= т т— Пл, л р 


т =0, 1, 3>.... 
2. (= А|ШЕ|. 


3. На [90,2] функция имеет уравнение 
А тё, (ЕО, 1]; 
Аоиал, 24]. 


Уравнепне всей функции при п = 0, = 1. 
+2 


Ио 


Азт ({ — лад). 
ии = Не [2 апт. (21 4- Ш 
0,2 = [л (29 -- И, я (2л-:- 2)]. 
Две строчки можно заменить одной: 
| -.-{— | 
в (1) = те А ие, 


гея (т + 01|, 


т= 0+1 2.... 


4. График фуикции 5 ({} на |0, п| по- 
л 
лучен сдвигом данной синусоиды: на — 


вправо (вдоль осн абсцисс) и на А — вверх 
(вдоль оси ординат}. Поэтому 


$, - дым (1 =) +а= — Ас + А, 
=, |. 


Сдвигая график $, на пл вправо и на д.2А 
вверх, нолучих уравнение функции: 


$ (1) = — А со — пл) + Аа +1, 
фил, (п -:- 04], л=0.1,2,3,... 


К статье «Подарок веселого капитана» 
(см. Квант № 8) 


Расшифровка деления в предположении 
оииски: 102508: 49 — 2092 и 8963,9 : 29 --- 
- 309,1; 2463,3 : 23 = 107,1. Указ а- 

пне. Надо имайтн все двузначные числа 
(лелитель), кратные которым имеют вид 
2% и жжИ, н проверить их. 

Капитан вложнл в шкатулку 272 рубля, 
а деление (272 :8 > 34) н запись кодового 
чнсла выполнил в троичной системе счисле- 
ния: 101002. : 22. — 1021.. Это решение 
получится, если испытать все двузиачные 
числа (делитель), записанные в троичной 
системе, произведение кажлого из которых 
на Ти 2 имеет вид 2ж и ЖЖ. 

В «фокусе сложения» использованы со- 
отцетственио снстемы счисления с основани- 
ем №0, 9. 8, 12. 


К задачам «Квант» 

Аля младших школьников» 

(см. «Квант № 8 } 

1. 301 деталь. Общее число взятых деталей 


можно найтн как сумму арифметической 
прогрессии, а нменно, если из первого ящика 


Рис. 2. 


взяли х деталей, то из всех вместе их взяли 
х-- 2х -- Зх-+ ... -- 100х = 5050х. В по- 
следнем ящике было деталей 100х | 1, 
во всех вместе 10 000х -- 100. Получаем 
уравнение 10000х -- 100 — 5050х = 14 950. 
откуда х = 3. 

2. Вода с поверхиостн моря все время 
испаряется, поэтому соленость морской воды 
не уменьшается. , 

3. Четыре (см. рисунок 2). Указа- 
ние. В каждое угловое поле ведет лишь 
одни диагопальный ход. 

4. По строкам: 

17 х 28 = 4165 
99 + 9 = 108 


116 -- 252 = 368. 


У казанис. Легко видеть, что 
Я —= 9, Е — 1, Д*®0. 

5. Чтобы из цифр числа можно было со- 
ставить шесть и только шесть двузначных 


чнсел, необходимо, __ чтобы это число 
было трехзначным: ас. Складывая а, 
де, 5. Фа, са, сЬ. получим 22 (а 5-0. 
По условию 11 (а-- 6 -г @) = 100а + 105 
+- с, ван 10 | 5 = 89а. Но 10 -- В — чис- 
ло двузначное; значит, н 89а — число дву- 
значное, а = 1. Номер квартиры — 198. 


К заметке «524288 японских 
головаломокя 

(см. «Кванть № 1, 4-я с. обл.) 

Редакция получнла много писем с решеннямн 
«сопутствующих» задач. Но только четырем 


ны 


Корректор „7. С. Сомова 
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Рис. 3. 


читателям уделось сложить предложенную 
головоломку. Это С. Ж. Левитин (Диепро- 
пегровск), „7. А. Лузина (Ленинград), 
А. С. Безбородов (Иваново), В. Н. Добнюк 
(Омск}. 

Еще два читателя сложилн головоломку. 
переворачивая фигурки: В. И. Дупленко 
(Диепродзержниск) п С. Кардашевский 
(Максевка). 

Головоломки этого типа называются 
«полимино» (по аналогин с домино). Их при- 
думал известный математнк С. В. Голомб. 
Прочесть о иих можно в книжках: С. В. Го- 
лом 6. Полимино («Мир», 1975) и М. Гар- 
диер. Математические повеллы («Мир», 
1974). 

Остается сказать, что головоломок тнпа 
«7Аз, а именно оин были предложены чита- 
телям «Кваита»ь, собрать -не удалось ни Го- 
ломбу, пн Гарднеру. Впервые их сложили 
в Японии. На рисунке 3 приведено решение 
С. Ж. Левитина. 


К задачам 
(см. «Квант» „№8, с. 48) 


{. Медиана, проведеиная из вершины 
угла В. 2. пт 4. 10211. Пи 
(4.4, 1,1, ..., 1). 5. В 3 раза. 6. Достаточно 
24 выстрела. 


Чеховский полиграфический комбинат 
Союзполиграфирома 

ирм Государствеином комитете Советл 
Мианистрив СССР по делам изалтельств. 
полиграфии в киижной торговли. 

г. Чехов Московской области 
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Летчик. космонант СССР. 
дважды Герой Советского 
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7. Королева рассказывает © работе секции 
теоретической физики НОУ г. Норильска. 

Ю. Бахарев демонстрирует снстему радио- 
телеуправления. созлаиную в НОУ г Чедя. 


бинска 
Участники слета на экскурсии п Инстигуте 
\/ физики твераого тела АН СССР 


Цена 30 кол. 


Индекс 70465 


наиим 


Прололжае:ся полниска на 1976 Год на 
научно-понулярным  физико-математическии 
журнал «Квант» 

«Кван!»* адресован всем школьникам б-- 
10 кладов. козорые любя матемалику и 
физику. тюбят решать задачи 

Наш журнал полезен и тем школьникам. 
которые еще ие увлеклиць физикой нли ма- 
зематиком, но хо:ели бы получиие позмако- 
миться ‹ этими науками 

Сейчах ироисходнт кореннан нерспабогка 
школьных ирограмм по маземазнке и физн- 
хе «Квант» актнано участвусг в этой рабо- 
те В 1976 году на страницах журнала бу- 
ху! хистематическн нубликовагься сталтьн. 
разъясняющие материал новых программ 


Много материалов буде: опубликовано 
для школьников № кллсов. тотовящихся к 
пос гуплению в инстгит У 


В 1976 голу «Кванз» будсг продолжать 
нечатать статьи для младших школьников 
Объем этих публикации буде! сушественно 
расширен 


«Квант» полезен также п преподавате- 
лям Мапериалы, публикуемые в «Кваине», 
могут быть использованы на занятиях ма1е- 
матических и физических кружьов и ни фа- 
культагтивных занятнях 

Читайте в «Кванте» в 1976 г 

Стазьн, посвященные опытам. которые 
можно провестн нал моделями нак физиче- 
хко:0. так и математического ироис хожде- 
ннЯ 


Большое количество статен будет посвя- 
щено новой программе и школе Так. в стать- 
эх А Г Мордковича школьники познако- 
мятся с понятием иронзводной и ее примене- 
нием прин решеини задач 


читателя 


Вот уже нятыи тор раздел журнала «За- 
ЯДачник «Квантазь учит икольников решать 
з«пачи повышенной трудности по матемази- 
ке и физике В работе этого раздела прини- 
маю! участие школьники из городов и ‹ел 
Читазели. регулярно присылающине правиль- 
ные решения, получают право учахтия в об- 
пасртных олиминадах Релакиня конеульгнр} - 
ег школьников. нрикылающих решения з4- 
дач 

Для но‹ 1упаницих в вузы в 1976 году 5\- 
АУТ опубликованы сгатьм на следукицие ге- 
мы Математика тождественные иреобразч- 
вання иррациональных уравненин. проверка 
ремениин. урависния с параметрами докиза- 
зе льство неравенств, нелользование моногон- 
носги функции при реигсник уравнемий п не- 
равенств, решение тригонометрических урав- 
ненки. решение задач на тела вращении 
ирямвугольная нроекция при решенин хлеред- 
метрических залач, «скрытые» данные и у - 
ловии задачи 

Физика законы идеальных газов, элек- 
трическия ток. линии передач. трансформа- 
'оры, посгроение Изображений {нластиика 
линза, зеркало). онгическис приборы. лаз, 
интерференция 

Мы будем продолжазь знакомигь наших 
читателен с новыми книгами. представляю- 
щимн длин них нигерес, рассказывать 0 ра- 
боте физико-математических школ. об олим- 
пиадах. п работе различных вузов с0 коль- 
инкаАМИ НТД 

Поденска на «Квант» иринимаегся без ог- 
раничения 8 пунктах приема нодински «Со- 
юзиечать»х, отделениями связи. на почзамтах 
При подписке соылаитесь на манге мидекс 
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Штаб советской науки 


В октябре 1975 года в Москве проводится торжественная юбилейная сессия Академии 
наук СССР, посвященная 250-летию с момента ее основания. Сессия проходит как все- 
народный праздник советской науки и смотр ее выдающихся достижений. 

Академия наук нашей страны была создана по указу Петра !, изданному 28 января 
1724 года (по старому стипю). Однако торжественное открытме Академии состоялось 
уже после смерты Петра | в августе 1725 года. 

Празднование юбилея Академии наук СССР началось еще в 1974 году. За это вре- 
мя и ее институтах м научных учреждениях были проведены научные сессии н общие 
собрания. Торжественные собрания прошли также в республыканских Академиях наук. 
Были организованы многочисленные выставки м смотры результатов научных работ, 
проходившие под девизом «Достижения наукы — народному хозяйству». Состоялись 
встречи крупмейших ученых с коллективами рабочих и колхозмиков. Нынешняя юбилей- 
ная сессия завершает эти торжества. 

История Академии наук неотделима от истории отечественной науки. 250 лет — 
большой срок. И за это время роль и место Академии в нашей науке подвергались 
значительным изменениям. Эти перемены немзбежно отражались на состояним всех 
областей русской науки. 

В период, предшествовавший Великой Октябрьской социалистической революции, 
состояние математики и физики в России было существенно различным. Труды 
Н. И. Лобачевского, М. В. Остроградского, П. Л. Чебышева, А. М. Ляпунова, А. А. Мар- 
кова, В. А. Стеклова создали всемирный авторитет русской математике. Физика же в 
России была развита значительно слабее. Правда, н ее в этот пермод украшали имена 
А. Г. Столетова, П. Н. Лебедева, Н. А. Умова, но общий уровень развития русской 
физики был существенио ниже, чем за рубежом, н она не оказывала заметного влия- 
ния на развитие мировой физики. Недаром выдающийся физик А. Ф. Иоффе в свойх 
воспоминаниях © дореволюционной отечественной физике писал, что большинство 
талантливых русских физиков вынуждено было выполнять свом исследования в ыно- 
странных институтах н лабораториях. 

Октябрьская революция коренным образом изменила положение науки в нашей 
стране. Наука превратылась в одно из важнейших средств построения нового социа- 
листического общества. Огромное внимание успешному развитию молодой советской 
науки уделял В. И. Ленин. В невероятно тяжелых условиях гражданской войны м хозяй- 
ственной разрухи Ленин стремился сделать все возможное для помощи ученым, кото- 
рые вместе со всем народом терпели жестокую нужду м лишения. Он потратил много 
сил на 10, чтобы объединить усилия ученых и направить их ма решение важнейших 
проблем народного хозяйства. Ленин глубоко верил в тО, что «перед союзом пред- 
ставителей науки, пролетариата и техники не устоит никакая темная сила» “). М русские 


*) В. И. Ленин. Полное собрание сочинений. Т. 40, с. 189. 


ученые сознательно шли на огромные жертвы, мужественно переносили трудности, 
стоявшие на пути развития нашей наукы. Вспоминая об этом, А, М. Горький писёл: 
5Я наблюдал, с каким скромным героизмом, с каким мужеством творцы русской нау- 
ки переживали мучительный голод н холод, видел, как они работали и ках умирали. 
Мои впечатления зё это время сложились в глубокий ы почтительный восторг перед 
Вами —герои свободной, бесстрашной, исследующей мысли. Я думаю, что русские 
ученые, их жизнь и работа в годы войны и блокады дали миру великий урок мужества 
и выдержки». 


Постоянная поддержка и помощь науке со стороны Коммунистической партии мн 
Советского правительства вызвали невиданный научный подъем в нашей стране. За 
сравнытельно короткый историческый отрезок времени советская физика, математика, 
механика и астрономия вышли на самые передовые рубежи мировой науки. Советские 
ученые успешио решили целый ряд необычайно сложных научно-техиических проблем. 
Они создалы атомное и водородное оружие, навсегда похоронив надежды ымперма- 
листов на военное превосходство. Они проложили человечеству путь к мирному ис- 
пользованию атомной энергим. Ученые нашей страны успешиыо осуществляют разно- 
сторониюю программу исследования и использования космического пространства. Они 
оказывают огромную помощь в разработка и совершенствовании электронных вычис- 
лительных мешин. Благодаря трудам наших ученых возникли целые новые области фи- 
знко-математнческих наук. 


Ученые всех стран с огромным вниманием следят теперь за развитием советской 
науки. Недаром многие научные журналы, выходящие в нашей стране, переводятся 
м переиздаются в наиболее развитых капиталистических странах. Русское слово испут- 
нике вошло без изменения во все языки мира, а дата запуска первого советского ис- 
кусственного спутныка Землы часто рассматрывается в зарубежных странах как начало 
новой зры в организации науки и образования. Физики всех стран без перевода поль- 
эуются м другим научным термином — «Токамёк», родившимся в нашей стране. 
«ТОромдальная КАмера в №ААгиитном поле» — так назиали свою необычайно перспек- 
тивную экспериментальную установку для ызученыя горячей плазмы мн управляемых 
термоядерных реакций советские ученые. Подобиые установки построены и строятся 
сейчас во многых странах. 


Академня маукх СССР — подлинный штаб советской науки. Она объединяет сотни 
крупнейшнх ученых, возглавляющих отдельные области современной науки в нашей 
стране. В ее многочисленных институтах м маучных центрах, расположенных на всея 
территории Советского Союза, трудится огромная армия научных сотруднинов. 


Более четверти века на нашей планете происходит невиданная научно-техническая 
революция, охватившая фактически всё области наукн и техники. Наука на наших глазах 
превратилась в непосредственную производительную силу общества, она прочно объ- 
единяется с производством и оказывеет на него необычайно важное, определяющее 
влияные. Прогресс производства — совершенствованне технологии, орудий труда, спо- 
собов обработки материалов, методов управления не только станками, но ин целыми 
заводами — в наши дны неразрывно связан с прогрессом науки. Мир соОцыализма, ак- 
тивно участвуя а этой революции, приобретает все необходимое для построения ком- 
мунизма. Плоды этой революции открывают нам путь к материально-техмической базе 
коммунизма ы построению коммунистического общества. 


Трудно переоценить роль науки в строительстве коммунизма. Ведь такого общест- 
венного строя на Земле еще ннкогда не было, м учиться здесь нам просто не у кого. 
Научный анализ, марксистско-ленинские методы исследования — вот компас, по кото- 
рому мы проверяем верность нашего пути. 


Да здравствует же советская наука и ее генеральный штаб — Академия наук 
СССР! 


Ленин о науке 


Ниже прыводятся высказывания В. М. Лени- 
на, заимствованные мз его работ или вос- 
поминаний современников. 


„Только социализм освободит науку ст ее буржуазных пут, от ее порабощения 
капиталу, от ее рабства перед интересами грязного капиталистического корыстолюбия. 
Только социализм даст возможность широко распространить м настоящим образом под- 
чинить общественное производство м распределеные продуктов по научным соображе- 
ниям относительно того, как сделать жизнь всех трудящихся наиболее легкой, достав- 
ляющей им возможность благосостояния. (В. И. Ленин. Полное собрание сочиненин, 
Т. 36, с. 381). 

...Я лично глубоко интересуюсь наукой ин придаю ей громадное зиаченые. Когда 
вам что нужно будет, обращайтесь прямо ко мне. (Из воспоминаний академика 
С. Ф. Ольденбурга) 

„.Ведь вот, только бы победить нам все эти митервенции, все эти внутренние вос- 
стания кулаков, помещиков и буржуазии, и тогда мы устромм так, что деятели науки, 
культуры, искусства, литературы — все будут обеспечены у нас так, как мыгде в саете. 
Именно н нам будут ехать все ученые, чтобы делать всевозможные исследования, соз- 
давать лучщые лабораторыин, при самых лучшых возможностях исследований ы поста- 
новкы работ по животрепещущим научным вопросам. (Из беседы с А. М. Горьким) 

‚.Еслы неука в будущем должна дать то, во что вы верите, — обновление жизни, 
то необходимо, чтобы те широкие массы, которые теперь стоят близко к власти, ко- 
торые теперь имеют возможность регулировать жызнь, чтобы оны понымали значение 
науки. Вы должны сделать им доступным я понятным значение тех отвлеченных истин, 
которые отдельные люди понимают, но которые масса, которой раньше ме предостав- 
лялось возможностн подойти близко к этой науке, пока еще не понимает. (Из речи 
академыка С. Ф. Ольденбурга на ! Всесоюзном съезде Советов) 

‚..Имейте в виду, что теперь широкие массы, стряхнув с себя старую власть, взяли 
свою жизнь в собственные руки, они являются вершителями жизнм, в которой м вам, 
представителям науки, принадлежит соответствующее место. Но место это и вообще 
возможность надлежащим образом работать научно будет зависеть от того, насколько 
значение науки будет понято массами, насколько они смогут на нее посмотреть не как 
на праздное, ненужиое для жизни времяпрепровождение, а как на тяжелый по своей 
сложности, необходимый и производительный труд. Мы, я м другые, коиечно, понима- 
ем значение науки, но сейчас ме в нашем понимании дело, а в понимания масс. Естест- 
венно поэтому, что в первую голову виимание государства будет обращено ма те 
науки, которые помогают нам выявлять и применять на деле наши естественные богат- 
ства, особенно нужные разоренной войнами страые, т. е. науки естественные и мате- 
матические и экономические. (Мэ доклада академика С. Ф. Ольденбурга на Общем соб- 
раним Академии наук 22 января 1927 года) 

...Узнав © согласим Вице-президента Академии наук академика В. А. Стеклова 
сотрудиичать с Советским правительством, В. И. Ленын сказал: «Вот так, одного за 
другим, мы перетянем всех русских и европейских Архимедов, тогда мир, хочет ие 
хочет, а — перевернется!» (Из речи академика А. В. Топчиева на сессии Академии наук, 
посвященной 90-летию со дня реждения 8. И. Леныма, 21 апреля 1960 года) 


Ученые о Ленине 


..Нам — людям наукн — особенио дорога в величевом облике Леныма его неустенная 
забота © процветании советской науки. С первык же дней существования Советской 
властм Ленин пристально занимался вопросамы, связамнымы г развитием науки. В из- 
вестных директывах Ленииа еще в 1918 году четко были определены задачи Академии 
наук в деле экономического возрождения странь:, в деле развития производительных 
сил нашей Родыны. Аы горды тем, что Академия наук во всей своей деятольносты не- 
изменно руководствовалась указаниями Ленина. (Мз речи президента Академии наук 
академика В. Л. Комарова 14 февраля 1944 года) 

..В настоящее время наши историки, изучая подлинные материалы м документы 
первых лет революции, убеждаются в громадной активной роли Владимира Ильича в 
реформе Академии яаук. Коротко говоря, дальнейшее развитие Академии, грандиоз- 
ные размеры которого мы знаем теперь, было предусмотрено уже в первых указа- 
ниях Владимира Ильыча. В первые же месяцы революции Владимир Ильич дал санкцию 
на организацию целого ряда научно-исследовательских институтов в ААоскве ы в Ленин- 
граде... 

.„..В. И. Ленин с первых же шагов революцни принял все меры для дальнейшего 
широкого роста мы научных кадров, м научных учрежденый. Этого требовала страна, ко- 
торая должна была превратиться в страну социалистическую. Вместе с тем исключи- 
тельное внимание со стороны Владимира Ильича к науке определялось, конечно, ме в 
малой степеин мы тем, что сам он был величайшим ученым и оставил нам незабываемый 
пример как важности достыгнутых результатов, так м методов научной работы. (Из 
речи академика С. И. Вавилова, посвященной памяти В. И, Ленина, 20 января 1940 года) 

...Строя новую жизиь, осуществляя величайший в мире социальный переворот, бо- 
рясь за новое Советское государство и разоренной войной, ннщей и невежественной 
стране, Лении миа переставал думать о культурном строительстве и научном росте, 
С большим вниманием, с исключительной заботливостью относился ои к науке и уче- 
ным. Всем известны факты его непосредстаениого вмешательства в вопросы, касаю- 
щиеся научного строительства; вероятно, многие знают уже и`о том, как много соден- 
ствовал он нашей Академим наук а ее стремлении поставить и развить исследоватоль- 
скую работу, нарушенную в годы войны н революции. (Из речи президента Академии 
наук академика А. П. Карпинского 21 января 1928 года) 

... О днапазоне его знаний наглядно свидетельствуют м его богатейшее неоценимое 
литературное наследство, м те заметки, которые оставлены им на полях громадного 
колычества прочитанных им книг. Просмотрите «Философские тетради» Ленина, м вам 
нетрудно будет видеть, какой глубокий, вдумчивый характер имелн его коиспекты, 
какую перекличку вел он в них с выдающимися представителями ученого мира. Так 
неустанно, ымзо дия в день оттачивалась острая мысль Ленима, одинаково сильная как 
$ тонком аналиэе, так м в мощном синтезе... 

..Владымир Ильич был не просто носытелем мирового знания, он был ярчайшим 
представителем передовой, не отделяющей себя от народа и его нужд науки, той 
науки, которая создается не только для уразумения окружающих нас явлений жизни, 
но м для преобразований их ма пользу трудящихся, науки революционеров, ‘идущей на 
смену мауке доктринеров. (Из воспоминаний академика Г. М, Кржижановского) 


О. Л. 


Выдающийся 
математик 
средневековья 


Жаитыков, 
Л. Г. Кибесов 


В. этом году широко отмечается 1100-летме со дня рождения великого ученого н 
мыслителя Восток Абу Наср Мухаммед аль-Фарабм. Уже в течение нескольких 
пет актмано изучается его творческое наследие — недаано в Алма-Ате вышли «Ма- 


зематические трактаты» аль-Фарабм. 


В этой заметке рассказывается с некоторых его достиженнях в областы математики. 


Одним из наиболее значительных 
культурных центров Средней Азии 
был Отрарский округ, расположен- 
ный в бассейне реки Сыр-Дарьн. 
Главный город этой области Отрар, 
или Фараб, как его называли араб- 
ские завоеватели, является родиной 
нескольких выдающихся представн- 
телей науки н культуры всего сред- 
невекового Востока. Наиболее круп- 
ным из них был великий мыслитель, 
ученый-энциклопедист, разносторон- 
ний математик Абу Наср Мухаммед 
аль-Фараби, родившийся в 870 го- 
ду. Он получил образование сначала 
у себя дома в Отраре, а затем в Баг- 
даде. Еще при жизни аль-Фараби 
получил прозвище «ал-муалянм асса- 
ни» — второго учителя. (Первым учн- 
телем «ал-муаллим аль-авзал» назы- 
вали Великого мыслителя античности 
Аристотеля.) 

Аль-Фараби умер в Дамаске в 
950 г. 

Аль-Фараби принадлежит около 
ста пятидесяти трудов по самым раз- 
личным отраслям знания. Почти все 
они написаны на арабском языке — 
языке науки того времени. В его на- 
учной деятельности большое место 
занимают физико-математические ди- 
сциплины. По свидетельству истори- 


ков только по геометрии, астрономии 
н музыке аль-Фараби принадлежит 
около 70 трудов, большннство кото- 
рых утрачено. 

В настоящее время изучен ряд 
трактатов аль-Фараби. Эти сочине- 
ния опубликованы а русском переводе 


‚с подробными комментариями *). Аль- 


Фарабн использовал арифметику, гео- 
метрию, тригонометрию в трудах по 
теории музыки, астрономни и мате- 
матической географии. Остановимся 
вкратце на некоторых достижениях 
аль-Фарабн в области математики. 

Аль-Фараби в «Перечислении на- 
ук» старается по-своему определить 
разделы, предмет и содержание всех 
отраслей математики своего времени 
(арифметики, геометрин, оптнки, мате- 
матической астрономии). Он одним 
из первых в исторни математнки опре- 
деляет предмет новой отрасли мате- 
матики — алгебры. «Эта наука, — пн- 
шет ученый, — является общей как 
для арифметики, так и для теометрин. 
Она содержит разнообразные искус- 
ные методы нахождения чисел...». 
Он одним из первых устанавливает 


*) Аль-Фараби. Математнческие 


трактаты. Алма-Ата, 1972. 


однозначное соответствие между гео- 
метрическими величинами и числами 
и при этом вводит особый термин 
«узм» для количественной (числовой) 
характеристики всличины. Это начи- 
нанне в дальнейшем получило разви- 
тие и сыграло большую роль в созда- 
нии математикн. переменных величин. 

Вопреки сложившейся традиции 
аль-Фараби включает прикладную ма- 
тематику, как он ее называет — «нау- 
ку об искусных приемах», в число 
основных математических разделов. 

Большая заслуга принадлежит 
аль-Фараби в развитии геометрии, 
особенно конструктивной геометрии. 
В трактате о геометрических построе- 
ниях он впервые в истории матема- 
тики в систематической форме изла- 
гает методы решения многочислен- 
ных задач конструктивной геометрии, 
особо важные задачи на построение 
с помощью циркуля постоянного ра- 
створа. 

Приведем одно из двух построений 
параболы по точкам, по-видимому, 
впервые предложеннсе аль-Фараби. 
Параболу он называет «лекалом за- 
жигательного зеркала». Он нишет: 
«Если мы хотим построить (зажига- 
тельное) зеркало, то сначала постро- 
им лекало, определяющее зеркало. 
Для этого проведем круг, полура- 
диус которого равен величине рас- 
стояния, на котором мы хотим за- 
жечь предмет. (Центр круга—точка Е, 
см. рис. 1.) Проведем его диаметр АВ. 
Отложим на линии ВЕ от точки В 
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несколько равных отрезков. Чем эти 
отрезки меньше, тем будет лучше 
н точнее лекало. Пусть это отрезки 
ВС, СО и ОЕ. Проведем через точки 
С, р и Е линии под прямым углом 
(к ВЕ) и продолжим их в обе стороны 
до точек А, Ги М. Соединим В и К, 
Ви [., Ви М. Построим лииню СМ 
равную линни ВК, линию ОО, рав- 
ную линии ВЁ, линию ЕР. равную 
линии ВМ. Соединим точки В, М, О 
н Р, и выполним лекало по этой ли- 
нии». (Докажите’ правильность по- 
строения!) 

Большой интерес для истории ма- 
тематики представляют исследования 
аль-Фараби по тригонсметрни. На- 
иболее важным является введение 
им линий тангенса и котангенса 
в тригонометрическом круге: раньше 
эти функции определялись только 
как тени гномона (шеста). Он опре- 
деляет тангенс и котангенс как отрез- 
ки касательных к окружности. Аль- 
Фараби впервые формулирует теоре- 
му синусов для произвольного тре- 
угольника. 

По аль-Фараби «синус есть поло- 
вина хорды удвсенной дуги». Он до- 
бавляет к известным до него соотно- 
шениям между тригонометрическими 
функциями новые соотношения, в 
том числе 
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В «Киите приложений к «Альма- 
гесту»*) он одним из первых дока- 
зал теорему синусов для прямоуголь- 
ного сферического треугольника. Аль- 
Фараби широко применяет тригоно- 
метрию для решения разнообразных 
задач математической астрономии. 

У аль-Фараби мы встречаем инте: 
ресные высказывания о вероятност- 
ных понятнях. В «Трактате о том, что 
правильно и что неправильно в при: 
говорах звезд» он дает оценку воз- 
можностн более и менее вероятных 


48а = 


*) «Альмагест» — сочинение 
величайшего 


Птолемея, 
астронома антнчного мнра. 


событий, приводит классификацию 
возможностей; «невозможное», «ред- 
ко возможное»,  «равновероятное», 
«возможное в большинстве случаев», 
«достоверное». Аль-Фарабн призыва- 
ет исследовать явления, «возможные 
в болышинстве случаев», считая, что 
«опыт полезен в отношении явлений, 
возможных в болышинстве случаев». 

В «Большой кннге музыки» и в его 
обработках «Альмагеста» широко рас- 
сматривались функциональные завн- 
симости, комбинаторные задачи, ин- 
финитезимальные иден и другие воп- 
росы математического содержания. 
Болышой ннтерес представляют функ- 
циональные зависимости, рассмот- 
ренные аль-Фараби в связи с созда- 
нкем теорни музыки. Аль-Фарабн, 
например, находит количественные 
соотношения между высотой звука 
(и) в трубе духового инструмента 
и другими физическими величинами 
в виде следующей функциональной 
зависимости: 


_ ВоВ 
У=- Ба. 


где # — коэффициент — пропорцио- 
нальности, р — диамегр трубы, #й — 
расстояние отверстия от мундштука, 
4 — днаметр отверстия, в — харак- 
теристика гладкости, Е — снла вду- 
вания источника. Все эти соотноше- 
ния выражаются словесно. 

Труды аль-Фарабн по математике 
оказали большое влияние на матема- 
тнческое творчество  Абу-л-Вафы 
(940—998), Ибн Сины (980—1037), 
аль-Бируни (973—1050), Омара Хайя- 
ма (1048—1131), Наср ад-Дина ат-Ту- 
си (1201—1274), Роджера Бэкона 
(1214—1294), Леонардо да Винчи 
(1452—1519) и других. 


Задачи наших 
читателей 


1. Доказать, что если 
ола»... ап = р”(р, п — це- 
лые), то справедливо нера- 
венство 


(а2-- И (@2-Н... (а2+ 
НИ > (р? + 1". 


С. Т. Берколайко 


2. Найтн возможно 6о- 
лее простую формулу обще- 
го члена лоследовательностн 
1, 2, 2, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 4, 

бо; бб 

Можно лн ее записать, 
нспользуя лишь функция 


у= Ух, у=Ь]| 


и арифметические операции? 
А. М. Асташов 


3. Легко проверить сле- 
дующие равенства: 


У 149 =4+ 19, 
Ум =6+у3, 
УЕ =8+ ИТ, 
160 =ю+ 0. 


Этот ряд можно про- 
должить следующим обра- 
зом: 


и! =12- уг, 
Им=н-уз. 


Можете ли вы вывести общую 
формулу. объясняющую эти 
равенства? 

С. Р. Гусейнов 

4. Существует ли тре- 
угольник, у которого бис- 
сектриса делится точкой пе- 
ресечения  биссектрис по- 
полам? 

5. Доказать, что точка 
пересечення бнссектрис тре- 
угольника делит каждую из 
них (счнтая от основания) в 
отнфшенни, равном отноше- 
нию основания треугольнн- 
ка к сумме двух других его 
сторон. 

И. А. Страшкевич 


При движении тела в какой-либо сре- 
де возникают силы сопротивления 
движению, стремящиеся замедлить 
его. Механическому движению одно- 
го твердого тела по поверхности 
другого препятствуют силы сухого 
трения; в жидкости или газе по- 
являются вязкое трение и аэроди- 
намическое сопротивление и. т. п. 

Взаимодействие тела со средой — 
довольно сложный процесс, приводя- 
щий обычно к тому, что энергия тела 
со временем переходит в тепло, или, 
как гсворят физики, происходит дис- 
сипация энергии. Однако сопротив- 
ление среды может играть и обратную 
роль — увеличивать эмергню тела. 
При этом, как правило, возникают 
колебания. Например, сила сухого 
трения между полозьями саней и сне- 
гом тормозит движение саней, и эта 
же сила, действующая между смыч- 
ком н струной, вызывает колебания 
струны. Как вы увидите дальше, 
причиной .возникновения колебаний 
является падающая зависимость си- 
лы трения от скорости движения. 
Колебания возникают тогда, когда 
сила трения уменьшается при уве- 
личении скорости. 

Аналогичные явления происходят 
не только в механических, но и в 
электрических системах, в которых 
колебания возбуждаются при падаю- 
щей зависимссти напряжения от силы 
тока. 

Рассмотрим сначала процесс воз- 
никновения механических колебаний. 


Л. Г. Асламазов Почему 


звучит 
скрипка 


Колебания струны 


Звучание скрипки вызывается дви- 
жением смычка. Невозможно, конеч- 
но, объяснить здесь все сложные яв- 
ления, связанные с особенностями 
звучания скрипки. Однако попробуем 
разобраться, почему возникают коле- 
бания скрипичной струны, когда по 
ней ведут смычком. 

Силы трения между смычком и 
струной — это силы сухого трения. 
Можно говорить в силах трения по- 
коя и о силах трения скольжения. 
Первая сила возникает между сопрн- 
касающимися, но неподвижными друг 
относительно друга телами, вторая — 
при скольжении одного тела по по- 
верхности другого. 

Сила трения покоя, как известно, 
может принимать любые = значения 
(в зависимости от внешней силы) от 
нуля до максимальной силы трения 


покоя ой при этом она всегда рав- 
на по величине и противоположна по 
направлению внешней силе. 

Сила трения скольжения зависит 
ст материала тел и от состояния тру- 
щихся поверхностей, а также от от- 
носительной скорости этих тел. О по- 
следнем мы и будем говорить более 
подробно. Характер зависимости ст 
скорости для разных тел различен; 
нередко при увеличении скорости 
скольжения вначале — происходит 
уменьшение силы трения скольжения, 
а затем она начинает возрастать. Гра- 
фик зависимости абсолютной величи- 


Екь-Ль--т-1-- 


Рис. 1. 


ны силы сухого трения от скорссти 
в этом случае показан на рисунке 1. 
В скрипке снлы трения между смыч- 
ксм и струной как раз и имеют такой 
характер. Вертикальный участок при 
0—0 соответствует силам трения по- 
коя. Если относительная скорость 
струны н смычка и соответствует па- 
зающему участку 0<5<о, то уве- 
личенню относительной скорости иа 
некоторую малую величину Аи ссот- 
ветствует уменьшение силы трения, 
н наоборот, при уменьшении скоро- 
сти соответствующее изменение силы 
трения положительно (см. рис. 1). 
Как вы сейчас увидите, именно бла- 
годаря этой ссобенности может уве- 
личиваться экергия струкы за счет 
работы сил сухого трения. 

При движении смычка струна от- 
клоняется вместе с ним. При этом си- 
ла трення покоя уравновешивается 
силами натяжения струны (рис. 2). 
Равнодействующая Ё сил натяжения 
пропорциональна откдсиению стру- 
ны х от положения равновесия: 


Е =2Т. чпа = ыЕ 5: 

где {[ — длина струны, а Го — сила 
натяжения струны, которую при ма- 
лых отклонениях можно считать по- 
стоянной. Поэтому при движении 
струны вместе со смычком сила Ё 
будет расти, н.в тот момент, когда сна 
станет равной максимальной силе 
трения покоя Вр, начнется . про- 
скальзыванке. 
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Будем пока для простоты счи- 
тать, что в момент начала скольжения 
изменение силы трения происходит 
скачком: она уменьшается от макси- 
мальной величины силы трення по- 
коя до небольшой силы трения сколь- 
жения. Иными словами, после начала 
скольжения движение струны мож- 
но считать почти свободным. 

В момент срыва скорость струны 
равнялась скорости смычка, н внача- 
ле струна будет продолжать дви- 
гаться в сторону движения смычка. 
Но теперь равнодействующая сил на- 
тяжения ничем не скомпенсирована, 
поэтому она будет тормозить движе- 
нге струны, замедляя его. В какой-то 
момент скорость струны уиздет до 
нуля, затем струна начнет двигаться 
в противоположную сторону, и после 
максимального отклонения от поло- 
жения равновесня она опять будет 
двигаться в сторону движения смыч- 
ка. А смычок продолжает двигаться 
равномерно со скоростью и. В некс- 
торый момент скорссти струны и смыч- 
ка сравняются. При этом между 
струной и смычком проскальзыва- 
ния уже нет, н появляется сила тре- 
ния покоя, равная равнодействующей 
сил натяжения. 

Прн дальнейшем движении стру- 
ны до положения равновесия силы 
натяжения уменьшаются н, ‹соот- 
ветственно, уменьшается сила тре- 
ння покоя. Пссле прохождения стру- 
ной положения равнсвесия процесс 
повторяется. 


Соответствующий график зависи- 
мости отклонения струны от времени 
показан на рисунке 3, а. Движение 
струны периодическое, причем в каж- 
дом периоде имеется два разных уча- 
стка. Например, на участке 0<#< 1, 
струна движется вместе со смычком 
с постоянной скоростью и, так что 
отклонение х линейно зависит от 
времени (а = и). В момент & 
происходит срыв, и при #, <<, из- 
менение х со временем происходит 
по синусоидальному закону. В мо- 
мент {., когда касательная к сину- 
сонде имеет тот же наклон, что и на- 
чальный прямолинейный. участок (ус- 
ловие равенства скоростей), струна 
вновь захватывается смычком. 

Рисунок 3, а соответствует ндеаль- 
ному случаю, когда сила трения 
скольжения отсутствует и поэтому 
нет потерь энергии при свободном 
ходе струны. Полная работа силы 
трения покоя на линейных участках 
за период при этом также равна нулю, 
так как при отрицательных х совер- 
шается отрицательная работа (снла 
трения направлена против движения), 
а при х>0 совершается такая же по 
величине, но положительная работа. 

Что же происходит в случае, ког- 
да сила трения скольжения отлична 
от нуля? Трение скольжения приводит 
к потерям энергии. Движение стру- 
ны при проскальзывании теперь опи- 
сывается графиком, показанным на 
рисунке 3, 6. При отрицательных 
отклонениях эта кривая более поло- 
гая, чем при положительных. Поэто- 
му зацепление струны смычком про- 
исходит при меньшем по величине 
отрицательном отклонении х,, чем 
положительное отклонение х,, соот- 
ветствующее срыву. В результате си- 
ла трения покоя во время сцепления 
струны со смычком совершает за пе- 
рнод положительную работу 


виз) 
- =, 


4То 
1 


где Ё== — коэффициент пропор- 


Рис. 3. | 


циональности между величиной силы 
трения покоя и отклонением струны. 

Эта работа как раз и компенсирует 
потери энергии за счет сил трения 
скольжения. Колебания струны яв- 
ляются незатухающимн. 


Энергетический баланс 


Вообще говоря, для пополнения энер- 
гии струны за счет сил трения не обя- 
зательно, чтобы пронсходило сцепле- 
ние струны со смычком. Достаточно, 
чтобы относительная скорость смыч- 
ка и струны при колебаниях струны 
находилась в пределах падающего 
участка зависимости силы трения 
скольжения от скорости. Рассмотрим 


более подробно явление возбуж- 
дения колебаний струны в этом 
случае. 


Пусть смычок опять движется с 
некоторой постоянной скоростью и, 
а струна отклонена от положения рав- 
новесия на хо так, чтобы равнодейст- 
вующая Р (хо) сил упругости уравно- 


вешивала силу трения скольжения 
Езр (и). Если струна случайно от- 
клонится в сторону движения смыч- 
ка, то относительная скорость умень- 
шится. В результате сила трения воз- 
растет (относительная скорость соот- 
ветствует падающему участку!), и 
струна отклонится еще больше. При 
дальнейшем отклонении упругая си- 
ла в какой-то момент обязательно 
превысит силу трения (упругая сила 
пропорциональна величине отклоне- 
ния, а сила трения скольжения не 
может превзойти максимального зна- 
чения силы трения покоя), и струна 
начнет двигаться в обратную сторону. 
Она пройдет положение равновесия, 
снова отклонится, остановится и т. д. 
Таким образом возбудятся колеба- 
ния струны. 

Важно, что эти колебания будут 
незатухающими. В самом деле, при 
движении струны со скоростью Ао 
в сторону смычка сила трения со- 
вершает положительную работу, а при 
сбратном — движении — отрицатель- 
ную. Но относительная скорость 
и, = и — Ау в первом случае мень- 
ше, чем скорость и, = и {|+ Аи во 
втором случае, а следовательно, сила 
трения Р.р(и — Аи), наоборот, боль- 
ше, чем Р;р(и + Ау). Таким образом, 
положительная работа сил трения при 
движении струны в сторону смычка 
больше, чем отрицательная работа 
прн ее возвратном движении, и в це- 
лом силы трения совершают положи- 
тельную работу. Амплитуда колеба- 
ний будет увеличиваться. Однако 
лишь до определенного предела. При 
о>и. (см. рис. 1) скорость выходит 
за пределы падающего участка, и тог- 
да отрицательная работа силы тре- 
ния уже может стать больше, чем по- 
ложительная. Энергия, а значит, и ам- 
плитуда колебаний будут  умень- 
шаться. 

В результате установится такая 
амплитуда колебаний, при которой 
полная работа сил трения равна нулю 
(говоря точнее, эта работа компенси- 
рует потери энергии вследствие соп- 
ротивления воздуха, неупругого ха- 
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рактера деформаций и т. п.). С этой 
постоянной амплитудой и будут про- 
исходить ‘незатухающие колебания 
струны. 

Возбуждение звуковых колебаний 
при движении одного твердого тела 
по поверхности другого происходит 
очень часто. Сухое трение в дверной 
петле может вызвать скрип двери. 
Скрипят половицы, обувь. Скрип мож- 
но произвести просто пальцем, про- 
ведя им по какой-нибудь гладкой по- 
верхности. Явления, происходящие 
при этом, во многом аналогичны воз- 
буждению колебаний скрипичной 
струны. Вначале проскальзывания 
нет, и возникает упругая деформация. 
Затем происходит срыв, и возбуж- 
даются колебания тела. Колебания 
не затухают, так как благодаря па- 
дающей характеристике сил сухого 
трения поставляется — необходимая 
энергия за счет работы этих 
сил. 

При изменении характера зави- 
симости сил трения от скорости скрип 
исчезает. Известно, например, что 
для этого достаточно смазать трущие- 


-ся поверхности. Сила жидкого тре- 


ния (при малых скоростях) пропор- 
циональна скорости, и условий, не- 
обходимых для возбуждения колеба- 
ний, нет. Наоборот, когда хотят воз- 
будить колебания, поверхности об- 
рабатывают специальным образом, 
чтобы сделать уменышение сил тре- 
ния при увеличении скорости более 
резким. Смычок скрипки, например, 
для этого натирают канифолью. 
Знание законов сил трения помо- 
гает решать важные практические 
задачи. При обработке металла на 
токарном станке иногда возникает 
вибрация резца. Эти колебания вызы- 
ваются силами сухого трения между 
резцом и металлической стружкой, 
скользящей по его поверхности при 
обточке металла (рис. 4). Зависимость 
силы трения от скорости стружки 
(скорости обработки) для ряда высо- 
кокачественных сталей оказывается 
падающей. Этим, как мы уже знаем, 
можно объяснить колебания резца. 


Рис. 4. 


Для борьбы с вибрацией использует- 
ся, например, специальная загочка 
резца, при которой нет скольжения 
стружки. Тем самым устраняется при- 
чина возникновения колебаний. 


Отрицательное сопротивление 


Теперь речь пойдет об аналогичных яв- 
лениях (возникновения колебаний) в 
электрических системах. Для описа- 
ния электрической системы удобно 
пользоваться вольтамперной харак- 
теристнкой, т. е. зависимостью на- 
пряжения в системе от силы тока. 
Наиример, для обычного сопротив- 
ления справедлив закон Ома: напряже- 
нне пропорционально току, н вольт- 
амперная характеристика — пря- 
мая линия, проходящая через начало 
координат. Однако для многих сни- 
стем (электронной ламиы, газораз- 
рядной трубки, транзнстора ин т. п.) 
зависимость напряжения от тока бо- 
лее сложная. 

Оказывается, что в том случае, 
если вольтамперная характеристика 
является падающей, т. е. если при 
увеличении тока через систему на- 
пряжение на ней уменьшается, в си- 
стеме могут возбуждаться электри- 
ческие колебания. Такими свойства- 
ми обладают некоторые полупровод- 
никовые устройства, неоновая лампа, 
электрическая дуга и т. д. У всех 
этих приборов вольтамперная харак- 
теристика имеет падающей участок, 


и это в определенных условиях при- 
водит к возбуждению колебаний. 

Попробуем разобраться в причи- 
нах возникновения электрических 
колебаний при падающей вольтам- 
перной характеристике. Прежде все- 
го проведем аналогню с механиче- 
скими системами. При прохожденин 
тока по проводнику электрические 
снлы совершают работу, пропорцно- 
нальную приложенному напряжению. 
Эта работа равна раболе сил сопро- 
тивления движению зарядов. Поэто- 
му можно сказать, что силы сопро- 
тнвления пропорциональны напря- 
жению. С другой стороны, скорость 
направленного движения зарядов свя- 
зана прямой пропорциональной завн- 
симостью с силой тока. Таким обра- 
зом, падающая зависимость напряже- 
ния от силы тока соответствует па- 
дающей зависимости силы сопротив- 
ления от скорости, а это, как мы уже 
знаем, приводит к возбуждению ко- 
лебаний. 

Проведем теперь более подробный 
анализ условий возникновения элек- 
трических колебаний, используя та- 
кие же, как в механике, энергетиче- 
ские соображения. Пусть вольтам- 
перная характеристика системы та- 
кая, как показано на рисунке 5. 
Зная ток, по этой характеристике 
можно найти напряжение, н наобо- 
рот. Пусть, например, в системе те- 
чет постоянный ток Го; тогда напря- 
жение равно Ио. Если по каким-либо 
причинам ‘возникла также небольшая 
переменная составляющая тока, так 
что 


| = о Ао зп 2 [, 


то напряжение тоже станет перемен- 
ным: 
и =Ц. + АЦ ча в 


(Ас и АЙ, — амплитуды перемен- 
ной составляющей тока и напряження 
соответственно). Очевидно, что при 
падающей вольтамперной характе- 
ристике переменный ток и переменное 
напряжение колеблются в противо- 


Рис. 5. 


фазе (ток и напряжение одновременно 
проходят положение равновесия, но 
знаки тока н напряжения в одннако- 
вые моменты всегда разные и, слело- 
вательно, сдвиг фаз ф = д). 
Мощность переменного тока, как 
известно, определяется формулой 
Р=- а с0$ ф -— АЦ; Ай с05 $, 
где АИли А, — действующие значе- 
ния напряжения и тока, Ф — сдвиг 
фаз между напряжением и током. 
В нашем случае созф = —1 и, сле- 
довательно, Р < 0. Этот результат 
имеет простой физический смысл. Он 
означает, что переменный ток не рас- 
ходует, а наоборот, увеличивает свою 
энергию (так же, как увеличивалась 
при колебаниях энергия струны за 
счет падающей зависимости сия со- 
противления от скорости). Эта энер- 
гия, очевидно, черпается из энергин 


постоянного тока, мощиость которого ‘` 


Р. = Цоо всегда положительна. Тз- 
ким образом, ири падающей вольт- 
амперной характеристике энергия пе- 
ременного тока со временем будет 
увеличиваться, и ампмитуда колеба- 
ний будет нарастать. 

Для количественного рассмотре- 
ния этого вопроса вводят понятие 
отрицательного электрического со- 
противления, которым обладают си- 
стемы с падающими вольтамперными 
характеристиками. Вирочем, понятне 
сопротивления при нелинейной за- 
внсимостн напряжения от тока тре- 
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бует некоторого уточнения. Погово- 
рим об этом более подробно. 

Если через систему при постоян- 
ном напряженни (оз течет постоян- 
ный ток о, то сопротивление опреде- 
ляется по формуле 


Ю = (с/о 


и называется статическим сопротив- 
лением, или сопротивлением постоян- 
ному току. Как видно из рисунка 5, 
эта величина равна тангенсу угла 
наклона прямой, проведенной из на- 
чала координат в точку вольтампер- 
ной характеристики, соответствую- 
щую току Го н напряжению Шо: 


В = ща. 


Эта величина, вообще говоря, за- 
висит от силы тока #о. Если у систе- 
мы характеристика линейная, то Ю 
совпадает с обычиым сопротивлением 
проводника н не зависит от тока. 

В случае переменного тока вво- 
дится понятие дифференциального со- 
противления, или сопротивления ле- 
ременному току г. Оно определяется 
тангенсом угла наклона касатеяьной 
к вольтамперной характеристике (см. 
рис. 5): г= В и по абсолютной 
величине равно отношению амплитуд 
переменного напряжения и тока: 
и| = АС о/АЁо. Для обычного про- 
водника г = №, однако в общем слу- 
чае нелинейной вольтамперной ха- 
рактеристики сопротивления постоян- 
ному и переменному току разные. 

Если вольтамперная характери- 
стика имеет падающий участок, то на 
этом участке касательная к кривой 
составляет тупой угол с осью токов 
(Угол В на рисунке 5), тангенс этого 
угла отрицателен и, следовательно, 
отрнцательна величина г. Таким об- 
разом, системы с падающей вольт- 
амперной характеристикой обладают 
отрицательным — дифференциальным 
сопротивленнем. 

Мощность переменного тока Р = 
= (41:)5г = (А.)т па отрицатель- 
ном сопротивлении г — отрицатель- 
ная. Это опять отражает тот факт, 
что энергия переменного тока при 


Рис. 6, а. 


падающей вольтамперной характерн- 
стике увеличигается со временем. 

Используя понятие отрицатель- 
ного сопротивления, исследуем, на- 
пример, устойчивость электрической 
дуги (рис. 6, а), включенной после- 
довательно с обычным сопротивле- 
нием АЮ и нсточником постоянной 
э. д.с. & (будем считать, что внут- 
реннее сопротивление источника тока 
включено в сопротивление К). Эта 
задача имеет практическое значение, 
так как при использовании дуги 
для сварки или в качестве нсточника 
света она должна гореть устойчиво, 
без колебаний тока. 

Прежде всего найдем, какой по- 
стоянный ток может течь в такой 
цепи. По закону Ома для всей цепи 
сумма падений напряжения равна 
электродвижущей силе: 


Ч ю=6. 


Перенеся слагаемсе ЕЮ в правую 
часть, получим, что напряжение на 
дуге (/()) равно & —(Ю. С другой 
стороны, И ({) определяется вольт- 
амперной характеристикой. Поэтому 
возможные токи можно найти гра- 
фически как точки пересечения вольт- 
амперной характеристики и зависи- 
мости & — (№, причем последняя, 
очевидно, изображается прямой с от- 
рицательным наклоном (рис. 6, 6). 

Как видно, в принципе, имеются 
два пересечения и, соответственно, 
в цепи возможны два значения тока #, 
и Е.. Оба ли тока устойчивы? 


Рис. .6, 6. 


При возникновении переменного 
тока его амплитуды на дуге и на со- 
противлении А олинаковы (они вклю- 
чены : последовательно). — Поэтому, 
сравнивая генерируемую на отрица- 
тельнюом сопротивлении дуги энергию 
(41)? и потери энергин на обычном 
сопротивлении (А&)2Ю, мы видим, что 
условием нарастания колебаний будет 
"| > В. Обратимся теперь опять к 
рисунку 6, б. Легко видеть, что при 
токе #, дуга имеет большее но абсолют- 
ной величине отрицательное сопротив- 
ленне, чем А (наклон касательной 
больше, чем у прямой),и условне воз- 
никновения колебаний выполнено. 
При токе &», наоборот, Ю >> "|, и ко- 
лебания не могут возникнуть. Таким 
образом, можно сказать, что дуга 
будет гореть устойчиво при положи- 
тельном полном сопротивлении цепи. 

Если дугу включить я колебатель- 
ный контур, то в нем могут возник- 
нуть незатухаюние колебания. Для 
этого необходимо, чтобы полное со- 
противление контура (сумма обыч- 
ного сопротивления контура и отри- 
цательного сопротнвления дуги) было 
бы отрицательным. Однако для полу- 
чения незатухающих электромагнит- 
ных колебаний сейчас используют 
не вольтову дугу, а более надежные 
электрические системы с отрицатель- 
ным сопротивлением. Сюда относит- 
ся, например, ламповый генератор 
(в котором отрицательное сопротив- 
ление создается за счет обратной 
связи между сеткой и анодом лампы), 
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Рис. 6, а. 


падающей вольтамперной характерн- 
стике увеличигается со временем. 

Используя понятие отрицатель- 
ного сопротивления, исследуем, на- 
пример, устойчивость электрической 
дуги (рис. 6, а), включенной после- 
довательно с обычным сопротивле- 
нием АЮ м источником постоянной 
э. д.с. & (будем считать, что внут- 
реннее сопротивление источника тока 
включено ш сопротивление К). Эта 
задача имеет практическое значение, 
так как при использовании дуги 
для сварки или м качестве источника 
света она должна гореть устойчиво, 
без колебаний тока. 

Прежде всего найдем, какой по- 
стоянный ток может течь ш такой 
цепи. По закону Ома для всей цепи 
сумма падений ряжения равна 
электродви к : 


и цепи возможны два значения тока #, 
и :.. Оба ли тока устойчивы? 


Рис. .6, 6. 


При возникновении переменного 
тока его амплитуды на дуге и на со- 
противленни А одинаковы (они вклю- 
чены ; последовательно). — Поэтому, 
сравнивая генерируемую на отрица- 
тельном сопротивлении дуги энергию 
(А:.)2г и потери энергин на обычном 
сопротивлении (А&,)2Ю, мы видим, что 
условием нарастания колебаний будет 
"| >> В. Обратимся теперь опять м 
рисунку 6, б. Легко видеть, что при 
токе {, дуга имеет большее но абсолют- 
ной величине отрицательное сопротив- 
ленне, чем Ю (наклон касательной 
больше, чем у прямой),и условне воз- 
никновения колебаний выполнено. 
При токе #», наоборот, ® > и], н ко- 
лебания не могут возникнуть. Таким 
образом, можно сказать, что дуга 
будет гореть устойчиво при положи- 
тельном полном сопротивлении цези. 

Если дугу вкаючить и колебатель- 
ный контур, то м нем могут возник- 
нуть незатухающие колебания. Для 
этого необходимо, чтобы полное со- 
противление контура (сумма обыч- 
ного сопротивления контура и отри- 
цательного сопротнвления дуги) было 
бы отрицательным. Однако для полу- 
чения незатухающих электромагнит- 
ных колебаний сейчас используют 
не вольтову дугу, а более надежные 
электрические системы с отрицатель- 
ным сопоотивлением. Сюда относит- 
ся, например, ламповый генератор 
(в котором отрицательное сопротив- 
ление создается за счет обратной 
связи между сеткой и анодом лампы), 


Механика 


Пушки революции грохотали на ули- 
цах Парижа. Картечь гвардейцев 
взрябила штукатурку у самой бар- 
рикады. 

— Ты ранен, Этьен? 

— Пустяки, царапина. Королев- 
ские гвардейцы стреляют из того 
особняка с колоннами. Если мы их 
не выбьем оттуда, нам не продержать- 
ся до прихода отряда печатников. 

— А наша пушка их не достанет? 

— Нет, мало толку от этой махн- 
ны. Вот если бы ее удалось вкатить 
на ту площадку! Эй, Жан-Батист... 
Ох, это уже серьезнее, — простонал 
Этьен, схватившись за грудь. 

— Что с вами, масье? 

— Гражданин Этьен, а не мосье! 
Ты уже не в монастыре бенедиктин- 
цев, мальчик, а в революционной ар- 
мии. Пока меня перевязывают, вкати 
с ребятами пушку вон на ту пло- 
щадку. 

— Слущаюсь, гражданин Этьен! 

— Постойте,— вмешался Пьер. — 
А выдержит ли площадка? Если она 
рухнет, мы лишимся единственной 
пушки. 

— Зто наш последний шанс, — 
прошептал Зтьен, теряя сознание. 

— Что ты там рисуешь, Жаи-Ба- 
тист? Снова геометрия? Берись луч- 
ше за ружье, а пушкой нам нельзя 
рисковать! 

— Гражданин Пьер! Пользуясь 
затишьем, я готсв доказать вам, что 
никакого риска нет. Пушку можно 
вкатыватъ. 


2 «Квант» № Ю 


Физика 
и линейные 
неравенства 


З. Я. Тьмеладзе 


— Ну, попробуй! Я ведь пришел 
на баррикады из универснтета, из этого 
болота, где процветают бездарности. 
Клянусь не возвращаться туда, пока 
профессорам не запретят читать лек- 
цнн по шпаргалкам. Итак? 

— Площадка имеет форму квад- 
рата со стороной в 4 метра, она опн- 
рается на четыре столба (см. рис. 1). 
Каждый столб выдергивает одну тон- 
ну, а пушка вместе с расчетом и 
ядрамн весит 2,5 тонны. Сама пло- 
щадка надежна, ‘могут сломаться 
только столбы, не так лин, гражданин 
Пьер? 

— Допустим; но учти, столбы вме- 
сте выдержат 4 тонны только в том 
случае, если положить груз в центр 
площадки. А пушку нам придется 
сдвинуть, так что ее центр тяжести 
будет в точке М — иначе не простре- 
лять ссобняк. 

— Давайте теперь определим, ка- 
кую максимальную силу можно при- 


Рнс. 1. 
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ложить в точке М. Если эта сила 
больше веса пушки — то все в по- 
рядке, и мы заставим гвардейцев 
дорого заплатить за смерть Этьена. 
Обозначим усилия в столбах, на ко- 


торые опирается площадка, через 
Ю,, Ю,, Юзи Ю. и потребуем, чтобы 
было 

Ю, < 1, 

Ю, = ] в (1) 

Ю. = 1, 

В. =1. 


Положительные значения усилий 
указывают на сжатие в столбах, от- 
рицательные — на растяжение. 

— Так-то оно так, но что из этого? 
Ведь это неравенства, а не уравне- 
ния, что о них можно сказать? Не 
помню, чтобы о них писали что-либо 
славные граждане Лагранж и Да- 
ламбер. 

— Ия не помню, хотя и изучал 
их труды. Но продолжим рассужде- 
ния. Силы Ю!, Ю., Взи КЮ не могут 
быть любыми, они должны удовлет- 
ворять условиям равновесия. Два из 
них получатся, если приравнять нулю 
моменты от всех сил, действующих на 
площадку, относительно линий 1—4 
и 1—2. Учитывая, что момент — это 
произведение снлы на плечо, полу- 
чаем два уравнения: 


46. +4Ю. -Р=0, (2) 
46. +48. —2,5Р = 0. (3) 


Третье уравнение равновесия нуж- 
но получить из равенства нулю сум- 
мы всех сил, действующих на пло- 
цзадку — иначе эта площадка упала 
бы вниз илн вознеслась на небо. 

— Подобно тому ловкачу, кото- 
рого так чтят церковники? — вста- 
вил Пьер. 

— Отсюда получаем уравнение 


Ю-- В. тАЮ, + Ю, -- Р, {4) 


— записал Жан-Батист, покраснев 
скорее из-за богохульственной остро- 
ты вольнодумца, чем из-за пулн, 
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просвистевшей у его уха. Из трех 
уравнений {2), {3) в (4) четыре не- 
нзвестных А,, Ю,. Ю:, Ю а, конечно, 
не определить. Но можно добавить 
такое условие: сила Р должна быть 
максимальна. Запишем его так: Р 
— тах. Кроме того, у нас есть еще 
неравенства (1). 

— Чудная задача, — сморщил лоб 
гражданин Пьер.— Я не удивлюсь, 
если еще лет сто пятьдесят она не бу- 
дет иметь названия. Не говорю уж 
о гражданах Даламбере и Лагранже, 
у которых ее почему-то... 

— Оставим в стороне пророче- 
ства и тени великих и решим эту не- 
сложную задачу, — продолжал Жан- 
Батист.— Для этого выразим из урав- 
нений (2) н (3) ЮВ; и Ю:: 


К. = РВ, 


В. == (> Р—4Е.) = Р+ К, 


(5) 
н подставим их значения в уравне- 
ние (4); получим: 


К, +В. + РЬ—В, + 


= Р+ ВР. 
Отсюда можно найти Р: 
Р---5 (В, + В.) (5) 
и подставить в уравнения (5): 
==... КЕ, +28, 


Теперь систему неравенств (1) можно 
переписать лишь для двух перемен- 
ных К. и ВЮ, (остальные исключены 
с помощью трех уравнений): 
| К, = | з 
К, —<1, 
2 1 
ето ВИТ 
‚ К, + 2, < 1. 


— Хорошо, но нельзя ли поско- 
рее? Огонь усиливается. 


| 2в,-зв,71 Я 3 рт 


Рис. 2. 


— Осталось немного. Давайте изо- 
бразим этн неравенства графически. 
Введем сси координат К, и ВЮ. 
(рис. 2). 

Неравенство В, < 1 означает, что 
допустимые значения Ю, должны ле- 
жать не правее линии А, = 1,аЮ, = 
= 1,— что не выше линии А. = 1 
— обозначим это штриховкой. Полагая 
К, = 0, из третьего неравенства си- 
стемы (7) находим Ю.-— —3, а пола- 
гая К, = 0, получаем К, =< 3/2. Про- 
ведя чае точки © координатами 


(0, —3) (3 0) прямую ни заштрихо- 


вав ее сверху, получим графический 
образ третьего неравенства. Наконец, 
таким же способом изображаем и чет- 
вертое неравенство. 

— Но, кажется, не все эти линин 
нужны. 

— Верно} Самое существенное 
представлено на рисунке 3, где закра- 
шена допустимая область значений 


сил К: и К». Точки внутри этой об- 
ласти, включая границу, удозлет- 
воряют всем неравенствам. Но это 


еще не все. В допустимой областн 
нужно найти такую точку, в кото- 
рой Р, определяемое равенством (б), 
принимает наиболышее значение. Для 


начала построим линню 


Р=-8 (Е, + В.) =0. 


Она проходит через начало коор- 
динат, как показано на рисунке 3. 


а 


=—= 1, 


Рис. 3. 

— Но это нам мало что лает: 
ясно, что нулевую силу площадка 
выдержит. 


— Разумеется. Но почему выдер- 
жит? Потому, что линия Р = 0 пере- 
сскает допустимую область. 

— Постой! Мне не совсем понят- 


но. На линии Р= 5. есть точки, 
которые лежат вне допустимой обла- 
сти, скажем, точка К. Если в стол- 
бах возникнет распределение усилий, 
отвечающее этой точке, то площадка 
рухнет ин... 

— Вы не правы. Хотя я и не умею 
этого доказать, но чувствую: если 


материал столбов пластичен, то кон- 
струкцня не разрушится при Р = 
16 


о В ней возникнет распределение 


уснлий, выражасмое какой-то точ- 
кой Е внутри допустимой области. 
Правда, неизвестно, какой именно 
точкой, но это уже неважно. 

о теперь семейство ли- 


Р=--(А, + В, = сопз > 0. 


Они параллельны линии Р = 0 (ведь 
угловые коэффициенты у них однн 
н те же). Из этих линий нужно вы- 
брать ту, ксторая дальше всего от- 
стоит от линии Р = ©, но при этом 
пересекает АЕ область. Это 


ний 


линия Р=Ъ + 0)-=—, проходящая 


через точку В с координатамн В, = 
К. = 0. Понятно? 
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— Честно говоря, не совсем. Дав- 
но не занимался математикой. Рево- 
люция требует от меня, чтобы я чаще 
загАядывал в географические карты, 
чем в р геометрни. 

— Отлично! Вспомним  геогра- 
фию! Представьте себе, что АВС — 
это граница участка на местности, 
который равномерно повышается с 
юго-запада на северо-восток, а линин 
Р = соп${ — это горизонтали на гео- 
графической карте. Чем выше от- 
метка местности, тем больше в ней 
значение Р. Ясно, что самая высо- 
кая отметка будет в точке В, где 


Р = - = 2— . Это больше, чем ве- 


сит наша пушка (2 = >> 2). Зна- 


чит, пушку площадка выдержит. 

— Закатывайте, граждане, пуш- 
ку! — закричал Пьер вместо ответа: 
натиск гвардейцев нарастал, и мед- 
лить дальше было нельзя.— Гражда- 
вин Жан-Батист Фурье! Именно ты 
должен быть профессором математнки! 
Смерть тиранам! 

И Жан-Батист Фурье стал профес- 
сором математики созданного в 
1794 году нового учебного заведе- 
ния — Нормальной школы! Бездар- 
ные конкуренты не смогли этому 
помешать: в том же году револю- 
цнонный Конвент действительно из- 
дал закон, запрещавший профессорам 
пользоваться во время лекций за- 
писками. 


Рождение линейного 
программирования 


Только на склоне лет. в 1823 году, 
признанный математик Жан-Батист 
Фурье (1768—1830), бывший друг На- 
полеона, бывший префект департа- 
мента Изер и создатель «Теорин теп- 
лоты», выступил во Французской Ака- 
демни с несколько странным по тем 
временам докладом о линейных не- 
равенствах, в котором он рассказал 
постановку н указал путь решения 
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описанной выше задачи. Но не была 
ли она ясна ему раньше, когда юно- 
шей он попал в революционный Па- 
риж? Ведь ничего особенно сложного 
в этой задаче нет — во всяком случае, 
теория рядов Фурье, принадлежа- 
щая тому же автору, куда сложнее. 

Тем не менее название этой зада- 
чи — линейное программирование — 
родилось лишь в сороковых годах 
нашего века. Самые известные при- 
ложения линейного программирова- 
ния связаны с экономикой *). Однако 
необходимость найти экстремум ли- 
нейной функции при ограничениях в 
виде системы линейных уравнений 
и неравенств возникает в самых раз- 
нообразных задачах, в том числе 
н весьма далеких от экономики. 
Примером служит рассмотренная вы- 
ше задача механики о действии со- 
средоточенной силы на квадратную 
пластннку — первое известное нам 
приложение линейного программиро- 
вания. 

В более общем виде задача линей- 
ного программирования формулирует- 
ся так. Имеется п неизвестных 
х:, Хо, .. о Хи. Гребуется найти та- 
кие их значения, которые иудовлетво- 
ряют системе ограничений 


ат... +@л^, а), 
алха + -.. + @ллХ, = ао, 
ах. -... т ах, < а,, 

| Ятаха + --. "К аня < @т 


и доставляют максимум фучкции 


2 = рах: + рэх. +... + рих,, 
носящей название «целевой». — Коэф- 
фициенты ау 1, а, о, .. @тв Ч 686С- 


бодные члены а}, ..:, аи при этом 
считаются заданными. 


*) См. статью: А. Б. Каток, Экоио 
мика и линейные иеравенства, «Квант» 
1971, №3, 4. 


Иногда вместо максимума целе- 
вой функции требуется найти ее ми- 
нимум — это зависит от смысла за- 
дачи (в этом случае можно’ искать 
максимум функции 2, = —2). Заме- 
тим, что экстремум функции 2 (ми- 
нимум или максимум) всегда нахо- 
дится на границе допустимой обла- 
сти. Это обстоятельство использует 
самый распрсстраненный метод реше- 
ния задачи линейного программи- 
рования — симплекс-метод, которого 
мы здесь не касаемся. 

А как же все-такн быть с физиче- 
ским обоснованием задачи Фурье? 
Прав ли он был, считая, что сама 
природа помогает конструкции найтн 
то, быть может, единственнсе распре- 
деление внутренних усилий, при ко- 
тором конструкция способна выдер- 
жать внешнюю нагрузку? Да, для 
пластичного материала это так. Соб- 
ственно, механики подозревали это 
обстоятельство еще до Фурье, но стро- 
гая теория была построена лишь в 
1936 году советским ученым 
А. А. Гвоздевым. Согласно этой тео- 
рин, конструкция как бы сама, по- 
винуясь силам приролы, решит выше- 
упомянутую задачу линейного про- 
граммирования и найдет для себя 
нанлучшее распределенне внутрен- 
них усилий. Найдет, если оно суще- 
ствует, — при нагрузке в 3 тонны на 
упомянутую площадку безопасного 
распределения усилий в столбах уже 
не найдется, и площадка рухнет. 


Электричество 


Мтобы убедиться в применимости лн- 
нейного программирования к элек- 
трическим сетям, перенесемся с улиц 
Парижа в современную школу. Изо- 
бретатели Витя и Коля собирают та- 
инственное устройство ( о назначении 
которого они просили не говорить) 
по схеме, представленной на рисун- 
ке 4. 

Устройство состоит из двух источ- 
ников ЭДС, трех сопротивлений и 
трех приборов, названия которых 


Рис. 4. 


представляют профессиональную тай- 
ну изобретателей. Нам удалось толь- 
ко узнать, что прибор № 1 требует 
тока не менее чем 2 а, прибор № 2 — 
не менее 1-а, а на приборе № 3 на- 
пряжение должно быть не менее 1,5 6. 
Все было готово к началу экспери- 
мента, когда выяснилось неожидан- 
ное затруднение: у Вити и Коли ока- 
залось всего 5 батареек с ЭДС 18в 
каждая. Попытки включать их на- 
угад к успеху не приводили: приборы 
не срабатывали. Изобретатели за- 
шли было в тупик, но тут Коля вспом- 
нил о линейном программировании 
и начал рассуждать. 

— Задачу можно сформулировать 
следующим образом. Требуется по- 
добрать источники ЭДС, чтобы они 
обеспечивали заданные токи и на- 
пряжения в сети и сумма ЭДС была 
минимальной: 


2=Е, -- ЕП. 


(8) 


Формула (8) определяет целевую функ- 
цяю задачи линейного программнро- 
вания. Составим ограничения. Сумма 
токов в каждом узле сети должна быть 
равна нулю: 


Я — 15 =0: (9) 
Сеть состоит из двух контуров, 
вдоль каждого из которых суммарное 


падение напряжений должно рав- 


няться сумме ЭДС: 
#27. Е. ЕЕ, (10) 
а -- р =Ё.. 
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Рис. 5. 


Наконец, особенности секретных 
приборов требуют, чтобы токи н нап- 
ряжения в них подчинялись огранн- 
ченням 

22, ГЫ, |03|=1,5. (11) 
Задача отыскания значений 1., 7., 
{,, Е,, Е», удовлетворяющих отрави- 
ченням (9)—(11) и деставляющих мн- 
нимум целевой функции (8), есть за- 
дача линейного программирования. 
Выразив из уравнений (9) и (10) токи 


через ЭДСЁ, иЕ.: /, = (ЗЕ. + Е,), 


1, = (Е, +2Е,), 13 = (—2Е, + 


+Е.), и подставив значения ЭДС в 
неравенства (11), получаем три огра- 
ничения: 


ЗЕЕ 1, 
ЕЕ. >5, 
| —2Е.-+Е.|=7,5. 


— Не пойдет, — сказал Витя, 
который тоже был знаком с линейным 
программированием. — Здесь есть 
знаки модуля, что ты будешь с ними 
делать? 

— Запишу третье ограничение в 
внде двух неравенств 

Е. —2Е,—71,5; Е.Е. — 75, 

— отпарировал Коля. — Теперь нзоб- 
разим прямые, отвечающие всем не- 
равенствам-ограничениям (см. рис. 5}, 
и получим две допустимые области 
О, и ®, (Е, и Е, положительны) 


р: 


Рис. 6. 


ни прямую, соответствующую — целе- 
вой функции. Из рисунка видно, 
что оптимальнсе решение достигается 
н точке А, в которой Е,-—4, Е.=0,5. 

— Дробить батарейки нельзя, — 
запротестовал Витя, хозянн батаре- 
ек. — Решение должно быть целочис- 
ленным. Давай округлим решеяне до 
целых: поставим вместо Е, четыре ба- 
тарейки, а вместо Е, — одну. 

— Не торопись и положи паяль- 
ник, — сстановил его рассудитель- 
ный Коля. — Ведь видно, что точка 
Е. =4, Ез‹=1 лежит вне допустимой 
сбласти, третий прибор работать не 
будет. 

Так наши друзья выяснили ковар- 
ное свойство задачи линейного прог- 
раммирования: решения не всегда 
можно округлять до целых значений. 
Из-за этого пришлось специально раз- 
работать целочисленное линейнсе прс- 
граммирование, которое справляется 
с этой трудностью. К счастью, ребятам 


Рис. 7. 


удалось получить решение. Все допу- 
стимые точки, изображающие разные 
варианты подключения пяти бата- 
реек, показаны на рисунке 5 черными 
точками. Лишь одна из них — точ- 
ка В — лежит в допустимой области. 
Она и дает оптимальное целочислен- 
ное решение Е‚=5, Е,=0, хотя зна- 
чение целевой функции в точке В бу- 
дет больше, чем в точке А. 

Заметим, что задачи такого типа — 
на определение оптимальных пара- 
метров технических устройств (нап- 
ример, количества используемых ба- 
тареек) — называются задачами оп- 
тимального проектирования, или оп- 
тимального синтеза. Они встреча- 
ются сейчас в самых различных об- 
ластях техникн. 


Упражнения 

1. Какой нанбольший груз Р может 
выдержать снстема (м. рис. 6), состоящая 
нз троса 1, выдержнвающего растяжение в 
| т, и двух распорок 2 и 3, каждая нз кото- 
рых выдерживает сжатие в 2 т, ио не выдер- 
живает никакого растяжения? 

2. Измерение тока и падения напряжения 
на участке цепи дали следующие результаты: 


Номер измерения 1 | 3 
1 4 5 7 
й 3 4 5 


Каким следует принять сопротивление Ю, 
чтобы при рассмотренных значеннях { закон 
Ома (Ш = В!) выполнялся © минимальной 
абсолютной  погрешиостью для &? 

3. В цепь № 1 включены последователь- 
но трн сосуда © электролнтами, соответствен- 
но содержащимн Си $О0., Си н МЮ, а 
п цепь № 2-—ътри сосуда с электролитами, 
содержащинмн СиС!, №504 и М№МК.. Через 
них пропускается ток в 100 а. Сколько вре- 
мени должна работать каждая цепь, чтобы 
с наименьшнми эзатратамн электроэнергии 
получить 2000 мг меди и 3000 мг инкеля, но 
при этом выделить ие более 5000 мг хлора? 

4. В точках 1 н2 (рнс. 7) нужно поместить 
два точечных источника света, освещающих 
горизонтальную площадку под ними. Ка- 
кими должны быть снлы нсточников /, н 
1; (в свечах), чтобы освещенность в точках 
ВисС была не ниже 100 лк, и точке А— 200 лк, 
а общая сила нсточников была мнкималы ой? 


Задачи наших 
читателей 


1. Найти  трехзиачиое 
число, цифры которого 
образуют — геометрическую 
прогрессию. такое, что если 
сложить его с числом, запи- 
санным теми же цифрами, 
но в обратном порядке, то в 
сумме получится простое чис- 


ао. 
В. Н. Кибирев 


2. Два кота утащили 
со склада 1975 сосисок, свя- 
занных в 99 цепочек. При- 
нявшись за трапезу, коты по 
очереди стали перекусывать 
по одиой перемычке между 
сосисками, н если при этом 
образовывалксь отдельные 
сосиски, то кот, перекусив- 
ший перемычку, тут же эти 
сосиски съедая. 

Какой кот съест боль- 
ше сосисок прн правильной 
«стратегии» — начинающий 
трапезу или второй? Какова 
правильная стратегия? 


А.А. Григорян 


3. Определить, сущест- 
вуетли цифра т (если да, то 
чему она равна) такая. что 
при любом натуральном # 


— полный квадрат. 
М. И. Левин 


4. Доказать неравенст- 
ва: 
1 ] 
< 2+ 


5... 
1 


{при п> 3}. 


С. Т. Берколайко 
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Е М: А. Маневич, 
М. М. Слуцкин 
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В настоящее время в связм с появленмем чертежных автоматов, управляемых элект- 
ронными цифровыми вычислительными машинами, возникла резльная возможность 
автоматизации многих графических работ, проводимых в конструкторских бюро. 
К таким работам можно отнести построение проекционных чертежей машиностромн- 
тельных деталей, разнерток поверхностей, аксонометрических [объемных] изобра- 
жений я т. д. Использование чертежных затоматов н ЭВМ оказывает неоценимую 
услугу инженерам-конструкторам, разрабатывающим чертежи поверхностей слож- 
ных технических форм. 


Эпюр Монжа 


Поясним сначала, как строится проек- 
цнонный чертеж. 

Выберем в пространстве прямоу- 
гольную декартову систему коордн- 
нат Охуг (рис. 1, а). Обозначим коор- 
динатные плоскости хОу, хОз, ,Оз со- 
ответствеино через Я, М, \, и будем 
нх называть плоскостями проекций. 
Опустим на них из произвольной 
точки А внутри первого октанта 
х—0, у>0, 2->0 перпендикуляры Аа, 
Аа’ и Аа”: а — горизонтальная, а’ — 


н №! вокруг осей Ох и 02, совместим 
нх с плоскостью И. Тогда в одной 
плоскости У мы получим изображе- 
нне пространственной системы коорди- 
нат Охуг и проекций точки А (рис. 1, 6; 
в дальнейшем точки пространства мы 
будем обозначать прописными бук- 
вами, а их проекции — такими же 
строчными со штрихами). Аналогично 
строятся проекции фнгур — множеств 
точек. 


Анализируя рисунок 1, прихо- 
дим к выводу, что точка А простраи- 


фронтальная, а” — профильная про- 
екции точки А. Вращая плоскости Н 


Рис. 1. а. 
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ства вполне задана двумя своимн 
проекциями, например, а и а. Это 


ть 


Рис. 1, 0. 


‚ следует из того, что абсцисса ее х= 
—Оа,, ордината у-а,:а и аппликата 
2=@а.а’ определяются из чертежа од- 
нозначно. Таким образом, для зада- 
ния фигуры достаточно иметь две ее 
проекцин. 

Чертеж, полученный описанным ме- 
тодом, называют проекнионным чер- 
тежом, эпюром Монжа*) или комп- 
лексным чертежом. 


Построение линии пересечения 
поверхностей 


За кульманом стонт конструктор. Он 
чертит изображение какой-то детали. 
В некоторых местах поверхность де- 
тали имеет резкие переходы, уступы 
отверстия, выемки. Вот появились на 
чертеже изображения двух цилиндр- 
рических поверхностей, которые об- 
разовали как бы ступеньку в детали. 
Конструктор остановился. «В чем де- 
ло?» — спрашиваете вы. «Опять по- 
палась линия пересечения, но не 
беда! Сейчас построю несколько то- 
чек, принадлежащих двум поверхно- 
стям, а потом проведу через них плав- 
ную кривую по лекалу», — говорит 
конструктор. И вот на чертеже стали 
появляться отдельные точки линии 
пересечения. 

С точки зрения графических оле- 
раций построение линии пересечения 
поверхностей сводится к нахожде- 
нию отдельных ее точек. Для этого 


*) Гаспар Монж (1746—1818) — 


французский геометр. 


Рис. 3. 


данные поверхности Ф, и Ф, (рис. 2) 
рассекают третьей вспомогательной 
поверхностью Т (если пересекаются 
поверхности вращения, то в качестве 
вспомогательных поверхностей чаще 
всего используются сферы и плоско- 
сти}, а затем определяют линин пе- 
ресечениня т’и п вспомогательной 
поверхности Т с двумя данными Ф, 
и Ф, и точку К пересечения построен- 
ных линий. Такой прием повторяют 
много раз, чтобы полученные точки 
можно было соединить плавной ли- 
нией. 

Пример 1. Построить ликию 
пересечения сферы и прямого кругового 
конуса, заданных на проекционном 
чертеже (рис. 3). 

Выберем произвольную плоскость 
Т, параллельную горизонтальной пло- 
скости проекций. Эта плоскость рас- 
секает сферу и конус по окружно- 
стям ти п соответственно, пересекаю- 
щимся в точках К, и К.. Построив 
эти окружности на горизонтальной 
плоскости проекций, получим точки 
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#, нА, принадлежащие горизонталь- 
ной проекции линин пересечения 
(рис. 3). Фронтальные проекции А 
н 22 точек К. и К, будут в данном слу- 
чае совпадать. Проделав этодля ряда 
вспомогательных плоскостей, ларал- 
лельных Т, мы получим точки, общие 
для сферы и конуса, а соединив их 
плавными кривыми на каждой проек- 
цни, получим приближенные проекции 
линин пересечения. Чем больше то- 
чек будет построено, тем точнее по- 
лучится кривая. 

Но как бы мы ни старались, точ- 
ность подобных построений ограни- 
чена, полученная ‘линня пересечения 
далека от идеальной, а потраченное 
время значительно. Эти недостатки 
могут быть ликвидированы с помощью 
ЭВМ и чертежного автомата. Действи- 
тельно, вычислительная машина про- 
изводит миллионы действий за счи- 
танные секунды, а некоторые совре- 
менные чертежные автоматы за одну 
секунду проводят отрезки прямых 
длиной более 300 мм- 

Прин автоматизации процесса пост- 
роения линии пересечения на черте- 
же выполняются следующие этапы. 

1) Записываются уравнения поверх- 
ностей, заданных на чертеже. 

2) С помощью ЭВМ определяются 
координаты х, у, г отдельных точек 
линии пересечения (с аналитической 
точки зрения определение лнняи пе- 
ресечения сводится к решению си- 
стемы уравнений). 

3) Координаты полученных точек 
подаются на чертежный автомат в 
виде специальных команд движения 
пера. 


Каждый этап является самостоя- 
тельной задачей, иногда нелегкой. 
Поясним их более подробно на при- 
мере 2, аналогичном примеру 1. Для 
простоты дальнейших рассуждений 
выберем систему координат так, что- 
бы ось Ог совместилась с осью конуса, 
в ось х проходила через центр 
сферы. 

Пример 2. Найти линию пе- 
ресечения сферы радиуса г=50, центр 
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которой имеет координаты х‹=З30, 


Уо—0, 2.=0 в декартовой прямоу- 
гольной системе координат Охуг, и 
прямого кругового конуса, вершина 
которого лежит на оси Ог в точке 
Хх. =И.==0, 2-70, 06ь совпадает с 
осью Ог, а диаметр основания, ка- 
сающегося сферы, равен 120 (эти дан- 
ные взяты из рисунка 4, масштаб 
на рисунке указам). 

Первый зтап. — Рассмотрим 
сначала сферу с центром в начале 
координат и радиусом г (рис. 5). 
Возьмем на ее поверхности произ- 
вольную точку М. Пусть ее коордн- 
наты х, у, г. Нетрудно доказать (с 
помощью теоремы Пифагора), что для 
точки М будет выполняться следую- 
щее равенство: 

ху 22 =. 
Этому равенству удовлетворяют ко- 
ординаты любой точки, лежащей на 
поверхности сферы, и не удовлет- 
воряют координаты точек, не лежа- 
щих на поверхности сферы. Это ра- 
венство н есть уравнение сферы. 


Рис. 5. 


Уравнение сферы радиуса 50, центр 
которой сдвннут по оси Ох на 30 еди- 
ниц влево (именно такая сфера задана 
в примере 2), будет 

(х—30)2--и2{ 22=50. 

Можно показать, что 


х- у—-(2—70} =0 


— уравнение прямого кругового ко- 
нуса, заданного на рисунке 4. При 
фиксированом 2=2. оно принимает 


вид Хх ая и задает ок- 
ружность — сечение конуса плоско- 
СТЬЮ 2=20- 

В данном примере мы быстро на- 
писали уравнения поверхностей в 
снлу их простоты. Но, вообще гово- 
ря, уравнение поверхности, заданной 
на чертеже, надо выводить. В этом 
заключается задача первого этапа. 

Итак, мы имеем следующую систе- 
му уравнений: 


ани — 42—70 =.0, 


(х— 30) -+ у? - 2? =. 50%. 
Второй этап. Вычтем из 
первого уравнения полученной си- 
стемы второе. После простых преоб- 
разований получим выражение 


Е ИЕ. 75 
ово ае 9 

которое является уравнением фрон- 

тальной проекции линии пересече- 


ния конуса и сферы. Уравнение (*) 
задает параболу, часть ее н изобра- 
жена на рисунке 4. 

Рассматривая теперь горизонталь- 
ную проекцию, из системы получим; 


х? -|-  — 
г + (И 50: — (*х— 30} — 92—70) =0. 


Вот какую линню описывает это 
уравнение, сразу и не скажешь. 

Чтобы построить обе кривые на 
проекциях, будет давать переменной 2 
в уравненин (*) последовательно зна- 
чения (например, с шагом Аг=0,1) 
н пределах— 42,5 <2.346,5 (эти пре- 
делы соответствуют крайним точкам }' 
и 2’ на фронтальной проекции, см. 
рис. 4). Для каждого значения пере- 
менной 2 сначала вычислим по фор- 
муле (ж) значение переменной х, 
а затем (из уравнения сферы) най- 
дем значение у по формуле 


у= + И50*— 2*— (х— 30}. 
Указанный процесс вычислений легко 
осуществляется на ЭВМ. Такнм обра- 
зом, ЭВМ за короткий промежуток 
времени вычислит и напечатает ко- 
ординаты д, у, г более 200 точек ли- 
нин пересечения. Теперь эти коорди- 
наты надо в виде команд подать на 
чертежный автомат. Начинается тре- 
тий этап. 


Чертежный автомат 


Существуют разные виды чертежных 
автоматов, которые по-разному сты- 
куются с вычислительными машина- 
ми. Современные чертежные автома- 
ты (их часто называют графопострои- 
телями) типа Итекан (СССР), Бен- 
сон (Франция; см. рис. 6), Дигиграф 
(Чехословакия) могут работать п от 
перфоленты, и от магнитной ленты, 
на которые выдает информацию вы- 
числительная машина. Чертежный ав- 
томат может стыковаться с ЭВМ пря- 
мо через специальное — переходное 
электронное устройство. 
Большинство существующих чер- 
тежных автоматов выполнены с ли- 
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Рис. 6. 


нейной и круговой интерполяцией. 
Это означает, что если задать коор- 
дннаты двух точек А и В, то перо чер- 
тежного автомата может провести лни- 
бо отрезок прямой АВ, либо дугу 
окружностн, проходящей через точ- 
ки А и В (при этом дополнительно 
задается ее центр). Поскольку ЭВМ 
вычисляет координаты — достаточно 
большого числа точек, ломаная лу- 
ния, нарисованная пером автомата 
(даже в виде отрезков), получается 
довольно плавной. 


Построение аксонометрических 
изображений 


При проектировании различных штам- 
пов нередко требуется начертить не 
только проекционный чертеж, но и 
аксонометрическое изображение по- 
верхностн. Как же научить чертеж- 
ный автомат вычерчивать аксономет- 
рическое изображение? 

На рисунке 7 показано изобра- 
жение произвольной точки А в аксо- 
нометрических осях Ох, Оу, 02. Эта 
точка имеет три координаты, и ее 
изображение построено по определен- 
ным геометрическим правилам. Но 
чертежный автомат не знает ни этих 
правил, ни что такое аксонометриче- 
ские координаты х, у и 2. Он работает 
по двум осям, например, х’ ии. 
Произвольная точка А (х, у, 2) имеет 
какие-то две координаты по этим 
осям. Очевидно, должна существо- 
вать связь между координатами х’ 
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Рис. 7. 


н у н аксонометрическими коорди- 
натамн х, у, 2 для произвольной 
точки на плоскости. Эта связь извест- 
на и записывается так: 


х'=алах -- а: 2у-Нахзг, 
‚в (**) 
у =адх-Раоу Разг, 
где а,; (#=1,2; }=1,2,3) — числа, при- 
нимающие определенные значения для 


данного выбора осей. 

Напрнмер, для изометрин (в этом слу- 
чае оси проведены под угламн 10° друг к 
другу) уравнения (**) пряннмают следующий 


ВНд: 
ь В 5 С 
= — Роу, 
1 1 
й =—-5 х— ие: 


Таким образом, ЭВМ должна пе- 
ресчитать координаты х, у, 2. в ко- 
ордииаты х’н у по формулам (**) 
и подать нхв нужной последователь- 
ности на чертежный автомат, кото- 
рый и вычерчивает аксонометриче- 
ское изображение. 


Построение разверток поверхностей 


Будем представлять себе поверхность 
гибкой, но не растяжимой криволи- 
нейной пленкой. Существуют поверх- 
ности, которые можно постепенно де- 
формировать и совместить с плоско- 
стью так, что прн этом не будет ни 
разрывов, ни складок. Такие поверх- 
ности называются развертывающими- 
ся, а фигура, полученная после сов- 
мещения их © плоскостью, называ- 
ется разверткой. 


Рис. 8. 


Идея графического построения раз- 
вертки поверхности заключается в 
следующем: в поверхность вписыва- 
ется многогранная поверхность Ф, 
плоские грани которой обычно явля- 
ются треугольниками.` Затем на пло- 
скости строятся все грани в натураль- 
ную величину в определенной последо- 
вательности. 


Пример 3. Построить —раз- 
вертку наклонного конуса с круговым 
основанием, заданного на проекцион- 
ном чертеже (рис. 8). 


Поступаем следующим ‚ образом. 
Разбиваем основание конуса точка- 
мн А, А.,... на п равных частей, 
например, иа 16, и соединяем их с 
вершиной $. Тогда на чертеже мы 
получим две проекции наклонной пн- 
рамиды (с треугольными гранями}, 
вписанной в конус. Теперь надо пост- 
роить грани пирамиды в натуральную 
величину. Рассмотрим грань ЗА,А.. 
Ее горизонтальная проекция будет 


5а:а›, фронтальная — 5’алаз. Нетруд- 


Рис. 3. 


но видеть, что $’а, — натуральная 
величина стороны $А,, аа. — нату- 
ральная величина стороны А.А». Что- 
бы найти натуральную величину сто- 
роны $4., повернем ее вокруг вер- 
тикальной осн, проходящей через вер- 
шину 5, так, чтобы она стала парал- 
лельна фронтальной плоскости про- 
екций У (5а. на горизонтальной про- 
екцин). Из полученной точки а. про- 
водим Линию связи до пересечения 
с фронтальной проекцией, основания 
конуса в точке а 5 н будет 
натуральной величиной стороны $А.- 
Аналотично находятся длины сторон 
ЭЛ Нан т. № 

Теперь на отдельном листе бу- 
маги построим грань ЗА,А, (рис. 9), 
к ней пристроим грань ЗА, А. п 
т. д. В результате получим разверт- 
ку наклонной пирамиды, которая бу- 
дет приближенной разверткой на- 
клонного конуса. 

При увеличении числа граней вии- 
саниой пирамиды развертка стаио- 
вится все более точной, но се построе- 
ние вручную становится практиче- 
ски невозможным. Положение спа- 
сает ЭВМ, которая по заданной про- 
грамме вычисляет координаты точек 
А,, Аь, А..... в некоторой системе 
координат и подает их на чертежный 
автомат в винде команд движения 
пера. При болышом количестве то- 
чек отрезки ломаной будут малы, а 
линия, нарисованная автоматом, — 
плавной кривой. 
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Полное 


Е лунное затмение 


ЛАБОРАТОРИЯ 
*НВАНТА> 


М. М. Дагаев 


Полное лунное затмение — явление 
довольно редкое. Но вот в ночь с 18 
на 19 ноября 1975 г. его можно будет 
наблюдать почти на всей террито- 
рни Советского Союза, кроме самых 
восточных районов, где уже в самом 
начале затмения начнется день и 
Луна зайдет за горизонт. 

Луна обращается вокруг Земли 
в направленни с запада на восток и 
когда она своим левым краем входит 
в земную тень, начинается лунное 
затменне. Пока Луна не полностью 
погрузилась в земную тень, затме- 
ние называют частным и фазы Ф 
лунного затмения определяются до- 
лей Ь лунного диаметра 4, покрытой 
земной тенью: Ф =5/4. По мере по- 
груження Луны в земную тень фаза 
затмения возрастает и в момент пол- 
ного погружения становится равной 
единнце — начинается полное лун- 
ное затмение. 

Во время нолного затмения фаза 
определяется по формуле: 

ф__А А 
2 ' 


где А — угловой радиус земной те- 
ни, г — угловой радиус лунного дис- 
ка и А — угловое расстояние между 
центрами лунного диска и земной 
тени. В середине предстоящего пол- 
ного лунного затмения @=40/07” = 
2407.1, ‚ г=15707” 15’ и А== 
=22’53” =22'9; поэтому нанболь- 
ная фаза полного затмения Фиах== 
= 1,07. 

Все фазы лунного затмения бу- 
дут видны на территории, располо- 
женной к западу от линии, проходя- 
щей вблизи Кяхты, Улан-Удэ и 
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Олекминска к Сангару н острову 
Врангеля, а также севернее геогра- 
фической параллели ф=7!, где в 
эту ночь Луна не заходит за горни- 
зонт. Восточнее этой лииии полное 
затмение тоже будет видно, но ло 
сего окончанни Луна в частном за- 
тмении зайдет за горизонт. Восточ- 
нее же линин, проходящей от Буреи 
через Нелькан и Певск к острову 
Врангеля, можно будет видеть толь- 
ко частные фазы. 

Обстоятельства лунного затме- 
ння по московскому времени приве- 
дены в следующей таблице: 


=> 
Момент | пЖс 
Явление временн ё Н - 
18 ноября 
Начало затмения 23 ч 38 мин| 0,00 
19 ноября 
Частные фазы 0 06 0,38 
6 31 0,74 
Начало полного затмення| 1! 02 !,00 
Наибольшая полная фаза || 23 1,07 
Конец полного затмения 1 44 }, 00 
Частные фазы 2 12 0,74 
2 40 0,38 
Конец частного затмения |3 08 0,00 
Чтобы узнать моменты тех же 


явлений по местному времени, нуж- 
но к табличным моментам приба- 
вить разницу между местным и мос- 
ковским временем. Так, например, в 
Новосибирске, время которого отли- 
чается от московского на 4 часа, 
частное лунное затмение начнется 
19 ноября в Зч 38 мин, а полное — 
вбч 02 мин. 

Набаяюдения полных лунных за- 
тмений дают науке обширный 


материал для изучения структуры 

земной тени и состояния верхних 
слоев земной атмосферы. К таким 
наблюдениям относятся оценки об- 
щего (интегрального) блеска Луны 
в разных фазах затмения, оценки 
цвета Луны и отдельных деталей ее 
поверхности, определение моментов 
покрытия земной тенью деталей лун- 
ной поверхностн. 

Оценки общего блеска Луны мо- 
гут быть проведены различными спо- 
собами с помощью простейших при- 
боров. 

Одни из способов состоит в том, что 
Луна рассматривается в школьный телескоп 
{илн просто в бннокль со стороны объекти- 
ва). Подобрав заранее подходящий дымча- 
тый (нейтральный) светофильтр, можно осла- 
бить блеск Луны до блеска звезд нулевой 
звездной величины (например, Веги, Аркту- 
ра, Капеллы) и в течение всего затмення 
через равные промежуткн времени (5— 
10 мин} сравнивать блеск Луны, наблюдае- 
мой в телескоп, с блеском звезд различной 
звездной величнны, наблюдаемых невоору- 
женным глазом. Для сравнения нужно вы- 
брать звезды в пределах от 0 до 4 звездной 
велнчнны и запомнить их взаимное располо- 
женне, чтобы во время наблюдений быстро 
п безошнбочно отыскивать их на небе. Когда 
блеск Луны станет очень слабым, нужно 
убрать светофильтр и продолжать наблюдс- 
ния без него. 

Еслн у вас есть чувствительный фото- 
экспонометр. то изменение интегрального 
блеска Луны во время затмення можно изу- 
чать по его показаниям. Для этого перед 
входным отверстием фотоэкспонометра сле- 
дует жестко установнть трубку таких раз- 
меров, чтобы она защнщала фотоэлемент от 
рассеянного света неба, а сквозь нее прохо- 
дил бы только свет от Луны. Так, при длине 
трубкн 60 см ее внутренний диаметр должен 
быть равен 10 мм. Внутреннюю поверхность 
трубкн покрывают черной матовой краской. 

„Фотоэкспонометр с трубкой укрепляют на 
тубусе телескопа так, чтобы трубка была па- 
раллельна тубусу. При паблюдениях теле- 
скоп направляют на Лупу и все время ведут 
за ней. Показання фотоэкспонометра и ха- 
рактернзуют блеск Луны. 

Интересные результаты можно полу- 
чить, регистрируя вндимость звезд невоору- 
женным глазом или в б6-кратный бинокль иа 
протяженни всего затмения (включая н его 
частные фазы} в определенной областн неба. 
(Чтобы на результатах наблюдений не 
снаьно сказывалось поглощение света в зем- 
ной атмосфере, необходнмо выбрать область 
неба с неизменной высотой над горнэзонтом. 
Обычно это либо область вокруг Полярной 
звезды, либо область зенита. ночь затме- 


ния вблизи областн зенита будут находиться 
созвездия Персея и Возничего.) Предварн- 
тельно со звездных атласов нужно скопнро- 
вать на кальку около 30 звезд последова- 
тельно убывающего блеска от 4 до 6 звезд. 
ной величнны (нлн, при наблюдении в бн- 
нокль, до 8,2 звездной величины), провуме- 
ровать их, а во время затмения через каж- 
дые 5 мин регнстрировать номера наиболее 
слабых звезд, видимых на пределе зреняя. 
Зная звездную велнчину отмеченных звезд, 
можно найти степень ослабления лунного 
света в разлнчиых фазах затмення. 


Все описанные способы требуют 
обязательной регистрации времени 
с точностью до ] мин и двух-трех на- 
блюдений до начала затмения и 
после его окончания. 

Цвет Луны следует оценивать 
при полном затмении, описывая его 
словами или по шкале Данжона. 


Шкала Данжона: 0 — затмение очень 
темное, в середнне затмения Луна почти 
или совсем не видна; ] — затмение темное, 
серое, детали поверхности Луны совершен- 
но не видны; 2 — затмение темно-красное 
нлн рыжеватое, около центра тени иаблю- 
дается более темная часть; 8 — затмение 
красно-кирпичного цвета, тень окружена се- 
роватой или желтоватой каймой; 4 — затме- 
нне медно-красное, очень яркое, внешняя 
зона светлая, голубоватая. 


Фотографы-любнтели могут сфо- 
тографировать затмение на цветную 
нленку, сделав серию снимков (30— 
35 шт.) с одинаковой экспозицией. 
По изображениям Луны можно бу- 
дет судить и о цвете, н об изменении 
блеска Луны. 

Моменты начала и конца покры- 
тия земной тенью крупных деталей 
лунной поверхности (с точностью до 
5—10 с), степень их видимости. мо- 
менты их полного исчезновения (ес- 
ли это произойдет) и появления, а 
также цвет земной тени и каймы во- 
круг нее можно зарегистрировать 
при наблюдении в телескоп с наи- 
большим возможным ° увеличением. 
Схематическую карту лунной по- 
верхности можно найти в школьном 
учебнике астрономии. 

Если вам удастся получить инте- 
ресные результаты, присылайте их 
по адресу: 103009, Москва, К:9, 
а/я 918, Астрономическая секция 
ВАГО. 


Слова 
с ограничениями 


А. М. Степин, 
А. Т. Таги-Заде 


| 
=> 


МАТЕМАТИЧЕСНИЙ 
КРУЖОК 


Эта статья по теме очень близка к статье Г. А. Гурейянча «Бесповторные после- 
довательностм», которая была опубликована а «Кванте» № 9 за этот год. Статья по- 
священа вычислению количества [м доказательству существования] спов пюбой дпины 
[# том числе, м бесконечной), а данном алфавите с огранмчениямн, — попутно в ней 
решается задача М300 мз «Задачиика «Кванта», М 12, 1974. У Гуревича же пычмсля- 
пось количество [м домазывалось существованке} последовательностей любой длины 
(и бесконечной], у которых нмкакая группа цифр не астречеется два раза подряд, н 
решалась задача М310. - 

Комбинаторная техника, с помощью нотороя решены задачм №300 м М340 (м мх 
обобщения}, находит широкое лримеменме я серьезной математической науке: тео- 


рим групп, теорим алгебр, алгебранческой теорим чмсел. 


Наше знакомство со словами н с ал- 
фавитами мы начнем с разбора зада- 
чи МЗ00, предлагавшейся в «Задач- 
нике «Кванта», см. «Квант» № 12 
за 1974 год. 


Задача МЗ00 


Алфавит состоит из трех букв а, 
Ь, с. Назовем словом  последователь- 
ность любой длины, состоящую из 
этих букв. При образовании слов не- 
которые буквосочетания (длины два 
и более) считаются запрещенными. 
Известно, что в списке запрещенных 
буквосочетаний все слова имеют раз- 
нию длину. 

Докажите, что существуют сло- 
ва любой длины, ме содержащие за- 
прещенных — буквосочетаний. 

Задаче МЗ00 можно придать иную — 
«развлекательную» — форму: 

По городу г прямоугольной планировкой 
улнц ездит некий автомобилист. Попав на 
перекресток, он Либо продолжает ехать 
прямо, либо поворачивает налево илн напра- 
во (поворачивать назад нельзя!) — с учетом 
того, что правнламн улнчиого двнження за- 
прещены некоторые комбянацин этих пово- 
ротов (налево и иаправо) м проезда прямо. 
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Известно, что все запрещенные комбинации 
имеют длину не меньше двух (например, дли- 
на комбннацин «налево — направо» равна 
двум) ин что нет различных комбинаций одн- 
наковой дляны. Оказывается, что если город 
достаточно велик к автомобилист стартует 
в центре, то, несмотря на все запреты, он 
может проехать в этом городе любое задан- 
ное чнсло перекрестков. 

Решать задачу МЗ00 все же удобно в 
термннологни «букв» и «Слов». 


Запрещенные буквосочетания мы 
будем называть отмеченными слова- 
ми и считать слово хорошим, если 
оно не содержит внутри себя ни од- 
ного отмеченного слова.  Совокуп- 
ность отмеченных слов мы иногда 
будем называть списком запретов 
или ограничений. Слово, содержащее 
внутри себя хотя бы одно отмеченное 
слово, назовем плохим. 

Обозначим число. хороших слев 
длины { через С,. Чтобы доказать 
существование хороших слов любой 
длины. достаточно показать, что при 
любом натуральном { число С, боль- 
ше нуля. Мы же сейчас покажем, что 
для любого { хорошвх слов длины # 
довольно много: (0,2 2'. 


Упорядочим отмеченные слова 
по длине и обозначим через {, длину 
г-го отмеченного слова (1 >). 


Лемма 1. Для чисел Ц; справед- 
ливо неравенство 
С.>3.6.- Сб, *) (1) 
АР 


(С., очевидно, равно трем; положим 
Со равным единице). 


Доказательство. Заметим, что 
все хорошие слова длины { содержатся среди 
слов, получающихся приписываннем справа 
одной из букв а, 6, ск хорошим словам длн- 
ны /—1. При таком припнсывании получает- 
ся 3-0:—, слов, средн которых, помимо хо- 
роших слов, могут быть н некоторые плохие 
слова длины {. Оценнм их число. Очевидно, 
что в получениом плохом слове отмеченное 
слово может находиться только в его конце, 
то есть оно устроено так: последние [ букв 
образуют отмеченное слово, а первые {[—1 
букв — хорошее слово (2 1 = 0. Чнсло 
плохих слов (дляны /) опясанного тнпа, окан- 
чивающихся отмеченным словом длины в, 
не больше числа хороших слов длинны {—Ц. 
то есть числа 61-1, (по условию у нас есть 


только одно отмеченное слово длины {). 
Всего же в результате приписывания справа 
одной из букв а, 6, с к хорошим словам дли- 


ны /—1 получится не более № ба 
.2« <! 
плохих слов. Значит, среди получившихся 


3-С1—, слов длины { хороших слов не меньше 


*) Сумма У 


О, —это. вообще 
неа 


[ 

говоря, -не то же самое, что рб: 
=? 

в первой сумме производится  сумми- 
рованне лишь по таким значениям 4, 
2 =1= 1, для которых в спнске запретов 
есть отмеченное слово соответствующей дли- 
ны 4 (то есть, Ё& принимает, быть может, 
не все из значений 2, 3, ‚ 8: так, еслн в 
спнске запретов нет отмеченного слова дЛи- 
ны 3, тов сумме м Ч;._; член б-—, 
«<! ? 


отсутствует 


Неравенство (1) сыграет главную 
роль при оценке числа С:. 
Лемма 2. Для любого нату- 


рального {'’ 
С.>20_, (2) 


Доказательство леммы 2 проведем мето- 
дом математической индукции. 

База индукции: {= 1; 
что С; > 2-0. 

Ша: г ииду кции: Предположим, что 
неравенство (2) выполнено для всех иату- 


очевидно, 


ральных { = &, то есть 
С; = 2-б:. 

бе > = 2. И (2°} 

Докажем, что Сб, >> 2.Сг. 
Мз неравенств (2°) имеем: 

Ст. = 2.С.—, > 2.01.2... бул, 
то есть 

Ст-ь =: бу, (2”) 
Я о И 


Учитывая оценки (2”), неравенство (1) 
н сноску к нему, получим, что 


бе 23.6, —» бет 
И ы 
>> 3. бт, — У Ст.-к > *) 
ра 
1 
> 3-6, —0,. 202 а 
"= 
> бг.-(3 — И - з 2-С', 


я это к требовалось доказать. 

Поскольку С, 2.С1—, С: > 
-> 20:-„ .-.. О, 2.б.=, то 
С, 21, и мы получаем теоре- 
му 1: 

Для любого натурального [| в ус- 
ловии задачи МЗ00 число хороших 
слов длины {| не меныше, чем 21: 


С. > я ’ {3) 


которой н заканчивается решение на- 
шей задачи. 


*) Здесь уже обычная сумма: 


! 
У бек = бабе... + бы. 
# =1 
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Бесконечные слова 


Теперь мы знаем, что в «словаре» 
задачи М300 есть хорошие слова 
любой длины. А есть ли в нем бескс- 
нечно0 длинные хорошие слова? 
Сейчас мы докажем, что если спи- 
сок отмеченных слов конечен (есть 
лишь конечное число. запрещенных 
буквосочетаний), то существует и 
бесконечно длинное хорошее слово. 
Однако отметим сразу, что на самом-то 
деле требование конечности спнска 
отмеченных слов не существенно: ут- 
верждение о существовании  беско- 
нечно длинного хорошего слова 
остается верным и в случае беско- 
нечного числа запретов *). 
Возьмем самсе длиннсе отмечен- 
ное слово (так как по предположению 
число отмеченных слов конечно, это 
можно сделать); пусть его длина рав- 
на л. Выберем натуральное М№ так, 
чтобы № было больше п. Поскольку 
у нас есть хорошие слова любой длн- 
ны, возьмем хорошее слово длины 


*) Доказательство этого факта вы може- 
те найтн в статье Г. А. Гуревича «Бес- 
повторные последовательности» (см. «Квант» 
№ 9). В статье Гуревича фактически 
доказано, что нз свойства честь как угодно 
длинное хорошее словоз следует свойство «есть 
и бесконечно длинное хорошее словоз, то есть 
что в действительности существованне хо- 
рошнх слов любой длины эквнвалентно су- 
ществованню бесконечно длинного хорошего 
слова. Мы же докажем, что в наших предпо- 
ложеннях существует периодическое бесконеч- 
ное слово, н укажем способ, позволяющий такое 
слово постронть (дадим, как принято 
говорить, конструктивное доказательство}. 


за 


№. (3\-- 1, обозначим его через А. 
Разделим слово А на (3^--1) равных 
по длине частей В, длины №: если 

А -х,, Хх. и 
где х; — это а, либо 6, либо с, то 
Вь = хмак-пнн, ХМ. 02,..-. ХМ. К. 


ХМ - (3 4-1}. 


Поскольку А — хорошее слово, 
каждое В, — тоже хорошее слово 
дянны №. Но в нашем алфавнте все- 
го три буквы (а, 6, с), поэтому раз- 
личных хороших слов длины М№ будет 
не более, чем 3. У нас же получи- 
лось (3“--1} хороших слов В,; 
значит, среди них есть одинаковые. 
Пусть, например. В„,—=Ви,и п. <». 
Возьмем кусок слова А, состоящий из 
частей В, с номерами А от п, до 


п.‚—|! включительно. Это будет хо- 
рошее слово С длины т>И: 
С = Хм, фп-ЕЕ, ах Хм-(п,— |: 


Припишем к слову С справа то 
же самое слово С. Получим слово Р 
длины 2т: 


В = хина, -в-аь .. 
Хм-(л,—1) +1, 

Докажем, что Р — хорошее сло- 
ВО. 

Предположим противное: О == 
—= СС — плохое слово; тогда оно 
содержит каксе-то отмеченное слово. 
Очевидно, что это отмеченное слово 


а Хм-4п, 1), 
.. т Хх-и.- п. 


может находиться только в области 
«склейки» двух хороших слов С, 
так что его пересечение с «правым» 
и «левым» словами С непусто. Но 
В„, = Вл, и длина любого отмеченно- 
то слова меныше М; значит, это от- 
меченное слово должно лежать В 
области «склейки» частей В и 
В„, хорошего слова А, а этого не мо- 
жет быть, и, следовательно, сло- 
во р — хорошее. 

Понятно, что бесконечное лери- 
одическо слово СС... С... с 
периодом С будет также хорошим, 
а это, собственно, н даст все, что 
нужно. 

Итак, наш автомобилист может разъез- 


жать по городу бесконечно долго, не нарушая 
при этом правнл улнчного движення! 


Интересный пример 


Вернемся к неравенству (1), с дока- 

зательства которого мы начали реше- 

ние задачи №300; перепишем его так: 

6.—3-6.-,+ У Сб-,>0. (4) 
1.2«1 «1 

Насколько точно это неравенство? 
Можно ли в нем знак «>» заменить 
знаком «=»? Вообще говоря, нельзя, 
и вот почему. 

Число 3.(,-, — это число слов, 
получившихся приписыванием спра- 
ва к хорошим словам длины [—1 
одной из букв а, $, с; среди таких 
слов находятся все хорошие слова 
длины [. Вычитая нз числа 3-0;_, 
числа С:-:, где [| — какие-то из 


значений 2, 3, ..., { (возможно, и 
все значения), мы тем самым как бы 
вычеркиваем из построенных слов 
длины [ все те плохие слова, кото- 
рые получатся, если к хорошему сло- 
ву длины [—/, добавить отмеченное 
слово длины {[;. Но при этом может 
получиться так, что какое-то плохое 
слово длины [ окажется вычеркну- 
тым несколько раз нз числа 3-(;.-, 
получившихся слов. Если же среди 
наших 3-С‚_, слов длины [ нет слов, 
получающихся из хороших слов дли- 


ны [-—[, приписыванием справа от- 
меченного слова длины {,, то соот- 


- тов вместо рекуррентных 


ветствующее число С1_,, вообще вы- 
читать не надо. 

Однако при некоторых дополнни- 
тельных условнях на список запре- 
нера- 
венств (4) для чисел С; (1 — лю- 
бое) будут выполняться аналогич- 
ные рекуррентные равенства: 

С:—3-6:—1 + №2 С:_ Н и 0. (4') 

Нч 

В таких случаях (С, записывается 
явно в виде функцииот [, и для каж- 
дого конкретного значения { число 
С; можно посчитать. 

В частности, из сказанного сле- 
дует, что для справедливости ре- 
куррентных равенств типа (4") до - 
статочно таких двух условий: 

1?. Среди слов длины 1, получаю- 
щихся  приписыванием справа одной 
из букв а, 6, с к хорошим словам дли- 
ны 1—1, находятся все слова, полу- 
чающиеся из хороших слов длины 1—1 
приписыванием справа отмеченного 
слова длины [; (оно по предположению 
есть в списке запретов). 

2°. Каждое полученное таким при- 
писыванием (одной буквы) плохое 
слово длины | представляется в виде 
какого-то хорошего слова (меньшей 
длины) и отмеченного слова единст- 
венным образом. 

Условие 2” выполняется, если в 
списке запретов никакое. отмеченное 
слово не является концом какого- 


-ннбудь другого отмеченного слова. 
пражнение 1. Проверьте, что 
для алфавита из трех букв и Списка отме- 
ченных слов аб, ась, @ссб, ..., @с...сб 
2 
выполняются условня 17 и 2°, м что для чисел 
С, справедливы такие рекуррентные соотно- 
щения: 

6—3. бы ... +0: = 0 *). (5) 
($ — длина самого длинного отмеченного 
слова). 

Если список запретов упражнения 1 
ограничить двумя отмеченными словами аб 


*) Уравнения вида С; +6,(;_—, + 
-- 6, Са .-- + В 01-8 =0 1. - 
..., в — некоторые постоянные), называ- 
ются конечно-разностными уравнениями; о 
методах их решеиня можно прочесть в книге 
А. О. т «Исчисление конечных раз- 
ностей». ‚ «Наука», Глава \, $4, п. 2 
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и асв. то мы получим уравнение 
1—3. 61-1 б-в+ бьз=0. 6’) 
Решение уравнения (5’) будем нскатьв 


виде 
= А. (5) 
Подставляя (5”) в (5’), получим урав- 
нение 
—_ ЗА =О, 


имеющие трн различных корня: 


А =, А, ==1-- У2, Ве 7 


Общее решение уравнення {5’} запнсы- 
вается так: 


6: = С, + С, (1-- УЗ) + с: (—УЭ)!, 


где С:, Сьн С, — постоянные, определяю- 
щиеся из начальных условий: 


бу = 1, С, = 3, С: = 8. 


Получается такая система для опреде- 
ления С, Сь, Су 


СС, -- С; = №, 
С, + С, (1 У?) +6. (1—2?) -:3, 


С, -- С, (3+2 2) + с, (3—2 УЭ)--8, 
из которой находим 


{в частности, С. -= 20). 


Обобщение задачк МЗ00 


Пусть телерь алфавит состоит из п бука 
а, 2, .-., а, @ в спыске отмеченных слов 
(длины не меньше двух) имеется не более т 
различных слов одинаковой длины. 

Сейчас мы докажем, что при некоторых 
ограннчениях начислал и т н п таком «сло- 
варе» будут сколь угодно длинные хорошие 
слова, причем для каждого натурального { 
{{ — длина слова) — опять-таки довольно 
много. 

Как и при решеннн задачи МЗОО (для 
№300 нмеем: п-=3, т=1) вначале нужно 
доказать 

Лемму 3. При выполнении условий 
«обобщенной задачи ` МЗ00» для чисел С} 
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хороших слов длины { верны такие соотноше- 
ния: 

б:> п... — У 

-я 

6,248} 
где через т: обозначено число отмеченных слов 
длины {; (С1, очевидно, равно п, а С, снова 
полагаем равным 1). 

Л емма 3 доказывается в точности теми 
же рассужденнямя, что и лемма | (см. с. 33): 
мы ‹е доказывать не будем. 

Так как по условню каждое т; не боль- 
ше т (в дальнейшем мы будем считать т= 
= тах {т;} м называть т кратностью 
системы ограниченнй), то 


т ‚ (6) 


бу п.б —т. У 
‚дай 
«к! 

Следующнй после леммы 3 шаг — до- 


казательство важной леммы 4: 
Если 


а. 


т = 7) : (8) 


то существует такое ^ > 1, что для люзого 
натурального 1 

Са А. Обь. (9) 
Лемма 4, как н лемма 2 первого параграфа, 
доказывается методом математической ин- 
дукцни Е использованием неравенства (7) 
и соотношений (2’) н {2””), в которых число 
«2» заменяется буквой «А» (см. с. 33}. Индук- 
ционный переход от 2 к Ё--] возможен, 
поскольку квадратное относительно А не- 


т 
равенство п— д |->^А © неотрица- 


тельным (в  снлу (8) дискримн- 


п—1\?2 ° 
нантом (> "| имест решение 


Так как С, -- л-бь (напомним, чтоСу == 
--\)н 


п-\ 
А. = р] 


п — 


п > 


то 
Га--И п} 
> [7+ и Г) —” | 6%. 


и существование чнсла А > | доказано. 
Накокец, аналогично теореме 1, мы пс- 
лучим теорему 7: 


Если в условии «обобщенной задачи 


В ? 
№300» т = _ ‚ то 


д 


> (7 Зе И -=). 


Блокирующне ограничения 


А нужно ли вообще ограничение (8} на 
кратность системы запретов? 


Мы уже вндели, что условне т = 


п 1\2 
<( 5 ) достаточно для сущест- 


вования сколь угодно длинного хорошего 
слова. Это условие нельзя, вообще говоря, 
ослабить. В самом деле, при п =- 2 для ал- 
фавита из двух буке а и 6 получаем 


условие на кратность т = в Положим 


—= 1 и возьмем в качестве отмеченных та- 
кие три слова: 


аб, ааа, ВЫЬЬ. 


Докажем, что тогда не существует хо- 
роших слов длиннее пяти. Систему запретов, 
Аля которой нет хороших слов сколь угодно 
большой длниы, будем называть блокирую- 
щей. 


Доказательство 
ного). 


Предположим, что существует хорошее 
слово длнны 6. Оно кончается буквой а, 
или буквой 6. 


Еслн это слово коичается буквой в, 
то поскольку сочетанке а запрещено, то 
наше чхорошееь слово состоит только из 
букв 5, чего ие может быть, так как сочета- 
ние 666 запрещено. 


Пусть это хорошее слово (длнны 6) кон- 
чается буковой а; рассмотрим его предпослед- 
нюю букву: — еслн она $, то и все остальные 
буквы (5 штук) должны быть 6 — а этого 
не должно быть. Значит, наше слово окан- 
чивается ина аа. Возьмем теперь третью от 
конца букву нашего слова: если это опять а, 
то сказывается запрет ааа, если же это 6— 
то остальные буквы (4 штуки) — тоже 6, 
н сказывается запрет 56В6. 


Приведем еще один пример блокнрующей 
системы запретов — для алфавита из трех 
букв а, 6, с. Для такого алфавита условне 
(8) нам дает, что т должно быть ие больше 1. 
Положив т= 2, т.е. предположив, что 
можно отмечать по два слова одинаковой 
длины, возьмем в качестве отмеченных сле- 
дующие слова: 

аф, ас; 6сЬ, 6сс; аааа, БЫВЬ: ссссс. 

Упражнение 2. Докажите, что 
эти отмеченные слова образуют блокирую- 
щее ограниченне на хорошие слова. 

Какую максимальную длину в этом слу- 
чае нмеет хорошее слово? 


Из рассмотренных для п= 2 м 3 при- 
меров следует, что существует блокнрующая 
система запретов с кратиостью т, такой, что 


п—1\2 п 1\2 
фич 


(от протнв- 


Но для произвольиого натурального п 
и целого т, где 


п 1 \2 п—1\2 
р <т = ( э ) И, 
существоваине бокирующей системы запретов 
для алфавита из п`букв с кратиостью т ие 
доказано. Докажем, что для алфавита из 
п букв а, ..., а, блокирующая система 


пт 
2 суще- 


запретов с кратностью т = 


ствует. Действительно, возьмем такую си- 
стему запретов 

(1} а,а., (2) а,аз,..., п Паал, 

п(п— 1 

(п) азаз, ... | а" — ал. 


Тогда хорошнх слов длины болыше 2п не 
будет, а единственным хоршем словом дли- 
ны 2п будет слово 


алалал — ал а: аа. 


Но, конечно, в каждом конкретном слу- 
чае все зависит от того, как устроена снсте- 
ма запретов. Достаточно, например, для ал- 
фавита нз двух букв а, 6 (п= 2) ит=1 
взять в качестве отмечеиных слова 


аа, афа, ааа, абааь, ..., 


как мы получим, что существует даже бес- 
конечно  длиниое, периодическое — слово 
5Ь...Ь... . Более того, можно взять т 
равиым даже четырем (н уж коиечио — двум 
и трем), а в качестве отмеченных, например, 
слова: 


аа, аб, фа, аа, аба, Баа, ааа, 


и мы снова получим бесконечное хорошее 
слово $...6... 


В заключение мы предлагаем читателям, 
заннтересовавшимся «проблемой хороших 
слов», порешать задачи. 


1. Докажите, что для алфавита а, В ие 
существует системы блокирующих ограниче- 
ний, состоящей меньше чем из трех слов. 

2. Докажите, что в случае п = Зи т = 
— 2 не существует бокирующей системы мень- 
ше чем из шести отмеченных слов. 

3. Докажите, что если для алфавита 
а, 6, с отмечены слова са, сб, фа, то С; ра- 
стет как 12. 

4. Докажите, что бы, < би-Си». 

5. Докажите, что для алфавита из м 
букв существует блокирующая система ог- 
раничений с кратностью т, такой, что 


п (п 2) п(п— 2) 


а т< +3. 


У 


задачник гбванта 


Решения задач мз этого номера можно посылать не позднее 1 декабря 1975 г. по 
здресу: 113035 Москва, Ж-35, Б. Ордынка, 21/46, журнал с«Каант». После 
адреса на конаерте напишите, решения каких задач аы посылаете, на- 
пример: «Зэдачник «Маанта», №346, М№347р млм «...Ф35%». Решеныя задач по 
каждому из предметов (математике мы физике], а также новые задачн просьба при- 
сылать а отдельных ионвертах. Задачи из разных номеров мжурмвла присылайте 
танже а разных конаертах. В письмо аложите конверт с написанным на нем адресом 
[® этом конверте вы получите результаты проверки ваших решений). Условия орн- 
гинальных задач, предлагвемых для пубпинации, присылайте в двух экземплярах 
вместе с вашими решениями этих задач (на конверте пометьте: «Задачннк «Кванта», 
новая задача по физике» или «...новая задача по математике»]. После формупиров- 
кн задачи мы обычно указываем, кто предложил нам эту задачу. Разумеется, не 
все этн задачи пубпикуются впервые. Нанболее трудные задачн отмечены звез- 
дочиой. В этом учебном году победитепи нашего конкурса будут приглашены ма об- 


ластные м респубпиканские олимпиады, 


Задачи 
№346 — М350; $358 — Ф362 


М346. Точка К — середина сто- 
роны АВ квадрата АВСО, а точка [. 
делит диагональ АС в отношении 
3:1 (рис. 1). Докажите, что угол 
КЕР — прямой. 


Ю. Г. Богатуров 
(ученик 10 класса, г. Кутаиси) 


МЗ4А7. Двое играют в такую нгру. 
Первый загадывает два числа от | 
до 25, а второй должен их угадать. 
Он может назвать любые два числа 
от { до 25 и узнать у первого, сколь- 
ко из названных им чисел — 0,1 
или 2 — совпадают с загаданными. 
За какое минимальное число вопро- 
сов он сможет наверняка определить 


загаданные числа? 
А. А. Григорян 


№348. В таблицу 10% Ю  записа- 
ны числа от 1 до 100 по порядку. 
Затем в каждой строке и в каждом 
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столбце ровно у половины чисел по- 
ставлен знак минус. Докажите, что 
в получившейся таблице сумма всех 
чисел равна нулю. 

С. М. Агеев 


МЗ49. Какому условию должны 
удовлетворять длины сторон  тре- 
угольника, чтобы треугольник, со- 
ставяенный из а) высот, 6) мелиан, 
в) биссектрис данного треугольника, 
был подобен данному? 


А. ПЛ. Савин 
М350*. С белого углового лоля 
шахматной доски размерами пхт 


(пи т больше 1} начинает двигаться 
слон. Дойля до края доски, слон 


Рис. 1. 


Рис. 2. 


поворачивает под прямым углом 
(рис. 2). Попав в угол, он останав- 
ливается. 

а) При каких п и т слон обойдет 
все белые поля доски? 

6) Сколько всего полей он обой- 
дет на доске пхм? : 

Рассмотрите в качестве примеро 
доски размерами 10х15, 10х25, 15х 
х25. 

Е. Я. Гик, А. Б. Жорницкий 


$358.  Неоднородный стержень 
длины Г может стоять у вертикальной 
стены, образуя угол не менее 45” с 
полом. Коэффициент трения стержня 


о пол и о стену равенр 3. На какой 


высоте находится центр тяжести 
стержня? 
ФЗ59. В цилиндрическом сосуде 


под поршнем находится насыщенный 
водяной пар при температуре &:-= 
— 20°С. При изотермическом мед- 
ленном вдвиганни поршня в цилиндр 
было отведено колнчество тепла © == 
= 20 ккал. Какая работа была со- 
вершена при этом внешними силами, 
действующими на поршень? ^ 


Е - и —— - = == -[ 


Г 
| 
| 
| 
| 
| 


Рис. 3. 


`ческими 


ОВ зе = 
Е СВ 
Рис. 4. 


ФЗ60. Для измерения ускорения 
используется изогнутая трубка, за- 
полненная водой, в которой имеется 
пузырек воздуха (рис. 3). Трубка 
изогнута по дуге окружности. Как 
связано положение пузырька с уско- 
реннем трубки? 


ФЗ61. Прямолинейный проводник 
длины [Ги массы т подвешен на двух 
пружинах жесткости № в горизон- 
тальном однородном магнитном поле 
с индукцией В (рис. 4). При замыка- 
нии ключа К конденсатор емкости С, 
заряженный до разности потенциа- 
лов (И, замыкается на проводник и 
разряжается. При этом возникают. 
колебания проводника. Определить 
амплитуду этих колебаний, если вре- 
мя разряда конденсатора много мень- 
ше пернода колебаний проводника. 


ФЗ62. Слоистый конденсатор ©о- 
стоит из трех металлических парал- 
лельных пластин площадью 5. 
Пространства между пластинами за- 
полнены диэлектриками с диэлектри- 
проницаемостями 2; н е. 
и удельными  сопротивлениями р, 
и р. Толщины слоев диэлектриков 
4: и 4.. Конденсатор находится под 
постоянным напряжением И. Опреде- 
лить заряд средней пластины при 
установнвшемся токе в цепи. 
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Решения задач 


№М308-М315; ФЗ18-ФЗ21 


№308. Если при любом х 2л 
а1с0$ х-- асо$ 2х -|-... а) Достаточно положить х = 8 
... Нал с08 пох >—1, й 

то для чисея а, аз, ..., @л Ш Зл_ 
выполнено неравенство 6) Положнте последовательно х 5х =, х= 5 

До" ре р а н сложите получившиеся неравенства. 
ние: @) для п-= 2: 6) для в) т предварительно следующую формулу: если 
п = $; 6) для любого нату- _ АЯ 
рального м. ф= Я!» где Ай ил — целые числа, причем А не 


делится на п--1, то 
0$ Ф+ с0$ 29-с05 3$ +... + с0$ пф = —Ё. (+) 


Ф 
Пусть даны точки О и А... Повернув точку Ао на угол ф от- 
носнтельно точки О, получим точку Ау. Из точки А, тем же 
поворотом получим точку А», нз точкн А, — точку Азн так 
далее. Так как (п -- /ф = 287. то точка Ал.! совпадет 


— — — — 

с точкой Ао. Сумма векторов ОД., ОД!, ОД,. ..., ОАи рав- 
на нуль-вектору. Действительно, при повороте каждого из 
этнх векторов на угол ф относительно точки 0 на тот же угол 
должен повернуться и вектор, равный их сумме. Так как, 


с другой стороны, вектор. равный сумме векторов ОА... 


— — 
ОА,,..., ОАл, ие изменится у этом повороте (ибо точка 
Ас перейдет в точку А;, точка А, — п точку А.,..., точ- 
ка А’ — в точку Ао), то он равен нуль-вектору. 
Предположим теперь, что точка О явлхется началом ко- 


ординат, а вектор ОА. имеет длину 1 п направлен по оси аб- 
снисс. Так как проекция суммы векторов на любую ось равна 
сумме _нх проекинй иа эту охь, то сумма проекций векторов 
= -_» - 

ОЛ|, ОА,, -.., ОА. на ось абсцисс равна — | (прое- 


— 
киия вектора ОА, на ось абсцисс равна 1). Но эти 
проекцин равны, очевндно, 0$ Ф. с0$ 2$... ., 60$ пФ, 
откуда н следует формула (+). 


Формулу (+) можио доказать и иначе, умножив обе ее ча- 


стн на 25-9 м воспользовавшись формулой 


1 1 
2 яп - соз Еф = —5П (. -=-) ф-- яп (* + =) Ф. 
—- сделайте эго самостоятельно. 


Перейдем к решенню задачн в). 
Взяв произвольное число х,. положим х, = 2х1, хз = 


=: Зл. ..-, Хл = ЛХ,. Пон х==м, Х=Х,, ХЕ ЖЗ, .... 
Хх —= хя получим неравенства: 
а, с05 х, а; с0$ 2х; -- а; со 3х, |... + 


5 ал с0$ лх, > —1, 
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№309. а) При каких п мно- 
гочлен хп -- хп -т 1 делится 
на х-- р 
6) При каких п число 
10...0 10...01 


—— —— 
п п 
делится на 372 


а; со5х, -|- аз со$ 2х. -|- аз с0$ Зх. -- .. аи созлх. > — 1, 
а с05 хз -- а, с0$ хз -|- аз с0$ Зх; р. . -- ал с0$ пх > — 1, 
в, с05 хи -- а. с0$ 2х, - аз с0$ Зх, -|-.. + ал со$ пхд 2 — 1. 


Учитывая, что Ах} == Ах, = 4х; = Цхь, эти 
можно переписать так: 


неравенства 


а, созх, -- а; со5х, -|- аз с05 хз |... ал с0$ х, > -— 1, 
а, со 2х, -- а, с0$ 2х, - аз с0$ 2х: |... -- ал с05 2х1 > — 1, 
а: с05 Зха -|- аз ©0$ Зх» -- ау с05 Зхз --... - ал с0$ Зхи > — 1, 


а, соз пвх: - а, со$ их, -|- аз со$ пх. |... Нап с05 Ид >-—1. 


2л 
Сложив эти неравенства н полбжив х, = Е (тог- 


бл 2пл 
9 — п Г придем 


на основании формулы (*® }) к Неравенству 
—2:—а:—а:—..—@и>р— п, 


4 
ИЕ 


откуда 
а, а, + аз. . .а=п *): 
Ю. И. Ионин 


Ф 


а) Рассмотрнм три случая, соответствующие различным 
остаткам от деления п на 3 
1°. Пусть п=3&; тогда 


дви 1 (п --ом — 3 = 
= (— Пи? А... 
0 — ПА... ОЗ = 
= х- 0-93, 

где 0(х) = (х — [А -- А --... ++ 
Ч ОА... +1]. 

Следовательно, еслн П=ЗА, то многочлен х?П - хп -|- | 
прн делении на х? -- х -- 1 дает в остатке 3. 

2°. Пусть п = ЗА - 1. Имеем 


кв +? + хз +1 - 1 = (х9А+? ры х*) + (х3А+1 —х) | 
НН к № = в Пк — ПП м-х-| 

В 1° мы показали, что многочлены (х® — [) и (хЗ* — 1) 
делятся на (х3 — 1), следовательно, н на (х? + х - 1); поэ- 
том и м — ЗА +1 многочлен х\“ -- хп -- 1 делится на 
[х | 

37. Пусть м = ЗА -[ 2. Тогда 


хака | эй | — хАхе* — 1) -- хх — | + жж 
НЕ БШ 1+ хх 
+ = бе +х- © — ПАЯ И, 


где Ю(х) = х4(хА-8--... НП (хм... -х, 
н многочлен х27 -- ха -- |] снова делится на хх + х +1. 


*) Аналогично решена эта задача в кннге Полна и Сеге 
«Задачи и теоремы из анализа». 
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№311. ?) Из одной бактерии 
получилось 1000 следующим 
образом: вначале бактерия 
разделилось на две. затем 
одна из двух получившихся 
бактерий разделилась на Ове, 
затем одна из трех получив- 
шихся бактерий разделилась 
на две и так далее. Докажи- 
те, что в некоторый момент 
существовала такая бакте- 
рия, число потомков которой 
среди 1000 бактерий, полу- 
чившихся в конце, заключено 
между 334 и 667. 


Рис. 1. 


М№МЗ12. В параллелограмм Р, 
вписан параллелограмя Р., 
в который в свою очередь 
вписан параллелограмм Р», 
причем стороны Ру парал- 
длельны сторонам Р\. Дока- 
жите, что хотя бы одна сто- 
рона параллелограмма Рз по 
Олине не меныше половины 
параллельной ей стороны Р\. 


Итак, ответ | в задаче 2) таков: 

многочлен 7? -- хп -- | делнтся на 42 -- х-- 1, еслн п 
не кратно трем. ‚ 

6) При решенин этой задачн можно воспользоваться ре- 
зультатом пункта а). поскольку все многочлены, получаю- 
\циеся при деленни, — частные н остатки — имеют целые 
коэффициенты. Действительно, при х == 10 мы нолучим со- 
отвелственно 
же х-- 1 = 1, ху ху -- 1 —10..010... 0%. 

—— —— 
я я 
С другой стороны, 10°т-- 109-|- | делится на З прн всех т, 
и вопрос о том, делнтся лин 10:7-|- 10/7- | на 37, эквнвалентен 
вопросу о делимости 10?®-- 107 --- № на 37.3 = 111. Ответ 


в этой задаче такой; число 1Ю...010...01 делится на 37, 
—— —— 
л я 


если п кратно 3 или еслн п при деленин на 3 дает остаток (. 
Ф. Г. Шлейфер 


Ф 


Пусть некоторая бактерии, у которой № потомков средн 
1000 бактернй, разделилась на две, у которых соответствен- 


. 


но №М’и М’ потомков. Тогда № == №" -- М”, и поэтому одно 
из чнсел № н Л” не меньше №/2. 

Рассмотрим последовательность бактернй А!, А’, Д,,... 

.. Аж, ГД А, — самая первая бактерия, Ацх, (для & = 
= }.2,.... т-—1) — та из двух бактерий, возннкших при 
деленни Ах, у которой не меньше потомков, чем у ее сестры, 
и Ал — одна из 1000 бактерий, которые получнлись в конце. 
Пусзь Ах имеет М» потомков. Тогда последовательность 

№; = Ю00, №., №,,..., Ми. Мл= ь 

убывающая, но каждый член в ней не меныше половнны ире- 
дыдущего: Мк > Миа: > Мл! 2. (На рисунке 1, нзображаю - 
щем процесс деления бактерий в виде «генвалогнческого де- 
рева», показана цепочка бактерий А,, А.,..., Аз; здесь 
№, = 16, №, = 9, № =5, М = 3, №, =2. № == 1.) Если 
выбрать / так, что №; >> 668, а №; < 668, то получим 
334 = М; = 667, то есть бактерия А) будет удовлетворять 
заданному условию. 

Точно так же можпо доказать, чта еслн и конце получн- 
лось М бактерий, то для любого натурального с найдется 
бактерня, число потомков которой Л удовлетворяет условиям 
= № <. 


Ф 


Н. Б. Васильев 


Заметим прежде всего, что если гараллелограмм АВСР 
впнсан в параллелограмм КГ.ММ (см. рис. 2), то онн имеют 
общий центр симметрии О. Эхо следует из того, что прн сим- 
метрии относительно О параллелограмм КЕММ№ переходит 
в себя. а сторона АВ параллелограыма АВСР переходит 


*) Решение задачн М310 содержнтся п статье Г. А. Гу - 
ревича «Бесповториые  последовательности («Квант», 
1975, №9). 


№313. Дан угол свершиной О- 
Рассмотрим множество чет- 
вертых вершин М паралле- 
лограммов ОММЕ, вершины 
№ м Г которых лежат на 
сторонах данного угла, й 
площадь равна постоянной 
величине. (Это множество на- 
зывается гиперболой.) —До- 
кажите, что на биссектрисе 
этого угла и на ее продол- 
жении найдутся такие точ- 
ки Ру и РГ» (2де | Е.О | = 
— | Р.О |). для которых раз- 
ность расстояний 
НР,М 1-1 РМ | 
не зависит от точки М. 


в равный по длине и параллельный отрезок с концами иа 
соответствующих сторонах параллелограмма КЁММ, то 
есть в отрезок СО. 

Поэтому у параллелограммов Р‚, Ран Р, — общий центр 
снмметрни. Из этого получаем, что четыре закрашенных 
параллелограмма, расположенных в углах К, Ё, М и М, 
конгруэнтны; обозначим длины их сторон соответственно 
через х н у. 

Пусть а н 5 — длнны сторон параллелограмма Р».. 
Тогда длины сторон параллелограмма Р, равны (а -- 2х) в 


р-- 2х 
< -- %). Нам нужио доказать, что либо а > —-5—, либо 
ь = Е ‚то есть, что либо а 2х, либо 6 >> 29. Это 


будет так, еслн мы докажем такое неравенство: @6 > 4ху. 
Рассмотрнм параллелограмм, трн вершины которого — 
точкн А, Ён В. Поскольку днагональ А В делит сго п угловые 
параллелограммы — левый ннжиий и правый верхний — 
ма коигруэзитиые треугольники, то плошади параллелограм- 
мов, закрашенных на рисунке 2 синим, ‚равны. Точно 
так же равны площади параллелограммов, закрашен- 
ных желтым, красным н зеленым: все закрашенные парал- 
лелограммы равиовелнкн. Очевидно (см. рнсунок), что сум- 
марная площадь закрашенных параллелограммов не превы- 
шает площади параллелограмма Р,. Но площадь одного 
закрашенного параллелограмма равна ху-зто, а площадь 
параллелограмма Р. равиа ар 0; значит, 


аб >> 4ху. 
что п требовалось. 
И. Н. Клумова 


Ф 


Пусть 2а — заданный угол, А — вершина гнперболы 
{точка се пересечения с биссектрисой), А — снмметричная 
ей точка относительно 0, КМО — перпендикуляр К этой 
биссектрисе, проходящий через М (К лежит на биссектрисе, 
© — на стороне угла, см. рис. 3). 

Введем обозначення: г; == |Р.М|, хз = [|РэМ О 
= ОА |= ЮА'|. х= |ОМри = |0Ц,г= [ОМ], ф = АОМ, 
наконец, с — нскомое расстояние точек Р; и Е» от вершнны 
О угла (центра гиперболы). (Для знающих аналнтнческую 


геометрню: х н у —‘косоугольные коордннаты точки М, а 
ги ф— ее полярные координаты.) 
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По условию задачи, синий и желтый параллелограммы 
должны иметь одниаковую площадь: 


а 2. 
& — ху Яп2а = (===) ут 24, 


откуда 
а? 
^У = Чета ‹ (0 


Нужно найти такое положение ЕР. и РГ» (то есть такое 
значение с), чтобы разность г. — г, была одной н той же 
для всех точек М гиперболы. В частности, для ее вершины А 
р — |РьА ||, вследствие симметрнн ( |РзА |= 
— |2.А’|). равна |А’А |= 24 (оси гиперболы). Значит, эта 
разность должна быть равна 
9 — г 2а. (2) 
Найдем выражения г; н г» через постоянные а, сна 
{в этн выраження войдут, конечно, н какие-то переменные 
величины). Прнменяя теорему косинусов для треугольников 
Е:МО, Е.МО и ОММ, ныеем: 


мя = 27 соз ф (3) 
(верхний знак для г!, нижний для га) н 
г? — х? -- ий 2ху с0$ 24. {4) 


Угол ф можно из формулы (3) сразу нсключить: нз чер- 
тежа вндно, что 
г с0$ ф = |ОК | = ]0091| со$ & = р ++ Шор соза = 
= {106 ] -- 1ЁМ |) соза = (хи) соза; 
следовательно, 
го = а - и + 2 (х- И соза. (3) 


Подставляя (4) в (3*) н используя условие (1) и тождества 
с05 2а = 2 со5% а — ниж? -|- 3% = (х-+- у) — 2ху, получаем: 
пон --(х-- у) — 249 -- 259 0$ 2 + 2е(х + Ы) с0з@ = 

в? 
= 2® + (ху — 2 сова ых 


а 
уз сета (2 с05% & — 1) + 2с(х | У) с0з а = 


з 
=[#- | + и ® + 22 (5-9) 05а]. (5) 


До сих пор с было произвольным. Пддберем его теперь 
так. чтобы формула (5) приобрела возможно более простой 


а 
вид. Положим Е = 55а (тогда |ОЁз| = 10В|, см. рнсу- 


нок). Тогда формула (5) принимает следующий енд; 
гро = + 21 = 2+ уа= у = а. 
Из рисунка ясно, что х-и>а (|009 |-> [04]; сле- 
довательно, 
1 = (ху а, = (Чу) —а. 


Отсюда получается г; — г: = 24а. Интересно заметить, 
что 7: из = 2(х РУ), т. е. сумма расстояний любой 
точки гиперболы до ге фокусов равна периметру параллело- 
грамма, лежащего в определении гиперболы. 


И. Н. Бронштейн 


М315. *) На каждом ребре вы- 
пуклого многогрияника по- 
ставлена стрелка так. что 
в каждую вершину многогран- 
ника входит и из каждой 
выходит хотя бы одна стрел- 
ка. Докажите, что существу- 
кул по крайней мере 08е гра- 
ни многогранника, каждую 
из которых можно обойти 
по периметру, двигаясь в 


соответствии с направленая- 
ми стрелок на се сторонах. 


ФЗ18. При 
кость 


каком С; ем- 
системы конденсато- 
ров. показанной на рисунке 6, 
равно: а) С: 6) #С (Е|; 
в) С.? 


Назовем последовательность 
А.А... А,А.,.. 
ебер мнюгогранника лутем 
р ы . РИА, ... А, 
если ма всех этих ребрах стрелки направлены в одну сто- 
рону: либо от А, к Аз, от Аз к А., ..., т А КА,, лн- 
ба жест А; К А; 0% Ар, К Ара, ..., 07 АКА, 

Так как по условию в каждую вершнну многограиника 
входит н из каждой выходит хотя бы одна стрелка, то любой 
путь можно удлиннть в обе стороны, присоеднняя к его кон- 
цам новые ребра. 

Начав с произвольного ребра А;А» многограиника (оно, 
очевидуо, является путем), будем последовательто строить 
пути А.А.Аз, А)А.А.Ау; н так далее, до тех пор, пока не 
получится такой путь, в котором одна из вершни встреча- 
ется дважды: Аз= А; 15<$< Е. Таким образом мы 
получим замкнутый нуть Рь= АзАз.,... А; (у него все 
вершины, кроме крайних, А, = Ав различны, рис. 4). 
Так как многогранник выпуклый, то путь Р, делит его 
поверхность на две области ДР и ВР’. Покажем, что в 
каждой области имеется по крайней мере одна грань, 
которую можно обойтн по пернметру, двигаясь в соответ- 
ствин с иаправленнями стрелок на ее сторонах. 

Возьмем область О); пусть опа состонт нз А, >> 1 граней 
многогранника, Еслн Е. = 1, то эта область (ограниченная 
путем Ру) является нужной гранью. Если же А > 1. то 
в областн Р есть ребро А:;В, не входящее в путь Рь (при- 
чем А; входнт а Ру). Начав с этого ребра, будем стронть 
путь через вершину В внутрн областн О до тех пор, пока не 
получнтся путь, у которого одна нз вершни встренается дваж- 
ды (еслн мы выйдем на границу областн О, то дальше по пути 
Р» возвратимся к А;). Так мы получнм новый замкнутый 
нуть Р, (рис. 5). Путь Р, лежит внутрн области О н не сов- 
падает с Ру; значнт, область, ограннчениая путем Ру, со- 
стонт из #,< А граней миогогранинка. Есди А, =: 1, то 
Р, ограничиваст нскомую грань; если же А, > 1, то точно 
так же ностроим Замкиутый путь Ро, ограничивающий об- 
ласть, которая состоит нз А. <. А, граней, ин так далее. Так 
как все числа А; — натуральные п А+, < А, то за ко- 
нечное число шагов мы получнм замкнутый путь Ро, огра- 
ничивающий ровио одну — искомую — грань. 

Вторую искомую грань можно найти точно так же, рас- 
сматривая Р’— вторую из областей, на которые путь Р, 
разделил наш многограиннк. 


ыА Аг, А; 


А. М. Зубков 


Пусть рассматриваемая снстема конденсаторов прнсое- 
димена к источиику с иапряжением (0. Из соображеннй сим- 
метрии сяедуст, что заряды конденсаторов емкостн АС будут 
одинаковыми. Обозначим нх через @. Аналогично равны за- 
ряды 9 конденсаторов емкостн С. Заряд конденсатора 
С, обозначим через д,. Расставим проязвольно знаки зарядов 
отдельных обкладок конденсаторов (см. рнс. 6). 

Заряд (9, = 9-- 9 системы конденсаторов связан с 


нанряжением (Ш. {4 -- (Оз - <. прнаоженным 


к системе, соотношением @, — САУ, где С, —емкость си- 
стемы, то есть 


о-в, (++). (1) 


к И НЕЕ ИИЕИИИИНИННЕНЕННЕНИНННИ 
*) Решенне задачи МЗ14 будет опубликовано в следующем 
номере журнала. 


Рнс. 6. 


ФЗ19. На расстоянии 2ЁЕ от 
собирающей линзы Л, с 
фокусным расстоянием ЕЁ на- 
ходится светящийся пргд- 
мет. Освещенность четкого 
изображения предмета на 
экране при этом равка Еъ- 
Между экраном и линзой Лу 
поместили рассеивающую 
линзу Л» с фокусным расстоя- 
нием —2Е. Для получения 
четкого изображения пред- 
мета пришлось экран пе- 
редвинуть на’ расстояние, 
равное ЕР. Определить осве- 
щенность изображения пред- 
мета 60 втором случае. 


Рис. 7. 
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Работа сил электростатического поля по перенесению 
любого, а значит н еднинчного, заряда по замкиулой траск- 
тории всегда равна нулю. Обойдя, например, верхний кон- 
тур (см. рис. 6) против часовой стрелкн, получим 


инь - Уча ео. (2) 


Воспользуемся также законом сохранения заряда. Часть 
системы, показанная на рнсунке 6 красным цветом (можно 
рассмотреть и участок, показанный снним цветом), до при- 
соедннения снстемы к источннку была нейтральной. Так как 
эта часть изолирована, ее суммариый заряд останется рав- 


ным нулю: 
99:90. (3) 
Из уравнений (1)—(3) следует, что 
с 2С (1 --№С, 
"= 26-+0(+№0С 


Отсюда легко получить, что 
а) С, = С при С, = —С, что невозможио; 


6) С; = &С ЕП нрн С, — —С, что также невоз- 
можно; 


в) С; = С, прн С, = 'УЁС. 


С- 


Ф 


Из условня задачи следует, что изображейие предмета, 
создаваемое лнизой Л,. находится от нее на расстоянни 22 
(это легко проверить по формуле линзы). Пусть рассенваю- 
щую лнизу Л, поместнли на расстоянни х от линзы Л, 
(рис. 7). Очевидно, что для получения четкого нзображения 
экран пришлось отодвннуть дальше от линз. Прежнее изоб- 
раженне, созданное линзой Д:, можно рассматривать как 
миимый предмет для линзы Л. Тогда расстояние от «пред- 
мета» до лиизы Л» будет 2Р — х. а расстоянне от нзображения 
до этой линзы ЗР — х. Из формулы лнизы 

1 1 


1 
-—— ЗРЕх № ЗЕ 


можно найтн х. Вычинслеиня дают х = Е. 
Теперь найдем линейное увелнченис линзы По: 


Н ЗЕ — 
си = 
1 


Е —х 


Е 


$320. В откачанном сосуде 
емкостью У = 1 л находит- 
ся | г гидрида урана ОН.. 
При нагреве до температуры 
#1 == 400°С гидрид полностью 
разлагается на уран (атом- 
ный вес А == 238) п водород. 
Найти давление водорода в 


сосуде при этой ` тем- 
лпературе. 
$ФЗ21. На горизонтальную 


мембрану насыпан мелкий пе- 
сок. Мембрана совершает ко- 
лебания г частотой у = 
= 500 гц в вертикальной 
плоскости. Какова амплиту- 
да колебаний мембраны, если 
песчинки  подскакивают на 
высоту В — 3 мм по отноше- 
нию к положению равновесия 
мембраны? 


| 


Рис. 8. 


Следовательно, если через лннзу Л, проходнт весь  све- 
товой поток, который падал на лннзу Л:, то во втором слу- 
чае этот поток распределяется по площади в Г% -= 4 раза 
большей. Поэтому освещенность изображения будет в че- 
тыре раза меньше, то есть ЕЁ == Е\/4. 


х* 

Реакция разложения гидрида урана идет по уравнению 

20ОН, = 20 -- ЗН,, 

то есть нз 482 г (нз двух молей) гндрнда урана получается 
476 г (лва моля) урана п б2г (три моля) водорода. Соответ- 
ственно, из | г гндрида урана получится т = 6/482 г водоро- 
да. Считая водород идеальным газом, найдем его давление 
при данных условиях (Т = 673°К, У = 10-3 м3). Из урав- 
нения состояния идеального таза 


т АТ о 
р-=- ку == 35-10° н/м?. 


Ф 


Пусть колебания мембраны происходят по закону 
х = Азм о, 

где х — смещение от положения равновесня, А — амплитуда, 
&« = лу — циклическая частота колебаний. В начальный 
момент временн Ё —= 0 мембрана и песчинки на ней находятся 
в положении равновесия. Затем мембрана удаляется от по- 
ложення равновескя, например, вверх. 

На песчинку, движущуюся вместе с мембраной, дей- 
ствуют две силы: сила тяжести тв и снла М реакции мембра- 
ны (рис. 8). Запншем уравнение движення песчники: 


№ — тв = та. 
В момент отрыва песчинкн сила реакции № обращается в 
нуль, н, следовательно, ускорение песчиикн а = —#. Таким 


образом, песчинка отрывается от мембраны в тот момент 
времени &, когда ее ускорение равио —й. Дальше песчинка 
продолжает двигаться до высоты Я как тело, брошениое вер- 
тнкально вверх на высоте й,, равной отклонению мембраны 
от положення равновесня в момент {,, Е начальной ско- 
ростью и, равной скорости мембраны в тот же момент {, 
(см. рнс. 8). По закону сохранения механической энергин 
то? 
таль -|- 5 


-- твв. (*) 


Рассмотрим теперь более подробно денженне мембраны 
н свяжем величнны Я, и 9% с амплитудой колебания мембраны. 
Скорость мембраны в любой момент времени равна 
0 = ФА зи(о{ -!|- 1:2) -- ФА с0$ 1, а ускорение а = —®3х = 


== —©0* А ал 6. В момент отрыва {5 
и = в. =- ®А 605 4. 
а: —8-- — ® АЗ о,. 
х -- Ш, == АЗТ 0 - 


: Е 
Из уравнения ускорения $ © = „=,  следователь- 


но. Ио --В/0? и 00 =: ФА с0$ 00 = У АЕ о 

Подставнв значения И, п % в уравнение (*), получнм 
У2ево? — д? 

=— 


А- с 2 17,2-10-6 мр-0,077 мм. 


.Б. Б. Буховцев 
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Учитесь делать 
дополнительные 
построения 


АБИТУРИЕНТА С. Б. Белый 
Почти каждую геометрическую за- Очевидно, что ААС = АЕАМ, 
дачу можно решить несколькими АВСГ = ЛЕВМ. Поэтому ЕМ = 
способами. Всегда интересно попы- = АЁ, ЕМ =[В. ЕМ-+ЕМ = 


таться найти наиболее простое, «кра- 
сивое» решение — тем более, что 
такие решения высоко оцениваются 
экзаменаторами. В этом очень часто 
помогают дополнительные построе- 
ния. В одних случаях этн построе- 
ния напрашиваются самн собой, в 
других сни не так очевидны и тре- 
буют от решающего большого олыта, 
изобретательности, геометрической 
интунцин. 

Перейдем к рассмотрению хоикрет- 
ных задач. 


Задача 1. На катетах АС, 
"ВС прямоугольного трецгольника вне 
его построены квадраты АСШЕ и 
ВСКЕ. Из точек Е и Е на продол- 
жение гипотенузы опущены перпен- 
дикуляры ЕМ и ЕМ. Доказать, что 
ЕМ + ЕМ = АВ. 

В прямоугольном треугольнике 
АСВ проведем высоту СЁ. (см. рис. 1). 


= АР--ЁВ = АВ. 

Задача 2. (МФТИ, 1970). Най- 
ти высоту равнобедренной — трапе- 
ции, если ее диагонали взаимно пер- 
пендикулярны, а площадь трапеции 
равна 5. 

Проведем через вершину С пря- 
мую, параллельную диагонали ВО 
до пересечения с продолжением ос- 
нования трапеции АД в точке Е 
(см. рис. 2). Так как трапеция равно- 
бедренная, а диагонали ее взаимно 
перпенднкулярны; то треугольник 
АСЕ — равнобедренный н прямо- 
угольный  (докажите!). В треуголь- 
ннке АСЕ проведем высоту СЁ, обо- 
значим ее длину через №. Ясно, что 
АР = СЁ, но АЁ равно средней ли- 
нии трапеции, поэтому 5$ = Й?. Сле- 


довательно, # = $. 
эта задача совсем 
трудностью при 


Как видим, 
простая, основной 


Рис. 3. 


ее решенин было догадаться сделать 
подходящие — дополнительные — по- 
строения. 

Задача 3. На сторонах АВ 
и ВС треугольника АВС построены 
вне его квадраты АВШЕ и ВСКЕ. 
Доказать, что отрезок ОР в два раза 
больше медианы ВР треугольника. 

Достроим треугольник АВС до 
параллелограмма, а медиану ВР про- 
должим до его диагонали (см. рис. 3). 
Пусть хАВС = а, тогда хШОВЕ = 
= 180’—@. Но и хВСО = 180`—а, 
а стороны, заключающие эти углы, 
также равны между собой, поэтому 
АДВЕ = АЛОСВ. — Следовательно, 
ВО = 2ВР = ОР. 

Задача 4. Внутри треуголь- 
ника найти такую точку, что если 
ге соединить отрезками прямых с 
вершинами треугольника, то тре- 
угольник разделится на три части, 
площади которых относятся как 
т: п: 4. 

Основание АС треугольника АВС 
разделим точками Д и Е на три части 
в данном отношении т:п:9 
(рис. 4). Через точку Р проведем 


прямую, параллельную стороне АВ, 
а через точку Е — прямую, парал- 
лельную ВС. Докажем, что точ- 


ка О пересечения этих прямых — 
искомая. Для доказательства соеди- 
ним вершину В с точками О и Е. 
^лов = Элаво, ТАК как эти 
треугольники имеют общее осиова- 
ние АВ н равные высоты. Аналогнч- 
нН0  $лвос = ЗлвЕс, а - следо- 


Рис. 4. 


вательно и $Алос = ЗАрвЕ: 

Но площади треугольников: к 
РВЕ, ЕВС отиосятся как т:п: 5, 
так как все они имеют ина 


высоту. — Сдедовательно, $злов: 
: Залос : Завос = т:П: 9. 
Задача 5. Через точку пере- 


сечения медиан треугольника АВС 
проведена прямая [, пересвкающая сто- 
роны АВ и АС. Доказать, что сум- 
ма расстояний от прямой [ до вер- 
шин В и С равна расстоянию от нее 
до вершины А. 

Пусть О — точка пересечения 
медиан треугольника, АД — медиа- 
на (рис. 5). Опустим перпендикуля- 
ры ВМ, ОЕ,СМ, АК на прямую Г. 
Легко видеть, что ОГ, — средняя линия 


трапеции ВММС, РЁ= ВМ-Ом., 
р. 
и АА ны поэтому —— = 


К 
=0д = и АК = 201, =ВМ + СМ. 


Рис. 5 
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Рис. 6. 


Задача 6. (МГУ, — мехмат, 
1973). В трапеции диагонали рав- 
ны 3 и 5, а отрезок, соединяющий 
середины оснований, равен 2. Найти 
площадь — трапеции. 

Прежде всего заметнм, что точки 
Е и Е — середины оснований ВС 
и АР трапеции АВС (см. рис. 6) — 
и точка О пересечения диагоналей 
лежат на одной прямой (докажите!). 
Через точку С проведем две прямые: 
одну параллельно днагонали ВО 
до пересечения с продолжением осно- 
вания АО в точке [, другую — па- 
раллельно ЕЁ. Поскольку ОЕ — 
меднана треугольника АО, то СК — 
меднана треугольника АСЕ. Теперь 
достроим треугольник АС. ло па- 
раллелограмма, а медиану СК до 
его диагонали. $—двсо = $алсег= 
= $^лса  (почему?). Остается за- 
метить; что ААСО прямоугольный, 
Задса = 6. 

Задача7 (МФТИ, 1970). Две 
равные окружности пересекаются в 
точке С. Через точку С проведены две 
прямые, — пересекающие данные ок- 
ружноспи в точках А. В и М, № 
соответственно. Прямая АВ па- 
раллельна линии центров, а прямая 
ММ образует угол & с линией цент- 
ров. Длина АВ равна а. Найти дли- 
ну отрезка ММ. 

Из точек А и В опустим перпен- 
дикуляры АЁ и ВЕ на прямую ММ 
(см. рис. 7). Пусть АМС = В, тог- 
да <СМВ = 180° — В (почему?), 
а —ЕМВ =В. Из равенства тре- 
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Рис. 7. 


угольников АЁС и ВЕС (по гипо- 
тенузе п углу) следует, что АЁ = 
— ВЕ. А так как <=АМС ==УЕМВ, 
то ААЕМ = АВЕМ и МЕ = МЕ. 
Поэтому ММ = ЕЁ -= ЕС-+-СЕ = 


[-] в 
—= —_ С0$ @& — —& С05“ -= ©0959. 


2 2 

Задача 8 (МФТИ, 1973). Две 
окружности радиусов Ю иг (К >!) 
имеют внешнее касание в точке А. 
Через точку В, взятую на большей 
окружности, проведена прямая ли- 
ния, касающаяся меньшей окруж- 
ности в точке С. Найти длину от- 
резка ВС, если хорда АВ равна а. 

Через центр О меньшей окруж- 
ности и Точку В проведем прямую 
(см. рис. 8). Тогда ВС? = ОВ? — г?. 
По теореме косинусов 


ОВ? = (В + г)? + Ю=— 
—2Ю (В -{ г) с05=Х АО В, 
откуда 
соз А0,В = и. 
Следовательно, 


ВС? -- (В +7)? - В*—28 (В+) Хх 


2? —. а? + 
№ о: -"-@( К }, 
вст Ут. 

Задача 9 (МГУ, биофак, 


1973). Через середину М стороны ВС 
параллелограмма АВСО, площадь ко- 
торого равна 1, и вершину А прове- 
дена прямая, пересекающая диаго- 


Рис. 8. 


наль ВР в точке О. Найти площадь 
четырехигольника ОМСО. 

Через точку В проведем прямую 
параллельно АМ до пересечения с 
продолжением стороны АД в точке Е, 
а через точку А—прямую АЁ парал- 


лельно ВО (см. рис.9), $. ЕвЬ = -- 


{почему?). Теперь в силу нодо- 
бия треугольников ЕЁА и ЕВО мы 


ЗлвкА _ ЕА? 


м0 исать: = АВР. 
ожем записать: $ _-^= Е 
Ед? 1 
Но ЕБ::=-5. Отсюда находим 


1 
З-ЕРА = 35.Но ЗлЕрл = Злвом, Н 


теперь мы можем найти площаль че- 
тырехугольника — ОМС: 


в 
$омср =5$-вос—$. вом = >. 


Сделаем некоторые выводы. Прн- 
ступая к решению = геометрической 
задачи, нужно иметь в виду, что обыч- 
но геометрическая задача может 
быгь решена несколькими способа- 
ми. Поэтому, если У вас появилась 
идея решения задачи, но вы видите, 
что путь к решению довольно длин- 
ный, то постарайтесь найти дру- 
гой подход к решению. При этом 
следует помнить, что существенную 
гомощь могут оказать дополнитель- 
ные построения. 

Упражнения 

1 (МФТИ, 1963). Найти площадь тре- 


угольника, меднаны которого равны 12, 
15 и 21 см. 


С 


} 
хЖ/ 
А |9) 


—. 


Е 


| В ы = ь 


Рис. 9. 


2 (МФТИ, 1967). Основания равнобоч- 
ной трапецин относятся как 3 : 2. На большем 
основанни, как на диаметре, пострбена ок- 
ружность, высекающая на меньшем основа- 
нии отрезок, равный половине этого основа- 
ння. В каком отношении окружность делнт 
боковые роны трапеции? ь 

3 (МФТИ, 1969). В прямоугольной тра- 
пецин днагонали взаимно перпендикуляр- 
ны, а основания относятся, как т: п. Най- 
ти отношение днагоналей трапеции. 

4 (МФТИ, 1970). В трапецни АВОСЬ 
длнна большего основания АБ равна а, 
ВС | Ср, АВ= ВС, ВО |1 АВ. Найти 
стороны трапецни. 


5. (МФТИ, 1970}. В равнобедренной 
трапеции с острым углом @ при основании 
окружность, построенная на боковой стороие 
как на диаметре, касается другой боковей 
стороны. В каком отношенин она делит 
большее основанне трапвинн? 


6 (МГУ, экономич. ф-т, 1964). В трапе- 
ыни с основаниями @ и © через точку перс- 
сечения диагоналей проведена прямая, па- 
раллельная основамиям. Найти отрезок этой 
прямой, заключенный между боковыми сто- 
роиами трапецни. 

7 (МГУ, химфак, 1967). В треугольнике 
АВС из вершнны А проведена прямая, пе- 
ресекающая сторону ВС в точке О, находя- 
щейся между точкамн В и С, причем СО: 


| 
:ВС=@ (где © <>). На стороне ВС между 


точками В и р взята точка Е и через иее 

проведена прямая, параллельная стороне АС 

и лересекающая сторону АВ в точке РЕ. Най- 

ти отношенне площадей трапецин АСЕЁР 

н треугольника АРС, если известно, что 
= РЕ. 

8 (МГУ, мехмат; 1973). В трапеции АВСО 
точки К и М являются соответственно се- 
един оснований АВ=5 и СО= 3. 

айти площадь трапеции, если треугольник 
АМВ — прямоугольный, а К — высота 
трапецин. 
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РЕЦЕНЗИИ. 
БИБЛИОГРАФИЯ 


История 
математики 


В трехтомном коллёктивиом 
труде «Мстория математикн» 
(изд. «Наука», М., 1970— 
1972), в подготовке которого 
участвовали профессора 
А. П. Юшкевич — он же ре- 
дактор всего нздания, — 
И. Г. Башмакова, Б. А. Ро- 
зеифельд и другие видные 
специалисты в этой области, 
описана нстория математи- 
ки с древнейших времен до 
ХХ столетия. 

Для правильного поин- 
мания современной науки 
необходимо знанне ее нсто- 
рии. Тем более полезна ис- 
тория, содержащая  изло- 
жение сущностн основных 
открытий, ндей, методов. Ре- 
цензируемая книга вводит 
читателей в мир науки, иног- 
да похожий на мир фантазик. 
Она написана таким увлекз- 
тельным н яркнм языком, 
что читается с необычной 
легкостью. 

Первый том состоит из 
двух частей:  «Математнка 
в древности» и «Математика 
в средине века». Сначела 
освещается развитие мате- 
матики п доисторические вре- 
мена, развитие счета, воз- 
никновеине числовых обо- 
зиачений, геометрических 
понятий. Затем читатель 
знакомится с математикой 
древнеегипетского царства, с 
первыми папирусами, с ва- 
вилоиской — шестидесятернч- 
ной системой счисления и 
клинописной записью реше- 
икя некоторых квадратных 
уравнений, с измерением пло- 
щадей н объемов н первымн 
примененнями теоремы Лн- 
фагора в общем случае. Чрез- 
вычайно интересно приве- 


$2 


дениое в конце первой частн 
описаине истории математи- 
хн древней Греции. Если 
до этого решались отдель- 
ные задачи, то в древней 
Греции роднлась наука. Кнн- 
гя знакомнт чнтателя г нан- 
более видными древнегрече- 
скими учеными и их труда- 
мн. Из второй части первого 
тома читатель узнает с ма- 
тематике древнего и средне- 
векового Китая, древней н 
средневековой Индии, затем 
дается описание  математн- 
ки в странах ислама У111-—Х 
веков, в частностн, Средней 
Азии. Далее рассматривает- 
ся математика феодальной 
Европы ин Закавказья, ее 
возинкиовение ин влияние на 
ее развитие математики древ- 
ней Греции, Византии и ара- 
бов. Интересно описание ма- 
тематики и рассказы п ма- 
тематиках эпохи Возрожде- 
НИЯ. 
Второй том 
читателя с революцией в 
математике в ХУП столетнни. 
Подробно рассматриваются 
открытия в каждой области 
науки. Здесь читатель зна- 
комится с Декартом, — его 
геометрией, математически- 
ми работами Ферма, Дезар- 
га и многих других матема- 
тиков. Интересна и вполие 
доступна глава, знакомящая 
чнтателей с открытием диф- 
ференциального н китеграль- 
ного нсчислення Ньютоном 
и Лейбиицем. 

Третий том знакомит чи- 
тателя с математикой ХУШ 
столетня, временем бурного 
разентня различных отрас- 
лей математики и в первую 
очередь математического ана- 


знакомит 


лнза. В этой главе дается 
опнсание трулов одного из 
крупнейших математиков 
ХУПГ века петербургского 
академнка Эйлера, а также 
Маклорена, Даламбера, 
Д. Бернулли, Лагранжа, 
Гаусса и других. 

Более сложна глава по 
теории вероятностей. Для 
чтення ее математической 
части требуется знание ос- 
новных понятий теорки ве- 
роятностей. Но н описатель- 
ная ее часть сама по себе нн- 
тересна. 

Отдельная глава посвя- 
щена геометрнн. В ней рас- 
сматрнваются аналитиче- 
ская и дифференциальная 
геометрия на плоскости и в 
пространстве, кривые высших 
порядков. Особо освещаются 
работы Клеро, Монжа, ЭЙ- 
лера. Интересно нзложена 
история и основные понятия 
сферической геометрии и три- 
гонометрни. 

Две заключительные 
главы относятся к решению 
обыкновенных  дифференци- 
альных уравиений н диффе- 
ренциальных уравненнй 
счастными производными и 
вариационному исчислению. 
Большая часть материала 
этих глав требует специаль- 
ной математической подго- 
товки. Одиако читатели 
«Кванта» могут по этим гла- 
вам познакомиться = нсто- 
рней вопроса и постановкой 
задач. 

К сожалению, тираж этой 
интересной и хорошо оформ- 
ленной киигн невелик и она 
уже стала библиографиче- 
ской редкостью. Необходи- 
мо переиздать книгу боль- 
шнм тиражом в расчете ина 
масеового читателя: уча- 
щихся  физико-математиче- 
ских школ, учителей, сту- 
дентов и вообще любителей 
математики. 


И. С. Петраков 


Книга 
о космических 


фейерверках 


«В перкод Чжун-Цин, во вто- 
рой год, 1Ю-ю луну в день 


Квэй-Хао появилась . нео- 
быкновенная звезда  посре- 
дние Нан-Мэн. Она была 


величиной г бамбуковые сче- 
ты и последовательно пока- 
зывала пять цветов. По- 
степенно она уменьшала свой 
блеск к 6-й луне следующего 
года, когда исчезла». Так 
со ссылкой на лунный кален- 
дарь и счетом лет по перно- 
дам правления императоров 
рассказывается в китайской 
летописн о появлении звез- 
ды-гостьи. Ученые устано- 
вилн, что эта звезда появн- 
лась 7 декабря 185 г. и. 5. 
и была видна до июля 186 г. 

Что же происходило в 
это время на небе? Астроно- 
мы уверены, что в летописи 
говорнтся о вспыхнузвшей 
сверхновой звезде, ставшей 
ярче Венеры. 

Вспышки сверхиовых — 
очень редкое явление. В иа- 
шей Галактике последнюю 
вспышку сверхновой иаблю- 
дали Кеплер н его современ- 
ники в 1604 году. Конечно, 
это не означает, что г тех пор 
в Галактнке не вспыхивали 
сверхновые, так как некото- 
рые из них астрономы моглн 
случайно не заметить, я дру- 
гие не былн видны с наблю- 
дательного пункта. 

Но астрономия ХХ века 
палеко шагнула за пределы 
вацщей Галактнки. бес- 
предельном мире гаяактнк 
астрономы регулярно от- 
крывают — сверхновые: с 
1885 г. число сверхновых, 
зарегистрированных в лру- 
гих галактиках, превысило 
+00. Уже налажено  патру- 


лирование галактик с целью 
открытия в них сверхновых. 
В эту работу включились 
астрономы — многих стран. 

Но почему вспышки 
сверхновых так интересуют 
астрономов? Наблюдаемое 
гигантское увелнчение блес- 
ка (некоторые из сверхко- 


вых ниогда превосходят по. 


блеску галактику, в которой 
они вспыхнули!}, а также 
тщательный анализ спект- 
ров сверхновых и непрерыв- 
но расширяющихся обсло- 
чек, выброшенных — этими 
звездами, свидетельствуют 
© том, что сверхновые — это 
взрывающиеся звезды. 
Вспышки сверхновых  отно- 
сятся к одному из самых 
грандиозных явлений, про- 
нсходящих сейчас во Все- 
ленной, уступая, пожалуй, 
лишь загадочным процессам 
в ядрах галактих и квазаров. 
Астрономы имеют серьезные 
основания думать, что иссле- 
дование далеко еще не яс- 
ных процессов, вызывающих 
и сопровождающих вспышки 
сверхновых, окажет су- 
ществениое влиянке на. наши 
представлення о происхож- 
дении и развытии звезд, о 
синтезе химических элемеи- 
тов во Вселенной, о пронс- 
хожденин космических лучей, 
о природе нетеплового оп- 
тического, — рентгеновского, 
гамма- и  радиоизлучений. 

О том, как буквально по 
крупнцам сведений  посте- 
пенно складывались наши 
знания о сверхновых н новых 
звездах, рассказывается в 
книге москбеского астроно- 
ма Ю. П. Псковского, кото- 
рая так и называется. «Новые 
и сверхновые — звезды» *). 

Со сверхновыми читатель 
встретится во второй частн 
кннги, на страинцах которой 
очень «физично», образно и 
доступно повествуется о том, 
как астрономы открывают и 
исследуют сверхновые звез- 
ды. 

Вы наверияка с огром- 
ным интересом прочитаете 


*) Ю. П. Псковс- 
кий. Новые и сверхновые 
звезды. М., «Наука», 1974, 


о пульсарной эпопее, узнае- 
те с том, как английские ра- 
дноастрономы во главе г 
профессором А. Хьюишем 
открыли пульсары по пора- 
зительно строгой пернодич- 
ности всплесков их радио- 
излучения, как ученые при- 
щли к мысли о том, что пуль- 
сары — это быстровращаю- 
щнеся  нейтронные звезды. 
Те самые нейтронные звез- 
ды, которые ‘около сорока 
лет назад были предсказаны 
академиком Л. Д. Ландау и 
некоторыми другнми физн- 
ками-теоретикамн, но до сих 
пор оставались неоткрыты- 
ми, несмотря на многочис- 
ленные титаническне попыт- 
ки — астроомов-наблюдате- 
лей, мечтавшнх обнаружить 
нейтронные звезды во Все- 
леиной. 


Открытие пульсаров по- 
зволило астрономам «уви- 
деть» финальную стадию 
эволюции некоторых звезд. 
Такие звезды в конце свое- 
го жнзиенного пути должны 
стремительно сжимать- 
ся. Начинают разрушаться 
н дробиться на нейтроны н 


протоны ядра атомов ве- 
щества звезды. Образовав- 
шнеся протоны поглощают 


электроны и, выделяя энер- 
гию, тоже превращаются в 
нейтроны. Образование ней- 
тронной звезды —  ката- 
строфический взрывной про- 
цесс с тн выделенкем 
энергии. При взрыве возни- 
кает ударная волна, вы- 
брасывающая наружные 
слои звезды и порождающая 
расширяющуюся газовую 
оболочку. Все это мы и ви- 
дим как вспышку Далекой 
сверхновой. Далекой? А ие 
может ли сверхновая вспых- 
нуть где-нибудь поблизости? 
А не вспыхивали ли такие 
звезды  вблизн нашей Сол- 
нечной системы в прошлом? 
И на эти вопросы вы найдете 
ответы в книге Ю. П. Псков: 
ского. 


Мы уже упомянулн, что 
сверхновым посвящена не 
вся книга Ю. П. Псковско- 
го, а лишь вторая ее полови- 
на. О чем же рассказывает- 
ся в первой? Прежде всего об 
обыкновенных звездах и о 


новых звездах. Автор очень 
сжато и понятно сообщает 
много важных сведений © 
прнроде — звезд. Особенно 
содержательны главы, по- 
священные различным тнпам 
новых звезд. Одним нз су- 
щественных результатов, по- 
лученных в итоге недавних 
исследований новых звезд. 
является вывод п том, что но- 
вые — звезды, как правило. 
входят в состав двойных сн- 
стем звезд. Астрономы дав- 
но нсследуют различные тн- 
ны двойных звезд. но лишь 
сравнительно медавио вы- 
яснилось, что одним #3 
компонентов двойной систе- 
мы может быть не обыкно- 
венная звезда, а новая или 
новоподобная. Возможны нп 
еще более экзотически ва- 
рнаиты, когда в паре с обыч- 


ной звездой — оказывается 
«обыкновенный» радиопуль- 
сар или рентгеновские ис- 
точинки, илн даже «черные 
дыры»... 

Ю. П. Псковский 
робно описывает, как 
глядит процесс развития 
вспышки новоя; рассказы- 
вает о гипотезах, касаю- 
щихся причин взрыва в но- 
вых звездах. Автор книги 
приходит к выводу, что «гн- 
потезы о причинах вспышек 
новых звезд пока еще носят 
чисто схематнческий харак- 
тер п только начниают разра- 
батываться всерьез». Вместе 
с тем он подчеркивает, что 
«для астрономов стало не- 
сомненно: изше Солнце ме 
орннадлежит и не будет прн- 
надлежать к классу звезд, из 
которых образуются новые». 


ПОЛ - 
вы- 


Это, конечно, чрезвычайно 
важный п очень прнятный 
для обитателей Земли вывод: 
вряд ли кому-либо достави- 
ло бы удовольствие узнать, 
что наше Солнце — звезда, 
способная взорваться если 
не как сверхновая. то хотя 
бы как новая! 

В книге Ю. П. Псков- 
ского много сложного мате- 
риала. Но стремление авто- 
ра изложить его в интерес- 
ной п доступной для несие- 
цналнста форме делает кни- 
гу увлекательной и полез- 
ной, особенио для тех. «то 
интересуется астрономней и 


«астрономическнми — прило- 
жениями» физики. 
Е. П. Левитан 


Представьте себе, что два 
шара (назовем их Д н В) по- 
гружены в жидкость. Плот- 
ность жидкости равна р, 
‘плотности шаров  соответ- 
ственно р, и р», их объемы — 
У: ин И,. Будем считать, что 
жидкость заинмает все про- 
странство, шары взанмодей- 
ствуют между собой и с жид- 
костью гравитационными си- 
лами, а плотности их тако- 
вы, что р < р< ра. 
Рассмотрим поведение ша- 
ров в жидкости. На шар А 
действует сила притяжения 
со стороны шара В и сила 
притяжения со стороны «зер- 
кального изображения» ша- 
ра В — шарика жидкости 
объема У. = У,. Силы при- 
тяжения шара А ко всем 
другим объемам жидкости 
скомпенсированы. Так как 
р» > р, ТО результирующая 
сила, действующая на шар 
А, будет направлена в сто- 
рону шара В. Те же самые 
рассуждения — показывают, 
что результирующая сила, 
действующая на шар В, бу- 


ЗА 


Вечный двигатель? 


дет направлена от шара А. 
Действующие на шары силы 
будут сообщать им ускоре- 
ния. Таким образом, шар В 
будет убегать от А, а шар 
А будет догонять В. Подо- 
брав размеры шаров и их 
плотности так, чтобы сооб- 
щаемые ускорения былин 
одиизковы (например, пусть 
размеры шаров одинаковы, а 
+ 

р Ре 
стему, которая может быть 
разогнана сама собой до 
сколь угодно больших ско- 
ростей. А как же быть с за- 
коном сохранеиня энергин? 
И импульса? Нельзя ли та- 
ким способом создать веч- 
ный двигатель? 

Увы! Вечный — двигатель 
ие выйдет. В своих рассужде- 
ннях, которые привели нас 
к парадоксу, мы забыли еще 
одиу силу, действующую на 
каждый шарик. Попробуйте 
найтн эту силу. Найдите, 
как на самом. деле будут 
вести себя шарики. Рассмот- 
рите, что произойдет, если 


‚ получим сн- 


оба шара будут тяжелее илн 
легче жидкости. Вы увидите 
замечательные явления: в 
некоторых случаях шары бу- 
дут притягиваться друг к 
другу, в других случаях от- 
талкиваться — совсем как 
электрические заряды. По- 
пробуйте нанболее полно ре- 
шить эту задачу, рас- 
смотреть все возможные ва- 
рнанты ин пофантазировать- 
Вы получите удовольствие, 
как от настоящего научного 
нсследовання. 


В. К. Игнатович, 
А. А. Чешков 


Новые книги 


В этом номере мы публмну- 
ем эннотации на кимги, вы- 
ходящие в 1\ мвартале 
41975 года. Заказы на книгм 
надо оформлять через спе- 
цмалиэмрованные магазины 
ии  матазыны «Книга — 
почтой». 


Математика 


Издательство 
«Наука» 


1. Маркушевич А. И, 
Целые функции. Издание 
2-е. Объем 5 л, тираж 
30000 экз., цена 15 к. 

Все важиейшие функ- 
ции, изучаемые п курсе ма- 
тематики средней школы, 
являются лнбо целыми (мно- 
гочлен, показательная функ- 
ция. синус, косниус). дибо 
частными двух целых функ- 
ций  (лробно-рациональная 
функция.  тангенс.  котан- 
генс н т. д.). Либо, наконец, 
функциями. обратными по 
отвощению к назваиным. 
Однако элементарные фуик- 
ЦИК — это лишь простейшие 
представнтелн обширного 
класса целых функций. 

Настоящая книжка зиз- 
комнт читателя. не владею- 
\цего этой тебрией.. с важ- 
нейшимик свойствами целых 
функций. Книга рассчитана 
на всех лиц, желающих рас- 
ширить и углубить свои ма- 
тематические познання. 

2. Лысенко В. И. 
Николай Иванович  Фиусс 
(1755—1825). Объем 7 л., 
гнраж 10000 экз., цена 50 к. 

В кннге освещена жизнь. 
заучная и педагогическая 
зеятельность — математика, 
механика, астронома Нико- 
тая Ивановича Фусса (1755-- 
1825), действительного члена 
Петербургской академни 
чаук, ее непременного секре- 
таря, сотрудинка и ближай- 
чего помощинка знаменнто- 
`о Леонарда Эйлера. В кни: 


ге использованы матерналы 
Архива Академии наук 
СССР и редкие печатные ис- 
точннкн, Дан обзор трудов 
Н. И. Фусса, приведена об- 
ширная библиография. 

Книга  рассчнтана на 
всех любнтелей нсторни ма- 
тематики. 


Издательство 
«Просвещение» 


3. Хрестоматия по исто’ 
рии математики. Под редак- 
нией А. П. Юшкевича. 
Объем 23 л.. тираж 40000 
экз., мена 90 к. 

Предлагаемая книга со- 
держит подборку оригиналь- 
ных текстов по арнфметике, 
алгебре, теории чисел и гео- 
метрни, характеризующих 
развитие указанных обла- 
стей математики, начиная с 
древнего Вавилона и древ- 
него Египта. 

Книга будет полезна 
учителям математики, ученя- 
кам старших классов, а _так- 
же всем интересующимся ма- 
тематккой ин ее нсторней. 

4. КорлемскийБ. А. 
Математика изучает случай- 
ности. Объем 10 л, тнраж 
100000 экз., цена 38 к. 

Книга представляет со- 
бой популярное введение в 
теорню вероятностей. Она 
рассчитана на учащихся 
старших классов средней 
школы. На конкретных прни- 
мерах, взятых из реальиой 
жнзни н различных обла- 
стей наукн, читатель посте- 
пенно знакомится со свое- 
образием мнра случаниых 
событий. с их основными за- 
конами. 

В пособии рассказывает- 
ся п создателях иауки, да- 
ется краткнй обзор началь- 
вых этанов ее развития. В 
конце каждой главы нмеет- 
ся достаточный набор задач 
для самостоятельного реше- 
ния. 


Физнка 


Издательство 
«Нлука» 


1. Элементарный  учеб- 
ник физики. Под редакцией 
Г. С. Ландсберга. Том 
(Г. (Колебання и волны, 
оптика, строение атома.) 


Издание 9-е. Объем 36 л., 
тнраж 300 000 экз., цена \ р. 
13 к. 

Достониством курса яв- 
лястся глубииа изложения 
физической стороны разляич- 
ных процессов в природе м 
техиике. Изложение мате- 
риала- ведется простым, яс- 
ным языком. Книга богато 
нллюстрнрована, 

Рассчитана на препода- 
вателей физики и учашихся 
старших классов средней 
школы. Может служить пен- 
ным пособнем для самооб- 
разования. 

2. Гребенннков 
Е. А., Рябов Ю. А. Поиск 
и открытие планет. Объем 
8 л., тираж 25000 экз., це- 
на 30 к. 

Книга н популярной 
форме рассказывает с том, 
как былн открыты три пла- 
неты Солнечной _ снстемы, 
невндимые невооруженным 
глазом, — Уран, Нептуи н 
Плутон. Читатель узнает а 
законах, управляющих дви- 
жением тел Солнечной сн- 
стемы, и о том, как эти за- 
коны были применены к по- 
искам новых планет. От- 
дельные главы книги посвя- 
щены открытиям малых пла- 
нет — астерондов, а также 
поискам планет, более близ- 
ких к Солицу, чем Мерку- 
рий. н более далеких от 
Солнца, чем Плутон. 

3. Идельсон Н. #Н. 
Этюды по истории планет- 
ных теорий. Объем 30 л., тн- 
раж 20000 экз., цена 2 р. 
20 к. 

Книга известного совет- 
ского астронома профессора 
Н. И. Идельсона состоит из 
отдельных историко-научкых 
очерков-этюдов, в которых 
в увлекательной форме рас- 
сказывается о классическнх 
теорнях небесиой механики: 
теорин тяготения. теории 
фигуры Земли, теории двн- 
жений небесных тел. 


Т. С. Петрова, 
М. Л. Смолянский 


«Ивант» для младших школьннков 


Задачи 


1. Был жаркий день, и четыре 
супружеские пары, гуляя, выпили 
в течение дня 44 стакана лимонада. 
Анна выпила 2 стакана, Мария — 
3, Софья —4, Дарья —5. Андреев 
выпил столько же, сколько н его 
жена; Борисов выпил стаканов вдвое 
больше, чем его жена; Васнльев — 
втрое болыше своей жены, а Груз- 
‚дев выпил стаканов лимонада в че- 
тыре раза больше, чем его жена. 

Кто на ком женат? 

2. Возьмем множество  четырех- 
значных чисел, у которых цифры 
тысяч и десятков — нечетные, а со- 
зеи и единиц — четные, причем в 
каждом из этих четырехзначных чи- 
сел нет одинаковых цифр. Сколько 
чисел из этого множества делится 
на девять? Сколько делится на три? 

3. У Пети был одии рубль моне- 
тами достоинством не более 10 ко- 
пеек. Вася взял у Пети по одной мо- 
нете каждого типа, и у Пети стало на 
15 копеек меньше. Сколько было у 
Пети монет каждого — достоинства, 
ссли монет самого большого досто- 
инства было на 4 больше, чем всех 
остальных монет? 

4. В примере на деление одина- 
ковые цифры заменили одинаковыми 
буквами (а разные — разнымн); то, 
‘что получилось, вы видите на рисун- 
ке. Попробуйте восстановить пример. 

5. Термометр быстро вынимают из 
расплавленного олова. И в первый 
момент столбик ртути немного под- 
нимается. Объясните, почему это про- 
исходит. 
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Рисунки Э. Назарова 


Головоломки 
Дьюдени 


На страницах нашего журнала ме раз упоминались имена многих известных популя- 
ризаторов математики: Гуго Штейнгауза, Сэма Лойда, Мартина Гарднера, Льюиса 
Кэррола (автора, по-видимому, знакомой всем и побимой всемм «Алмсы в Стране 
Чудес»]. Сейчас мы хотим рассказать вам еще об одном замечательном мастере 
головоломок — Генри Э. Дьюдени 1857—4935]: в этом году, в той же серии, что и 
три инигм Гарднера, книги Штейнгауза м Кэррола, вышла его прекрасная книга 
«520 головоломок» *]. 

Составление м решанме голоаоломок было для Дьюденм ме только профессией 
(Дьюдени — талантливый самоучка: он никогда ме учился а кояледже]) — это было 
его призаанмем, делом его жизни. Еспм какая-нибудь миытересная идея прикодмла 
ему в голову за обедом, то он в задумчивостм начинал рисовать... прямо ив скатертм. 
Ответы же, которые сам Дьюдени дазал к своим головоломкам [мх мы опубликуем 
в следующем номере «Кванта»], очень часто даже м нельзя назаать орешенкями» — 
скорее это блестящке догедки. Книга #520 голополомок» будет, безусловно, мнтерес- 
на всем любителям математикм. Вам же, ребята, она будет особекно полезна: а ней 
очень много доступных дпя вас задач. Ниже мы публикуем подборку задач 


мз книгм Г. Э. Дьюденм. Публикацию подготовила М. Н. Клумова. 


Лестницы метро 


Как-то, выходя из станции метро 
«Керлн-стрит», мы столкнулись с мо- 
лодым атлетом Перси Лонгменом. Он 
остановился на эскалаторе и сказал: 

— Вверх по эскалатору я всегда 
иду. Знаете ли, лишняя тренировка 
никогда не помешает. Этот эскалатор 
самый длинный на лииин — почти 
тысяча ступенек. Но вот что интерес- 
но — и это относится и к другому, 
меньшему эскалатору, по которому 
мне часто приходится подниматься: 
если, поднимаясь вверх, я шагаю 
через две ступеньки, то на послед- 
ний шаг приходится одна ступенька; 
если я шагаю через три ступеньки — 
го две ступеньки; еслн через четыре, — 
го пять; если через пять — то четы- 
ре; если через шесть — то пять и, 
наконец, если я шагаю через семь 
ступенек, то на последний шаг при- 
ходится шесть ступенек. Почему так 
происходит, не знаю. 


Когда Перси пошел дальше вверх, 
перешагивая через три ступеньки сра- 
зу, мы рассмеялись и мой спутник 
сказал: 

— Он едва ли подозревает, что 
если бы делал шаги в 20 ступенек, 
то на последний щаг ему них осталось 
бы 19! 

Сколько ступенек в эскалаторе 
на станции «Керли-стрит», если верх- 
нюю площадку считать ступенькой, 
а нижнюю нет? **) 


Взвешивание ребенка 


— Прошлым летом я был свиде- 
телем одного забавного случая на 
железнодорожной — станции, — ска- 
зал мой приятель. — Небольшая 
семья стояла перед автоматическими 


*) Генри Э.- Дьюдени. 520 го- 
ловоломок. М., «Мир», 1975. 
**) Автор исходит из молчаливого пред- 


положения, что эскалаторы неподвижны 
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весамн, рассчитанными на 200 фун- 
тов, безрезультатно пытаясь решить 
трудную задачу — взвесить ребенка. 
Едва роднтелн оставляли ребенка од- 
ного на весах, он начинал реветь н 
спрыгивал с них, при этом отцу при- 
ходилось удерживать собаку Фило, 
тоже желавшую принять участие в 
этой операции. Наконец, отец вместе 
с ребенком и Фидо взобрался на ве- 
сы, а я нх сфотографировал. 

Тут прнятель показал мне фото- 
графию, с которой я срисовал  по- 
казания весов. 

— После этого мужчина повер- 
нулся к своей жене и сказал: «Мне 
кажется, дорогая, что вместе с ре- 
бенком я вешу на 162 фунта больше, 
чем собака, а собака весит на 70% 
меньше, чем ребенок. Нам дома сле- 
дует все хорошенько обдумать». 

Мне тоже захотелось разобрать- 
ся самому в этой задаче. Как вы 
думаете, сколько весило милое детя? 


Решающнй голос 


Съезд Объединенного собщества 
странствующих ‹ попрошаек (более 
известного под названнем Союза бро- 
дяг) собрался, чтобы решить вопрос 
о том, следует ли объявить забастов- 
ку, требуя сокращения — рабочего 
дня и увеличения подаяний. Было 
решено, что при голосовании те чле- 
ны общества, которые‘ отдадут свои 
голоса в пользу забастовки, оста- 
нутся стоять, а те, кто против, ся- 
дут. 
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— Джентльмены, — сказал пред- 
седатель собрания после’ подсчета 
голосов, — я имею удовольствие сс- 
общнть, что забастовка 


утверждена 
большинством голосов,  составляю- 
щим четвертую часть ОППОЗИ ЦИН. 


(Громкие возгласы одобрения.) 


— Господин 
крикнули сзади, 
не смог сесть. 

— Почему? 

— Да здесь нет стульев. 

— Тогда, быть может, те, кто хо- 
тел, но не смог сесть, не откажутся 
поднять руки... Я вижу, вас двенал- 
цать человек, так что забастовка от- 
меняется большинством в один гГо- 
лос. (Свистки и беспорядок в зале.) 

Сколько членов общества попро- 
шаек участвовало в голосованни? 


председатель, 
— кое-кто из нас 


Исправьте ошнбку 


Хильде Вильсон потребовалось 
умножить некоторое число на 409, 
но она сделала ошибку, которую 
часто допускают дети, начинающие 
изучать арифметику: первую цифру 
произведения на 4 она поместила 
не под третьей цифрой справа, как 
положено, а под второй. (Мы все 
так делали в детстве, когда в сомножн- 
теле встречался нуль.) В результате 
этой маленькой ошибки Хильда по- 
лучила число, — отличающееся ни 
много, ни мало на 328 320 от правиль- 
ного ответа. 


Какое число Хильда умножала 
на 4092 


Пэт Мерфи 


Много лет назад произошел такой 
случай. Участники одной экспеди- 
ции попали в лапы кровожадных 


дикарей. Их вождь, получив бога- 
тые подарки, 


наконец смягчился и 


разрешил пленникам уйти, но при 
условии, что половина из них будет 
выпорота. В состав экспеднции вхо- 
дило 5 англичан и 5 туземцев-но- 
сильциков. Англичане решили из- 
бежать порки, встав в круг таким 
образом, как показано на рисунке, и 
поручив Пэту Мерфи (№ 1) назвать 
число, отсчет до которого исполь- 
зовался бы в качестве считалочки. 

Тот, на кого выпадало на- 
званное число, выходил из круга и 
отправлялся на экзекуцию, а счет 
продолжался с этого места снова н 
до тех пор, пока названное число 


не выпадало на следующего челове- 


ка, зи вам 

Если бы Пэт правильно запомнил 
число н начал счет с того, кого нуж- 
но, то замысел белых удался бы на 
славу. Но бедный Пэт перепутал 
число и не с того человека начал 
счет. В результате все англичане 
оказались выпоротыми, а носильщи- 
ки нет. 

Не могли бы вы указать: 

1) число, которое назвал бедня- 
га Пэт, и человека, с которого начи- 
нался счет; 

2) число, которое следовало на- 
звать, и человека, с которого следо- 
вало начинать счет? 

В каждом случае нужно найти 
минимальное число. 


Кошки и мышки 


Однажды утром за столом. про- 
фессора Рэкбрейна оживленно об- 
суждался вопрос об уничтожении гры- 
зунов, когда внезапно профессор ска- 
зал: 

— Если некоторое количество ко- 
шек съели в общей сложности 
999 919 мышек, причем все кошки 
съели по одинаковому числу мышек, 
то сколько всего было кошек? 

Кто-то высказал предположение 
о том, что, быть может, одна кошка 
съела всех мышек, но Рэкбрейн воз- 
разия, что он сказал «кошек». Тогда 
кто-то лпругой дерзнул — предполо- 
жить, что каждая кошка съела одну 
мышь, но профессор заметил, что он 
сказал «мышек». Он добавил также, 
дабы помочь присутствующим, что 
каждая кошка съела больше мышек, 
чем было кошек. 

Какой же ответ будет верным? 


+++ 
++ 
ПУ + 2.4 


ЕЕУЬТТ 


Погоня 
Начертите на листе бумаги поле, 


которое изображено на рисунке 
и воспользуйтесь фишками, представ- 
ляющими двух охранников (люди в 
высокнх шапках) н двух узников. 
Вначале разместите фишки так, как 
показано на рисунке. Первый игрок 
перелвигает каждого охранника че- 
рез дверь из одной камеры в любую 
соседнюю. Затем второй игрок пере- 
двигает каждого узника через дверь 
в любую соседнюю камеру и т. д. до 


чех пор, пока каждый охранник не 
схватит своего узника. Если какой- 
либо охраниик хватает узника, то 
он вместе со свсей жертвой выбывает 
нз игры. а другая пара продолжает 
нгру. 

Например, охранник может пой- 
ти в камеру Ё (для простоты мы рас- 
смотрим лишь одну пару охранннк- 
узник), затем узник’ перейдет в ка- 
меру О, охранник — в камеру Е, 
узник — в камеру А, охранник — 
в камеру В, узник — в камеру) и 
т. д. Может показаться, что погоня 
охранника за узником безнадежно 
затянется, но, проявив немного сме- 
калки, вы сумеете настичь беглеца. 


Путь мухи 


Муха села на левый верхний квад- 
рат шахматной доски (см. рисунок), 
а затем проползла по всем белым квад- 
ратам. При этом .она ни разу не за- 
ползала на черный квадрат и не про- 
шла по одному и тому же пересече- 
нию (где пересекаются вертикальная 
н горизонтальная линии) более од- 
ного раза. 


Не могли бы вы начертить путь 
мухи? Его можно проделать, двигаясь 
17 прямыми курсами. 


в 


Ребусы 


1. В пустые хквадратикн по- 
ставьте соответствующие 
иифры так, чтобы, произво- 
дя последовательуо (слева 
направо и сверху вниз) 
указанные — арнфметические 
действяя, получать в ре- 
зультате число, стоящее пос- 
ле знака равенства. 

Ребус составлен так, что 
пятый столбец совпадает с 
пятой строкой. Ни одно чис- 
ло в ребусе не равно нулю 
к не начинается нулем (кон- 
чаться нулем числа могут). 


8 + Ву | 
О: О «С = и 


О. Ы- П.- 


+ + 


в: @-00- с 


— 


+] * [= [55818] 


2. В пустые квадратнкн по- 
ставьте соответствующие 
мифры тах, чтобы выполня- 
лись указанные соотноше- 
ния. Ни одно чиело в ребу- 
се не равно нулю и не начн- 
нается нулем (кончаться ну- 
лем числа могут). 


3. В примере на умножение 
одна из цнфр всюду замене- 
на квадратиком, а вместо 
других цифр поставлены 
кружкн. Попробуйте вос- 
становить пример. 


7. П. Мочалов 


ОТВЕТЫ. УНАЗАНИЯ. 
РЕШЕНИЯ 


К статье «Почему звучит скрипка» 


1. Колебания возбуждаются так же, как 
у струны со смычком, но прн падающей за- 
висимости момента снл трения от относн- 
тельной угловой скорости маятника н осн. 

2. Ток в цепи определяется графически 
точками пересечения прямой ( (1) = #—Ю 
с вольтамперной характеристикой ламны 
(рис. 1}. Скачки тока происходят ирн зна- 
чениях сопротивления А, = 46“, (при 
уменьшенни сопротивления) и К: = ва, 
(при увеличенни сопротивления), определяе- 
мых наклоном касательных к вольтампер- 
ной характернстнке. Зависимость тока от 
сопротивления показана на рисунке 2. 

3. При отклоненин тока от заданного 
значения { в цепи возникает э. д.с. индук- 


№ 
ции, равная 1, ху „где [— индуктивность 
вольтовой дуги. Закони Ома в этом случае 
м з Е 
$ ое РТ = (О-В. 


Отсюда находнмы скорость изменення тока: 
А #—Ю—и(0 

а — Е : 
перь к рисунку 6, б в статье и иссле- 
дуем устойчивость токов 1; и #5. Легко 


имеет ВИЛ: 


Обратимся  те- 


видеть, что когда ток меняется вблизи зна- 
чения {,., увеличению тока соответствует от- 
рицательное значение. выраження #-—Ю— 
—0 (6) и. следовательно, отрицательная ско- 
рость изменения тока. Это означает, что 
после отклонения ток будет уменьшаться, 
стремясь возвратиться к значению {,. При 


М 
уменышении тока, наоборот, д; > 0, н ток 


будет увеличиваться до величины #.. Поэтому 
значение тока #› устойчнвое. Аналогичные 
рассуждення для тока #; показывают, что 
это значение неустойчивое — отклонения бу- 
дут нарастать. Гаким образом, мы получаем 
{так же, как н г помощью энергетических 
рассуждений), что устойчивым является со- 
стояние с полным положительным сопро- 
тнвленнем целпн. 

4. Колебания тока в дуге вызывают коле- 
бания ее температуры. Вследствие этого 
температура н плотность воздуха возле 
дуги также пернодическн нзменяются, н 
возннкает звуковая волна. 


К статье «Физика н линейные неравенства» 


Рав ше у?) т. 


8 
2. Ответ. В = тр ом. 
У казание. Если обозначить нап- 


большее отклонение напряжения от закона 
Ома через 2, то получим следующую задачу 
линейного программирования: 


—# =3—4Ю = 2, 
—2 = 44—58 = 2, 
—2 =5—7А = 2, 


г ми, 


3. 1258 {с), 1. == 46 (с). Указание. 
Система лннейных неравенств н целевая 
функция имеют вид 


Рис. 1. 


Рис. 2. 
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0,656, + 0,3281, = 20, 
0.304, -|- 0.6084, > 30, 
0,7341; -- 0,734, = 50, 
г мм. 
4. 1, ==990 (св), 1. == 2260 (св). Ука- 
зание. Пользуясь законами освещенностн, 


следует составить следующую задачу линей- 
ного программирования: 


с0$0° . ©0545 
9 _ 1 = 18 А => 200. 

с0$ 45? р с0$0° 
С 

со$ 632 26' со$ 45? 
1 1 ме я В _ Ь р 100, 


= ши. 


К статье «Учитесь делать дополинтельные 
построення» 


1. 48 "бсм?. Указание. Через вер- 
шину А треугольннка АВС провести прямую, 
параллельную меднане ла. до пересечения с 
продолжением медианы ть в точке В’, и 


1 
заметить, что 5. дов’ = 78 З» двс. Где 


О — точка пересечення меднан. 


2. 1:2, считая от менышего основания. 
Указание. Заметить, что боковая сто: 
рона трапецин равна раднусу окружности, 
н воспользоваться теоремой с секущих. 


3. у - У казанне. Через вершину 


В трапеции АВСО (АВ! АО) провестн пря- 
мую, параллельную днагонали АС, до пере- 
сечення г продолжением основания АД в 
точке К; в АКВОЗВ = 90°. 


В 1 
й. лаве 


=.а ИУ5—2 


перпендикуляр ВЕ на АО. 

5. ии 2а :1. Указание. В трапеции 
АВСО (АБ — большее основание) провести 
высоту ВЕ, точку О (центр окружности) 
соедниить с точками Е и М (точкой касания) 
н провести прямую ОМТ АД. Рассмотреть 
подобные треугольники АВЕ н ОММ. 

5 245 
. а ие ь . 
пересечения нскомого отрезка нбоковой сторо- 
ны трапецин провестн прямую, параллельную 
другой боковой стороне, до пересечения с 
основаниями трапеции; рассмотреть полу- 
ченные подобные треугольники. 


СО -- 


Указание. Опустить 


Указание. Через точку 
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7. 4(1—2). 
Е и О опустить 
рону АС. 

8. 8. Указание. 
провести прямую, 
нованням трапеции. 


Указание. Из точек 
перпенднкуляры на сто- 


Через точку М 
перпендикулярную  ос- 


К заметке «Вечный двигатель?» 
(см. с. 94) 


На шар А, масса которого т, — раИ,, 
действует гравнтационная сила 


вить пить 
а та ИОВ 


ть те т. 


=: ф ГЕ 


т: — 


равнодействующая силы нритяжения со 
стороны шара В (т. == рз\.) н силы прн- 
тяжения со стороны «зеркального отраже- 
ння» шара В — шарика В° (то = рИ.). Силу 
Е, можно назвать весом шара А в поле тяже- 
стн шара В. По аналогии с «обычным» вс- 
сом — весом тел в поле тяжестн Земли — 
можно считать, что в поле силы тяжести 
шара В все тела приобретают «ускорение 
свободного падення» 


та = ть 


я ` 


& =? 


Однако Е, — не сдинственная сила, дей- 
ствующая на шар А: мы забылн еще одну 
силу — выталкивающую силу Архимеда. Как 


известно, эта сила ЁР, равна по величине 
весу жидкости, вытесненной шаром А, то есть 
т. — т, я 

РЕАЕ- И 
тесненной жидкости. Направление этой силы 
протнвоположно направлению ЁР,. Итак, ре- 


зультнрующая сила, действующая на шар А, 
равна 


Е =у гдет,=-рУ,—масса вы- 


т. — то : 
Ел = Р.Р; Рада (т, — т). 
Аналогичным образом можно найти резуль- 
тнрующую снлу, действующую на шар В: 


т. — т. 


Ев = р (т, — ту. 


Видно, что Ев = —РА, то есть силы взанмо- 
действня шаров удовлетворяют третьему 
закону Ньютона. 

При р. «р< ра силы Ра н Ев направ- 
лены наружу, то есть шары расталкнваются. 
Если жер, >рир2 > р, то снлы РА н ЁРв 
направлены внутрь, то есть шары притя- 
гнваются. 


Будем считать, что шар «заряжен» по. 
ложительно, еслн его плотность фш больше 
плотности жидкостн р, будем считать его 
«нейтральным», еслн Гщ == р, и «заряжен- 
ным» отрицательно, еслн ри <. р. Прн этом 
мы имеем некоторую аналогню с электроста- 
тикой. Разница только в том, что у нас при- 
тягиваются одноименные «заряды», в разио- 
нменные отталкиваются, 


К задачам 
«Квант» для младших школьннков» 
(см. «Квант» №9). 

1. а} Разобьем 50-угольник на два пра- 
вильных 25-угольника. Поскольку женщин 
25, то и вершинах одного из 25-угольников 
не меньше 13 женщин. Но 13>> 95:2, поэтому 
две женщины сидят в сосединх вершинах 
25-угольника, а между нымн только одна вер- 
шина 50-угольника -— искомая. 

6) Пусть гости, у которых разбиты нрн- 
боры, соединены днагональю длины а. Нуж- 
но найтн женщин, удаденных друг от друга 
на а. 

Если а — не нанбольшая днагональ, то 
от каждой женщиниы ндут две такне днаго- 
налн, всего 2.26 -—= 52 диагонали, а днаго- 
налей длины ц всего 50; значит, какие-то 
две из них совпадают. Пусть это диагональ 
АВ. Тогда АВ = а, А н В — искомые жеи- 
щины. 

Если а — максимальная диагональ, то 
от каждой женщины идет одна такая днаго- 
наль; их 26, а днагоналей всего 25, опять 
две днагонали совпадают. 

2. 22х 13-286 


+ 
97-- 5--102 
119-65=184. 
Указан не. Легко видеть, что А-=9, 
К=о Р=1. 


3. 0 машин, 39 мотоциклов, из них 13 с 
коляской. 

4. а} 11111229; 6) 77192329. Ука- 
занне. Впередн надо оставлять нан- 
меньшие (нанбольшие) цифры, пока это воз- 
МОЖНО. 

5. Вода в маленьком сосуде кипеть не 
будет. 


К статье «На даче» 
см. «Квант» №9) 


В рассказе два противоречня физическим за- 
конам. 

1. При включенин холодильника тем- 
пература в комнате ие понижается, а повы- 
шается. так как электрическая энергия по- 
требляемая холодильником, превращается 
в тепло *). 

2. 127-вольтизя лампочка горит ярче, 
чем 220-вольтная той же мощности, включен- 


*) Более подробно об этом можно про- 
чнтать в решенни задачи Ф285, «Квант», 
1975, №3. (Прим. ред.) 


ная в электрическую сеть с напряжением 
127 в. Действительно, первая лампочка имеет 
ту же номинальную мощность, что и вторая, 
при менышем напряжении, поэтому из и 


мулы мощности электрического тока Р == —р- 


следует, что сопротивление } первой лампоч- 
кн меньше, чем у второй. Но тогда (как по- 
казывает та же формула) при одинаковом 
напряженин первая лампочка дает большую 
реальную мощность, чем вторая. 
Замечание. — Если вы посчитали, 
что элизод С электрическими плиткамн описан 
неверно, то в этом вы ие правы. Как известно, 
сопротивление проводника пропорционально 
его длнне, поэтому спираль на первой плит- 
ке имеет большее сопротивление, чем на вто- 
рой. Отсюда слелует (опять ссылаемся на 


формулу мошностн Р == в) что при однна- 


ковом напряжении первая плитка 
меньшую мощность, чем вторая. 


нмеет 


К статье «Как? А есяи невозможно, 
т9 почему?» 


(см. «Квант» № 9) 


Вечный скниталец. Секрет невоз- 
можности попасть в «дом Д» заключается 
в том, что все ячейки делятся на два множе- 
ства: вида у н внда А. Все ячейки винда у 
заполиены нечетнымн числами, а ячейкн 
внда & — четнымн. Прн переходе из ячейки 
в соседнюю внды ячеек чередуются. Очевнд- 
но, что ©сяй путник совершает маршрут, 
состоящий из числа шагов, указанного в 
«нечетной» ячейке ($), то непременно попа- 
дает в «четную» ячейку (45). Еслн же путник 
очередную серню шагов совершает нз ячей- 
кн А, в которой записано четное чнсло, то он 
вновь оказывается в «четной» ячейке (А). 
А дом путника прннадлежит множеству «не- 
четных» ячеек внда $. Следовательно, домой 
каш путник никогда не попадет. 

Алгоритм сильнее случая. 
Ящики надо перенумеровать м положить на 
платформу весов одну деталь из ящика № 1, 
отдельно (столбиком) две деталн из ящи- 
ка №2, три — из ящика №3, ..., де- 
сять — из ящнка № 10. На платформе весов 
окажется 10 столбиков,  объеднияющнх 
$5 деталей. 

Определяем вес этих деталей н получен- 
ное число вычинтаем из 55. Число десятых, 
содержащихся в разности, указывает номер 
ящика с бракованными деталями. 

Трюк кинооператора. Трюк 
кинооператора — прием «решения с конца». 
Очевидно, что последней удаляемой фигурой 
является одиа из двух ладей. Предположим, 
что процедуру удалення фигур мы зафиксн- 
ровалн на ны н пустили ее в обрат- 
ном направленнн. Что мы увнднм? Руку, 
ставящую одну из белых ладей на а! или на 
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Рис. 3. 


№1 (две возможности для первого хода «с ком- 
цаз). Второй ход «с конца» дает 2.2 = 4 вз- 
рианта заполнениня полей доски соответ- 
ствующими фигурами (ладьямн и конями) 
н так далее до тех пор, пока останется одно 
поле для одной последней фигуры. Всего 
получается 27.1 = 128 воэможных различ- 
ных последовательностей (и фильмов) вос- 
становлення (а значит, н удалення) восьмн 
фигур. 

Недоуменне завхоза. Будем 
считать, что кроме пяти комнат, показанных 
на плане (см. рис. 3 в статье), есть еше н 
шестая — та, в которую ведут наружные 
дверн (сад). Существование маршрута с за- 
данным свойством зависит лишь от колнче- 
ства комнат с нечетным числом дверей. 
Действительно, еслн входишь в комнату 
с четным числом дверей, то всегда н выйдешь 
из этой комиаты, пройдя через каждую 
дверь по разу. Поэтому такие комнаты можно 
не учитывать п дальнейших рассуждениях. 

Рассмотрим комнату с нечетным числом 
дверей. Если начало маршрута вне такой ком- 
наты, то хонец — внутри, и наоборот. Сле- 
довательно, заданный маршрут существует 
тогда, когда есть лишь две комнаты (вместе 
с «наружной») с нечетным числом дверей. 
В одной из них маршрут начннается, в дру- 
гой — кончается. Первый план удовлетво- 
ряет условию существовання решения: есть 
только две комнаты с иечетным числом две- 
рей — «наружная» (7 дверей) н «В» (5 две- 
рей). 


Корректор Л. С. Сомова 
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На втором плане (рис. 4 в статье) — 
4 комнаты с нечетным числом дверей («В», 
«О», «Е» н «наружная»). Искомый маршрут 
должен иметь два разрозненных «начала» 
н два разрозненных «конца», следовательно, 
непрерывным быть не может. Надо заделать 
одну дверь, общую для двух комнат с нечет- 
ным числом дверей. 

Лятак в руках находчн- 
вого ученика. В результате построс- 
ния окружностей О, и О; имеем: О.А + РО.. 
Пара окружностей О; и О; дает: РО, 4 0.0. 
Далее О.О + ЮО., КО, 4 О,$ и, наконец, 
0,5 + ВО,. Голучаем О,А + ВО,, откуда 
м следует, что точка В диаметральио проти- 
воположна точке А. 


К головоломке Дьюденн 
(см. «Квант» № 9, 1-ю с. обл.) 


Первое, что приходит в голову — это 
разрезать одеяло по жирной зигзагообразной 
линии ина нашем рисунке. Но это не верно: 
получившиеся части не совпадают по форме 
п ргзмерам. Разрез следовало бы вести ие 
по участку С, а по ‘пунктирной лннии О, 
но «!ов» по линии О не проходит. На самом 
же деле нужно вырезать заштрихованную 
часть. (Лоскут в левом верхнем углу пока- 
зан для орнентацин.) 


К задачам 
(см. «Квант» № 9, с. 29) 

2. Провестн окружность с центром в точ- 
ке Ё и радиусом (АЕ. Пусть она пересекает 
параболу в точке А, тогда отрезок КА — 
искомый (для случая, когда эта окружность 
не пересекает параболу, ответ найдите само- 
стоятельно). 

3. Указание. Воспользуйтесь призна- 
ком делимостн на 9. 


К ребусам 
{см.- «Квант», № 10, с. 60) 
1. (По строчкам) 
27: Этх 5=5 
6 2: 4хи = 22, 
9— 7 1х 6= 18. 
8 4:6 Хх 22= 44, 
50-22-18 - 44 = 134, 
99:1 == 9, 
З+5= 8, 
12 17. 
3. 339 х 964 = 89 496. 


(см. «Каанть, № 9, с. 72) 
1. а) 998 х 191 = 190 618; 
6) 100: 32 = 3,125. 
2 87654 х 19 320 = 1 693 475 280. 


И 


Чеховский полиграфический комбинат 
Союзполнграрпрома 

при Государствениом комитете Совета Миинстров 
СССР по делам издательств, полиграфии н книж- 
ной торговлн. г. Чехов Московской области 


Рухописи не возвращаются 


Головоломки 


Пентамино-пасьянс 


Двенадцать нентамино (рис. сверху) уло- 
жены в нрямоугольник (рнс. снрава). Восста- 
новить границы фигур. еслн каждая зве3д0- 
чка понадает ровно ш одно пентамино 


Л. И. Мочалов 


= 


Сумма — 17 


В пустые кружки фигуры 


расставьте 
цифры от 1 до 9 так, чтобы их сумма по 
перныетру каждого заштрихованного тре- 
 угольника равнялась 17. Задача нмеет два 


существенно различных решения. Найдите их. 


Ю. А. Дленков 


«Ключ» — 11 


Разрежьте прямоугольник 


На листе клетчатой бумаги нзображен 
прямоугольник (рис. слева). `Разрежьте его 
на восемь одннаковых частей так. чтобы в 
каждой из ннх находилась одна черная 
точка. 


Ю. А. Аленков 


В кружках. этой фигуры 
чнсла от |1 до И так, чтобы сумма чисел 


расставьте 


на каждой прямой равнялась 18. Менять 


место числа [| не следует, так как оно яв- 
ляется «ключом» к решению. 


Я. А. Алексеев 


Вице-президент Акалемни наук академик 
В. А. Стеклов. начальник Военно-медицин- 
ской академии В. Н. Тонков. непременный 
секретарь Академин наук академик 
С. Ф. Ольденбург н писатель А. М. Горький 
{слева направо) на приеме у В. М. Ленина 
27 января 1921 гола. Репролукция с картн- 
ны В. А. Серова. 


Цена 20 коп. 
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К НАШИМ ЧИТАТЕЛЯМ 


Продолжается подписка на 1976 год 
на научно-популярный физико-ма- 
тематический журнал «Квант». 

«Квант» адресован всем школь- 
никам 5—10 классов, которые лю- 
бят математику и физику, любят 
решать задачи м хотят принимать 
участие в олимпиадах, горят жела- 
нием в будущем. серьезно занимать- 
ся точными науками. 

Наш журнал полезен нм тем 
школьникам, которые еще «не за- 
жглись» физикой или математикой, 
интерес которых к точным наукам 
еще дремлет. 


Журнал публикует на своих стра- 
ницах статьи обзорного характера, 


рассказывающие о достижениях 
науки и проблемах, которые еще 
ждут своего решения; рассказы об 
ученых, о том, как рождаются науч- 
ные открытия. 

В журнале читатель найдет мно- 
го задач. Среди них задачи, предла- 
гавшиеся на вступительных экзаме- 
нах в различные вузы, задачи, 
предлагавшиеся на олимпиадах, и 
просто интересные задачи. 

Наш журнал полезен также и 
учителям. Сейчас происходит ко- 
ренная переработка школьных про- 
грамм по математике и физике. 
«Квант» активно участвует в этой 
работе. 


В 4976 году «Квант» будет публико- 
вать серим статей по мовой про- 
грамме и факультативным курсам. 

Какие вопросы и задачи могут 
ожидать абитуриента на вступитель- 
ных экзаменах? Как эти экзамены 
происходят? Ответы на эти и многие 
другие вопросы читатель найдет в 
разделе «Практикум абитуриента». 
В 1976 году мы планируем расши- 
рить раздел «Квант» для младших 
школьников». В настоящее время 
учащиеся 4—7 классов не имеют 
задачников, соответствующих новой 
программе. Мы надеемся в своих 
публикациях восполнить этот про 
бел. 

Журная постоянно помещает 
рецензии на книги — уже вышед- 
шие м еще только готовящиеся 
к изданию. 


ЖУРНАЛ РАСПРОСТРАНЯЕТСЯ 
ТОЛЬКО ПО ПОДПИСКЕ, 
ПОДПИСКА НА ЖУРНАЛ 

НЕ ОГРАНИЧЕНА. 
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Спрашивайте — отвечаем 


Информация 
А В Чернавский Олимпиада п МИИТе 


«Квант» для младших школьников 
Залачи 


Е Е Семенов. Точка, прямая — что это такае? 


Ответы, указания, решение 
Смесь (с {1. 20, 29. 44) 


я 
Па первой странице обложки зы видите обыкновенное пласт: 
массовое лекадо Но сфотографировано оно в поляризовамном 
састе Этим п объченчется его красивоч интерференционнся 
окриски О том. как можко наблюдать поляризацию света. 
расскизывиетсч в статье «Отражательные подяризоторы» 
4ем с 22} 

С Главная редакция физико-математической 


яитграгир и 
и мательстви *Иопука». «Квинт», 1975 гой 


В этом году исполнилось 200 лет со 
дня рождения великого французского 
ученого Андре-Мари Ампера. В ис- 
торни науки он нзвестен главным об- 


разом как основоположник электро- 
динамики. Между тем он был универ- 
сальным ученым. имеющим заслуги 
и в области математики, химии, бно- 
логии, и даже в лингвистике и фило- 
софин. Это быя блестящий ум, пора- 
жавший своими энциклопедическими 
знаниями всех близко знавших его 
людей. Но наиболее прочно имя Ам- 
пера вошло в историю физики, что 
нашло свое отражение в таких терми- 
нах, как ампер» — для единицы си- 
лы тока, «закон Ампера», «сила Ам- 
пера» и т. д. 

Сам Ампер был большим мастером 
изобретать новые научные термины. 
Именно он ввел в обиход ученых та- 
кне слова, как  «электростатика», 
«электродинамика», «соленоид». Ин- 
тересно также отметить, что,  за- 
нимаясь важной ироблемой наукове- 
дения — вопросом классификации на- 
ук, Ампер высказал мысль о том, что 
п булущем, вероятно, возникнет но- 
вая наука об общих закономерностях 
пронессов \ правления. Они предло- 
жнл именовать се скибериегикой». 


Я. М. Гельфер, 
В. А. Лешковиев 


Андре-Мари 
Ампер 


к 200-летию со дня рождения 


Ампер — это Ньютон заектричества 
Максвелл 


Предвидение Ампера оправдалось. В 
настоящее время такая наука суще- 
ствует н носит предложенное им на: 
звание. 

Своею родословную Андре-Мари Ам- 
нер ведет от лнонских ремесленников. 
Его отец Жан-Жак Ампер вместе со 
своими братьями торговал лионски- 
мн шелками. Он получил хорошее об- 
разование, неплохо владел древними 
языками и старался быть в курсе все- 
го, чему учили великие франи\аекне 
просветителя ХУПТ века. У него 
была прекрасная библиотека, состав- 
ленная из сочинений известных фило- 
софов, писателей и ученых. 

В возрасте 38 лет Жан-Жак Ам- 
пер вступил в брак с Жанной Сарсе, 
дочерью одного из крупных лноиских 
торговцев. Андре-Мари. Ампер ро- 
дился 22 января 1775 года. Детстео 
его прошло в исболыпом номестье 
Полемье, купленном Жан-Жаком в 
окрестностях „Лмюна. 

Исключительные способности Анд- 
ре проявились еще в раннем возрасте. 
Чтению и арифметике сн выучнлся 
очень быстро. Читал он все подряд, 
что находил в огиовской библнотеке. 
Биографы Ампера рассказывают, что 
свсе увлечение чтением юный Андре 


скрывал от отца. Однажды, забрав- 
шись в его кабинет, он с любопыт- 
ством стал рассматривать объемистые 
тома знаменитой — «Энииклопедии», 
подготовленной Дидро и Даламбе- 
ром. За этим занятнем и застал его 
отец. «Что ты читаешь, Андре?» — 
спросил он. «Я читаю статью об абер- 
рации» — ответил мальчик, которому 
в ту пору было И лет. «Но что жеты 
нонимаешь в этом?» — снова спросил 
отец. И Андре без тенн смущения из- 
ложил ему сущность этого сложного 
явлення. 

Поверив в исключительные споссб- 
ности сына, отец открыл ему свобод- 
ный доступ в свою библиотеку. Андре 
жадно читал «Энциклопедию» том 
за томом, и перед ним раскрывались 
необъятные горизонты науки. Такое 
чтение, хотя оно и было лишено опре- 
деленной системы, не прошло бес- 
следно: именно в этот пернод у юно- 
го Андре появился настоящий инте- 
рес к различным областям человече- 
ского знания. Он никогда не ходил в 
школу и не прошел обязательного 
классического курса обучения, Кото- 
рый систематически знакомит детей 
с основами наук. В свои детские годы 
он знал очень многое. Но эти знания 
‘былн разрозненными, в них были су- 
щественные пробелы. 

Особый интерес Андре проявлял 
к физико-математическим наукам. Но 
как раз в этой области отцовской биб- 
лиотеки явно не хватало, и Андре на- 
чал посещать библиотеку Лионского 
колледжа, чтобы читать труды ве- 
ликих математиков — Эйлера, Бер- 
нулли, Лагранжа. Однако многие 
из этнх трудов былн написаны по- 
латынн, которой он не владел. Не- 
сколько месяцев ушло на изучение 
этого языка, причем он изучил его 
почти самостоятельно ин настолько хс- 
рошо, что без труда смог постичь со- 
чинения классиков математики и фи- 
зикн ХУП--ХУПГ веков. 

Роднтелн пригласили к Андре учн- 
теля. математики. Уже при первой 
встрече он понял, с каким необыкно- 
венным учеником имеет дело. «Знаешь 


ли ты, как производится извлечение 
корней?» — спросилон Андре. «Нет,— 
ответил мальчик. — но зато я умею 
ннтегрировать!». Вскоре учитель от- 
казался от уроков, так как его знаний 
явно не хватало для обучения такого 
ученика. 

Исторня наукн знает аналогич- 
ные случан, когда великие ученые не 
получали систематического школьно- 
го образования В силу тёх или иных 
причин. Тем не менее их ‘природный 
ум, страстное стремленне к знаниям, 
трудолюбие делали свое дело. В ка- 
честве примера можно вспомнить та- 
ких знаменитых самоучек, как Фара- 
дей и Эдиссон. 

Изучение трудов классиков матема- 
тики и физики было для юного Ампе- 
ра творческим процессом. Он не толь- 
ко читал, но и критически воспринн- 
мал прочитанное. У него возникали 
свои мысли, свои оригинальные иден. 
Именно п этот период, в возрасте 
13 лет, они представил в Лнонскую 
академню свои первые работы по ма- 
тематвке. 

Наступил 1789 год. Началась Ве- 
лнкая франнузская буржуазная ре- 
волюция. 14 нюля штурмом была взя- 
та Бастилия, символ королевской 
власти Бурбонов. Эта весть быстро 
дошла и до Лиона. Андре воспринял 
ее как известие о наступлении новой 
эпохи, о которой мечтали просвети- 
тели. ХУИ! века. Однако революии- 
онные события сыграли трагнческую 
роль в жизни Ампера. В 1793 году в 
Лноне вспыхнул мятеж, который вско: 
ре был подавлен. За сочувствие мя- 
тежникам был обезглавлен Жан-Жак 
Ампер. Смерть отца Андре переживал 
очень тяжело; он надолго выбился из 
привычной колеи и был близок к по- 
тере рассудка. Лишь год спустя он 
с трудом обрел душевное равновесие 
и смог вернуться к своим занятиям. 

Казнь отца нмела и другие послед- 
ствия. По приговору суда почти все 
нмущество семьи было конфисковано, 
н ее материальное положение резко 
ухудшилось. Андре пришлось думать 
о средствах к существованию. Он рс- 


ил пересилиться в Лион и давать 
частные уроки математики до тех пор, 
пока не удастся устроиться штатным 
преподавателем в какое-либо учебное 
заведение. 

Этот пернод жизнн Ампера сыграл 
болышую роль в его развитии как уче- 
ного. В Лионе он познакомился с лю- 
бознательными молодыми людьми, та- 
кимн же поклонниками науки, как в 
он сам, и споры с ними на научные 
темы во многом способствовали раз- 
витию его интеллекта. Андре много 
занимался с учениками, много читал. 
Его рабочий день начинался в четыре 
часа утра — нужно было успеть 
выполнить обширную программу. 

В 1799 году Ампер женился на 
Катрин Каррон. В следующем гсду 
у них роднлся сын. Это радостнсе 
ссбытие было омрачено болезнью Кат- 
рин. Расходы на жизнь неуклонно 
росли. Несмотря на все старания и 
экономию, средств, заработанных 
частными уроками, не хватало. На- 
конец, в 1802 году Ампера пригласили 
преподавать физику н ХИМИЮ В 
Центральную школу старинного про- 
винциального города Бурк-ан-Бреса, 
в 60 километрах от Лнона. С этого мо- 
мента началась его регулярная прело- 
давательская деятельность,  продол- 
жавшаяся всю его жизнь. 

Ампер мечтал перестроить тради- 
ционное преподавание к\рса физики. 
Вместо изложения разрознениых фак- 
тов и гипотез, теорий и экснеримен- 
тов он хотел развернуть перед сл\- 
шагелями грандиозную картину миро- 
здания, где все взаимосвязано и взан- 
мосбусловлено. Но это только мечты. 
Скучные — преподаватели-чиновники, 
\богая лаборатория и бедный физи- 
ческий кабинет, повседневные буднич- 
ные заботы — вот реальная действи- 
тельность, которую он нашел в Бурк- 
ан-Бресе. Однако сн много работал, 
всеполиял пробелы в свонх знаниях. 
Вместе с тем его не покидала надежда 
возвратиться в Лион к жене и сыну. 
И вскоре она ссуществилась. 

Назревали перемены в школьном 
образован ин. В старой королевской 


Францин большинство учебных заве- 
дений находилось под руководством 
и влиянием духовенства. Франнуз- 
ская революция смела эту систему. 
Была провозглашена. идея всеобщего 
образования. освобождения препода- 
вання от церковного догматизма, н 
установлена трехстепенная система об- 
разования: начальное, среднее и выс- 
шее. В каждом департаменте учреж- 
дались лицен, дающие среднее об- 
разование с практическим уклоном. 
4 апреля 1803 года Ампер был на- 
значен преподавателем математики 
Лнонского лицея.  Счастливым он 
возвратился в Лион, но вскоре тя- 
желый удар обрушился на Ампера — 
умерла его жена. 

В коние 1804 года Ампер покинул 
Лнон н переехал в Париж, где он пс- 
лучил должность преподавателя зна- 
менитой Политехнической школы. 
Эта высшая школа была организова- 
на в 1794 году н вскоре стала нацио- 
нальной гордостью Франции. Основ- 
ная задача школы заключалась в под- 
готовке высокообразованных технн- 
ческих специалистов с глубокими зна- 
ниями физикс-математических наук. 
Среди ее преподавателей были такие 
известные ученые, как Лагранж, 
Монж, Бертолле. Неудивительно, что 
н средн питомцев Политехнической 
нколы мы встречаем имена прослав- 
ленных ученых н инженеров, таких 
как Френель, Гей-Люссак, Клапей- 
рон, Поиселе, Араго, Дюлонг. 

В Париже Ампер ч\ вствовал себя 
одиноким. Он находнлся всецело во 
власти воспомиланий о своей недол- 
гой счастливой жизни. Это — глав- 
ная тема его писем к родным и друзь- 
ям. Он и ранее слыл чудаковатым п 
рассеянным человеком. Теперь же 
эти черты его характера стали еще 
более заметными. К ним прибавилгсь 
чрезмерная нехравновешенность. Рсе 
это мешало ему хорошо излагать 
своим слушателям материал, которым 
он в действительности владел пре- 
вссходно. 

Несколько важных событий про- 
нзошло в жизни Ампера в это вре- 


мя: в 1806 году он вступил во второй 
брак, в 1807 году был назначен 
профессором Политехнической шко- 
лы, в 1808 году новое назначение — 
главным инспектором \ниверситетов. 
Все это улучинло его материальное 
положение и принесло некоторое ус- 
покоенне, но ненадолго. Второй брак 
был очень неудачным, его новая жена 
Женни Пото оказалась весьма вздор- 
ной п ограниченной особой. Ампер 
ирнлагал много усилий, чтобы как-то 
примириться с ней во имя дочери, 
рожденной ст этого брака. Однако 
эти усилия оказались тщетными. К 
переживаниям на этой почве прибави- 
лись новые — в 1809 году скончалась 
мать Ампера, безграничную предан- 
ность и доброту которой он сщущал 
все годы. Эти печальные события 
не могли не сказаться на его научной 
деятельиссти. Тем ие менее в период 
между 1809и 1814 годами Ампер онуб- 
ликовал несколько ценных работ по 
теорни рядов. 

Лишь одно приятное событне это- 
го времени утешило Ампера. В 1813 
году во Францию с научной целью 
прнехал зиаменитый английский хни- 
мик Дэвн в сопророждении свсего 
ассистента Фарадея. Между Дэви 
н Ампером состоялась встреча, на ко- 
торой обсуждались главным образом 
химические проблемы. Ампер изло- 
жил знаменитому ученому некоторые 
нз своих новых идей, которые тот 
воспринял с интересом и пониманием. 

Время расивета научной деятель- 
ности Ампера приходится на 1814— 
1824 годы и связано главным образом 
с Академией наук, п число членов ко- 
торой си был избран 28 ноября 1814 
года за свои заслуги в области мате- 
матики. 

Какие же научные проблемы Рол- 
новали Ампера в это время? Практи- 
чески до 1820 года его основные ин- 
тересы сссредсточнвались на пребле- 
мах математнки, механики и химии. 
Вопросами физики в это время сн за- 
нимался очень мало: известны линь 
дЕе работы этого пернода, пссеящен- 
ные оптнке и молекулярно-кннетиче- 


ской теорни газов. Что же касается 
математнкн, то именно в этой области 
он достиг результатов, которые и да- 
лн основание выдвинуть его кандида- 
туру в Академию по математическому 
отделению- 

Ампер всегда рассматривал мате- 
матику как мощный аппарат для ре- 
шения разнообразных прикладных за- 
дач физики н техники. Уже его первая 
опубликованная математическая ра- 
бота, посвященная теорнн вероят- 
ностей, носила по существу приклад- 
ной характер и называлась «Сообра- 
жения © математической теории игры» 
(1802 г.). Вопросы теории вероят- 
ностей интересовали его и в дальней- 
шем. 

В исследовании многих проблем 
физики н механикн большое значение 
нмеют так называемые дифференциаль- 
ные уравнения в частных пронзвод- 
ных. Решение таких уравнений свя- 
зано со значительными математиче: 
скими трудностями, над преодолени- 
ем которых работали крупнейшие ма- 
тематики. СрРоЙй вклад в математиче- 
скую физику, как называют этот раз- 
дел науки, внес и Ампер. Только в 
одном 1814 году он выполнил не- 
сколько работ, получивших высокую 
оценку видных французских матема- 
тиков, п частности, Лапласа, Лагран- 
жа и Пуассона. 

Не сставляет он и занятий хи- 
мией, которые стимулируются работа- 
мн Бертолле, Дальтона и других из- 
вестных ученых. К его достижениям 
в областв химии следует отнести от- 
крытие, независимо от Авогадро, з8- 
кона равенства молярных объемов 
различиых газов, который по праву 
следует называть законом Авогад- 
ро — Ампера, а также перьую попыт- 
ку классификации химических эле- 
ментов на основе сопоставления их 
свойств. Но не этн исследования, ин- 
тересные сами по себе, и не его мате- 
матические работы сделали имя Ам- 
пера знаменитым. Классиком науки, 
всемирно известным ученым он стал 
благодаря своим исследованиям в об- 
ластн электромагнетизма. 


Электрические н магнитные явле- 
ния к началу ХХ века во многом еще 
представлялись таинственными, при- 
рода их была не ясна. Ученые были 
знакомы лишь со свойствами статнче- 
ских зарядов н с постоянными маг- 
нитами. Все сбнаруженные на опыте 
электрические и магнитные явления 
объяснялись как результат действия 
оссбых электрических и магнитных 
жидкостей («флюидов»). Так, напри- 
мер, петербургский академик Эпинус 
в своем труде «Опыт тсорин электрни- 
чества н магиетизма», изданном в 
1759 году, пксал: 

«Существует жидкость, произво- 
дящая все магнитные явления, кото- 
рую поэтому следует назвать магнит- 
ной. Эта жидкость чрезвычайно тон- 
ка, может проходить через любые пс- 
ры в телах; ее частицы, как н частн- 
ны электрической жидкости, взаимно 
отталкивают друг друга. Эта жид- 
кость в большей части других тел, 
обнаруживаемых в мире, не вызы- 
вает ннкаких реакций; она не прнитя- 
гнвается и не отталкивается ими. 
Однако существует определенный ряд 
тел, части которых притягивают маг- 
нитную матерню н ею притягивают- 
ся; телом, наделенным таким свой- 
ством, является прежде всего железо, 
я затем все тела, именуемые железны- 
МИ...}. 

Единственной количественной ха- 
рактеристикой электрнческих и маг- 
нитных явлений был закон Кулона, 
открытый в конце ХУП века. 

Прогресс наметился только после 
того, как впервые был получен элек- 
трический ток. В 1800 году Вольта 
изобрел первый источник тока, кето- 
рый был назван вольтовым столбом. 
Весть об этом изобретении вызвала 
огромный интерес в научном мире. 
Наполеон пригласил итальянского 
физика в Париж, чтсбы тот повтсрил 
свои опыты перед избранной аудито- 
рней. Там же Вольта  ЕЫСТУПНнл 
с докладом, в котором высказал мысль 
о тождественной природе статическо- 
го электричества и электрического 
тока — «движущегося  электрическо- 


го флюида», по терминологии того 
времени. 

Многочнсленные опыты показали, 
что электрический ток способен вы- 
зывать различные эффекты — тепло- 
вые, химические, световые.  Естест- 
ренно было также предположить, что 
должна существовать связь между 
электричеством и магнетизмом, отри- 
цавшаяся учеными на протяжении 
нескольких столетий. В начале Х1Х 
гека многие ученые предпринимали 
попытки сбнаружить эту связь. Ис- 
кал ее и датский профессор физикн 
Ганс-Христиан Эрстед. Еще в 1807 
году он сбъявил о своем намеренин 
нсследовать действие электрического 
тока на магнитную стрелку. Однако 
в течение многих дет эксперименты, 
подтверждавшие существование тако- 
го действия, ему не удавались. Толь- 
ко в 1820 году, поместив магиитную 
стрелку параллельно — ироволоке, 
соединявшей два конца вольтова стол- 
ба, он всочию увидел то явление, 
которого ждал столько лет: под влия- 
ннем тока в проводнике стрелка от- 
клонилась ст своего сбычного направ- 
ления. Так было открыто ф\ундамен- 
тальнсе явление, положнвшее начало 
электродинамике. 

В июле 1820 года Эрстед опублнко- 
вал свсе открытие в неболыной статье 
исд названием «Опыты, относящиеся 
к действию электрического коифлик- 
та на магнитиую стрелку». «Электри- 
ческим конфликтом» он называл элек- 
зрнческий ток. 

Месяц спустя опыты Эрстеда ис- 
ьторил в Женеге шрейцарский физик 
Огюст де ла Рив. При демонстрацин 
присутствовали многие ученые и среди 
них — знаменитый французский физик 
Араго. По возвращении в Париж Ара- 
го на двух заседаниях Академии наук 
сделал об этом доклад п воспроизвел 
опыты Эрстеда. Свой доклад он начал 
следующими словами: «Господа, про- 
фессору в Коненгагене Эрстеду уда- 
лось сделать прекрасное открытне..., 
которое чревато такими посяедствия- 
ми, которые сейчас еше не в состоянин 
предусмотреть пытливый, но огранн- 


ченный человеческий ум...». Взволно- 
ванно слушал докладчика Ампер, за- 
бывший в этот момент свон математи- 
ческие проблемы. Физика — вот чем 
сейчас следует заняться! Ведь опыты 
Эрстеда подтверждают то, о чем он 
думал еще п Бурк-ан-Бресе — един- 
СТРО сил природы, взаимосвязь яв- 
лений. 

Ампер был, главным образом, тео- 
ретнком и редко обращался к экспе- 
риментам. Но он понимал, что серь- 
езное исследование  электромагнит- 
ных явлений невозможно без поста- 
новки опытов, которые должны былин 
подтвердить нли опровергнуть его 
иден. Однако средств на этн опыты 
Академия наук не отпустила. Амперу 
пришлось нанять слесаря, который 
изготовнл все несбходимое за его счет. 
Многое было сделано и самим Амперсм. 
Прежде всего он повторил опыты Эрсте- 
да, пытаясь глубже понять природу 
открытого датским физиком явлення- 
Опытным путем он доказал, что ста- 
тическое электричество не действует 
на магннтную стрелку. 
жущееся электричество — электриче- 
ский ток — в состоянии вызвать та- 
кой эффект. «В чем же причина этс- 
го явления? — задал себе вопрос 
Ампер. — Почему проводник © то- 
ком денствует на магнитную стрел- 
ку?». 

Естественно было бы  предиоло- 
жить, что электрический ток, прохо- 
дя по проводнику, превращает его п 
магнит. Так и считали многие физи- 
ки, в частности, известный франнуз- 
ский физик Био. Ампер прндерживал- 
ся иной точки зрения. Он высказал 
гениальную идею: единственной прн- 
чнной действия проводника с током 
на магнитную стрелку является дви- 
жущееся электричество; магнетизм— 
лншь одно из его’ многочисленных 
проявлений. Не проводник, по кото- 
рому течет ток, становится магнитом, 
а наоборот, магнит представляет со- 
бой совокупность токов. В магните 
есть ‘множество элементарных круго- 
вых токов, текущих в плоскостях, 
перпендикулярных его ссн. 


Только дви-_ 


` круговых 


Гипотеза Ампера по тем временам 
казалась исключительно смелой н не- 
правдоподобной, поэтому она была 
встречена учеными весьма критически. 

Новый взгляд на природу магнит- 
ных явлений возник у Ампера в ре- 
зультате целой серии экспериментов. 
Уже в конце первой недели напряжен- 
ного труда он сделал открытие не 
меньшей важности, чем  Эрстед — 
открыл взаимодействие токов. Если 
два наэлектризованных тела взанмно 
притягиваются или отталкиваются, 
то не будут ли анамогично вести себя 
два проводника, по которым течет 
ток? Ампер расположил параллельно 
прямолинейные участки двух про- 
водников, соединяющих концы двух 
столбов Вольта. Один проводник за- 
крепнл, другой сделал подвижным 
(рис. 1). Пропустив через проводники 
ток, он наблюдал их взаимодействие: 
при одннаковых направлениях токов 
они притягивались, при протнвопо- 
ложных — отталкивались. Оказалось 
также, что силы, действующие между 
проводниками с током, не являются 
центральными, то есть радикально 
отличаются от  электростатических 
сил. Столь резкое отличие проявлений 
статического электричества и элек- 
трического тока Ампер предложил от- 
разить п п соответствующих терми- 
нах. Область явлений, связанных 
с покоящимися электрическими за- 
рядами, он назвал электростатикой, 
а с ‘движущимися зарядами — Элек- 
тродинамикой. 

Прошла еще одна неделя. Ампер 
произвел новые опыты, развивающие 
и подтверждающие его иден. Есян 
магнит представляет собой систему 
параллельных токов, на- 
правленных в одну сторону, то спи- 
раль из металяической проволоки, по 
которой проходиг ток, должна вести 
себя как магнит — нметь два полюса 
и принимать определенное положе- 
ние под воздействием магнитного по- 
ля Земли (рис. 2—3). Эксперимент 
подтвердил эти предположения. 

О полученных результатах Ампер 
сразу же сообщил в Академию. В до- 


Рис. |. Прибор для нзуче- 
нкя взанмодействния про- 
водников с током. АВ — 
неподвнжный проводник, 
ЕОЕ — подвижный  провод- 
ник, укрепленный на стек- 
лянной оси ЕЁ. Для защи- 
ты от воздушных колебаний 
прнбор накрыт стеклянным 
колпаком. (Рисунок Ампера) 


Рнс. 2. Первый прнбор для 
нсследованнЯя влияинЯ маг- 
нитвого поля Земли на соле- 
нонд. АВ — соленовд., на- 
мотанный на тонкую стеклян- 
ную трубку к подвешенный 
подобно стрелке компаса. 
Прьбор оказался недостаточ- 
но подвнжным, и ожндаемый 
эффект зарегистрнрован не 
был. (Рисунок Ампера) 


Рис. 3. Прибор для иссле- 
лования влияния магнитного 
поля Земли на виток с то- 
ком. АВСО — подвижный ви. 
ток г током. Второй (непод- 
ввжный) внток большего ра- 
днуса фнкснровал вертнкаль- 
ную плоскость, перпенднку- 
лярную к магнитному меря- 
диану в данной точке. и 
включенни тока виток АВС 
поворачнвался до совпадення 
с неподвижным витком. (Ри- 
сунок Ампера) 


кладе, сделанном 18 сентября 1820 гс- 
да, он продемонстрировал свои первые 
спыты п заключил их следующими 
словами: «В связи с этим я свел все 
магнитные явления к чисто электрн- 
ческим эффектам». На заседачии 
25 сентября он развил эти идем да- 
лее, демонстрируя опыты, в которых 
спирали, обтекаемые током (соленон- 
ды), взанмодействовали друг с дру- 
гом как магниты. 

Новые идеи Ампера были поняты 
далеко не всеми учеными. Не согла- 
сились с ним н некоторые из его име- 
нитых коллег, в том числе и Бно. 
Выступив против существования маг- 
нетизма как самостоятельного яв- 
ления, Ампер перечеркнул тем самым 
и теорию Био, согласно которой маг- 
нит состоит из совокупности элемен- 
тарных микроскопических магнити- 
ков, каждый из которых по своим 
свойствам подобен болыному магни- 
ту. Теория эта по существу ничего не 
объясняла, она лишь переводила 
вопрос © природе магнетизма с боль- 
шого куска намагниченного металла 
на его крохотные части. Био и его 
сторонники стремились доказать, что 
в опытах Ампера нет ничего прин- 
инпиально нового, что все они по 
сути дела — лишь варнанты опыта 
Эрстеда. 

Современники рассказывали, что 
после первого доклада Ампера о взан- 
модействин проводников с током про- 
изошел следующий любопытный эпи- 
зод. «Что же, собственно, нового в 
том, что вы иам сообщили? — спро- 
сил Ампера одии из его противни- 
ков. — Само собою ясно, что еслн 
два тока оказывают действие на маг- 
нитную стрелку, то они оказывают 
действие и друг на друга». Ампер не 
сразу нашелся, что ответить на это 
возражение. Но тут на помошь ему 
пришел Араго. Он вынул из кармана 
два ключа и сказал: «Вот каждый из 
них тоже оказывает действие на стрел- 
ку, однако же они никак не действу- 
ют друг на друга, и потому ваше за- 
ключение ошибочно. Ампер открыл 
по существу новое явление, куда боль- 


Рис. 4, 


шего значения, чем открытие ува- 
жаемого мной профессора Эрстеда». 

Несмотря на нападки своих нзуч- 
ных противннков, Ампер продолжал 
свои эксперименты. Он решил найти 
закон взаимодействия токов в виде 
строгой математической формулы п 
нашел этот закон, который носит те- 
перь его имя. В самом общем виде 
выражение для величины силы, ден- 
ствующей со стороны малого отрезка 
проводинка А!,, по которому течет 
ток с силой Г, (первого элемента то- 
ка), на произвольно расположенный 
отрезок А, другого проводника с 
током /. (второй элемент тока), имеет 
следующий вид: 

Ра 1,5, т а, 1 А) 5т У 


‚2 Е] 
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Здесь г,. — абсолютная величина 
вектора г,›, направленного от перво- 
го отрезка ко второму (см. рис. 4). 
Направления векторов АМ н А, 
совпадают с направлениями текущих 
по ним токов; &, — угол между векто- 
рами А1, и Г.., @›, — угол между век- 
торами А|, ип — перпендикуляром к 
плоскости, содержащей АБ и Г,-. 
Направление п совпадает с поступа- 
тельным движением буравчнка при 
вращении его рукоятки от АЦ к 
Г:2. А — коэффициент, зависящий от 
выбора системы едиинц. Сила Е,. 
перпендикулярна вектору АЁЬ н ле- 
жит в плоскости, содержащей А, 
н г, 2- При этом направление силы оп- 
ределяется правилом буравчика: при 


вращении его рукоятки от Г,. к п 
поступательнсе движение буравчика 
совпадает с направлением силы ЁР,». 

Эту же формулу можно переписать 
н более привычном для школьников 
виде: 

Е = |МВзта, 
‘тде В — величина магнитной индук- 
цин, создаваемой одним элементом 
тока в том месте, где находнтся дру- 
гой. исследуемый элемент тока. 

Так шаг за шагом в работах Амие- 
ра вырастала новая наука — элек- 
тродинамика, основанная на экспери- 
ментах и математической теорин. Все 
основные иден этсй наукн, по выра- 
жению Максвелла, по сути дела 
«вышли из головы этого Ньютона 
электричества» за дЕе недели. 

С 1820 по 1826 год Ампер публик) - 
ет ряд теоретических и эксперимен- 
тальчых работ по электродинамике и 
почти на каждом заседании физиче- 
ского отделения Академии выступает 
с докладом на эту тему. В 1826 году 
выходит из печати его итоговый клас- 
сический труд «Теория электродина- 
мических яваений, выведенная ис- 
ключительно из опыта». Работа над 
этой книгой проходила в очень труд- 
ных условиях. В одном из писем, 
написанных в это время, Ампер сооб- 
щал: «Я принужден бодрствовать глу- 
бокой ночью... Будучи нагружен чте- 
нием двух курсов лекций, я тем не 
менее не хочу полиостью забросить 
мои работы о вольтаических провод- 
никах и магнитах. Я располагаю 
считанными минутами». Здесь речь 
идет о лекциях Амперз по высшей мг- 
тематике, которые привлекали многс- 
численных слушателей. Одним из них 
в 1822—1824 годах был молодой ма- 
тематик нз России Михаил Васнлье- 
вич Остроградский. 

Слава Ампера быстро росла; осо- 
бенно лестно ученые отзывались о его 
экспериментальных работах по элек- 
тромагнетизму. Его посещали зна- 
менитые физики, он получил ряд при- 
глашений из других стран выступить 
с докладами о своих работах. Но здо- 
ровье его было подорвано, неустой- 
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чивым было и матернальное положе- 
ние. Его тяготияа работа в Политех- 
нической школе и инспекторские обя- 
занности. Он по-прежнему мечтал 
читать курсе физики, а не математики, 
н читать нетрадинционно, включив в 
курс новый раздел — электродинами- 
ку, творцом которой он сам являлся. 
Наиболее подходящим местом. для 
этого было одно из старейших учебных 
заведений Франции — Коллеж де 
Франс. Основанное еще в 1530 году, 
это учреждение как бы соемещало п 
себе функции учебного и научно- 
нсследовательского институтов. Здесь 
были все условия для плодотворной 
творческой деятельности. После мно- 
гих неприятностей и интриг в 1824 го- 
ду Ампер был избран на должность 
профессора Коллеж де Франс. Ему 
предоставили кафедру общей п экс- 
периментальной физики. 

Как видно из писем, которые Ам- 
пер писал в этот период, они был чрез- 
вычайно рад своему избранию. Прав- 
да, эту радость омрачала необходи- 
мость время от времени выступать 
против порядков, царивших в ин- 
ституте. Особенно возмущали Ампера 
интриги, возникавшие при выборе 
кандидатов на освобождающиеся ва- 
кансни. Он всегда был нетерпим по 
отношению к фальши и несправедли- 
вости. Тем более он не мог оставаться 
равнодушным, когда личные интере- 
сы, погоня за высокими титулами и 
званиями заслоняли подлинную науч- 
ную ценность кандидатов. 


Закончилея наиболее плодотвор- 
ный период деятельности Ампера. 
В 1831 году Фарадей открыл явле- 
ние электромагнитной индукции. В 
разработку электродинамики вклю- 
чились многие выдающиеся физики 
середины ХХ века — Вебер, Ф. Ней- 
ман и К. Нейман, Видеман, Ленц и 
другие. Полное завершение она по- 
лучила в классическом труде Мак- 
свелла «Трактат сб электричестве н 
магнетизме», вышедшем в свет в 
1869 году. 

Последние годы жизни Ампера бы- 
ли омрачены многими семейными н 


служебными неприятностями, тяже- 
ло отражавшимися на его и без того 
слабом здоровье. Внешние иризнаки 
успеха не принесли материального 
благополучия. Он по-прежнему был 
вынужден уделять много времени чте- 
нню лекций в ущерб своим научным 
занятиям. Но науку он не оставлял. 
В 1835 году он опубликовал работу, 
в которой доказал сходство между 
световым и тепловым излучениями и 
показал, что все излучения ири по- 
глощении превращаются в теплоту. 
К этсму же времени относится увле- 
чение Ампера геологией и биологией. 
Он принял актнвное участие в науч- 
ных спорах между знаменитыми уче- 
ными Кювье и Сент-Иллером, пред- 
шественникамн эволюционной теории 
Дарвина, и опубликовал две биологн- 
ческие работы. в которых изложил 
свою точку зрения на процесс  эво- 
люции. На одном из диспутов против- 
вики иден эволюции живой природы 
спросили Ампера, действительно ли 
он считает, что человек произошел ст 
улитки. На это Ампер  отеетил: 
«Я убедился в том, что человек возник 
по закону, общему для тсех живот- 
НЫХ». 

Другим увлечением Амнера была 
классификация наук. Эта важная в 
методологическом и общенаучном пла- 
не проблема интересовала Ампера 
давно, еще со времени его работы в 
Бурк-ан-Бресе. Он разработал свою 
систему классификации наук, которую 
намеревался изложить в двухтомном 
сочинении. В 1834 году вышел пер- 
вый тсм «Опыта философии наук или 
аналитического изложения естествен- 
ной классификации всех человече- 
ских знаний». Второй том был издав 
сыном Ампера уже после его смерти. - 

Ампер умер от воспаления легких 
10 нюля 1836 года п Марселе, во вре- 
мя инспекциснной поездки. Там же он 
и был похоронен. В 1869 году его прах 
был перевезен в Париж на Монмартр- 
сксе кладбище. На его надгробном 
памятнике высечены следующие сло- 
ва: «Он был так же добр п так же 
прост, как и велик». 


Задачи 
наших читателей 


|. Докажите. чло инулале 
УЕ ИЕ... Е 
п 
г. 333...3335- 333...3330 
р —_— 
п! п-! 
является квадратам нату- 
рального числа. 
А. Гулиев 


2. Докажите, что п:” -.| 
делится на 27*2, если в — 
нечетно. 

И. Черепинский 


3. Докажите. что 


лелитея на 1000 000. 
АМ. Штеренбгре 


4. Найдите четыре ла- 
туральных числа, образую- 
щих геометрическую прогрес- 
сию, члены которой являют- 
ся делителямн суммы 


$25113 -:- Та. 


Ю. Крылов 
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м. Г. Кац 0 плоских 
правильных графах 


Начнем с определений. 
Графом назовем конечное множество 
точек ин соединяющих нх кривых на 
плоскости {(этн точки будем называть 
вершинами, а кривые — ребрами). 
Будем рассматривать графы, обла- 
дающие следующими свойствами: 

|) ребра графа пе пересекаются 
(графы, обладающие этим  свойст- 
вом, называются плоскими); 

2) никакие две вершины не сседи- 
нены более чем одним ребром; 

3) любые две вершины графа сое- 
динены звеном ребер (такой граф на- 
зывается связным): 

4) каждое ребро соединяет две 
разные вершины. 

Если разрезать плоскость по реб- 
рам графа, то она распадется на не- 
сколько частей — граней графа. Не- 
ограниченную часть будем называть 
внаиней гранью. Остальные грани — 
внутренние. 

Грань называется л-реберной, если 
число ребер, встречающихся прн об- 
ходе грани влоль границы, равно л. 
Пример. На рисунке 1,2 грань 
всего одна — внешняя  шестиребер- 
ная, на рисунке 1,6 — две грани: 
внутренняя трехребериая ин внешияя 
трехреберная. 

Ребро называется внешним (соот- 
ветственно внутренним), если при об- 
ходе внутренних граней графа оно 
встречается соответственно один или 
два раза Пример. На рисунке 
2 ребро а — внешнее, ребро © — 
внутреннее; на рисунке |,а нет ви 
внешних, нн внутренних ребер. 


Обозначим через В. Р ин Г соответ- 
ственно число вершин, ребер и всех 
граней графа, включая внешнюю. Эти 


три величины связаны известной 
формулой Эйлера *) 
В—Р--Г=2. 


Обозначим через а; число Г-реберных 
граней, включая н внешнюю. Тогда 
справедливо такое соотношение: 
2Р = За. +4- 4а, -+ 54. --... (1) 
Докажите это самостоятельно. 
Поскольку Г =а; га, 11...., то 
соотношение {1} можно записать в ви- 
де 
2Р = ЗГ -- а, -: 2а; - 
нли 


2 | . 
Г= = Р— (а, 1-24. -: ...). 


Подставив это значение Г в форму- 
лу Эйлера, получим 


В—Р-: 3 Р—<(а, 24...) =2, 


*) См. «Квант», 1974, № 8. 


ИЛИ 
3В-Р.-=6+- У, (2) 
#=1 


Назовем степенью 4ев У, верши- 
ны У; число ребер, выходящих из этой 
вершины. Так как каждое ребро сое- 

%) 


диняет две вершины, то ра Чек У, =2Р. 


Введем величину вер У, называе- 


мую средней степенью графа: 
Увки, 
дер У - Е 
Из определения вытекает, что 
Учи, „В Чей У.то есть 2Р = 
; 


В-4ев У, откуда Р_ -В-4еЕУ. 


Подставив это выражение для Р в 
формулу (2), получим 
3ЗВ—-- В-@е5 У. 6-- У, 


нли 


В-(6—4е= У) - 12-2 Уш..,. (3) 
4 

Таким образом, средняя степень 
графа всегда меньше 6, но она может 
быть сколь угодно близка к 6 — дока- 
жнте это. 

Назовем граф правильным, если 
из каждой его вершины выходит оди- 
наковое число ребер. Очевидно, что 
средняя степень правильного графа 


Рис. 3. 


равна числу ребер, выходящих из 
каждой вершины (будем называть ее 
просто степенью правильного графа). 

Из формулы (3) вытекает 

Теорема 1. Степень правиль- 
ного графа не превосходит 5. 

Наиболее интересный тип пра- 
вильных графов — это графы степе- 
ни 5. Посмотрим, сколько вершин 
может иметь правильный граф степе- 
ни 5. 

Очевидно (см. формулу (3}), что 
меньше 12 вершин у правильного гра- 
фа такой степени быть не может. 
Правильный граф с 12 вершинами дей- 
ствительно существует и представля- 
ет собой проекцию икосаэдра на плос- 
кость (рис. 3). Из четности же произ- 
ведения В-4ер У( = 2Р) получаем, что 
графов степени 5 с нечетным числом 
вершин не существует. 

Сейчас мы опишем способ построе- 
ния правильных графов с любым чет- 
ным числом вершин (не меньшим 12), 
кроме графов с 14, 18 н 22 вершина- 
ми. О графах с 14 и 18 вершинами см. 
замечание в коние статьи; граф 
с 22 вершинами изображен на рисун- 
ке 4. 

Возьмем выпуклый  я-угольник 
А (А, А,, ..., А,). Внутри него 
поместим л-угольник В -- (В,, В., ... 
..., В»). Соединив середины соседних 
сторон п-угольника №8, получим 
п-угольник С -= (С, С., ..., С), где 
С; — середина В.В :1, #—1, 2, 
.„П— 1; С, — середина стороны В„В.. 


Рис. 4. 


#3 


Рис. 5. 


Соединив середины соседних сторон 
п-угольника С, получим п-угольник 
О = Р.. .... О„). где О; — середина 
С;- С, г=2, ..., п; РБ, — середина 
стороны С,С.. Соединив теперь А; 
сВ,, В щиС,, аВ, —сО., получим 
граф степенн 5 с 4п вершинами. При- 
мер построения графа & 20 вершинами 
(для п = 5) изображен на рисунке 5. 

Покажем теперь как к уже пост- 
роенному графу с 4п вершинами мож- 
но добавить еще 2 вершины. 

Уберем одно нз внешних ребер 
графа с 4" вершинами. Теперь в гра- 
фе есть две вершины, из которых вы- 
ходит по 4 ребра — на рисунке 6 
это вершины А и В. Выберем точку 
на несоседнем ребре—точку С, и 
соединим ее с вершинами А и В. К 
вершинам исходного графа добавилась 
вершина С, из которой выходит 4 реб- 
ра. Уберем еще одно внешнее ребро 
и аналогично построим точку С’. 
Соединив точку С с точкой С”, полу- 
чим новый граф степени 5, у которо- 
го уже на 2 вершины больше, чем у 
исходного (см. рис. 6). 

Заметим, что описанное добавле- 
ние двух вершин к графу с 4п верши- 
нами возможно лишь в том случае, 
когда у исходного графа не меньше 
шести внешних ребер (поэтому-то на- 
ша конструкция и не дает способа 
построения для графов с 14, 18 ин 
22 вершинами). 

Итак, доказана 

Теорема 2. Число вершин пра- 
вильного графа степени 5 может быть 


4 


Рис. 6. 


любым четным числом, не меньшим 
12, кроме, быть может, 14 и 18. 

Перейдем теперь к правнльным 
графам степени 3 и 4. 

Теорема 3. Число вершин пра- 
вильного срафа степени 3 может 
быть любым четным числом, не мень- 
шим 4; число вершин правильного гра- 
фа степени 4 может быть любым 
числом, не менышим 6, кроме 7. 

Г. Графы степени 3. Как 
мы уже отмечали, у правильного гра- 
фа нечетной степени число вершин 
всегда четно — это вытекаег из чет- 


ности произведения В -Чеб У. Из фор- 
мулы (3) следует, что граф степени 3 
не может иметь меньше четырех вер- 
шин. Граф степени 3 с четырьмя вер- 
шинами изображен на рисунке 2. 
К любому же графу степени 3 всегда 
можно добавить две вершины, взяв 
произвольную его грань и соединив 


Рис. 7. 


Рис. 8. 


две неконцевые точки любых двух 
несовпадающих ребер этой грани. Тем 
самым теорема 3 для графов степени 
3 доказана. 

2". Графы степенн 4. 
Из формулы (3) получаем, что у пра- 
вильного графа степени 4 не менее 
шести вершин. Граф с шестью верши- 
намв изображен на рисунке 7. Из 
формулы (3) также следует, что у гра- 
фа степени 4 с числом вершин, строго 
большим 6, всегда имеется нетрехре- 
берная грань. Отбросим (см. рис. 8) 
ребро АВ этой гранн и соединим вер- 
шины А в В с любой точкой на не- 
соседнем с ребром АВ ребре (таксе 
ребро найдется, поскольку выбирает- 
ся нетрехреберная грань). Тем са- 
мым к исходному графу с числом вер- 
шин, строго большим 6, добавлена 
одна вершина (пример построения — 
на рисунке 8). Базисом индукцин 
может служить граф с 8 вершинами, 
нзображенный на рисунке 9. 

Итак, мы доказали, что существу- 
ют графы степени 4 с 6 вершинами и с 
любым числом вершин, не меньшим 8. 

Докажем, что не существует графа 
степени 4 с 7 вершинами. Для этого 
докажем, что такой граф содержит 
подграф, изображенный на рисунке 10, 
который, как известно, без самопересе- 
чений на плоскость не укладывается. 

Рассмотрим произвольную верши- 
ну А исходного графа и вершины 
А, А, А,, А х, с которыми она соеди- 
нена. Оставшиеся две вершины наше- 


Рис. 10. 


Рис. 9. 


го графа обозначим через А’и А”. 
Возможны два случая. 

Г’. Вершины А’и А” не соедине- 
ны между собой. 

Тогда, для того чтобы из А’и А” 
выходило по четыре ребра, они долж- 
ны быть соединены со всеми четырьмя 
вершинами А,, ..., А. (из вершины А 
уже выходят четыре ребра. В таком 
случае искомый подграф выбрать лег- 
ко: в качестве вершин 1 И, Ш] (см. 
рис. 10) можно взять вершины А, 
А’н А”, а в качестве вершин ТУ. \, 
У! — вершины А,, А,, А.. 

2. Вершины А’и А” соединены 
между собой. 

В этом случае из вершин А’ и А” 
выходит еще по три ребра к некото- 
рым из вершин А,,..., А.. Поэто- 
му хотя бы две из вершин А,, 

.. А. соединены ис А’, ис А". 
Пусть это вершины А, и А.. Рассмот- 
рим снова два случая. 

1} Одна из вершин Аз и А, соедк- 
нена ис А’, ис А”. В таком случае 
искомый подграф — это подграф с 
вершинами А, А’, А”, А,, А,, А.. 

2) А; и А, соединены ровно с од- 
ной из вершин А’ и А” каждая, 
скажем Ас А’, а А, с А”. Отбросим 
ребро АД, ин заменим два ребра 
А.А. *) и А.А” одним ребром А.А”. 
Искомый подграф получен — это под- 
И. с вершинами А, А’, А”. АД, А,, 


З 


Замечание. Из формул (3) п (!} 
следует, что правильый граф степени 5 
с 14 вершинами должен иметь лишь один 
четырехреберник и 22 трехреберника. Непо- 
средственным перебором можно убедиться, 
что такого графа не существует. 

Для графа степени 5 с 18 вершинами 
имеются три возможиости: 

}} 3 четырехреберника, 26 трехреберин- 
ков; 

2) 1 пятиреберник, | четырехребериик, 
27 трехреберников: 

3) |1 шестнребериик, 28 трехреберников. 

В этом случае иепосредственный пере- 
бор затруднителен, и вопрос о существовании 
правильного графа степени Бе 18 вершинами 
пока остается открытым. 


*) Ребро АзА 4, очевидно, должно суще- 
ствовать. 
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Е.Г Ниюив Равноправны ли 
все цифры? 


Результаты экспериментов 


Вопрос заголовка этой статьн выгля- 
дит странно: неужели какая-либо 
цифра достойна особого внимания? 
Чтобы проверить это, автор статьи 
повторил эксперимент современного 
американского математика Хэммин- 
га. Оба эксперимента заключались в 
следующем. Из нескольких справоч- 
ников по химин и металлургии слу- 
чайным образом было выбрано сто 
нменованных констант. В получив- 
шийся набор попали высота дымовой 
трубы одного из типов мартеновских 
печей, удельный вес каменной соли, 
теплотворность пропана и даже такой 
экзотический для неспециалиста па- 


раметр, как «константа скорости 
щелочного омыления» одного слож- 
ного эфира. Словом,  образовал- 


ся «винегрет» из самых разнообраз- 
ных величин. 

Чтобы их как-то — упорядочить, 
давайте условимся называть {-числом 
рсякое число, в старием  значащем 
разряде которого стоит цифра # 
{=1, 2, ..., 9). Так, число | будет 
1-числом, а 3,7 и 0,0371 будут 3- 
числами. 

На первый взгляд кажется, что 
наиболее естественно ожидать равно- 
мерного распределения констант по 
девяти группам, где в г-ю группу по- 
падают {-числа. Поскольку выбрано 
сто констант, у нас должно было бы 
получиться примерно по одиннадцать 
{- чисел для каждой цифры #. Конечно, 
надеяться при этом на точное выпада- 
ние числа 11 для всех цифр { нельзя 


1$ 


(это и невозможно, поскольку 9-11 5 
52 1600). Но вот как среди выбранных 
констант распределились #-числа на 
самом деле (см. таблицу): 


Количество {-чнсел 


Теорети- 


Хэмыннг ческое*)} 


Автор 


25 31 
17 
16 


1 
р. 
3 
4 
5 
Б 
7 
8 
9 


Как видно из средних колонок 
этой таблицы, {-чисел в обоих экспе- 
риментах было обнаружено больше, 
чем, например, 7-чисел. Чем это 
объяснить? Может быть, при осущест- 
влении экспериментов была бессозна- 
тельно проявлена «любовь» к цифре 1? 

Хэмминг не дал описания способа, 
которым сн пользовался, выбирая 
свои числа. Автор же выбор чисел 
производил примерно так. В течение 
некоторого временн он выписывгл 
первые шесть цифр семизначных но- 
меров своих денежных знаков; в ре- 
зультате образовался некий список 


*) О «теоретическом» количестве {-Чисел 
речь пойдет ниже. 


«случайных чисел». По первой цифре 
такого случайного числа выбирался 
справочник (справочники предварн- 


тельно были пронумерованы), по 
слелхющим двум цифрам — страни- 
ца; остальные три инфры соответ- 


ствовали номерам строки и столбца, 
из которых и бралось число. Строго 
следовать этому правилу, конечно, 
удавалось ие всегда. 

Поэтому приходилось применять це- 
лый ряд уточнений, по мы на инх 
останавливаться не будем. Во всяком 
случае ясно, что особое положение 
1-чнсел основано на чем-то более важ- 
ном, чем лишь на произволе экспе- 
риментаторов. 


В чем же дело? 


Всякая константа п справочнике по- 
лучается в результате некоторого 
измерения. Измерение же есть срав- 
нение с эталоном (кнлограммом, мет- 
ром, секундой). Учитываем ли мы 
где-нибудь использование конкрет- 
ных эталонов, считая естественным 
равномерное распределение Г-чисел 
среди выбранных констант? Нет. По- 
этсму можно ожидать, что вид этого 
распределения существенно ие изме- 
нится, ссли выбрать  амалогичные 
константы из американских таблиц, 
где используется, например, не метр, 
а фут. Ведь с «американской» точки 
зрения равномернсе распределение 
1-чисел столь же естественно. 

Как мы сейчас увидим, у нас 
нет  ссиований ожидать, что рас- 
пределение {-чисел получится равно- 
мерным как раз потому, что равно- 


мерное распределение не сохраняется 
при изменении _мачитаба измерений. 


Рис. 1. 


2 «Квант» № Ц 


Пронллюсгрируем это следующим 
примером. Создадим равномерное 
распределение г-чисел искусственно. 
Возьмем числовую ось и приложим 
к чей «требсику» с п зубцами (черная 
гребенка, рис. 1). 

Пусть нумерация зубиов гребенкн 
начниается с нуля, и  гребенка та- 
кова, что если ее нулевой зубец рас- 
положить против числа |, то нослед- 
ний ((л — 1-й) зубец ме «дотянется» 
до числа 10 на величину одного про- 
межутка между зубцами. Поскольку 
между зубцами гребенкн (пл — 1) про- 
межутков, то величина одного про- 
межутка равна 9/:. Следовательно, 
на числовой осн зубнам гребенки со- 
ответствуют числа 


жа +Ь-, Вен, ет, 


сбразующие — арифметическую . про- 
грессию. В этой групие чисел Г-числа 
распределены иримерно равиомерно: 
количество гчисел среди пих для 
любой инфры Г приблизительно рав- 
няется отношению п/Э9 (возможная 
ошибка здесь =1, почему?). 
Изменим теперь масштаб, умножив 
каждое число {1} иа иекоторое число 
а, причем 
ао (2) 
Посмотрим, как это умпожение 
повлняет на количество 1-чисел. Для 


них (только для них}, очевидно, имс- 
ем: 


ира #20. 


Следовательно, номера новых 
1-чнсел заключены в ме 
10 —2 
Эе < <“ т 


—————— ыыы 


пи почки -— = —=—=——м——— 
{ | | р 


! 


[цы 
10 И № 93 1 15 16 17 
а 


17 


и. поскольку А — целое, 1-чисел бу- 
дет примерно столько, какова длина 
интервала — около 1Он/За. Иными сло- 
вамн, количество 1-чисел возраста- 
ет примерно в 10/а>> 1 раз (причем эта 
оценка тем точнее, чем болыше 
число п). 

Итак, изменив масштаб в а раз 
2 = а< 10}, мы увеличим долю 
1-чиссл среди чисел набора (1), хотя 
в старом масштабе, по построению, 
1-числа ннчем не выделялись. Это и 
свидетельствует о том, что предполо- 
жение о равномерном распределении 
!-чисел — неестественно. 


«Логарифмический» масштаб 


На рисунке 2 изображены дес шкалы. 
Вместе они сбразуют как бы «табли- 
цу логарифмов». под всяким числом 
на верхней шкале (с перавиомерны- 
ми делениямн) можно внизу (на шкале 
с равиомернымн деленнями)  прочи- 
тат» десятичиый логарифм этого чис- 
ла, ин наоборот, — по логарифму, от- 
меченному на нижней шкале, легко 
найтн само это число на верхней шка- 
ле (которую поэтому логично было бы 
назвать шкалой антилогарифмюв, но 
мы будем называть се логарифмической 
шкалой). 

Логарифмнческая шкала обладает 
одним чрезвычайно важным свой- 
ством: изображенные на ней числа 
очень легко умножать и делить. 
Вспомним осповисе свойство лога- 
рифмов: 

аб = га-+ вЬ. 

Поэтому умножение чисел аи 6 

можно произвестн так: взять эти чис- 
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ла на логарифмической шкале, найти 
прямо винзу под ними ан 156, 
затем сложить найденные величины 
(ввиду равномерности нижней шкалы 
это значит— сдвинуться от точки \& В 
на расстояние 1 а) н, наконец, иро- 
читать результат на логарифмической 
кале (рис. 2). Направление сдвига 
определяется змаком числа в а: если 
ша > 0. сдвнг происходит вираво, 
если ва 0 — влево. (На этом 
приицине, кстати, основано устрой- 
ство логарифмической линейки). 

Вернемся, однако, к нашей гре- 
бенке. Будем считать, что гребенка 
приложена к нижней шкале, причем 
промежуток между зубцами равняет- 
ся п. Зубих с номером А па нижней 
шкале соответсгвует число т, а па 
логарифмической (верхней) шкале — 
число 


ук = 104, =0,1,....п—1. (3) 


Числа {3} образуют геометриче- 


скую прогрессию со знаменателем 
"п — 
‚ 10. Количество Гчисел среди них 


теперь уже зависит от Г. Грубо говоря, 
оно равняется отношению димы про- 


межутка нижней шкалы, соответст- 
вующего Г-числам логарифмической 
шкалы. к длине промежутка межлу 


зубцами, то ссть равно 
(Нет 1) — №0. 

Умножим теперь все числа (3} на 
а. Для этого нам нужно просто сдви- 
н\ть всю гребенку на расстояние 
а (в единицах нижней шкалы). 
Если для а выполнены неравенства 
{2}, то 1-числа, получивимеся после 
такого сдвига, будут находиться па 
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чо: 


логарифмической шкале в интервале 
от 10 до 20. Но длина этого интервала 
(в единицах нижней шкалы) равиа 
мантиссе числа |5 20, то есть она сов- 
падает © длиной интервала от единн- 
цы до двух (см. рис. 2). Поэтому с 
точностью до :=| количество 1-чисел 
останется прежним. На самом деле 
прн этом сдвиге сохраняется количе- 
ство Г-чисел для любого #, причем 
условие (2) на величину а можно отбро- 
сить. Попробуйте доказать это самосто- 
ятельно (см. задачу 2). 


Верно даже обратное утверждение 
(хотя дать его точную формулировку 
и доказательство не просто): всякое 
распределение 1-чисел, сохраняющееся 
при умножении на произвольное число 
а > 0, должно быть близким к «ло- 


гарифмическому» распределению, за- 
даваемому — гребенкой. 
Воспользуемся — «распределением 


гребенки», чтобы ответить на глав- 
ный вопрос статьи. Вспомним нашу 
таблицу (см. с. 16). В ее последней 
колонке указаны как раз количества 
г-чисел среди образующих геометри- 
ческую прогрессию чисел (3) при 
п 100. Мы видим, что 1-числа среди 
них действительно нреобладают и, 
кроме того, что все данные этого 
распределения довольно хорошо со- 
гласуются ©  экспернментальными. 


Это наблюдение позволяет предполо- 
жить, что распределение г-чисел среди 
образующих геометрическую прогрес- 
сию чисел (3) — наиболее вероятное 
(поэтому-то мы и назвали последнюю 
колонку таблицы «теоретической»). 


Удалось ли нам, однако, дока- 
зать гипотезу, что в пронзвольной 
таблице распределение Г-чисел будет 
соответствовать «логарифмическому» 
распределению? Конечно, нет. До- 
казать это в сбщем виде нельзя. Для 
этого нужны дополнительные пред- 
положения о характере случайности 
набора рассматриваемых констант. 
Отметим здесь только, что существуют 
таблицы именованных констант (на- 
пример, расписания поездов} с совсем 
нным распределением Г-чисел. 


>’ 


Предпочтительные числа 


Перед человеком, планирующим иро- 
нзводство, стоит задача: наметить вы- 
пуск варнаптов одного и того же изде- 
лия, отличающихся  тшипоразмерами. 
Например, электрические лампы бы- 
вают нужны мощностью от долей 
ватта (для освещения икал приборсв} 
до десятков киловатт (для огней 
маяков). Как составить набор тнпо- 
размеров, чтобы удовлетворительно 
обеспечить любую потребность? 

Конечно, хотелось бы, чтобы при 
этом количество типоразмеров не бы- 
ло чересчур большим. Для этого па- 
мечаемые варианты лолжны хоронНю 
соответствовать неизвестному нам 
распределенню возможных = потреб- 
ностей. Об этом распределении мы 
ночти ничего не знаем, но трудно по- 
вернть, что оно может сильно завн- 
сеть от применяемых единиц нзмере- 
НИЯ. 

Здесь уместно вспомнить гипоте- 
зу, высказанную нами в конце преды- 
дущего пункта, касающуюся  исклю- 
чительностн «логарифмического» рас- 
пределения г-чисел среди чнсел (3). 

Оказывается, в нашей стране вг- 
рнанты типоразмеров  зафикснрова- 
ны  снепнальным законодательным 
постановленнем: государственным 
стандартом (ГОСТ). С 1957 года в 
СССР действует ГОСТ 8032-56, со- 
гласно которому во всех отраслях 
промышленностн прн введенни нового 
тнпоразмера рекомендуется придер- 
жнваться некоторых вполне конкрет- 
ных коэффициентов: предпочтитель- 
ных чисел. 

Эти числа представляют собой ок- 
ругленные значения чисел логариф- 
мической шкалы, определяемых «гре- 
бенками», т. е. чнсел (3), прил 5, 0, 
20, 401 Множество предпочтительных 
чисел, соответствующее одной гребен- 
ке, называется рядом и обозначается 
через Кл. Букву К связывают сбычно 
с именем французского инженера Ц]. 
Ренара, прнменявшего в конце Х1Х 
века такие числа для подбора тол- 
щин аэростатных тросов. Вот как 
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выглядят ряды Ю5 и Ю: 


1.00 1.00 
1.25 
1.60 1.60 
2.00 
2.5 2.50 
3.15 
4.00 4. 00 
5.00 
6. 30 6.30 
8.00 
10.00 10.00 


В магазинах бытовых электротова- 
ров продаются лампы следующих 
мощностей: 15, 255, 40, 60, 100» 
150 и 200%. Читатель видит, что за 
исключением носледней величины это 
слегка подправленный ряд Кб. 

Если отказаться от слишком вы- 
сокнх требований к точности вычисле- 
ний, то можно считать, что произведе- 
ние предпочтительных чисел также 
является предпочтительным числом 
(почему?). 

Поэтому нредночтительнымн бу- 
дут площади (объемы) прямоуголь- 
НИКОВ (параллелепиледов), если 
только их линейпые размеры выра- 
жены предпочтителеными числами. 
То же самое справедливо для площади 
круга н объема цилиндра, поскольку 
предночтительнсе число 3,15 близко 
к числу л. Это — еще один аргу- 
мент за то, чтобы при составлении 
наборов типоразмеров использовать 
предпочтнтельные числа. 


Задачн 

1. Какая цифра встречастся чаше во 
втором значащем разряде именованкого чис- 
ла? 

2. Докажите «закои сохранения» количе- 
ства гчинсел при ‹логарифмическом» расирс- 
делении (с. 13). 

3. Докажите, что величина 


: ХХ, 
тах | пит [+ — 


15х10 


Ха ‘ х \ 
хх бр 
где | = хх, -.. = хп—55 ре 1Ю, прини- 
маст наименьшее возможное значение, когда 


числа хх образуют геометрическую прогрес- 
сию. 
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Несколько 
построений 
двусторонней 
линейкой 


1.,Дан квадрат со сто- 
роной 1. Покажите, что с 
помощью двусторонней лн- 
нейки можно построить: 
а) отрезки дли- 


ной ИЗин И б. 


6) равносторонний тре- 
угольник с ллиной стороны 1. 


2. В окружность, центр 
которой не указан, вписать 
правильный 3-2”-угольник, 
прн любом натуральном п. 


3. Дан равносторонний 
треугольник с длиной сторо- 
ны 1. При помощи двусторон- 
ней линейки постройте рав- 
носторонний треугольник с 


длиной стороны ИЗ. 


Д. Алясв. 


К механике 
буерного спорта 


В. Н. Ланге, Т. И. Ланге 


Буер — это установленная на конь- 
ках платформа, на которой укрепле- 
на мачта с парусом. 

Первые спортивные гонки на буе- 
рах в России состоялись в 1890 году 
в Петербурге. С начала ХХ века 
буерный спорт приобретает большую 
популярность, особенно в Прибал- 
тнке. С 1947 года регулярно проводят- 
ся чемпионаты СССР по буерному 
спорту. 

Буерные гояки — очень красивое 
зрелище. Стремительно скользят на 
металлических полозьях по гладкой 
ледяной повёрхности легкие бело- 
крылые платформы. Скорость буера 
при умелом управлении достигает 
100 км. И вот что поразительно: 
еслн в это время измерить скорость 
ветра, она может оказаться в два, 
а то н в трн раза меныше! 

Получается, что не имеющий соб- 
ственного двигателя буер обгоняет 
ветер! Каким же образом? Ведь раз- 
гон происходит за счет силы давле- 
ния на парус со стороны воздуха. Ка- 
залось бы, наибольшая скорость, ко- 
торой можно достигнуть, это скорость 
ветра. Но не надо забывать, что буер- 
ным парусом можно управлять. Имен- 


но ‹парусмые маневры» и позволяют 
достигать «сверхветровых» скоростей. 

Чтобы разобраться в механизме 
разгона буера, рассмотрим следую- 
щий пример. 

Пусть по прямолннейным направ- 
ляющим ММ№ и РО (см. рисунок) 
может скользить брусок АВСО, гра- 
ни которого АВ и АО образуют угол 
а. Трение между бруском и направ- 
ляющимн настолько мало, что уже 
ничтожное усилие приводит к пере- 
мещению бруска. Пусть в точке О 
в направлении, указанном на рисун- 
ке стрелкой, на брусок действует 
некоторая постоянная сила. Напрн- 
мер, на грань АР давит стержепь. 
Вследствие незначительности сил со- 
противления брусок придет в движе- 
нне даже при легком воздействии, и 
за то время, пока конец стержня 
пройдет путь ОО’, брусок перемес- 
тится по направляющим на расстоя- 


ние, равное АД’, заняв положение 
А'В'С'О'. Нетрудно видеть, что 
АА" 0. 
{а ° 


Будем для простоты считать дви- 
жение стержня ин бруска равномер- 
ным. Поделив обе части равенства на 
время движения {, ползучим связь 
между скоростями бруска п стержня: 

о 
Обр (= 
Отсюда видно, что при 0<а < 45 
скорость бруска будет превышать еко- 
рость стержня, поскольку аж 1. 

Теперь вернемся к буеру. Если 
счнтать, что полозья буера располо- 
жены по линиям ММ и РО, его парус 
установлен в направленни АР, а 
ветер дует вдоль ОО’, то, очевидно, 
для соотношения между скоростями 
буера н ветра можно получнть анало- 
гичиое выражение: 

в 
Тео * 


с 


Мы рассмотрели лишь случай, ког- 
да ветер дует перпендикулярно курсу 


буера; анализ остальных читателю 
предоставляется выполнить — само- 
стоятельно. 
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ЛАБОРАТОРИЯ 
*НВАНТА- 


Отражательные 
е] поляризаторы 


М. П. Головей 


Наблюдая солнечные зайчики, отра- 
женные от стекла или от поверхности 
воды, вы, быть может, никогда ие за- 
думывались над тем, что же пред- 
ставляет собой отраженный свет. На 
нервый взгляд кажется, что отражен- 
ный луч ничем, кроме направлення, не 
отличается от луча падающего. На 
самом же деле это не так. Причина 
этого в поперечности световых волн. 

Еще в 1808 году французский уче- 
ный Этьен-Луи Малюс обнаружил, 
что свет, отраженный от стекла, час- 
тично поляризован. Это означает, 
что интенсивность волн, составляю- 
щих отраженный свет, уже не одина- 
кова для колебаний разных направ- 
лений, как у естественного света. 
Появляется избранное направление. 
В отраженном луче интенсивность 
волн с этим направлением колебаний 
максимальна, а интенсивность воли 
с направлением колебаний, перпен- 
днкулярным избранному, минималь- 
на. Частнчная поляризация света име- 
ет место при зеркальном отраже- 
нин от границы двух любых диэлек- 
триков. 

Как же свет поляризуется при от- 
раженин, и от чего завнсит степень 
поляризации? Чтобы понять это явле- 
ние, познакомимся с ним подробнее. 

Посмотрим через поляризатор на 
блик света, отраженного от стеклян- 
ной пластинки под болыним углом. 
Поворачивая поляризатор вокруг его 
©и, можно убедиться, что отражем- 
ный луч частично поляризован с пре- 
нмущественным направлением колеба- 
ний, перпендикулярным плоскости 
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падения (плоскости, содержащей 
луч света и пормаль к поверхности). 
Преломленный луч также частично 
поляризован, хотя обычно и в мень- 
шей степени; пренмущественное на- 
правление его колебаний нараллель- 
но плоскости падения. 

Пусть свет падает на поверхность 
диэлектрика под углом Фф (ф — угол 
между направлением луча и периен- 
дикуляром к поверхности). Если угол 
падения ‹ = 4ь такому, что 

19, = 
(п — показатель преломления среды), 
то отраженный луч полностью поля- 
ризован. 

Это условие называется законом 
Брюстера по нменн ученого, открыв- 
шего этот закон. Угол Ф, называют 
углом Брюстера или углом полной 
поляризации. 

Если угол падения не равен че, 
свет поляризуется частично, причем 


Рис. 1. 


тем меньше, чем болыше отклонение 
угла падення от угла Брюстера. 

Даже при перпендикулярном па- 
дении света на стекло внутрь стекла 
проходит только 96% падающего све- 
та. Плоскопараллельная пластинка 
имеет две поверхности, следователь- 
но, даже если пренебречь поглоще- 
нием света в стекле, она пропускает 
не более 92% падающего на нее 
света. А ведь современные объек- 
тивы и оптические приборы могут 
состоять из десятков оптических де- 
талей. Поэтому ясно, какую важную 
роль должны играть в технике вонро- 
сы, связанные с изучением отраже- 
ния света от границы двух днэлек- 
триков. 

Поляризатор изготовить самим 
можно довольно просто. Показатель 
преломления обычного стекла равен 
примерно 1,5—1,6. Угол Брюстера 
в этом случае составляет 56 —58. 
Значит, любой кусок листового стек- 
ла, наклоненный так, 
падал на него под углом 56° к нор- 
мали, будет служить достаточно хо- 
рошим поляризатором, н с его по- 
мощью можно наблюдать все эффекты, 
связанные с полярнзацией света. Еще 
более удобными поляризаторами мо- 
гут служить. непрозрачные темные 
диэлектрикн, например, черное стек- 
ло или засвеченные и проявленные 
негативы. В этом случае наблюдению 
не мешает проходящий сквозь пла- 
стинку свет. Одна из возможных 
конструкций отражательного полярн- 
затора приведена на рисунке |. По- 
лярнзатор состоит нз цнлиндрнческо- 
го или прямоугольного корпуса, ко- 
торый можно склеить из картона 
и покрасить нзнутрн черной краской. 
Под углом, равным 90” — фо = 30’ 
к оси корпуса, укрепляется стеклян- 
ная пластинка или зачерненный не- 
гатив. Сбоку в корпусе делается от- 
верстие для наблюдения. Луч света, 
направленный вдоль оси корпуса, 
падает на стекло или какой-нибудь 
другой днэлектрик с гладкой поверх- 
ностью под углом Брюстера и наблю- 
дается глазом через отверстие в кор- 


чтобы свет“ 


пусе. Имея пару такнх поляризато- 
ров, можно, например, проводить 
исследование аннзотропин матерналов. 

Пользуясь законамн отражения 
света, можно нзготовить поляризато- 
ры и несколько другой конструкции. 

Так как свет, отраженный от гра- 
ницы двух диэлектриков, поляризо- 
ван с нренмущественным направле- 
нием колебаний, перлендикулярным 
плоскостн падения, то и преломлен- 
ный луч должен быть поляризован. 
Прн падении под углом Брюстера 
поляризация преломленных лучей ма- 
ксимальная, но далеко не полная. 
Свет, проходящий через границу в0з- 
дух — стекло, заметио поляризован. 
Если свет проходит внутрь плоско- 
параллельной пластинки, то на вто- 
рой поверхности вновь происходит 
преломленне под тем же углом Брю- 
стера, н полярнзация прошедшего че- 
рез пластинку света еще увеличивает- 
ся. Если сложить последовательно 
несколько пластинок (несколько сло- 
женных пластинок называются сто- 
пой), то поляризация проходящего 
света будет быстро возрастать нпнрн 
увелнченин числа пластинок в стопе. 
После прохождения 8—10 пластинок 
и прошедший, и отраженный свет 
будут практически полностью поля- 
ризованы. Интенсивности отражен- 
ного н прошедшего пучков в этом 
случае равны между собой и состав- 
ляют каждая половину интенснвно- 
стн падающего света (если, конечно,. 
можно пренебречь поглощеннем в сте- 
кле). Оправу для такого поляризато- 
ра можно также скленть из картона, 
только наблюденне следует вести те- 
перь вдоль оси корпуса, на просвет. 
Многие изотропные прозрачные ма- 
териалы, напрнмер, стекло, — по- 
лиэтнлен, целлофан, могут приобре- 
тать заметную аннзотропию под дей- 
ствнем внешних механических на- 
грузок или под действием внутренних 
напряжения, возникающих при нх 
изготовлении. Если такне матерналы 
поместить между скрещенными поля- 
ризаторамн н рассматривать в про- 
ходящем свете, можно увидеть на 
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Рис. 2. 
участках с иеодиородностями цвет- 
ные полосы нли пятка. В качестве 


отражательного поляризатора удобно 
использовать стопу, сделанную из 
стеклянных пластинок. 

Появление окраски связано © тем, 
что поляризованный свет, попадаю- 
щий на анизотропный сбразец из 
первого поляризатора, распадается в 
образце па два пучка, имеющие раз- 
ные скорости распространеняя н вза- 
имно перпендикулярные направлення 
поляризации. На выходе из исследуе- 
мого образиа эти два пучка склалы- 
ваются. Поскольку скорости этих лу- 
чей в образце были разными, лучи 
приобретают разность фаз, величниа 
которой зависнт от величины анизо- 
тропин образца и от длиимы волны 
падающего свега. Поэтому, склады- 
ваясь, лучи света дают нитерфереи- 
пионную окраску. 

Рассматривая между поляризато- 
рамн разные прозрачные предметы. 
вы легко обнаружите изделия с онти- 
чески анизотронными участками. По- 
смотрите, как красиво выглядит меж- 
ду поляризагорами донышко стакан- 
чика от кофейной мельницы (рис. 2}. 
Обыкновенный целлофан, полнэтиле- 
новая иленка, слюда прнобретают ок- 
раску, похожую иа окраску мыльлых 
пленок или нефтяных пятен на воде. 
Из кусочков таких материалов можно 


изготовить мозаичный орнамент или 
небольшую картинку, причем нуж- 
ный цвег можно подбирать вращением 
отдельных кусочков вокруг оси или 
накладывая их друг на друга. Таким 
способом изготовлена из цнеллофана 
картинка, показаниая на рисунке 3. 
Целлофан был взят из обычных упа- 
ковочных пакетиков, в которых в 
магазинах продают конфеты. Не- 
сколько труднее сделать картинки 
из полиэтиленовой пленки. Чтобы 
окраска пленки была достаточно яр- 
кой и сочной, пленку необходимо пре- 
дварительно сильно растянуть. 

Можно наблюдать и поляризацию 
рассеянного света. 

Возьмите какой-нибудь сосуд с 
прозрачнымн стенками любой формы: 
циаиндрический стакан, сферическую 
колбу или кювету с плоскими стеика- 
ми, пол-литровую или литровую стек- 
лянную банку. Можно взять и бутыл- 
ку из неокрашенного. стекла. Напол- 
инте сосуд водой, затем добавьте в 
него несколько капель чернил нли 
туши п размешайте. Осветите сосуд 
каким-нибудь источником,  создаю- 
щим направленный пучок света, на- 
пример, электрическим фонарем, диа- 
нлн кинопроектором. Взвеменные в 


воде мелкие частицы будут заметно 
рассенвать свет. Сосуд лучше всего 


Рис. 3, 


ставить как можно ближе к источни- 
ку света, чтобы диаметр пучка был 
минимальным. Чтобы не было мешаю- 
щих наблюдению бликов света от 
стенок сосуда, лучше всего на фонарь 
или проектор наклеить бумажи\ю 
диафрагму, так, чтобы поперечный 
размер светового нучка был в ис- 
сколько раз меньше диаметра сосуда. 

`Если смотреть перпендикулярно 
направлению распространения света, 
то вы увидите след луча в колбе. 
Это и сесть рассеянный частичками 
свет. Наблюдая его через поляриза- 
тор, можно сбнаружить, что он пло- 
скополяризован, псскольку при вра- 
щении нполяризатора след и\чка света 
в колбе погасает два раза за один обо- 
рот поляризатора. То же самое об- 
наруживается, если смотреть на со- 
суд вертикально сверху нли снизу. 

Такой же эффект можно наблюдать 


и при рассеянии солиечного света 
в атмосфере. 
Свойство сета  поляризоваться 


при отраженни от диэлектрика широко 
нспользуется в технике, некоторые 
сссбениости этого явления вы можете 
наблюдать и сами. Пользуясь поля- 
ризаторами, можно устранить ИЛИ 
ослабить свет, отраженный ©г стекла, 
эмали, нластмассы, асфальта, жидко- 
стей п других неметаллических по- 
верхностей. Например, при фотогра- 
фированин можно ослабить или со- 
Рсем \брать блик от стекол очков, 
мешающих видеть глаза; отражение 
неба в окоиных стеклах здапий или 
на воде; блики, загрудняющие рас- 
‹матривание застеклеиных картин 
нлни вещей в витринах и так далее. 

Очень интересные эффекты мож- 
но получить при наблюдении и фотс- 
графировании поверхностей водсемсв. 
При наклонном падении света па 
новерхность воды часть его зеркально 
отражается и слепит глаза, засвечи- 
вает фотоплеику, мешает иаблюдать 
подводные сбъекты. Однако, ссли вос- 
пользоваться соответствующим  сб- 
разсм ориентированиым поляризато- 
ром (нужная степень гашения бликсв 
достнгается просто вращеннем поля- 


ризатора вокруг его оси). большая 
часть зеркально отраженного света 
будет поглощаться, н соотношение 
яркостей предметов намиого улучшят- 
ся. Поэтому поляризаторы яеобходи- 
мы летчикам при наблюдении © само- 
лега за подводными лодками. 
‚Тистья деревьев и трава частично 
поляризуют наклонно падающий свет. 
Иптенсивность отраженного листьямн 
излучения солица и неба имеет нан- 
большую величину при таком на- 
клюне листьев, ири котором зеркаль- 


но отраженный свет направлен в 
сторону паблюдателя. Сквозь ней- 
тральные (серые) поляризационные 


солнечные очки окраска листьев, тра- 
вы ин цеетов мягче и насыщеннее, чем 
без поляризаторов. 

Окна низ ноляроидов примевяются 
о диспетчерских баниях аэропортов 
для \лучшения видимости посадки 
и взлета самолетов. Поляризаторы 
используются также па сборочных 
линиях н при проверке Качества 
изделий для улучшения видимости 
мелких дефектов. Поляризационные 
особениссти ограженного света ис- 
нолъзуютея даже п рыбиой промынн- 
ленностн для защиты глаз от бзеска 
рыбной чешун при сортировке рыбы 
на иромыслах. 

На практике мы довольно часто 
сталкиваемся пе с естествениым, а с 
частично поляризоваиным светом. Из- 
готовнв поляризаторы, вы нм сами смо- 
жете в этом легко убедиться. 


МАТЕМАГИЧЕСНИЙ 
КРУЖОК 


(дна задача 
о расположении точек 


Г. А. Тоноян 


Пусть на плоскости даны п точек, 
никакие три из которых не лежат 
на одной прямой (только такие мно- 
жества точек мы и будем рассматри- 
вать}. Ясно, что сели п >> 3, то можно 
найтн простейший выпуклый *) мно- 
гоугольник — треугольник — с вер- 
иннами в трех из этих точек. 

А всегда ли при п>3 можно 
найти выпуклый четырехугольник с 
вершинами в этнх точках? Если п = 4 
и точки являются вершинами не- 
выпуклого четырехугольника, то сде- 
лать это не удастся. Если же п > 5. 
то при любом расположении точек 
найти выпуклый  четырехугольник 
можпо. Действительно, если выпук- 
лой оболочкой пашего множества **) 
является А-угольник, где # >> 3, все 
в порядке — любые четыре вершины 
этого К-угольника являются верши- 
нами искомого  четырехугольиика. 
Пусть А = 3, выиуклой оболочкой 
является треугольник АВС. Тогда 
найдутся по крайней мере две точ- 
ки — О п Е, — лежащие внутри это- 
го треугольника (см. рис. 1). Пря- 
мая ОЕ не проходит через вершины 
греугольника АВС. Поэтому две из 


*) Напомним. что выпуклым пазывастся 
многоугольник, который вместе с каждыми 
двумя точками содержит соединяющий их 
отрезок. 

**) Выпуклой оболочкой множества то. 
чек на плоскости называется минимальный 
выпуклый многоугольник, который них со- 
держит. Поскольку пересечение двух выпук- 
лых многоугольников является выпуклым 
многоугольником, это определение корректно. 
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верни этого треугольника (‹кажем, 
А и С) находятся по одну сторону 
от прямой МОЕ. Следовательно, 
АСЕР — выпуклый — четырехуголь- 
ИНК. 

Итзк, достаточно, чтобы п было 
больше четырех. 

А каким должно быть п, чтобы 
можно было выделить выпуклый ня- 
тнугольник? Выяснение этого вопро- 
са и является нашей целью. 

Заметим, что п должно быть боль- 
ше 8, как это ясно из рисунка 2. 
Поэтому, еслн мы докажем, что мно- 
жество точек, никакие три из кото- 
рых не лежат на одной прямой и ин- 
какие пять из которых не являются 
вершинами выпуклого пятиугольни- 
ка, содержит не больше восьми точек, 
то задача будет полностью решена. 

Пусть М№ — таксе миожество то- 
чек. 

Обозначим через К его выпуклую 
оболочку, через 1. — выпуклую обо- 


Рис. №. 


рис. 2. 


лочку множества АК — множе- 
ства, получающегося удалением из № 
его подмножества К. а через Л — 
множество (АА) РЁ. 

Рассмотрим следующие возмож- 
ности: 1) множество М пусто; 2) мно- 
жество М состоит из единственной 
точки; 3) множество А содержит не 
менее двух точек. 

1) Множество М пусто. Тогда № 
содержит только вершины  многс- 
угольников К и /., то есть ве больше 
8 точек (поскольку каждый из мчого- 
угольников А и [. является треуголь- 
ником или четырехугольниксм). 

2} Множество М содержит един- 
ствениую точку; обозначим ее через 
Р. Если 1! — четырехугольник, то 
проведя одну его диагональ, мы разо- 
бьем его на два треугольника; точ- 
ка Р лежит внутри одного из них 
(рис. 3}. Обозмачим уершины этого 
треугольника буквами А, В, С. Если 
же РЁ — треугольник, то сбозначим 


Рис. 3. 


Рис. 4. 


его вернишы через А, В, С; точка Р 
лежит внутри этого грехгольиика. 

В любом случае средн  пер- 
шин многоугольника /. найдутся та- 
кие три зершнны А, В, С, что Р— 
внутренияя точка треугольника АВС. 

Проведем из точки Р л\чи РА, 
РВ. РС. Они разбивают плоскссть 
на три угла АРВ, ВРС, СРА. Легко 
вндеть, что в каждом из этих УГЛОВ 
содержится не более одной гериины 
многоугольника К. В самом деле, 
пусть, например, угол АРВ содержит 
две вершины мисгоугольмника Л, 
а значит, содержит некоторую сто- 
рану ЮО миогоугольника К. Тогда 
точки А, Р, В, (, Ю являются верши- 
нами пынуклого — пятниугольника 
(рис. 4), что невозможно. Поэгому 
К имеет самое болышее трн вершины 
(по одной в каждом из рассмотренных 
хглов). \оскольку [ имеет, самое 
болышее, четыре вершины, п М, по 
предположению, сосгоят из одной точ- 
ки Р, множество № содержит не более 
восьми точек. 

3) Множество М содержит не ме- 
нее двух точек. Обозначим через Е 
и Е любые две точки множества М. 

Предноложим сначала, что 1/1. — 
четырех» гольник, Прямая ЕР не про- 
ходит через вершины МНПОГОУГОЛЬИН- 
ка /. и нересекает две его стороны. 
Еслн бы ЕЁ пересекала две смежные 
стороны четырехугольника /. (рис. 5), 
то три другие вершины В, С, В 
четырехугольника /. вместе с Еи РЕ 
были бы вершинамн выиуклого пягн- 
угольника. Следовательно, ЕЁ пересе- 
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Рис. 5. 


кает две противоположные 
четырехугольика /.. 

Пусть, например, луч ЕР пересе- 
кгет сторону АВ, а луч РЕ пересекаег 
сторону СО (рис. 6). Проведем лу- 
чи РА. ЕВ, ЕС и ЕР. Вместе с отрез- 
ком ЕЁ они разбивают плоскость 
на 4 частн. Если бы внутри угла АРВ 
(являющегося одной из этих четырех 
частей} лежали две вершины много- 
угольиика А, а значит, и иекоторая 
сторона ТЮ многоугольника К. то 
точки А, РЁ. В, Т. Ю были бы веринн- 
нами вытуклого пятиугольника 
(рис. 7). Следовательно. внутри Уг- 
ла АРВ лежит ие больше одной вер- 
шины многоугольника К. Точио так 
же, внутри угла СЕЛ лежит не болыне 
однсй вершины многоугольника К- 
Что же касается оставшихся двух ча- 
стей, то в иих восбще не могут расис- 
лагаться вершины миогоугольника К 
(нначе вместе с точками А, Р, Е. В 
или В, Г, ЕЁ, С оши образовали бы 
выпуклый пятиугольник, рис. 6). По- 


стороны 


Рис. 6. 
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Рис. 7. 


лучается, что К имеет не бодее двух 
вершин (по одной внутри углов АЁВ, 
СЕР), что невозможио, так как К — 
треугольинк или  четырехугольник. 

Предноложим, наконец, что {., — 
треугольник. Прямая ЕЁ отделяет 
одну вершину этого треугольника. 

Пусть, например, луч ЕЁ пересе- 
кает сторону АВ. а луч ЕЕ — сторону 
АС (рис. 7). Рассуждая, как и преж- 
де, пайдем, что в углах АЕС и АРВ 
содержится пе болыне чем пою одной 
вершине многоугольника К, а часть 
плоскости, ограниченная лучами ЕС, 
ЕВ и отрезком ЕЁ, совсем не содер- 
жит вершин многоугольника К. 

Игак, предположение, что М со- 
держит не менсе двух точек, приво- 
дит к протнворечню. Если же М 
пусто или содержит одну точку, то № 
имеет не более восьми точек. Элим 
н завершается доказательство. 


Упражнения 


!. Докажите, что если все четырехуголь- 
ники © вершинами п некоторых и точках — 
нынуклые, то эти п точек являются перши- 
памн выпуклого и-уГольника. 

2- На плоскости дано л точек. Докажите, 

ь. 
что существует не менее —— 


выпуклых 


четырехугольников с вершинами в этих точ- 
ках. 

3. На плоскости дано бесконечное мпо- 
жество точек. Докажите, что при любом Ё 
найдется выпуклый А-угольник © вершинами 
п этих точках. 

{Напоминаеём. что рассматриваются толь- 
ко такие множества точек, в которых пика- 
кие три точки не лежат на одной прямой.) 


Шашечная головоломка Сэма Лойда 


Старина Руб Перкинс, в течение сорока лет никому не уступавший звание 
чемпнона своего округа по шашкам, однажды вышел из себя вундер-кинд- 
четвероклассник нанес ему решительное поражение. Когда же вундер- 
кинд во второй партии выиграл у Перкинса три шашки за одну, чемпион 
окончательно потерял голову и, прервав игру так, как это показано на 
рнсунке, поклялся никогда больше не садиться за доску. 

Попробуйте-ка вновь скленть шахматную доску из восьми имеющихся ее 
кусков. Для этого нет необходимости вырезать куски из рисунка. Скопи- 
руйте их или перенесите на кальку. 
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задачник пфанта 


Решения задач мз этого номера можно посылать не позднее 1 января 1976 г. по 
адресу: 113035, Москав, №-35, 6. Ордынка, 24/46, журнап «Квант». После адреса 
на комверте напишите, решения каких задач явы посылаете, например: „Задач- 
ммк „Квантах, №354, М352» млм и... 2363». Решенма задач по каждому из пред- 
метоя [математине м физике), а также новые задачм просьба присылать в отдель- 
ных конвертах. Задачи мз разных номеров журнала присылайте также в разных 
конвертах. Е письмо вложите коняерт с напысамным на нем вашим адресом [а этом 
конверте явы получыте результаты яашых решения). Услоама орнгинальных задач, 
предлагаемых для публикацим, присылайте в двух энземпларах вместе с вашими 
решенмамк этых задач (на конверте пометьте: „Задачнмк «Каанта», новая задача 
ло физмкех мли «..новая задача по математикек). После фОормулировекм задачм мы 
обычно умазыевем, кто предпожил нам эту задачу. Разумеется, не все эты задачы 


публикуются яапервые. Намбопее трудные задачм отмечены звездочкой. 


Задачи 


М351—МЗ55; ФЗ63—ФЗ67 


М351. Восстановите треугольник, ес- 
ли на плоскости отмечены три точки: 
О — центр описанной окружности, 
Р — центр тяжеств и Н — осиова- 
ние одной из высот этого треуголь- 
ника. 


АГ. М. НИмершивили 
(пченик 9 класса. Тбилиси} 


МЗ52 *. Пусть п — 
для которого 
п < (45-7 19751 ° < и- 1. 


Докажите, что л нечетно. 
Я. К. Фоддеасв 


МЗ53 *. Путь АВСР — произволь- 
ный тетразэдр. Докажите, что: 

а) сумма двугранных углов тет- 
раэдра, ребрами которых служат АВ, 
ВС, СР п рА, меньше 2л; 

6) сумма всех двугранных углов 
тетраэдра больше 2л, но меньше Зл; 

в) сумма косинусов всех двугран- 
ных углов тетраэдра положительна 
п не превосходит 2, причем эта сумма 
равна 2 в тсм и только в том случае, 


целое число, 
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когда все грани тетраэдра — кон- 
груэнтные треугольники: 

г) если |[АВ; т [СБ] = [ВС -- 24|, 
то сумма двугранных углов с ребрами 
АВ и СОР равна сумме двугранных 
углов с ребрами ВС и АБ. 

Н. Ф. Шарыгин 


МЗ54. Можно ли расставить числа 
1, 2, 3, ..., 41-2 в вершинах и 
серединах старон правильного 
(2я -Р 1)-угольника так, чтобы сумма 
трех чисел, стоящих в концах и сере- 
дине каждой стороны, была для всех 
сторон одинаковой? 
Рассмотрите в качестве примеров 
случан п = 3, п== 8. 
С. Т. Берколийко 


МЗ55. № ребят перекидываются № мя- 
чами. В начале игры каждый из них 
бросает свой мяч кому-нибудь из 
своих товарищей н сам ловит брошен- 
ный кем-нибудь мяч (он может под- 
броснть н поймать свой собственный 
мяч) так, что снова у всех оказывает- 
ся по мячу. Затем ребята опять бро- 
сают мячи тем же, кому они бросали 
чх в первых раз, и так далее. Игра 
останавливается, когда все мячи вер- 


нулись к своим владельцам (чтобы 
мячи не перепутались, будем считать 
их разноивегинымн). 

Докажите, чго 

а) к каждому из участников мяч 
вернется внервые не более чем через 
А бросаний; 

6) игра обязательно закончится; 

в)* для 5. (О и [5 участвиков она 
может закончиться самое болышее че- 
рез соответственно 6, 30 и 105 броса- 
ний (а какова максимальная возмож- 
ная длительность игры для № -7, 
№=-8, №9 20?) 

г)* длительность игры всегда яв- 
ляется делителем чнела №! =1.2.-.-№; 

д)* длительность игры не может 
превышать 3№/3. эго 


Ф363. На цилин др измотаны нити, 
как показано на рисунке |. Правые 
концы нитей гянут со скоростью #,. 
н левые — со скоростью и.. С какой 
угловой скоростью вращается ири 
этом цилиндр вокруг своей осн? Ра- 
динус цилиндра равен К. 


Фз64. Каким должен быть коэф- 
фициент трения А резины о внениюю 
поверхность конуса с углом при вер- 
иние 2“, чтобы могоциклиет мог 
двигаться во цоверхности конуса но 
горизонтальной окружности радиу- 
са Ю со скоростью и (рис. 2)? 


ФЗ65. Цайги емкость системы коц- 
денсаторов, соединенных так, как но- 
казано на рисунке 3. 

В. Е. Белюнцуикин 

$366. Колба-тар емкостью \_ 

= | 4 была откачана и закрыта. На 
стенках колбы остался мономолеку- 
лярный слой воздуха. Оценить давле- 
ние, которое будет в колбе, нагретой 
до 300 С, если известно, что при та- 
кой температуре сгенки колбы пол- 
ностью обезгаживаются. 

1. В. Митрофинон 


Фз67. Постронть изображение 
квадрата, даваемое собирающей лин- 
зой (см. рис. 4. Середина сгороны 
квадрата, лежащей ва главной оптн- 
ческой оси линзы, находится от линзы 
на расстоянии. равном фокуемому. 


Рис. |. 


Рис. 4, 
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Решения задач 


М314, МЗ16, МЗ17; $322—Ф327, ФЗ29 


№314. Среди вкех 9-значных 
чисел. а десятичной записи 
которых нет цифры 0, най- 
ти такое, для которого раз- 
ность между самим числом 
п произведением его цифр 
а) наименьшая; 

6) наибольшая: 

Каков будет ответ для п- 
значных чисел при аюбом п? 


Будем решать задачу сразу для п-значных чисел. 
Начнем с задачи а). Пусть искомое число — обозначим 


сго черсз А — записывается цифрами а:, ...-, аи: А = 
=а;, -.. аи. Тогда. 
А жа, Юм--1-- аз. 0—2 -|- ...-- ал, 1 -Г ал- 


Обозначим разность между числом А и произведением его 
анфр через В: 

В -= а. 107 —1 +1...) ал Ю-На, — а, -ао -...-@д- 

Покажем, чго если В — нанменышая разность, то у чис- 
ла А не может быть одновременно двух цифр, отличных от 
сднинцы или девятки. 

В самом деле, пусть есть две такие цифры: а» на. Тот- 
да, увеличив, а затем умемьшив цифру ад иа еднинцу, мы 
можем составить новые два п-значиые числа (средн цифр ко- 
торых не будет нулей): 


А, == а. а -—1-...-- (ав -Е1)- 10 —#--...-- ап -10 + ай; 


Аз -= ал. 10-1 ав 9-10" -—#-- ал: 10-Нал. 


Запншем разности В; н В, между числами Аз, Аз и 
произвеленнем их цифр: : 


В, == А-а, -... (ав с 1)... али @д == 
И)" 10-Е а ок ацьа, дтн = 
= В-- (10*-А — Ст... Яра... Ча); 

В, = А, а,....- (чл —!)..... @п—-ая = 


== В (—107 -* --а,-... ак, - аку... ад). 
По предположению В — наименьшая разность; поэтому 


одновременно должны выполняться иеравенства В = В, 
и В=В,: 


] 10" —д,-...-@к-а-ацьи"... аи 20, 
\ —10"—* -1- @1*... "Чаи -@рчт-.-.-@а 2 0. 
откуда 
а, .- --@—-@кж,"--.-@д = Ю-. (1) 
Точно так же получим, что 
@у-.-- ааа, +в д = 10" -1. (2) 
Деля (1) ва (2). получаем: 
п 10-й ЦВ 
че (и, 


мо этого быть не может, поскольку а; и ак — натуральные 
числа, меньшие Ш. 

Значит, у искомого числа одновременно двух цифр, от- 
личных от | и 9, ‘быть не может. 

Предположим, что у искомого числа есть одна цифра, 
отличная от | н 9,— пусть это цифра ал—р. Тогда, как и вы- 


ше, имеем 
ОР = ат... .а 


. .....А 
д—р—1 п-т п’ 


3 «Квант» Ми 


де цифры ал, -..-, Яп-р--1, @л-рча, ‹: о. @л Равпы либо 1. 
либо 9. Но при р -> | такого равенства быть не можст: левая 
часть его делится на 10, а правая — ме делится. 

Если жер - 0, то тогда все цифры а,,..., ал—, долж- 
ны быть единицами, а цифраа»„ может быть любой. Само чис- 


ло при этом имеет вид |1...1а„ Отметим, что разность 


н-\ 
между числом такого внда п произведением его иифр постоян- 
на и не зависит от последней цифры ал: 


1...1а, — \-...-Й -@л = 1...10. 


— — —— 


н-1 п-т 


Ниже мы покажем, что именно эта разность и является 
наименьшей (то ссть, что числа вида |...1а,„ — искомые). 


и—} 

Итак, если у искомого числа есть цифра, отличная от | 
н 3. то оно обязательно вида |.. Лад. 

Предположим теперь, что все цифры искомого числа — 
единицы или девятки. Пусть это число состоит из & девяток 
ни # единиц. Тогда произведение его пифр равно 9^ — 
постоянному числу. и для того, чтобы разиость между са- 
мим числом п произведением его цифр была наименьшей, 
нужно, чтобы само число (составленное из А девяток ип — # 
единиц} было наименьшим. 


Понятно, что таким числом будет число 1...! 9...9 


п—№ й , 
у которого все сянниипы стоят в старших разрядах. , 
Составим разность 


8" =1...19...9—9*. 


п—& Г 


Возьмем тсиерь число, у которого па одну единицу больше; 
|... 19...9. Для иего соответствующая разпость равна 


—— —— 


ПВ -Е 1 


Сранинм 8” и В”: . 
В* — В" =1...19...9— 9—1... 19...97 9-1 ы 


— == 


к № ЧИ К 
= 8 (10 — 9—1!) --0 


(рансиство достигается при А = 1); то есть 8’. В”. 
Значит. заменяя всякий раз первую слева девятку еди- 
виней, мы т2м хамым умсньшасм разность между получа- 
Кицимея «ислом и пронзведеннем сго цифр. Ноэтому числом. 
хогтояшим Из ЗдНих „.оЛько садннег и девяток, для которого 
ука2анчая рагность минимальна, являегся число |...19, 


и —| 
В силу сказаиног, раньше, от того, какая цифра стог 
на носледнем месте у числа, все остальные цифры которого 
равны единице, разность ие зависит; то есть на последнем 
месте может быть любая цифра. 
Итак, ответ и задаче а) таков: искомые л-значные числа 


имеют вид [...1 а», где ад — любая цифра. 


—— 


п-—1 
Перейдем теперь к задаче 6). 
Рассуждая, как и прежде, получаем. что если число 
обладает тем свойством, что разность между ним и произве- 
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дением его пиифр — панбольшая, то все его пифры — либо 
сдинииы, либо девятки. 

Пусть есть число, состоящее из А девяток и л — & еди- 
нии. Произведение цифр такого чнсла постоянно — равно 
9ЭА, поэтому для того, чтобы разность была наибольшей. нуж- 
но, чтобы само число было наибольшим среди псех чисел, 
составленных из # девяток н л — А единиц. 


Понятно, что таким цислом является число 9...9 1..1. 


К п_& 
Обозначим разность между ннм ин ироизведением сго инфр 
через А’: 


А’ = 9...9 1...1—9*. 


— — —— 


& п 


Посмотрим зеперь. какова должно быть #, чтобы разность. 
А’ между числом 9...91...1 н произведением сего цифр 


он 
быза пяиболыией. 
Унеличнм Ё па саниицу: возьмем число 9...91...1. 
—=— —— 
КЕТЬ и 
Для получеиного числа разности, раииа 


А” =3...3 1...-1 — 9.1, 


Зншнь ных  ыьь ших 


Е и-к--1 
Уменымнм #Ё на сдннииу: получим 


А" =9...9 1..1 — 9-1. 


—  — 5 — 


&- | 


Имеем: 
аи о ТО, горо 9 
`& пей Уи А 
228 иИ--1 ры 9 = '} а ща :- 9" 5-0. 
{3} 
гак как А’ по иредиоложению наибольшая разность. 
Аналогично 
а Я ие 
к ни’ а" 


= 8.10" — 9-1 (9 — 0) = 8 (10 — 9-1) ;..0. 44) 
Из (3) и {+) оолучаем систему перавенсть: 

| 9 > 109 -Я--1, 

| о -Г, 
из которой 


п—| 
ви ` 


9.1. 


то есть 


п—1 Е 
> 9-1 1. {5 


ры 


№М316°). а) Докажите, что- 
сумма квадратов К последова- 
тельных натуральных чисел 
не может быть квадратом це- 
30г0 числа, если К равно 3. 
5. 7 или 9. 

6) Придумайте 11 по- 
следовательных натуральных 
чисея, сумма квадратов ко- 
торых есть квадрат целого 
нисла. 


М317. На некоторой планете 
каждая страна граничит не 
более чем с 7 другими. В 
каждой стране имется запас 
золота. Требуется распреде- 
лить золото так, чтобы каж- 
дые две страны, граничащие 
друг с другом, отличались по 
количеству золота не более 
чем в 13 раз. Докажите, что 
распределение золота можно 
организовать так,чтобы каж- 


Так как А -- число целое, то из (5) следует, что 


п. 
7 е9--1 |’ 
где [х] — целая часть числа х. 
так, в задаче 6) искомое число имеет вид 


И. Н. Клумова. 
Ф А. Г. Лейдерман 


а) Вычислим сумму квадратов 2л -- |  последователь- 
ных иатуральных чисел. Обозначив меньшее из них через 
х—п, получим: 


Зала = (хп) -|- (ен 0... 


(4-х 1: п = (21 -- 1) х 2 (1-23... -1- п): 
1 
— (21 -= Пх- Ш пп 0-1. 


В частности, 5 = 3х? -- 2, 5$ = 5х2'-- 10, $: = 74 
-- 28, $ == 9х -|- 60, $};; = 11х*-- 10. Сумма квадратов 
трех последовательных целых чисел не может быть точным 
квадратом, так как квадрат любого целого чнсла либо де- 
лнтся на 3, либо при делении на 3 дает остаток 1, а число 
$; = 3х" -- 2 при делении на 3 дает остаток 2. 

Докажем, что ни одно из чисел 5, 5: и 5» также ие яв- 
ляется точным квадратом нн при каком целом х. Для этого 
воспользуемся такнм очевидным свойством, вытекающим низ 
единственности разложения на простые миожители: если 
квадрат делится на простое р, то он должен делиться н на р?. 
Остается заметить, что х?-- 2 инкогда не делится на 5, 
х? -: 4 инкогда ие делится иа 7, а 3х? -|- 20 инкогда ие де- 
лится на 3. 

6) Это — числа 18, 19, ..., 27, 28. В самом деле, число 
51 = П {> -- 1) должно делиться на 11, следовательно. 
и число х? — | == (х? -|- 0) — 11! должно делиться на 1]. 
Но так как х? — 1 = (х — Их - 1, то либо х—1= И, 


либо х-|- | = МА. Ирн Ё= 2 получим х-= 23, $ == 772, 
так что 
х—п-= 23—65- 18 

н 

рые 

жел 

Э. Г. Готман 

Ф 


Рассмотрим сначала случай, когда все золото было сосре- 


`доточено в одиой — «богатой»—стране. Тогда, еслн после пс- 


рераспределения в этой страие останется золотой запас М, то 
в страны, имеющие с ней шью грачнцу, нужно распреде- 
лить золота не меньше, чем М/ 13, в страны, имеющие с нимн 
общую граннцу — не меньше, чем М/169, и так далее. 
Введем понятне расстояния р (А, В) между двумя стра- 
нами А, В. Будем считать, что р (А, В} = &, если из страны А 
можно проехать в страну В, пересекая граннцы # раз, п нель- 
зя, пересекая нх меньшее число раз. Теперь высказанное 


®)Решение задачн М3З15 было опубликовано в преды- 
дущем номере. 


дая страна лишилась не 6бо- 
лее половины имевшегося у 
нее золота. 
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раисе утверждение мы можем сформулировать так: страна, 
находящаяся от «богатой» страны, получившей золотой за- 
пас АИ, на расстоянии #&, должна получить золота не меньше, 
чем М:(3)^. 

Страна, находящаяся ца расстоянии # > © от «богатой» 
страны, должна граничить хотя бы с одной страной, находя - 
щейся от «богатой» страны на расстоянии &—1, н поэтому не 
может граничить более чем с шестью странами, отстоящими 
от «богатой» страны па расстоянии &-1-(. Зкачит, количество 
стран, находящихся от «богатой» страны на расстоянии &- 1, 
превосходит количество стран, находящихся на расстояини #, 
не более, чем п 6 раз. Стран же, отстоящих от «богатой» на 
расстоянии |, ие больше 7. Из сказаниого следует, что ко- 
личество стран, находящихся от богатой» страны на рас- 
стоянии А, не превосходит числа 7 -6*—1. Распределив в каж- 
дую страну, находящуюся на расстояинн А от «богатой» 
страны, М: (13)^ золота (напомним, что «богатая» страна пос- 
ле распределения «получила» золотой запас М), мы истратим 
золота не больше, чем 


м М 
М 7.37.6. ще ве 
7 6 16\2. 
"М -- < М] 54 (3) -... 332М. 


Значит, перионачально в «богатой» стране было не больше 2М 
золота, и тем самым после описанного перераспределения 
она лишилась ие более половины имевшегося у нее золота. 
То, что описанное персраспределение — требуемос, следует 
из того, что две граничащие друг с другом страны В и С лс- 
жат либо на одном и том же расстоянни от третьей страны А, 
либо же эти расстояния отличаются иа еднинцу. Это — част- 
ный случай «неравенства треугольника»: 


р (А. В) --р (В. С) р (А,.С) 


при р (В, С) = 1 (А. В) — расстояние от А до В); дока- 
жите это «неравенство треугольника» для нашего расстоя- 
ния в общем случае. 

Заметим еще, что п случае, если па расстоянин А от +бо- 
гатой» страны находится ровно 7-6“—! страи (см. рис. 1). 
то золотой запас, который необходимо перераспределить, в 
точности равен 2), а потому М — ровно половина 
нервоиачально нмевшегося у «богатой» страиы золотого 
запаса, и значит, оценка «половина» не Улучшаема. 

Перейдем теперь к. решению задачи в общем случас. 
Найдем для каждой страны А; такое АМ;, не меньшее поло- 
вины сс золотого запаса, что если бы во всех остальных 
странах золота не было, то построив распределение, они- 
санное и нервой частн решения, мы оставили бы в ней М; 
золота. Докажем, что распределив п каждую страну А; 


а 
Ум и: 13, А) золота.мы пол учнм требуемое распреде - 
к 
ление. В самом деле, во-первых, каждая страиа А; получает 
не менес М; золота, и, следовательно, лишается ис болышле 
ноловнны имевшегося у мес запаса в силу выбора №М;. Во- 
вторых, сслн А; ин А; граничащис страны, то р (А;, Ал = 1. 
ь 
Страна А; получает У мь-1а-7 м, А» золота, страна 
& 
я 
А; — Умка. Аи}. Подставляя р (А; АЛ=т п 
Р. 
неравенства треугольника: 


р (Ал Аз) р (А;, Ал р (Аь, Ал), 
(Ау, Ак) --Р (А, Ад р (Ал Аю, 


нолучаем: 
р (А). Ад) -- 1 р Ар Аю, 
| (Ав, А,) -|- > Р (д, Ан). 


1-р (Аа. Ак) —р (Ал, Ав. 
—Р (А, Ав) —1!-р (А Як), 
откуда для любого номера #: 


13. Ми. 13“ Ар, АР > Мл -13-Р Ал Ам > 


то есть 


Мих 13-2. Ав 


3 
то сть 
^ %] . 
13\ М» - 13-2; 40 № Мы -13-Й Чл Ар > 

р = 

Г А 

повый золотой запас новый золотой запас 

страны А; страны А; 


1% --в (А.А 
> 1-х А -13 в ( г Л я 
Ё 
[ 1 


о 
новый золотой запас 
страны А; 


н каждые две граничащие друг е другом страны действитель - 
но после перераспределения отличаются по количеству зо- 
лота пе более, чем в 13 раз. 


ь] 
Замечание. Суммы я М» -13 РИА Ал? всегда 


* 
существуют, еслн число страи конечно (очевидно), или же если 
можно указать такое чнсло С, что во всех странах не больше С 
зо.юта (докажите; вам поможет статья М. Л. Гервера «От 
‚исремены мест слагаемых. ..з, опубликованная в «Кванте» 
№ 9 за 1974 год). Существование такого числа С предпола- 
галось в условии задачи, — иначе утверждение задачи ста- 
новится неверным. Постройте соответствующий пример. 


Г. В. Егоров 
Ф 


ФЗ22. Две звезды вращаются Так как скорости звезд при вращеиин вокруг центра 
вокруг общего центра масс с  мнсс системы по абсолютной велнчиие постоянны, звезды дви- 
лостоянныма по абсолютной жутся по окружностям, причем эти окружности концентри- 
величине скоростями и, п чсские и их общий центр находится в центре масс системы. 
у. с периодом Т. Найти Взаимное расположение звезд и общего центра масс (точ- 
массы 3велд п расстояние меж- ки 0) показаны на рисунке @. 

у нимн. Обозначим через т, и т, массы звезд, а через г) и г. — 
раднусы соответствующих окружностей. Центростремитель- 
ное ускорение (5?/г) каждой звезде сообщает сила тяготения 
Е и ‚ тдех = г, -г г: — расстояние между звездами. 


Запниюм уравнения движения звезд: 


э = 
2 ее 
Е. г тай #> 
у > т ив н Е 2= Шь ь 
® 2 - 
Гы п: г т. 


Скорости звезд связаны © пернодом врашения и раднусами 
соответствующих окружностей: 


2пг. г, 


Рис. р. и: — ой н г. а т . 
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ФЗ23. П-образная капнлаяр- 
ная трубка е длиной колен 
{ 1Ю см и диаметрами 4. = 

0,1 ми м 4.—=0,2 мм опу- 
скается вертикально откры- 
тыми концами в воду и по- 
гружается настолько, что- 
бы уровень воды в более уз- 
ком колене был вровень с уров- 
нем воды в сосуде. Найти по- 
ложение уровня воды в широ- 
ком колене. Объемом гори- 
зектальной трибки пренеб- 
речь. Атмосферное давление 
нормальное. Коэффициент по- 
верхностного натяжения в0- 
ды в-—-70 дин'см. 


с----------------- 
1 1 
Н 

г-----А 


к) 


б-р. 


Рие. 3. 


ФЗ24. Из собирающей лин- 
зы с фокусным расстоянием 
Г 50 см и диаметром Р=- 

2 см вырезана полоса ши- 
риной #-^5 ми, а оставшие- 
ся части сдвинуты вплот- 
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Объеднним последние четыре уравнения в систему. Ре- 
шая се и учитывая, что г = г, -{ та. найдем 


г = (1, |0); 


рее Г. 


аи = 5лу . 
(=, +. и, #: Т 

ть = ии: ПО Е 

$Ф* 
Давление под изогнутой сферической поверхностью жилд- 
кости отанчается от давления Газа иад ней па величину 
2а 

Зр ==, где г — радиус сферы. 


В случае полного смачивания стенок трубки водой мс- 
ниски в узком и широком коленах можио принять за полу- 
сферы радиусов г, = 4,2 ин г. = 4»2. Следовательно, 
ссли меписк не располагается на одном нз концов соответ- 
ствующего капилляра, давленне воздуха над жидкостью п 
узком колене больше давления воды под поверхностью на 
Ар: — 40/4,-=28,6 см в0д. ст.. а в широком колене — на 
Др. — 44:4, 2: 14,3 см 609. ст. Поэтому разиость уровней 
таких менисков (см. рис. 3) может быть равиой лшиь 


Ар: АР: 
м =. = РЕ 214,3 см. 


В нашем случае { < АВ. Значит, хотя бы однн из мсиис- 
ков располагается на конце колена. 

Прн одновремениом соприкосновении концов П-образной 
трубки с поверхностью воды подъем жидкости в узком ка- 
нилляре приведет к такому повышению давления воздула н 
трубке, что он будет выходить (пробулькивать) через конси 
широкого капилляра. 

Таким образом, вода п узком капилляре дойдет до самого 
нерха, где образуется мениск раднуса А, >> г,. Следователь- 
но, трубку исобходимо погрузить и жидкость на всю длниу 1. 

У иижнего коица шнрокой трубки мениск может иметь 
раднус Ю.- г.. При Ю, г» давление воздуха п погружен- 
ной трубке максимально н равно 


Ра 
Гшах = Ратм == ра -г в 
р 


Пробулькивание будст продолжаться до тех пор, пока масса 
воздуха ие уменьшится настолько, что его давление станет 
равиым Руах Или немного меньше. Мениск раднуса Ю.›-> г, 
п широком колене будет распопататься у имжисто конца 
капилляра. то есть иа глубине Г. 

Если концы трубкн косиутся поверхности воды не одио- 
временно. то пробулькивания полностью нли частично ис 
будет. В этом случае ответ задачи получится другим. 


Б. Б. Буховцев 
$ 


Каждая низ частей лиизы дает свое изображение нсточ. 
пинка. Эти изображения (5, и $» на рисунке 4) находятся на 
некотором расстоянии Я от оси снстемы. Пучки лучей, про- 
ходящие через полученные новые лнизы и создающие изо- 
браження, перекрываются, н в областн перекрытня можно 
наблюдать  интерферепиионную картину. Таким образом, 


ную. На расстоянии [=75 см 
от линзы расположен точеч- 
ный источник света 5. На 
каком максимальном расстоя- 
ний от линзы можно наблю- 
дать интерференционную 
картину? 


ФЗ25. Частота малых гар- 
монических колебаний тяже- 
10г0 шара ма легкой зокреп- 
денной в стече спице (рис. 
5, а) равна у, @ частота 
колебаний этого шара на 
прикрепленной к потолку пру- 
жине (рис. 5, 6) равна х,. 
Какой будет частота х ^мо- 
лебаний шара на той ме 
пружине, прикрепленной к 
спице (рис. 5, в}? 


Рис. 4. 


мам нужно найти границу области перекрытия пучков — рас- 
стояние х на рисунке 4. 

Прежде всего определим положения изображений ис- 
точинки — расстояние./ от изображения до соответствующей 
линзы и расстояние Дот оси системы. Используя формулу 
лиизы и учитывая, что фокусные расстояния вовых лимз 
равны РЁ, найдем [: 

[= тр = ЭР 


Оптические оси новых линз находятся из расстоянии Я 2 
от оси системы и параллельны Этой оси. Это означает, что ис- 
точник находится на расстоянии #-2 от оптической оси каж- 
лдой линзы, а его изображения — на расстоянии Н—й 2. 
Запишем формулу линейного увеличения лиизы: 


окула 
е-+ й м й(—3/^) 


Пе 


=]. 5Й. 


Теисрь нструдно найти х. 


Из подобия треугольников 
АОВ и В$.К следуст, что 


ло ов (2) —1):2 х 
ЗЕ УК* Вт ОИ ш > — 
Отсюдя 
(О —п) ЗЕ (О —№ р 
ар = р = ое. 
Ф 


Так как колебания шара на спице — гармонические, то 
абсолютиая величина силы упругости, действующей на шар 
при сго смещении нз положения равновесия, иропорциомаль - 
на этому смещению; 

Рупрмх, илн  Рупр = Ах, 
где А, — кожффициент  пропорционпальмости. Следователь - 
но, спица эквивалентна обычной пружине с жесткостью Ау. 
Тогда для частоты колебаний у, можно записать: 
Ре 
О 


, |] 
т т ‘ 


(п — масса шара). 
Во втором случае, когда шар прикреклем к пружине 
(обозначим се жесткость через А›}. частота колебаний равна 


У2 — ._ Аз . (2) 
=. т 
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4-2 
=> 


а} 5) 6] 


ФЗ26. Закрытый крышкой со- 
суд доверху наполнен жид- 
костью, и которой имеются 
два пизырька. Как изменится 
давление в жидкости, если 
пузырьки сольются? Началь- 
ное давление в жидкости ра, 
коэффициент поверхностного 
натяжения 6, радиус каж- 
9ого пузырька г.. Считать 
процесс изотермическим. 


Схрепленпые вместе спицу и пружину можно рассмат- 
ривать как две последовательно соединенные пружины с 
жесткостями А; н Аз. Заменим их одной пружиной н выразим 
ес жесткость 2 через величины А; н #». Так как общая дефор- 
мация двух последовательно соединенных пружии равна 
сумме них деформаций, в силы упругостн, возникающие в 
пружинах, по абсолютной величине совпадают, то Хобщ’= 

Руир вы Рут о Рупр 


“д. хе. или аи а Следовательно, 
7. — А = и — 8 Ааа ы 
й -= #, ь 2л т 2 (А, -|- А2) т 


Выразив А, н А. из равенств (1) и (2) соответственно, но- 
лучим окоичателью 


И. Ш. Слободецкий 


Предиоложим, что рассматриваемая система находится 
в состоянии невесомости. Это равносильно тому. что гид- 
ростатнческое давление отсутствует, н поэтому даеленне 
в жидкости всюду одно и ТО же. Запишем уславие равиопл- 
сия для каждого пузырька до слияния: 


Ш =, (1) 


20 
где 7 — добавочное давление, обусловленное силами 
Г] 


поверхностного натяжения жидкостн, р; — давление газа 
в пузырьке. 

После слияния диух пузырьков и одни давление газа не 
изменится, поскольку объем, занимаемый газом, остается 
ностоянным, а добавочное давление изменится, так как ра- 
днус пузырька стаист другим. Радиус г нового пузырька най- 
дем из условия постоянства объема: 


4 ы 4 
2 и 5 -- ки Яг". 
Отсюда 
= ВИЗ. (2) 


Условие равновесия для этого пузырька можно ирел- 
ставить в виде 
28 р 
р-р (3) 


{р — новое давлепие в жидкости). Тогда из (1) — (3) измж- 
нение давления в жидкости равно 


” 3 20 ( п 
ревер — ра —= — [Г — |. 
р Ра РТ р 
Попробуйте самостоятельно решить эту задачу для слу- 
зая пузырьков разных радиусов. 
Р. Л. Энфиоджян 


$327. Определить покази- 
ния электродинамического ам- 
лерметра А, п маенито- 
электрического  амперметра 
А; (рис. 6). премебрегая их 
внутренними сопротивления- 
ми, если известно, что на 
клеммы А—В подается на- 
пряжение ит ыы © Г, 


причем ш = 


КГС. 
Емкостями между клез- 
мами приборов пренебречь; 


колебания стрелок приборов 


незаметны. 


Рис. Т. 


Ира сго среднее зиачепне, ссли период измейения тока 


Прежде всего напомним, как устроены магинтоэлекирн- 
ческий м электродннимический амперметры. В амперметре 
магнитоэлектрической системы измеряемый ток пропуска- 
ется через виткн легкой подвижной рамки, жестко скреплеи - 
ной со стрелкой. Рамка находится между полосами посто- 
янного магнита. Две синральные пружины соединяют вит- 
ки рамки < внешией электрической цепью. 

Магнитные снлы, действующие на рамку с током, про- 
порциональиы величине тока в рамке, п значиг, н вращатель- 
ный момент этих снл тоже пропорционален величине изме- 
ряемого тока, Прн повороте рамки возникает противодейст- 
нующий момент упругих сил пружинок. Эют момент про- 
порционален углу новорота рамки. Когда противодействую- 
ций момент упругих сил станет равным — вращательному 
моменту магнитных сил, установится равновесие. Таким 
образом. угол новорота рамки п магнитоэлекгрическом ам- 
нерметре нрямо пропорционален измеряемому юку. 

В электродинамическом амперметре нодвижная рамка 
номещена внутрь неподвижной катушки, вигки которой 
тоже включаются во внешиюю электрическую цепь (последо- 
вательно или параллельно виткам подвижной рамки). В этом 
случае магнитное ноле исподвижной катушки не ностоянно, 
п изменяется пропорционально величине тока. Следователь- 
но, магнитные силы, действующие па нодвижиую рамку, п 
их нрашательный момент изменяются пропорционально квад. 
рату тока. Противодействующий момент упругих сил. как 
и п первом случае, пропорционален углу поворота рамкк. 
Поэтому угол поворота рамки, я значиг, и сгрелки ирибора 
электродннамической системы, пропорциовальны квадрату 
измеряемого тока. 


Все, что мы говорим, относится 1ю сущестну и ностоян- 
тюму току. А как будут вести себя приборы при включеиин 
их п цепь переменного тока? Очевидно. чт вращательные 
моменты в обоих приборах будут нзменяться со временем. 
Однако. и силу инертности, подвижная рамка не усневаст 
за изменением вращательного момента. и реагирусг лнин, 
мна- 
ао меньию периода собственных колебаний рамки (как это 
н предполагается в уеловин задачн). 


Поэтому угол новорюга рамки магнитоэлектрического 
амперметра будет пропорционален среднему за пернод значе- 
иню переменного тока, и электродниамического — среднему 
за пернод значению квадрата тока. 


Поскольку среднее за перпод значение гармонически 
изменяющегося тока равно нулю, стрелка прибора магнито- 
электрической системы не будет реагировать на такой ток. 
Этим прибором можно пользоваться только для намерений 
постоянного тока, 


Приборы электродинамической системы пригодны и дли 
постояиного, н для перемениого токов. Обычно их градун- 
руют по постоянному току. При включенни амперметра п 
пень переменного тока угол поворота рамки пропорционален 
среднему за пернод значению квадрата тока /® {г) , следова- 
тельно, показание  электродинамического амперметра рав- 


мо ИРИ. т.с. действующему (эффектнинному) значению 
перемениого тока. 

Теперь вернемся к задаче. Подаваемое па клеммы А- В 
напряжение и имеет две составлякяцие — постоянную (и) 
н переменпую (из 9 0/7). Через амлерметр А, проходят оба 
тока (и переменный, п постоянный). Через амперметр А; 
постоянный ток проходить не может (в цепи есть конденса- 
тор), а переменный ток он не изчеряет, следовательно, сго 
ноказания равны пулю. 
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ФЗ29 *). Многие из вас. по- 
вндиымому. замечали. что н 
тот момент, когда вы ступие- 
те на мокрый песок. он свет- 
леет. Это связано стем, иго 
песок становится сшие. Но 
как только вы убираете ногу. 
<4ед. оставленный ногой. не- 
медленно заполняется водой. 
Объясните это чаление. 
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А что показывает амперметр А? Для постоянной состав- 
ляющей тока схсму можио перерисовать так, как показано 
на рисунке 7. Полное сопротивление этой цепи равио ЗА. 

Частота ш переменной составляющей тока. равна 

р 


1 
6 е. @Ё с. Это означает, что нолное соп- 


= —— Т. 

] ЕС ‘ © 
ротивление участка цени, содержащего катушку НИДУКТИВ- 
ности и конденсатор («6-1 ). равно нулю. Поэтому 


&«С. 
схему можно заменить такой. какая представлена на ри- 
сунке 8. Сопротивление такой цени равно 28. 
Итак, через электродипамический эамнерметр А, идет ток 


Чу Чо . 
й() = Зв + гри. 


Показания амнерметра А, равны 


= | == 
п = р п @) =6В | 2: + Зи. п об): = 


1 ит - 
= й 4и) —- 4.65 


В. А. Погожев 
Ф 


Чтобы объяспить, что происходит е неском на берегу ре- 
кн, пачнем с... шариков. Одинаковые шарикн можно уложить 
на плоскости так, чтобы каждый из инх касался шести дру- 
гих шаров. В лунки между шарами первого слоя можно но- 
ложить шары второго слоя. Каждый из них будет касаться 
трех шарон нижнего слоя и шести соседей своего слоя и т. д. 
Полученюс таким образом расположеине шаров называется 
плотной упаковкой шаров. Если нарушить плотную упаковку, 
выведя: шары одного из слоев из лунок между шарами инжие- 
го слоя, промежутки между шарами увеличатся. Возрастет 
н объем всей системы. Это озиачаст, что если на систему из 
илотио упакованных шаров действуют силы, приводящие в 
нарушению пилотной упаковки, объем системы увеличивается 
за счет увеличения промежутков между шарами. 

Аналогично ведет себя и любая зернистая среда. Возьмн- 
ге, например, ншено (или кофе), нанолните нм стакан, слегка 
встряхивая стакан, чтобы зерна располагались, образуя 
наиболее плотную из возможных упаковку. Затем надавите 
на пшено. Давление ирнведет к увеличению объема, занима- 
емого зернами, то есть к нарушению ‘плотной упаковки. 
Часть зерен высынется. Если теперь слегка постучать по ста- 
кану с тем, чтобы зерна вновь ‹упаковалнсь» наиболее плот- 
но, стакан окажется ис заполненным доверху. 

Теперь вернемся к песку на берегу. Он тоже плотно упа- 
кован._ При давленин на песок плотизя упаковка разрушается, 
н объем песка увеличивается за счет увеличения простраиства 
между песчинками. Вода из верхних слоев песка уходит 


„вглубь, заполняя эти увеличившнеся промежутки. Песок как 


бы «высыхает». Когда ногу убирают, плотная упаковка вос- 
станавливается, и вытесненная из уменьшившихся вновь 
промежутков вода заполняет след. оставленный ногой, 

И. Ш. Слободецкий 


*) Решение задачи ФЗ28 будет опубликовано в следую- 
цем номере. 


В эхом номере мы публикуем фамилим тек, 
кто приспап правнпьные решения задач 
м306—№М315 и Ф318—Ф327 (жирные цифры 
поспе фамилии — последние цифры номе- 
ров решенных задач). 


Математика 


В большиистве нисем содержалось верное 
решение задачи М306. Остальные задачи ре- 
шили: /7. Абаиидзе (Тбилисн) 1; Р. Абрамов 
{Мытищи) 1; В. Авербух (Кишинёв) 1; С. Ага. 
зарян (с. Суренаван АЛраратского р-на) 4; 
Д. Азов (Челябинск) 1—5; Г. Алексанян 
{Степаизкерт) 9, 1; О. Аполонский (Жуков- 
ский) 7, 1, 2, 5; Е. Асарин (Москва) 9, 1; 
В. Басманов  (Воронсж) 7, 9. 1-4; 
А. Беликов {Москва) 3: А. Бер 
(Ташкент) 5; 3. Беркалиев (Караганда) 2, 3; 
О. Болтенков (Днепрометровск}) 4; К). Бу: 
лавский (Новосибирск) 1; И. Вамдокиуров 
{Ленинград} 7; А. Варпаховский (Ленинград) 
9, 1, 4: С. Вербин (Ленинград) 4: Ю. Виниц- 
кий (Ташкент) 1, 2; А. Влосов (Камышин} 1; 
А. Ворович (Москва) 1: А. Воронков (Кемеро- 
во) 7, 9; Р. Гагнидзе (Руставн) $9; М. Гедалин 
{Тбилиси) 1, 3, 4; А. Гибадуллин (Бугульма) 
9; В. Гишларкаее {с. Урус-Мартан ЧИАССР)} 
4: Е. Глезин (Ленннград) 9; О. Глушко 
(Москва) 1; 8. Гроссман (Одесса) 1; В. Гу- 
сейчов (Нахичевань) 1. 4, 5; Ю. Давыдов 
{п. Кизнер Удм. АССР) 1; А. Данилов (с. Гум- 
бати ГССР) 9; А. Данилов (Шумерля) 9; 
В. Ерпылев {Алихабал) 9; А. Есилевский (Тби- 
лиси) 9; А. Завражнов (Балабаново} 9; Д. 3Зе- 
левичский (Москва) 7—9; А. Нванов (Москва) 
1, 4, 5; Д. Иванов (Москва) 2; Р. Измайлов 
(Баку) 1; М. Имерлиивияи (Тбилиси) 2—4; 
А. Комалян (Нджеван) 1,0, 1, 5; В. Каменец- 
кий (Москва) 9; Б. Каплан (Киев) 5; П. Кир- 
санов (Москва) 1; А. Князюк (Киев) 1, 3: 
С. Козявкин (Киев) 5; А. Курчишвили (Тби- 
лиси) 9; Ц/. Кухалейшивили (Тбилнси),9, 1—3; 
Ё. Тандман (Ленииград) 1; В. „Липкин (Моск- 
ва) 1; Д. Литвиненко (Севастополь) 7; А. Ма- 
лоииев (п. Курашко Красноярского края) 
2. 4; Г. Мац (Новосибирск) 9; А. Моисеев 
{Москва} 9; М. Морайне (ПНР) Т, 9, 1—8; 
И. Морозов (Горький) 9; Ф. Мирсагулиев 
(Сиазань) 4; К. Мхитарян (Ереван) 7; 
В. Нейман (Леиниграл) 7, 3, 1; М. Остров- 
ский (Харьков) 9; 5. Очиров (Новосибирск) 0; 
И. Панин (Апатиты) 9, 1; В. Паразян {Череп- 
цаван) 9; М. Пекарь (Одесса) 9; М. Питате- 
ев (Москва) 1, 2; И. Побылица (Ленинград) 
1; А. Полубинский (Нововолынск) 2; С. По- 
лов (Москва) 1; С. Пославский (Харьков) 
7, 1, 2, 4, 5; Ю. Пошехонов (Энгельс) 1. 3; 
С. Путинцев (Невинномысск) 9, 1—3, 5; 
А. Родулу (Кишинев) 9; А. Разборов (Любер- 
цы) 1, 4; А. Рачников (©. Полярные Зори 
Мурманской обл.) 9; А. Рейбольд (с. Соко- 
ловка Ссверо-Казахстанской 06л.) 9, 4; 
В. Решетов (Троицк) 1. 2. 4; В. Романов 
(Димитровград) 1—3, 5; Т. Ростовщикова 
(с. Слудка Пермской обл.) 1; Н. Рудаков 


(Брянск) 1; В. Савчак (с. Рудкни Тернополь- 
ской обл.) 3; А. Семёнов (Москва) 1, 5; В. Си- 
меонов (Болгария) 2. 3; В. Слепой (Томск) 
1, 3, 4: В. Смирнов {Уфа) 3; Ф. Солодовник 
{Калинииграл) # йБ. Соломяк (Ленинград) 
7—0; Ю. Соркин (Москва) 9: М. Сухарь 
(Москва) 9; С. Трегиб (Ташкент) 93, 1, 2, 4, 5; 
К. Трутнев (Казань) 7; С- Филатова (Москва) 
1. 3: Ю. Философов (Саратов) 7, 9, 1—5; 
С. Финашин (Ленинград) 7—5; „7. Финцклер 
{Андижан} 9; В. Фисенко (Киев) 1, 3, 4; 
С. Флоря (с. Сату-Ноу МССР) 1, 3; Л. Фудали 
(ПНР) 7, 1, 2, 5: В. Харатоник (ПНР) 
2—9. 1—5; Л. Хихунойиенля (Тбилиси) 
9: 3. Шарифуллин (с. Рятамак Башк. АССР) 
9; С. Шаташвили (Тбилиси) 9; В. Штенин 
(Челябинск) 7; П. Эминов (с. Джнииси ГССР) 
9; С. Эминов (Тбилиси) 9, 3; С. Яковенко 
(Москва) 1, 3: В. Ясинский (с. Мазуровка 
Винницкой обл.) 3; 5. Яцало (с. Морочно 
Ровеиской обл.) 9, 1—3. 5. 


Физика 


Почти все читатели, приславшие решения за- 
дач ФЗ18—ФЗ27, справились с задачами 
ФЗ20 и ФЗ22. Остальные задачи правильно 
решили: Х. Абдуллин (Алма-Ата) 9, 5, 6; 
Н. Абросимова (с. Пята Пензенской обл.) 4; 
С. Аванесян (Стенанзкерт) 5; М. Агеев (Тула) 
7, 8, 1: Д. Азов (Челябинск) 1, 5; Г. Айзим 
(Брест) 1; А. Александрин (Валуйки) 1; 
А. Альбертинский (Ленинград) 1; К. Андро- 
ник (Кишинев) 8, 9, 1; Л. Антуганов (Челя- 
бинск) 6; А. Алаев (Карачаевск) 4; И. Ар- 
халов (Минск) 8, 9,1; А. Атабиев (К зрачаевск} 
4; Р. Ахмедзямов (Николаев), 6; И. Бобакиу- 
7108 (Каттакурган) 1; А. Баклий (Пинск) 1; 
О. Билабан (п. Сосновое Ровенской обл.) 6: 
С. Балашов (Москва) 8; Г. Барванян (Очам- 
чирз) 8; Т. Бейко (Киев) 4—6: В. Беликов 
(Тбилиси) 4; В. Бенхан (Калниии) 1, 3: 
М. Бирман Саратов) 1; Ю. Богомолов (Кз- 
запь) 8, 9, 1; ИН. Бондорцев (Люберцы) 6: 
Н. Борисов (Одесса) 9; В. Борю (Запорожье) 
8, 9, 1; С. Вяткан (с. Шсгарка Томской обл.) 
6; А. Габриелян (Ереван) 5; С. Гаврилин 
(Бузулук) 1; В. Гаврилов (Камень-Кашир- 
ский Волыиской обл.) 5; И. Галишьиков 
(Волгоград) 9, 1, 3; М. Гасанов (с. Кегие- 
худат АзССР) 6; М. Гедалин (Тбилиси) 8, 
1, 4—7; О. Годин (Симферополь) 8, 6: А. Го- 
лубенцев (Саратов) 1; Г. Голубцова (Москва) 
1; А. Горшков (Иваново) 8, 9, 1, 4—6; А. Гри- 
сорёев (Волоколамск) 9, 1; А. Григорьев 
(Ессентуки) 9, 4; А. Гринюк (Тула) 9; В. Гу- 
бени (Угиев) 1; М. Гумашян (Ереван) ®. 4; 
С. Данилов (Лрогичин} 6; Е. Демихов (Ус- 
мань) 9, 1; С. Демишев (Запорожье) 8, 4; 
Ю. Докучаев (Ленниград) 1, 4—6; Н. Дружи- 
нин (Оленегорск) 1; О. Жарков (Москва) 1; 
Д. Жиуховицкий (Магадан) 3, 4: А. Заболоц- 
кий (с. Борнсово Белгородской обл.) 9, 1; 
Ю. Загородний Славяиск) 6; В. Задачев 
{Челябинск) 4, 6; Т. Заяць (с. Т. Пасека За- 
карпатской обл.) $; В. Кайманович (Ленин- 


град) 8, 9, 1; А. Калустов (Баку) 1, 8; А. Ка- 
менных (Москва) 6; В. Картышкин (Ново- 
сибирск) 5; С. Кирющин (Рыбинск) 6; Ю. Кле- 
нов (Целиноград) 6; Я. Коган (Глазов) 9,4, 5; 
А. Колесников (с. Алнаши УЗАССР) 1: 
К. Копейкин (Ленннград) 6; С. Копыловский 
{<. Знобъ-Новгородское Сумской обл.) 9, 
1. 4—6: Д. Корин (Кнев) 9, 1; С. Кройтор 
{Оргеев) 4—6; С. Кузьменко (с. Копылово 
Томской обл.) 1; С. Кушнир (п. Быково 
Московской обл.) 5; Б. Лиджиев (с!з «Бал. 
ковский» Цедлиноградской обл.) 1; В. „Тося- 
ков (Ликино-Дулево) 9, 1; М. „Любин (Элект- 
росталь) 6; А. Лющенко (Киев) 6; Н. Ляхо- 
вич (Ташкент) 1; А. Макаров (Лепинград) 5; 
Е. Мартынова (Нежин) 6: М. Моагид (Дау- 
гавинлс) 5, 6; ЕЁ. Машеров (Ананьев) 5; 
А. Мелкумян {Физули) 4—6; С. Мельник 
(Харьков) 8, 9, 1; М. Митрофаков {Волто- 
град} 5; И. Морозов (Горькнй) 6; А. Моро- 
зовекий (Киев) 1; Р. Мусалимоз (Байрам-Алн) 
9. в; Л. Мухамедшин (Лениногорск) 6; 
Л. Мухамедяров (ст. Шаймурзиио ТАССР) 
1. 5; У. Низаматдинова (Кегейлийский р-н 
Кар АССР) 7; И. Никитин (Ленинград) 1. 4, 
5; А. Осин (Камышин) 9; А. Островский 
(Алма-Ата) 6; Б. Очиров (Новосибирск) 1; 
С. Павлов (ст. Савелово Калинииской офл.) 
9. 5; А. Наноян (Кафан) 5; В. Пестунов 
(Кировоград) 6; А. Петлицкий (Баранови- 
чн) 6; О. Лечерский (Орджоникндзе) 4; 
В. Пиотих (Севастополь) 4—7; А. Подолек 
{Пологи} 3, 6; В. Поздняк (Барановичи) 6; 
А. Привалов (Сверлловск) 1; А. Прохоров 
{Барнаул} [; Д. Пунда (Караганда} 4—7: 
С: Пятернев (Саратов) 5, 6; А. Ребров (Са- 
ратов) 4, 5; В. Реммель (по Вайда ЭССР) 6; 
А. Рудерман (Ленинград) 5—7; Ю. Савостин 
{Киреевск) 6; Т. Саргазаков (Фруизс) 3; 
Н. Сатаев (Саратов) 4—6: А. Святченко 
(Кишинев) 6; А. Смоляков (Кадиевка} 5, 6; 
А. Созит (Москва) 1; Н. Татаренко (Сара- 
тов) 9; И. Угненко (ст. Выселки Краснодар- 
ского кр.) 1; С. а {Ереван} 9; Н. Федин 
(Омск) 1. 4— р (Москва) 1: 
А. Фрумкин к к 8, 6; С. Хоружий (ст. 
Кущевская Краснодарского кп ) 9; И. Цац- 
кис (Кременчуг) 6; С. Цветков (Егорьевск) 
6; В. Черепанов (Верхний Уфалей) 4, 5; 
В. Уерненко (Киев) 1; Ю. Шипилевский 
(Баку} 6; С- ЦИишин (Воронеж) 9, 1; А. Шли- 
хин (Камень-Каширский Волынской обл.) 
4—6; М. Шмырин (Реж) 5, 6. 


Несколько 
признаков 
делимости 


Обосиуйте сделанные — ни- 
же утверждения. 
|. Сложнте все цифры 
числа, стоящие на четных 
местах, считая справа. Число 
десятков полученного числа 
сложите с удесятеревным чи- 
слом единиц этого числа н 
с суммой цифр, стоящих на 
нечетных местах  первона- 
чального числа. Результат 
будет иметь тахие же остатки 
при делетии на 3, 9, 1, 33 
и 99, что п первопачаль- 
юе число. 
А. Вайткавичус. 


2. Признак  ОФелимости 
на чиела Ок |- |. Зачеркните 
последиюк» цифру ланного 
чнсла н вычтите из получен- 
ного числа эту цифру, умно- 
женную на А. С полученным 
числом проделайте такую же 
операцию, и так далее. Если 
через несколько шагов бу- 
дег получен ноль. то число 
делится ца 10 -*- 1. Выпи- 
шите  вычеркнутые  иифры 
справа налево. Полученное 
число равно частиому. Если 
коль не будет получен, число 
на 104 -|- Е не делится. 


3. Признак делимости 
на чисяа 10-1 9. Зачеркните 
последнюю цифру данного 
числа и прибавьте к получен- 
ному числу эту цифру, умно- 
женную на # -| 1. С. получси- 
ным УНСлОм проделайте та: 
кую же онерацию, п так да- 
лее. Если через несколько 
шагов будет получено число 
ЮХА -1- 9, то рассматриваемое 
число делится на 10-19. 
Выпишите все вычеркнутые 
цифры справа налево п вы: 
чтите полученное л-значное 
число из 107, Результат бу- 
дет равен частному. 

Если число 10 -- 9 не 
будет получено, то даниое 
число на 10 -! 9 не делится. 
В. Шаркади. 


Алгебраический метод 
решения 
геометрических задач 


С. В. Ромачав, 


ПРАНТИНУМ 
АБИТУРИЕНТА 


И. Ф. Шарыгин 


Когда на экзамене вам предлагают задачу по планиметрим, зачастую не стоит 
тратить время на понск геометрического решенкя, рациональнее решить ее алгеб- 
раически. Конечно, геометрическое решенне, как правило, нзящнее, в то время как 
алгебранческое содержит громоздкие выкледкн, но на экзамене, в отличне от олнм- 
пнад, изящество решения практически не влияет на оценку. Поэтому основным 
«оружнем» прн решеним геометрических задач на экзамене является алгебраиче- 


ский метод. О нем м пойдет речь в этой статье. 


Сначала приведем 
ной задачи. 
Задача 1. Доказать, что квад- 
рат биссектрисы, проведенной через 
вершину произвольного треугольника, 
равен произведению боковых сторон 
без произведения отрезков основания. 
Нужно доказать. что [.= ав. -—- 
— мл (рис. И. Положим АРВ = 
=а. По теореме косинусов для 
треугольников АВР и ВОС имеем: 
а = + т? — Зи соя. (1) 
=“ са о. 1) 
Умножим (1) на л, а (2) на ли нело- 


жим полученные выражения. Учи- 


т 1 
тывая, что —=- мы 
п ь’ 


два решения од- 


легко  пре- 


образухем сумму РВ = а6 — 
— тп. 

Это и есть алгебраический метод. 

Прежде чем прочитагь следующее 
решение, попытайтесь сами ренить 
эту задачу геометрически. 

Итак, чисто геометрическое реше- 
ние. Опишем вокруг треугольника 
АВС окружность (рис. 2) и продол- 
жим биссектрису до пересечения с 
этой окружносгью в точке Е. По нз- 
вестной теореме тля = !-БЕ. Кроме 
того, из подобия треугольников ВСЕ 

Г {-- РЕ 
и АВО следует = — т 
ар = ?+1!.РЕ. Заменяя /.БЕ на 
ша. получим . гребуемый результат. 


к виду 


‚ откуда 


Рис. 2. 


45 


Рьс. 3. 


„Конечно, это решение короче и 
изящнее предыдущего, но, чтобы до 
него додуматься, вероятно, пужно 
довольно много времени. 

Алгебраический метод основан на 
тех или иных стандартных приемах. 
Можно выделить две разновидности 
алгебраического метода: 

а) «прямой счет»; 

6) «составление уравнений». 

Сущность «прямого счета» заклю- 
чается в следующем. Величииы, за- 
даиные в условин задачи, и те, кото- 
рые нужно найти, мы связываем це- 
цочкой промежуточных величин, каж- 
дая из которых последовательно опре- 
деляется через предыдущие. 

Задача 2 (МГУ, геофак, 
1966). В параллелиграмме со сторона- 
мнаи 6 и углом а проведены биссек- 
тшрисы четырех углов. Найти пло- 
надо четырехуголоника, сераниченного 
биссектрисами (рис. 3). 

ЦПолезмо прежде всего составить 
план решения залачи, другими сло- 
вами, выписать цепочку элементов, 
которые можно последовательно вы- 
числить, соединяющую то. что дано, 
и то, что нужно найти. 


Прежде всего заметим, что 
ММРО — парадлелограмм. Найдем 
последовательно -АВС, ГАВМ. 
тАМВ == ОММ. Затем из АВСО 


(цо теореме сицчусов) паздем ВО, из 
АВМА—ВМ и АМ. низ АХАОЫ— 
- -А№. После этого легко — под- 
считать МХ и ОМ и искомую ило- 
ющадь $ = 0М.- МХ. О МХ. 
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Рис. 3. 


Итак, АВС = 180 --«. 5 АВМ = 
Но, ХАМВ-=90 = ОМУ, 
с. МАРО-- прямоугольник. 


._ 65 ге 18 
ВО = ат. ВМ =рзт >. МО = 
= ВЯ — ВМ = ш--6 5 им т 


Ответ получается следующий: 


= 


р Бе 
$ =-; (а— 6) та. 


Ирнведем теперь иример 
на чеоставление уравнепив». 

Залача 3 (МГУ, геофак. отд. 
геофизики, 1973). На плоскости дан 
прямой угол. Окружность с центром 
внутри игла касается одной сторо- 
ны угла, пересекает другую сторону 
в шочках А п В п пересекает  бис- 
секп’рису Угла в точках Си В; 
АВ=| 6. СО =] 7. Найти радиус 
окружности. 

Пусть О-— центр окружности. 
К— ес радиус. М-—точка касания 
(рис. 4). Расстояние от центра 
до АВ обозначим через х. Сразу 
можно состазить первое уравнение: 
В — х* = А№?. 

Уроведем 

Хх 
второе уравнение 


задачи 


ОР1СР, ОР. т ь 


Теперь можно составить п 


ь 6 
что АА Е. в 


Решая се, находнм В=| 2. 
При решении задач на «составле- 
ние уравнений» часто нет необходи- 


мости в том, чтобы число неизве- 
етных и число уравнений совпадали. 
Важно, итобы при составленни урав- 
нений были нспользованы все соот- 
ношения. вытекающие из условия. 
Если это требование соблюдено, то не- 
обходимое нензвестное или комби- 
нацня неизвестных должны опреде- 
ляться составленной снстемой, 
Подобная ситуания может встре- 
чаться и в задачах на «прямой счет». 
Задача 4. Окружности радиу- 
сов В иг (ЮВ > п касаются внутрен- 
ним образом в пючке А; Хорда СБ 
болышей окружности перпендикуляр- 
на диаметру АВ меныигй окружно- 
сти, Е — точка пересечения СШ с ок- 
ружностью радиуса г, точки Е и С 
дежат по одну стороны от АВ. 
Найти радиус окружности, описан- 
ной около треугольника АЕС. 
Обозначим -2СЕА через 4 пн АЁ 
через а (рис. 5). Из треугольника 
САМ получим АС=|2аЮ., — ана- 
логично АЁ =] 2аг. По теореме си- 
нусов из треугольника АЁЕС полу- 
чаем для искомого радиуса значение 


Рис. 6. 


АС 
ЗУ 4 ^ 
из треугольника РЕАЛ. Ответ: К Ёг. 

Нам пришлось ввести парамет- 
ры а, ф, так как условием задачи гео- 
метрическая конфигурация не опре- 
делена полностью. Но в ответ эти 
параметры не входят. 

Зазача (МФТИ, 1967). 
В прямоугольном треугольнике АВС 
катет АВ = 3, катет АС = 6. Цен- 
тры окружностей радиусов 1. 2 и 3 
находятся соответственно в точ- 
ках А, Ви С. Наишии раднус окруж- 
ности, касающейся каждой из трех 
данных окружностей внешним об- 
разом. 

Пусть О — центр искомой окруж-. 
мости, х— < радиус, ТОАС=о 
(рис. 6). Занишем теорему косинусов 
для треугольников АОС и АОВ. По- 
лучим систему уравнений 


[%+3): =©-- 1+ 36—12 (х-- 1)соза, 
[(х--2 = 1) --9 — бах зто. 


Значение мч легко найти 


Выразнв из этих уравнений “па 
н с0за& н используя соотношение 
$11 @ -— 057 & -: {, мы получим урав- 
нение, содержащее лишь одно неиз- 
вестное х; решнв это уравненне. по- 

8 РП — 19 

лучим ответ: х = ———. 

Замегим, что нспользование теоре- 
мы косинусов для составления уравнис- 
ний — один нз Наиболее часто встре- 
чающихся ириемов. Вообще правиль- 
ный выбор нензвестных играет весь- 
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Рис. Т. 


ма важную роль при решении гео- 
метрических задач, Здесь многое за- 
висит от опыта и нНтТунции, 
Задача 6 (МФТИ. 1966). Бис- 
сектрисы АМ и ВХ треугольника 
АВС пересекаются п точке О. Из- 


вестно, что АО =] 3 МО, №О= 
:(| 3—1] В0. Нити цезы трец- 
гольника АВС. 


Введем следующие неизвестные 
(ре 7: АС=х. АС=у. АВ=.. 
МС дс 2х - 
зи = лв * НоЭТоМу МВ= _=. ана 


, уг 
логично АХ = < 9 Тснерь, рассмот- 
рев треугольники ВМА и ВАХ с 
биссектрисами ВО и АО. нетрудно 
полу’ '"ь следующую систему урав- 
нени ›, 


Далее можно выразить все пензвест- 
ные через одно (например, через х) 
и по теореме косинусов найти углы 
треугольника — 30°, 60° и 90°. По- 
пытайтесь решить эту задачу, взяв 
за нензвестные искомые углы, и вы 
убедитесь, что решение сильно услож- 
нястся. 

Необходимо отметить тот факт, 
что большинство задач, решаемых 
алгебраическим методом, могут иметь 
два варианта решения — как «иря- 
мой счет», так и «составление урав- 
нений», эти способы не взанмоисклю- 
чают друг друга. 
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Рис. В. 


Задача 7. Внутри острого 
угла @ взята точка А, идаленная 
от сторон угла на ри 9. Найти 
расстояние от точки А до вершины 
цела. 

Пусть М — точка пересецения АС 
! ОВ (рис. 8). легко заметить, что 


ВАЛ =>. Теперь находим 

м в г Е .с 

НЕ = 9 д. 
сои 

= РА Мекомое расстояние 


УИ 
АО находим из треугольника АОС: 
&НИ 5 

Это — «прямой счет». Между тем 
нетрудно решить задач» и «составле- 
инем уравненнй», причем решения 
обоими путями, ножалуй, ие устунают 
друг другу в рациональности. Итак. 
«составление уравнений». 

Введем нензвестные „.:АОС = 4. 
АО =х. Рассмотрев  треугольин- 
ки АОВ и АОС, составляем систему 
из двух уравнений с двумя  неизвс- 
ствыми: 


[ х5тч = 4. 
| хзт (&—ч) =р. 


Решите эту систему самостоятельно. 

Если еше раз внимательно про- 
смотреть прнмеры, приведенные п 
статье, легко заметить, что почти 
во всех примерах делались некоторые 
дополнительные построения, исполь- 
зовалея ряд геометрических сообра- 
жений. Итак, решая планиметриче- 


Рис. 9. 


скую задачу алгебраическим методом, 
все же не следует забывать, что это 
именно планиметрическая задача, а не 
алгебраическая, то есть нельзя про- 
ходить мимо геометрических сообра- 
жений, так как они обычно упрощают 
решение. В противном случае вы 
можете превратить простейшую гео- 
метрическую задачу в более громозд- 
кую алгебраическую, как это случн- 
лось, например, ири решении следую- 
щей задачи с авторами одного посо- 
бия для поступающих. 

Задача 8 (МГУ, геофак, 
1969). В равнобочной трапеции АВСО 
основания АП = 19, ВС == 6, высота 
трапеции равна 4. Диагональ АС 
делит угол ВАР трапеции на углы 
ВАС ин САП. Какой из этих цглов 
больше? 

Решение этой задачи, предложен- 
ное в упомянутом пособии, заключа- 
лось в следующем. Пусть ВАС = а 
(рис. 9), 2САР = В. Сначала можно 
вычислить № ВАР — (а + В), 
затем 15 В и, наконец, применяя три- 
гонометрические формулы, найти 
4+5 а. Сравнивая 47 а и {5 В, получим 
ответ на поставленный в задаче во- 
прос. Между тем значительно проще 
заметить. что ВСА -—- Ви АВ 5 
(по теореме Пифагора). Из треуголь- 
ника АВС а >> В, так как в треуголь- 
нике против большей стороны лежит 
болышой угол. 


У ажнения 

1 (МГУ, геофак, 1966). В равнобедрен- 
ной трапецин основания равны а н 6, а угол 
днагонали с основанием равен &. Найтн длину 
отрезка, соединяющего точку пересечения 


диагоналей с серединой боковой стороны 
транеции- 

2? (МГУ, физфак. 1963}. В окружности 
радиуса Е через точку М диаметра проведена 
хорда АВ под углом ф к дкаметру: при этом 
ВМ: АМ =р: 49. Через точку В проведена 
хорда ВС, перикидикулярная к даииому 
диаметру, н точка С соединена с точкой А, 
Найтн площадь треугольника АВС. 

3 (МГУ, экономический ф-т, 1968). В тра- 
пеиин АВС углы прин болышем основании 
а равпы © и В, а высота трапеции Я. Пусть 
О.. О.. Оз, О. — центры окружностей, опн- 
санных соответственно около треугольникон 
АВС. ВСБ. СРА, РАВ._ Найти площадь 
четырехугольника О‚О›О.О ‹. 

4. Окружности радиусов Ю н г перссе- 
каются. Проведем к ним-общую касательную. 
Пусть точка А пересечения окружностей 
н точки касания 8 и С лежат по разные сто- 
роны от линин центров. Найтя раднус окруж- 
ности, описанной около треугольинка АВС. 

$ (МГУ, мехмат, 1968). В выпуклом четы- 
рехугольнике АВСО бнссектриса угла АВС 
перссекает сторону АД в точке М, а перпен- 
дикуляр, опущеиный из вершниы А на сто- 
рону ВС, пересекает ВС в точке № так, что 
ВМ -= МС ни АМ = 2МО. Найти стороны и 
площадь четырехуголькика АВСО, если сто 
периметр равен 5-73. 2зВАБ-90°, 
зАВС=60”. 

6 (МФТИ, 1967) Окружиости радиусов 
В нг касаются виутреииям образом в точке 
А. Найтн сторону правильного треугольника 
АВС, вершины В н С которого лежат -соот- 
ветственно па окружностях раднуса А и :. 

7. Прямая { пересекает боковые стороны 
АВ н ВС равнобедренного треугольника 
АВС соответстнеино в точках М и №. Извест- 

АМ СУ 
но, что Бу = т, ду-п. Найти отноше, 


ние, в котором прямая делит высоту 
треугольника, опущенную из вершины В. 


8 (МГУ, физфак, 1969). В треугольнике 
АВС {АВЗАС) медианы, проведенные из 
вершин 8 и Ск сторонам АС и АВ соответ- 
ственно, обратно иропорциональны этим сто- 
ронам. Найти стороны АС и АВ треуголь- 
вика, если ВС=а, 3 ВАС--а. 

9 {МГУ, мехмат, 1971). В четырехуголь- 
ник АВСО можно вписать и вокруг иего 
можно описать окружность. Днагонали этого 
четырехугольника взаимно перпендикуляр- 
ны. Найти его площадь, если раднус описан- 
ной окружиости равен Ю н АВ=2ВС. 

10 (МГУ, фкзфак, 1974). Два одвнаковых 
правильных треугольника АВС ин СОЕ со 
стороной 1 расположены на плоскости так, 
что имеют только одиу общую точку С, и 
зВСр<л:3. Точка К — середина АС, Ё — 
середина СЁ, М — середина ВО. Площадь 
треугольника КЕМ равна 3/5. — Най- 
ти ВО. 
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см к. Физические 
аналогии 


Среди разиообразных явлений раз- 
личной физической природы нередко 
можно встретить похожие явления, 
обнаружнвающие одинаковые при- 
знаки и закономерности. В таких слу- 
чаях говорят о физических анало- 
гиях, нли аналогичных (то есть ио- 
хожнх) системах. Физические ама- 
логии, существующие между элек- 
трическими, механическими, акустн- 
ческимн и другими системами, давпо 
с успехом используются при иссле- 
дованиях и расчетах. Методы, оспо- 
ванные на применении аналогин, 
п ряде случаев оказываются весьма 
плодотворпыми при решеннн задач. 
Онн позволяют сводить решения не- 
которых задач к решениям других 
(уже известных) задач (зачастую из 
другого раздела физики). 

Наиример, нельзя пройти мимо 
аналогии между законом всемирного 
тяготения и законом Кулона. 

Выражения для силы тяготения 
между двумя материальными точками 
с массами М и м н для силы электро- 
статического взаимодействия двух то- 
чечных зарядов О и у нмеют вид 


- Мт - | (9 
Рю Е. а 
Здесь \} — гравитационная постоян- 


ная, в, — электрическая постояниая, 
г — расстоянне между  взаимодей- 
ствующимн телами. 

Поскольку снлы выражаются по- 
хожими формулами (в обоих случаях 
снлы обратио Нропорциональны ква- 
драту расстояиня). движение мате- 
риальной точки в гравитационном по- 
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ле (в поле тяготения) и 
заряжениого тела в поле точечного 
заряда описываются одинаковыми 
уравнениями. Правда, есть н отличие. 
Гравитационные силы всегда стре- 
мятся сблизить тела {притяжение 
тел), а электрические силы в зависи- 
мости от знаков взаимодействующих 
зарядов могут дать как притяжение, 
так н отталкивание. 

Понимание аналогин между за- 
коном всемирного тяготения н зако- 
ном Кулона часто помогает при ре- 
иенин задач. Наиример, мы знаем, 
что потенциал поля точечного заря- 
да @ (то есть потенциальная энергия 
едииичиого положительного электри- 
ческого заряда в электрическом поле) 
т @ 
Чл, г. 
По аналогии можно записать выраже- 
ние дзя потенциальной энергии едн- 
ничной массы в гравитационном поле 
точечной массы М (то есть для гра- 
витацнонного потенциала) в виде 1р-:-- 


М 
= —?—_. Появление знака мипус 


авижение 


выражается формулой ф= | 


связано с тем, что в случае сил притя- 
жеиня потенциальная энергия ока- 
зывается отрицательной. {Напомним, 
что потенциальная энергия полагает- 
ся равной нулю при бескоиечно боль- 
им г.) Последним выражением (для 
гравнтаннонного потенциала} удобио 
пользоваться прн решении многих 
задач из области космической физи- 
ки (например, задача о вычислении 
второй космической скорости, зада- 
чн о маневрах космических кораб- 
лен пт. п.)}. 


Приведем еще одии иример физи- 
ческой аналогии между механической 
и электрической системами. Процессы, 
происходящие в электрическом коле- 
бательном контуре (рис. 1), аналогич- 
пы колебаниям грузика на иружиис. 

Эта аналогия подробно рассмат- 
ривается п  школьюм  учебиике 
(см. учебиое пособие для 1Ю класса 
средией ииколы). Системы являются 
аналогичными потому, что явления, 
происходящие в них, описываются 
одинаковыми математическими соотно- 
шеннями. Второй закон Ньютона для 
труза иа пружине и закон Ома для 
колебательного контура записывают- 
ся одинаковым образом: 


\: с № а 
т т = 1х ы ]. кг = -= С ©. 
1 Ах а : Е 
ГС = = скорость груза, 


= <“ — гок в контуре. 


Отсюда видно, что масса груза т 
может быть сопоставлепа с нидуктив- 
постью кагушки 2, жесткость пру. 
жины А — с обратной величиной ем- 
кости =. Аналогия эгих двух систем 
сохраняется и ири наличии рассся- 
ния энерсии: коэффициент вязкого 
трения В нри неболыних скоростях 
движения тела в жидкости или газе 
аналогичен электрическому  сопро- 
тивлению А. 

Рассмотрим теперь несколько кон- 
кретных задач, решения которых су- 


х($} =_= 911) 


Рис. 1. Этн колебатсльняе системы физиче. 
кк аналогичны. 


щесгвенно упрощаются, еслн восполь- 
зоватьея методом аналогнй. 

Задача 1. Ц-образная трубка 
частично заполнена жидкостью. Се- 
чение тгрубки везде одинаково; общая 
длина заполненной части трубки рав-. 
на Г. Определить период колебаний 
уровня жидкосии в акой сиспеме. 

Попытаемся провести аналогию с 
известной задачей о колебаниях гр\- 
за, нодвешенного на пружине, в та- 
ким образом найги период колебаний 
данной колебательной системы. 

Пусть уровепь жидкости в одном 
из колен понизился нах, а в другом, 
соответственно, повыенлся нах (см. 
рис. 2). тогда разность уровней будег 
равна 2х, и на жидкость в левом ко- 
лене будет действовать пескомненси- 
роваиная сила гяжести столба жидко- 
сти высотой Эх: 

` = — 25рдх. 

Здесь $ — площадь сечения трубки, 
? — илотность жидкости. Знак ми- 
муе в этой формуле означает, что си- 
ла Ё стремится вернуть систему пн 
положение равновесня (как ни в слу- 
чае груза на пружиие). Величина 
25. постоянная для данной систе- 
мы, соотвегствует жесткости пружи- 
ны А. Таким образом, движение жид- 
кости происходит под действнем ква- 
знупругой *) силы. Аналогия с зада- 


*) Так принято называть силы неупру- 
ГОРО происхождения, изменяющнеся по тому 
же закону, что и упругая сила пружины: 
Е = — Ах. 


положение 
робновесие. 


Рис. 2. Еще одна  колеба- 


тельная система. 


$1 


положение 
равновесия 


Р=Ьх [ 


Рис. 3. Механическая, электрическая п тепловая системы, 
в которых работы сил выражаются аналогичными с0от- 


ношениями. 


чей о колебании груза иа пружине 
становится очевидной. Используя фор- 
мулу для периода Т колебаний груза 
массы м на пружине, получаем: 


Т-2п ра ша р. = | 


Теперь мы сформулируем несколь- 
ко задач из различных разделов фи- 
зики и попробуем понять аналогию 
между ними. 

Задача 2. Определить работу, 
затраченную на деформацию пружи- 
ны жесткости №, если её удлинение 
(считая от положения равновесия не- 
растянутой пружины) изменилось от 
Х;-00Х.. 

Задача 3. Какую работу надо 
затратить, чтобы изменить заряд 
конденсатора емкости С от значе- 
ния 9, д0 значения 4-2? 

Задача 4. Один моль идеаль- 
ного газа расширяется при нагрева- 
нии так, что объем связан с темпера- 
турой по закону Т =а\*, где “а — 
некоторая постоянная величина. Ка- 
кую работу совершит газ в этом прэ- 
цессе при изменении вго температуры 
от ТГ, 40 Т-? 

- Системы, о которых идет речь в 
этих задачах, изображены на рн- 
сунке 3. 

Задачи являются аналогичными, 
поскольку во всех трех случаях мы 
сталкиваемся с одииаковыми законо- 
мерностями. Разберемся в этом более 
подробно. 


Рнс. 4. Графическое опреде- 
ление работы. 


В задаче 2 иужно найти работу 
по деформации пружины. Эту работу 
можно определить графическим мето- 
дом. Работа на малом участке пути Ах 
{т.е. на таком участке, что силу 


`Е = Ах можно считать постоянной} 


есть 

АА = РАх = АхАХ. 
Значит, полная работа А при изме- 
ненин координаты от х, до х, равна 
заштрнхованной площади на рисун- 
Е Е 


А= 18—21}. 


Н 
= 


Напомним, что величина 


2 
потенциальная энергия Л упруго де-. 
формированной пружины. Зная вы- 
ражение для этой энергии, мы могли 
бы сразу написать формулу для ра- 
боты (А = АЙ). Но мы хотим здесь 
убедиться в том, что подобная ситуа- 
ция возникает и в других физически 
аналогичных задачах. 

При рененни задачи 3 процесс 
зарядки конденсатора можно пред- 
ставить следующим образом. Заряд 
достаточно малыми порциями 44 (та-. 
кими, что разность потенциалов п 
на конденсаторе можно считать по- 
стоянной) переносится с одной 0б- 
кладки на другую. Работа по пере- 
носу заряда Ад запишется в виде 


есть 


АА = иА4д = = 944. 


Выражение для АА имеет тот же 
вид, что и в задаче 2. По аналогии. 
не повторяя хода решения, мы можеч 
сразу написать, что полная работа 
но изменению заряда на конденсато- 
ре равна 
1 ы „. 
А= с (93—91. 


Величина э5 аналогична потенциаль- 


< Хх 
ной энергин пружины —-н 


нмеет 
смысл электрической энергии, зана- 
сенной в конденсаторе. (Мы снова 
встречаемся злесь с аналогией меж- 


ду жесткостью пружины # и обрат- 


ной величиной емкости —-- | 


В задаче 4 требуется определить 
работу газа при расширении. Если 
взять достаточно малое изменение 
объема АУ (такое, чтобы давление и 
этом элементарном процессе можно 
было с хорошим приближением счи- 
тать постоянным}, то работа запн- 
шется в виде: ЛА =рАУ. Поскольку 
в нашем случае Т =а!?, то из урав- 
нення газового состояния получаем: 


ют г 
р=-у = Вау. 
Следовательно, 
АА = ВоуАГ. 


Теперь аналогия с задачами 2 и 3 
становится очевидной, и мы можем 
записать выражение для полной ра- 
боты А ири расширении газа: 


АУУ = (ТТ. 


Рассмотрим теперь еще одну, не- 
сколько более сложную задачу. 

Задача 5. Какое количество 
теплоты О получает один моль газа 
при изменении температуры от Т, 
д. Т. (Т.> ТГ), если а процессе 
нагревания объем газа изменяется об- 
ратно пропорционально температуре: 


=-, 
ная величина? Теплоемкость газа при 
постоянном объеме С, задана. 


где В — некоторая постоян- 


Прямое решение этой задачи до- 
вольно громоздко. Мы обратим здесь 
внимание на неожнданную аналогию 
этой тепловой задачи с известной 
задачей о потенциале поля точечного 
заряла. 

На основании первого закона тер- 


модинамикн можио записать: 
О=Аи-+А. 
Здесь ЛА -- изменение внутренней 


энергии газа, А — работа, совершен- 
ная газом.  Виутренняя энергия 
ндеального газа зависит только от 
температуры (М — Т). Поэтому из- 
мененне внутренней энергии в любом 
процессе, и значит, и в нашем слу- 
чае, такое же, как и в процессе прн 
постоянном объеме, когда все подве- 
дениое тепло идет только на увеличе- 
ние внутренней энергии: 


АИ =С,(Т. Т,). 


Таким образом, задача свелась 
к вычислению работы, ироизведен- 
ной газом. Для отыскания этой рабо- 
ты рассмотрим сначала элементар- 
ный процесс, в котором объем газа 
увеличивается па достаточно малую 
величину АЛИ, так что давление 
остается практически нензмениым. 
Для элементарной работы мы можем 
наннсать: 


АА ЛАЙ = ЗРлр = АВ мб) 


Нам пужно найти работу газа при 
изменении его объема от значения 


и, == до значения \, == г. 
матически задача свелась к операции 
ннтегрирования, выходящей за рам- 
кн программы средней школы. По- 
пробуем, однако, вспомиить, не встре- 
чались лн мы с подобной постановкой 
вопроса в других задачах. 

В каких случаях элементарная 
работа оказывается пропорцнональ- 


ы: Ах 5 
ной выражению —-: Очевидно, если 


Мате- 


речь илет о работе силы, изменяю- 
щейся обратно  пропорциональю 
квадрату расстояния, на малом пере- 


зд. мы зяаем 


эх дс пми 


две снлы, 


изменяющиеся пропорционально —: 
это снла кулоиовского взаимодей- 
ствня точечных зарядов и гравила- 
ннонна снла. Таким образом, рас- 
сматриваемая тепловая задача ана- 
логнична задаче о потенциале поля 
точечного электрического заряда или 
задаче о вычислении потенциальной 
энергии тела в гравитационном поле. 
Мегоды решения этих задач изучают- 
ся п средней школе. 

Вот пример электрической задачи, 
из которой немедленно следует реше- 
ине задачи 5. 

Задача 6. Найти емкость 
сферическаго конденсатора. образован- 
ного двумя концентрическими прови- 
дящцими сферами с радиусами В, 
и Ю.. 

Емкость конденсатора С равна 
отпошению заряда конденсатора $ 
к разности потенциалов Аф между 
его обкладками. Разность потенциа- 
лов (по определению} равза работе, 
совершаемой электрическими силами 
кри перемещении единичного поло- 
жительного заряда с одной обкладки 
на другую. 

Пусть внутренняя сфера копден- 
сатора имеет заряд 4, а наружная — 
заряд —9. Тогда эяектрическое поле 
в пространстве между сферами совпа- 
дает с полем точечиого заряда 4. 
расположенного в их общем центре *), 
п напряженность поля 

ТИТ ®, <! КЮ.. 

Пусть единичный положительный 
заряд переместился на малое расстоя- 
ние Аг-” Ю, (так что поле можно 
считать однородным). Работа. совер- 
наемая электрическим полем на этом 
участке пути, ссть 


АА=Ё\М = 4 ыы 


3 
Ал, г 


| (+*) 


*) См., например, статью Л. П. Бака- 
ииной п С. М Козела «Принции 
суперпозинии н эзектростатике». «Квант», 
19:3. № 3. 


Полнзя работа А электрических сил 
при изменении расстояния от В, 
до К, может быть выражена через 


потенциал поля  точечиого заряда: 
— .. —— — _9_ Е. 3 =. 
А (у.—®,) 41,  Аде Е, — 
9 К.-— К, 
евр к ' 


Отсюда емкость сферического кон- 
денсатора равиа 
4 К, К, 
бы: в.в. - 

Вернемся теперь к задаче 5 и до- 
ведем ее решение до конца, восполь- 
зовавшись результатами задачн 6. 
Сравним выражение (») для элемен- 
тарной работы при расширении газа 
п выражение ({*»ж) для элементарной 
работы по перемещению еднничного за- 
ряда в электростатическом ноле. Не- 
трудно видеть, что эти выражения 
аналогичны (в задаче 5 переменной 
величиной является. объем газа \, 
а в задаче 6 — расстояние г). Это 
позволяет сделать вывод 9 том, что 
и полные работы А в обоих случаях 
выражаются одинаковым образом че- 
рез переменные У и г соответственно. 
Поэтому по аналогии с выражением 
{#+*) можно записать выражение для 
работы газа при изменении его объема 
от У, до И, 

ры 


_ рва № 
А — КВ р-—. 


Принимая во внимание, что У = в. 


а 


получим: 
Иа 
В _ * Й 
Пи 
В В ‚ 7 
РТ 


Знак минус в этой формуле опреде- 
ляется тем, что в рассматриваемом 
процессе происходит сжатие газа 
{А 0. 

Теперь можно записать оконча- 
тельный результат решения задачи 5. 


>... ’. оф л № 


Рис. 5. Каков пернол колебаний поршия в 
этоН системе? 


Количество тепла, которое нужно со- 
общить одному молю газа, чтобы 
нзменнть его температуру от Т, до 
Ть, равно 

9 = (С, — Ю) (Т. Ть. 

В этой статье мы хотели проил- 
люстрировать значение физических 
аналогий. Следует, однако, иметь в 
виду. чго аналогии бывают разные. 
На рисунке 1 изображены системы, 
между которыми нмеется глубокая 
физическая аналогия. Аналогичными 
оказываются процессы, протекающие 
я этих двух физически разных систе- 
мах. Аналогин такого рода назы- 
ваются динамическими. Динамически 
аналогичные снстемы описываются 
одинаковымн уравненнями движения. 
Роль таких систем в науке особенно 
значительна. Другим примером дни- 
намической аналогии является зада- 
ча о движенни спутников Земли и за- 


Рис. 6. Надо придумать механическую ана- 
логию этой электрической цепи. 


дача о движении электронов в резер- 
фордовской модели атома водорода. 

Наряду с такими глубокими физи- 
ческими аналогиями болыной нпите- 
рес представляют и случан формаль- 
ной аналогии. К этой категорин мож- 
но отнести примеры, разобранные в 
задачах 5 и 6. В этих задачах мы не 
изучали дннамику систем и не рас- 
сматривали процессы, протекающие 
во времени: Задачи сводились к вы- 
числению определенной физической 
величины (работы). Мы лишь обрз- 
тиян винмание на то, что и обоих 
случаях снлы, производящие работу. 
подчиняются одинаковым закономер- 
нсстям. Это позволило использовать 
для решения тепловой задачи извест- 
ное из школьной программы выраже- 
ние для потенциала поля точечного 
заряда. 


Упражнения 


1. В вертикально расположеняом ци- 
линдре под тяжелым поршнем массы п п 
площади 5 паходится одии моль идеального 
газа {рис. 5). Используя аналогию с грузом иа 
пружние, определить период малых колеба- 
НИЙ поршия относительно положения равно- 
весия, предполагая температуру газа неиз- 
менной и равной То. Атмосферное давление 
равио рл- 

Какой смысл вкладывастся здесь я по- 
нятие малых колебаний? Какую еще колеба- 
тельвую систему, аналогичную грузу па 
пружине только пря малых колебаииях, вы 
знаете? 

2. Попытайтссь придумать механическую 
систему, которая была бы динамически ана- 
логична электрической цепи, изображенной 
на рясупке 6. Цепь состоит из конденсатора 
емкости С, первоначальный заряд которого 
равен до, н сопротивления В. Ключ К замы- 
кается в нскоторый момент времени. 
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Завод-втуз при Московском 
автомобильном заводе 
им. И. А. Лихачева 


Завод-втуз, как новая и важная форма 
работы высшей школы, все глубже про- 
никает в среду прочзводства. При этом 
подготовка студентов основана на ор- 
гапическом сочетании теоретических 
знаний студентов с их пронзводствен- 
ной работой на предприятиях. 

Завод-втуз при ЗИЛе был создан 
пятнадцать лет назад и вместе с дру- 
гимн заводамн-втузами прошел боль- 
ВОЙ путь организации и стал водни 
ряд с крупнейшими вузами страны. 
Сейчас на автомобильных заводах 
столицы и многих другнх городов Со- 
ветского Союза работает более 
2500 его выпускников. 

Завод-втуз прин ЗИЛе имеет трн 
факультета: автомобильный, механи- 
ко-технологический и вечерний. 


Автомобильный фа- 
культет готовит специалистов в 
областях конструировання, расчета 
и исследования автомобилей, двигате- 
лей и кузовов, а также изготовления 
деталей автомобиля методами холод- 
ной и горячей штамповки. 

Механнко-технологиче - 
ский факультет готовит специ- 
алистов в области технологии машино- 
строения, метаячлорежущего оборудо- 
вания, инструментального производ- 
ства, технологии литейного производ- 
ства, металловедения, оборудования 
н технологии термической обработки, 
экономики и организации машнно- 
строительной промышленности. Кро- 
ме того имеется ряд специализаций: 
ремонт и модернизация металлорежу- 
щего оборудования, электрофизнче- 


ские я электрохимические методы об- 


работки ин др. 
На вечернем факуль- 
тете осуществляется подготовка 


руководящих инженерно-технических 
работников базовых заводов, имею- 
щих квалификацию ниженеров-меха- 
ников. Олн получаюг второе высшее 
экономическое образование по вечер- 
ней снстеме со сроком обучения 
3 года. 

Завод-втуз принимает работников 
предприятий ЗИЛ, АЗЛК, ГПЗ-1, 
Камаз и их филиалов, а также вы- 
лпускников средних школ, направлен- 
ных на обучение указанными завода- 
ми, н готовит инженеров для этих 
предприятий. Выпускники  завода- 
втуза успешно работают на базовых 
заводах, становятся подлинными ру- 
ководнтелямн производства, активно 
решающими задачи научно-техниче- 
ского прогресса производства. 

В чем же состонт особенность под- 
готовки инженеров по системе чза- 
вод-втуз»2 

Эго прежде всего чередование тео- 
ретического обучения с работой на про- 
нзводстве. При общем сроке обучения 
5 лети 1 месяцев в течение 11 семе- 
стров студенты учатся попеременно © 
отрывом н без отрыва от производства 
с чередованием по неделям. 

На первом курсе студенты (в ос- 
новном выпускники средних школ, 
они составляют около 90% набора) 
приобретают рабочую специальность. 
На втором-четвертом курсах сту- 
денты, работая в цехах базовых за- 
водов на рабочих должностях в соот- 


ветствнии с изучаемой специальностью, 
участвуют в выполнении производ- 
ственной программы, проходят ин- 
женерно-производственную ПОДГОТОВ- 
ку по программам  профилнрую- 
щих кафедр под руководством завод- 
ских  инженеров-консультантов ни 
преподавателей завода-втуза. К мо- 
менту перехода на инженерно-техни- 
ческую должность (обычно к концу 
четвертого курса) студенты — имеют 
рабочую квалификацию не ниже 
3 разряда. На пятом и шестом курсах 
предусматривается обязательная ста- 
жировка студентов на инженерно- 
технических должностях (инженеров, 
старших техников н техников) в лабо- 
раториях, конструкторских бюро н 
отделах базовых заводов. В этот пери- 
од студенты осуществляют подготовку 
к предстоящему дипломному проек- 
тированню н выполняют дипломные 
проекты. Темы проектов, как пра- 
вило, непосредственно связаны с вы- 
полияемой студентами работой на 
производстве. Это позволяет значи- 
тельно повысить количество реальных 
дниломных проектов, подлежащих 
внедрению на предприятиях. 


Студенты и профессорско-препо- 
давательский состав активно участ- 
вуют в выполнении «Комплексного 
плана социально-экономического раз- 
вития» Московского автомобильного 
завода нмени И. А. Лихачева и дру- 
гих базовых заводов нашего втуза 
по направлениям «Повышение техни- 
ческого уровня, качества ни надежно- 
сти выпускаемой продукции», «Раз- 
витне техники и технологии произ- 
водства», «Научно-исследовательские 
н опытно-конструкторские работы». 


Профессорско - преподавательский 
состав и студенты участвуют в хоз- 
договорных и госбюджетных научно- 
исследовательских работах по тема- 
тике базовых заводов. Для выполне- 
ния наиболее важных хоздоговорных 
работ часть студентов дневного отде- 
ления завода-втуза откомандировы- 
вается базовым заводом ЗИЛ в распо- 
ряжение НИСа завода-втуза. 


Подготовка иннженеров-механнков 
для базовых заводов осуществляется 
в соответствни с квалификационными 
требованиями, разработанными заво- 
АОМ-ВТузом и главными специалиста- 
мн ЗИЛа. 

Выполненне этих требований в со- 
четанни с необходимым теоретиче- 
ским обучением обеспечивает подго- 
товку квалифицированных специали- 
стов широкого профиля для конкрет- 
ного производства. Трудовая закалка, 
идейная убежденность, полученные 
в стенах института знания позволяют 
выпускникам  завода-втуза быстро 
вливаться в жизнь трудовых коллек- 
тнвов и активно участвовать в реше- 
нии поставленных перед ними задач. 
Так, хотя в этом году завод-втуз 
вылустил только свой десятый вы- 
пуск, среди его пнтомцев есть дирек- 
тора заводов, заместители директо- 
ров, главные механики заводов, заме- 
стителн главных инженеров, началь- 
ники отделов и частей. Только на 
ЗИЛе более 10 цехов возглавляют 
выпускники завода-втуза. 

За все время обучения студенты за- 
вода-втуза ежемесячно получают 
1/, месячной зарплаты и 1/, месячной 
стипендни, повышенной на 15% по 
сравнению со стипендиями студентов 
обычных диевных вузов. Стипендией 
в заводе-втузе обеспечиваются все ус- 
певающие студенты дневного отделе- 
НИЯ. 

Студенты завода-втуза имеют 
возможность принимать активное 
участие в спортивной жизни одного 
из крупнейших спортивных клубов 
страны «Торпедо» ЗИЛ, спортивных 
клубах «Москвич» и «Подшипник». 

На заводе-втузе ежегодно прово- 
днтся широкая вузовская Спартаки- 
ада, привлекающая к себе практн- 
ческн всех студентов 1—\М курсов. 
Студенты соревнуются н на зимней 
Спартакиаде ЗИЛа, где показывают 
отличные результаты. Во втузе ра- 
ботают секции волейбола, баскетбо- 
ла, футбола, гандбола, лыжного 
спорта, легкой атлетики. Все сту- 
денты обучаются плаванию. Студен- 


я 


ты, занимающиеся ‹споргом. регу- 
лярно соревнуются с командами ву- 
зов и производствениых коллчекти- 
вов Москвы п других городов. Боль- 
шая групиа студентов вхолит в со- 
став сборных команд базовых заво- 
дов, МГС и ЦС ДСО «Труд». В за- 
воде-втузе обучается ряд студентов, 
входящих в сборные команды СССР 
но стдельным видам спорта. 

Ниже приводятся образцы варнан- 
тов вступительных экзаменов по мате- 
матнке и физике в завод-втуз п 
1975 году. 


Математика 
Варнант 1 


1. В правильной треугольной призме 
‚угол между диагональю боковой грани и дру- 
той боковой гранью равен . Определить 
‘боковую поверхность призмы, зная, что реб- 
ро основания равно а. 

2. Решить урависние 
юр" — |) — Юз (2—2) 
3. Решить уравиеиие 

сах -1- 2х — 20% х 


—2- х 0642 


Варнант 2 


1. В конус виисаи куб со стороной ы 
(основание куба лежит на основании конуса). 
Определять объем конуса, если его образую- 
пая наклоиена к плоскости осиования под 
углом а. 

2. Решить уравнение 


5 
124-42 -- 1} = 156-- № (==: + 3) | 
3. Решить уравнение 


х Е - ь 
с054 я = хи —5- -|- ЭХ -- с052х. 


Варнант 3 


1. В конус, образующая которого накло` 
кена к плоскости основания под углом ©, 
влисан шар. Объем конуса равси У. Найти 
поверхность шара. 

2. Решить уравнение 


1юя; [х -- 08 (9—2*) + 4] = 1. 
3. Решить уравиенне 
зт? х-- $? 2х == $1 Зх. 


Физика 
Вариант 1 


1. Распространение колебаний в упругих 
средах. Пролольные и поперечные волны. 
Скорость распространения колебаний. Дли- 
на волны. Зависимость между длиной волны, 
скоростью распространения колебаний п 
частотой. 

2. Работа и теплота. Количество тепло- 
ты, единицы измерения, Удельная теплоем- 
кость вещества. Формула для подсчета ко- 
личества теплоты, необходимой для нагрева- 
ния тела. 

3. Ракета, масса которой А == 5. [03 ке, 
поднимается па вертнкальном участке взлета 
под действием силы тяги реактивных двигате- 
лей, равной Е - 2,45. 168 н. Определить 
ускорение, с которым поднимается ракета. 
и вес космонавта в космическом корабле па 
взлете, если масса космонавта равна т 

70 кг. Ускорение свободного падения иа 
всем участке движения ракеты принять рав- 
ным 9,8 мс*. 


Варнант 2 


1. Прямолннейное неравномерное двн- 
женве материальной точки. Средняя и мгио- 
всиная скорости движения. Равнопеременное 
прямолниейное движевие. Ускорение. Урав- 
чения равноперемеиного движемия- 

2. Явление электромагкитной индукции. 
Условие возникновения 3э.4.с. индукции. 
Опытное подтверждение закона электромаг- 
нитной индукции. Направление индукцион- 
ного тока. Закон Ленца. 

3. Как надо расположить две лнизы, из 
которых одна рассеивающая с фокусным 
расстоянием ЁР,, а другая — собирающая © 
фокусным расстоянием Ё,- 2Ё:, чтобы пу- 
чок лучей, параллельных главной оптической 
0<и линз, пройдя обе линзы, остался парал- 
лельным. 


Вариант 3 


1, Электростатическое поле точечного за” 
ряда. Потенциал поля точечного заряда. 
Разность потенцналов. Работа перемещекия 
заряда в электростатическом поле (на приме- 
ре поля точечного заряда). Выражение ра- 
боты через разность потенциалов. 

2. Закон всемирного тяготения. Физиче- 
ский смысл гравитациояной постоянной. Си- 
ла тяжестн и вес тела. 

3. В закрытом баке объемом У -= 50 лна- 
ходится вода массы т = 100 г при нормаль- 
ных условиях (ре == 1,01-108 м/м?, То = 
-= 273`К). Определить давление р влажного 
воздуха, если бак иагрелн на АТ = 100°. 
Водйной пар считать идеальным газом. 


Л. И. Воронин. Н. М. Горин, 
И. Б. Лифшиц, В. А. Ляховский, 
О. В. Таратынов 


|Х Всесоюзная 
олимпиада школьников 


В прошлом году приказом министра просвещения СССР было утверждвно новое 
«Положение о Всесоюзной физмко-математнческой опымпмаде школьников». В ос- 


новном несколько мзменены срокм н порядок проведення олимпнады. Расскажем 
немного о новом «Положенини. 


Порядок проведения олимпиады 


Олнмпмада проводнтся в теченме учебного года в пвть этапов. Первый этап — 
школьные олимпиады. Второй этап — районныв [городскме] олимпнады. Третый 
этап — олимпиады автономных республик, краев м обпастей. Четвертый этап — рес- 
публиквнские олнмпнады. Пвтый этап — занлючительный этап Всесоюзной олммлма- 
ды — проводится в апреле. 


Участники олимпиады 


4. В заключительном этапе Всесоюзной олимпиады прниммают участме по одной 
команде от союзных республик, городов Москвы м Ленннграда, Главного Полыт- 
управления Советской Армин ы Военно-Морского флота и Миннстерства путей со- 
общення СССР. 
2. Чиспенный состав команды по каждому предмету определяется в соответствим 
к числом учащихся в республике. В прошлом году на олимлнаде от РСФСР было 
48 человек, от УССР — 12 чеповек, от БССР, КазССР н УзССР — по 6 человек, от 
остальных республик, команд Москвы н Ленннграда, а также МПС нм Гл. Политуправ- 
пеннв Советской Армым м Военно-Морского флота — по 3 человека. 
Город. проводващый заключительный этап олимпиады, ммеет право принять в нем 
участие в составе 3 человек. 

Каждвев комвида должна вкпючать однивковое количество учащнхся 8—9—10— 
(11] классов. Дополннтвльно в состав команды зводятсв победытепмы заключитепь- 
ного этвпа предыдущей олимпкады, занявшие |-—Й места, 
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Олимпиада 
по математике 


В. Л. Гутенмахер 


ГХ Всесоюзная олимпиада по мате- 
матике проходила с 17 по 23 апреля 
н Сарагове. Согласно новому «Поло- 
жению», п эгом году участие в олим- 
пнаяе приннмали только команды 
республик и призеры прошлогодней 
Всесоюзной олниамниады (всего 144 че- 
ловека). Олиминада, как всегда, про- 
ходила в два тура (18 и 20 апреля, 
отдельно по восьмым, девятым п деся- 
тым классам. Мз множества задач, 
предложетиых членами жюри и ири- 
сланных в «Квант», были составлены 
варианты для каждого класса. 

Олимпнадные задачи были при- 
сланы из Саратова. Москвы, Ленин- 
града, Казани, Свердловска, Харько- 
ва. Ярославля п Черповцов. Огме- 
тим. что искоторые задачи ьторого дня 
олимпиады уже близки к серьезной 
математической науке. 

Условия почти всех предлагавиих- 
ся на олимпиаде задач (кроме трех) 
былн опубликованы В  «Кван- 
тех №№ 7, 8, 9 в разделе «Задачник 
«Кванта», н поэтому здесь мы их не 
помещаем. {Полпостью варианты 
онубликованы в журнале «Математи- 
ка я школе», 1975, № 6.) 

В эгом году, как и в прошлые го- 
ды, очень много задач было связано 
с таблицамн. Школьннкам, готовя- 
щимся к следующей олимпиаде по 
математике, можно смело советовать 
учиться решать такие задачи. 

Как ни сгранно, участники олим- 
ннады плохо решили сравнительно 
простые задачи по геометрии. Гораз- 
до успетиее они справились с ал- 
гебранческими и логическими зада- 
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чами, причем были найдены разные, 
порой неизвестные жюри, решения. 

Перейдем теперь к краткому раз- 
бору тех трех задач, которые не вошли 
в «Задачник «Кванта». 


В класс, задача №3. 

Какой каименыииа периметр может 
иметь выпуклый З2-угольник, все вершины 
которого лежат в узаах клетчатой бумаги 
со стороной клетки Ш? 

Эта задача эквивалентна следующей. 
Пусть О — узел клетчатой бумаги со сторо- 
ной клетки 1. Нужно определить 32 ненуле- 
вых вектора с началом в точке О так, чтобы 

а) концы векторов лежали в узлах 
клетчатой бумаги; 

6) векторы ие совпадалн по направлению; 

в) сумма длин этих векторов была бы 
мниимальна. 

На рисунке 1 изображены 32 вектора, 
удовлетворяющие условиям а) — в): это че- 
тырс вектора длины 1, четыре вектора длины 


} 2, восемь векторов длины } 5, восемь век- 
торов длины р 1Юн восемь векторов длины 
р 13. Итак, наименьший периметр равен 


4 (1 -1- р) 1-5 р Ю- р 13). 


9 класс, задача № 1. 

В выпуклом шестиугольнике ААА зА у 
АА в середины диагоналей АА... 
А Аз, А2А ГО А.А, А :А в» А.А, обозначим 
соответственно через Ву, В», Вз, В.. Ву, В.. 
Докажише, чо если зиестиугозьник В.В -ВзВ : 
В.В — выпуклый, то его площадь в 


четыре раза меныие площади А.А зАзА А, Ав. 


Рис. 1. 


Рассмотрим четырехугольники А.А ;АзА 
н В38 «В.В зв (см. рис. 2). Диагональ А.А. 
первого четырехугольннка параллельна дна- 
гонали В.В второго н (А.А; = В.В... 
так как днагональ В.В — средияя линия 
я треугольнике А,/зА,. Аналогично, днаго- 
иаль 4,43 параллельна днагоналн В.В, н 
А .А3 -= АВВ, так как диагональ В3В; — 
средняя лниня в треугольннке А.АзА.. 

Поскольку площадь выпуклого четырех - 
угольника равия половине произведения 
длин дизгоналей на сннус угла между ними, 
получаем, что площадь четырехугольника 
ВзВ.ВьВ‹ вн четыре раза меньше площади 
четырехугольника А,А_АЗА в. Точио хак же, 
площадь четырехугольника В‹В.В,В. (его 
нет на рнсунке) в четыре раза меньше пло- 
щади четырехугольника 43:44. Указан- 
мые четырехугольники образуют соответ- 
ственно первый и второй шестиугольники, 
н тем самым требуемое соотношение доказано. 


Ю класс, задача №2 
Докажите, что для положительных а. Ь, 
с имеет место неравенство аз -!- 53 -|- 23 --- 
-г Заёс > @Б @ + м а 
ас (@а-[ од. 
Поскольку выраженне 
а 63 | - За — 

—а5 ат — {9 —еса- 5 
симметрично относительно а, 6. с, мы можем 
без ограничения общностн считать, что а7> 
> 6-Е _>0. Написаиное выражение можго 
преобразовать в следующее: 

(2 — В): (а 6—7 с(с-а с — 5. 
Из предположения 2>—> 62 с 20. очевидно, 
следует, что 


(а — 5) (а 6—-дыо 

н сс—@) с<— В 0. 
Складывая эти два неравенства, получаем 
нужное неравсистро_ 


Рис. 2. 


На шестой международной математиче- 
ской’ олиминаде была предположена такая 
задача: 

Пусть о, Бин с — длины сторон некото- 
р0го треугольника. Доказать. что 

а(ь-- с — а) | "ст а— в) 
с аб д= Зак. 

Нетрудно усмотреть, что это неравенство 
совпадает с перавенством тозько что разоб- 
ранной задачи № 2, однако дополнительные 
условия упрощают решение. 

Мы можем предложить читателям «Кван. 
та» еще одну геометрическую задачу из 
портфеля жюри; «е предполагалось дать на 
втором туре п девятом классе. Жюри в по- 
следний момент исключило эту задачу в внду 
лерегрузкн варнаита, я также потому, что 
она легко может быть решена методом ин- 
версии" ): 

В данный круговой сегмент произвольным 
образом вписываются две окружности, касаю- 
щиеся Эруг Эруео в точке М. Найдите мно- 
жество точек М. 

И наконец, песколько слов © том, 
что значит «решить задачу» на олим- 
пиаде. Решить задачу — это еще не 
все: надо суметь правильно запи - 
сать ее решение. На олимицаде 
было предложено много сложных, 
нестандартных задач, запись решения 
которых на самом деле требует оц- 
ределенного мастерства. Тут преж- 
Де всего сказывается отсутствие обще- 
принятых обозначений,  термиио- 
логни. Из трудного положения школь- 
ники выходили ио-разному: один — 
более, другие — менее удачио. Ови 
придумывали свои определения, вво- 
дили собственные обозначения, — 
иногда для расшифровки написан- 
ного членам жюри приходилось со- 
зывать «консилиум». Чаще всего, не- 
смотря ина запуталиость изложения, 
ренение задачи оказывалось абсолют- 
но верным с математической точки 
зрения, — и какой-то степени мож- 
но было даже логически оправдать 
запутанность фраз и оборотов. Все 
сказаиное касается, в основном, за- 
дач №339 («Квант» № 8) и №332 
(«Квант» № 7). Обе они нозже будут 
разобраны й «Кванте»: мы советуем 
всем тикольникам, участвовавшим в 
олимпиаде, даже тем, кто решил этн 


*) См. «Квант», 1971, № 8, статья 
А. П. Савина — «Мнивереня н ‚задача 
Аполлония». : 


задачи, познакомиться © записью их 
решеннй. Мы же сейчас приведем не- 
сколько «цитат» из работ участников 
олимпиады; 


«Мы можем держить носпоянную саязь 
с винией выбронной прямой. возвращаясь 
к ней окружными лутями, полодая затем на 
Эругие, но это крайний случаах. 

г... можно пройти ло всем прямылг, даме 
если нет прямого хода; например... 

«Пути содержат столько общих точек, 
сколько горбов они направляют друг к другу». 

«Ёсаи путь невыпукаый. то, продолжив 
гго невыпуклую сторону_..». 

«Зомкнутой плоскостью назовем такую 
лаоскость, в которой требование задачи вы- 
полняется. не выходя во вторию п.юскость». 


В дни, свободные от соревнований, 
программой олимпиады были пре- 
дусмотрены интересные экскурсии, 
встречи, беседы. Члены жюри прочли 
для школьников несколько леканй 
но математике. Одна из них — «Р»- 
ды Фарея» —- уже опубликована В 
«Кранте» № 8 за 1975 год. 

На закрытии олимииады победи- 
телям были вручены дипломы и спе- 
цнальные призы. Больше половины 
школьников оказались п числе 
награжденных различными премиямн. 

Премии «Кванта» былн вручены 
госьмиклассникам. Комплектом жур- 
нала за 1974 год с автографами авто- 
ров статей пагражден Г. Рыбни- 
ков (Москва). ГодоЕой подинской на 
«Квант» на 1976 год награждены \че- 
ники 8-х классов Ю. Гиматов (Моск- 
ва), Л. Кодряну (Рыбинна), Д. Се- 
медов (Красноводск). С. Хашим 4Ива- 
ново). „7. Арбузов ^4Порильск), 
А. Аузинь (Рига), В. Бальчи- 


тис ИПауляй), Е. Глезин (Леник- 
град), В. Ослон (Киев), И. Хоб- 
зей (Киев). В заключение нужно 
отметить огромную помощь всех 
саратовцев, прннявших участие в 
организапии и проведении  олнм- 
ниады. 
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Олимпиада по физике 


Т. С. Петрова. Л. В. Чернова 


Заключительный тур 1Х  Всесоюз- 
ной олимпиады школьников по фи- 
знке проходил с 17 по 23 анреля в 
городе Калуге, где жил и работал 
К. Э. Циолковский. 

Калуга — старинный русский 
город. Более 600 лет назад появилссь 
первое упоминание об этом городе, 
тогда неболыной крепости. Сегодняш- 
няя Калуга — больнюй современиый 
город с огромными жилыми массива- 
мн-новостройками, школами, кино- 
театрами, вузами. 

В этом году в заключительисм 
т\ре приняли участие 43 ученика 
8-го класса *), 47 учеников 9-го п 
Э[ -- 1Ю-го классов. 

|7 апреля в новом зданни Кал\ ж- 
ского государственного иедагогиче- 
ского ниститута (КГПИ) им. К.Э. Ци- 
олковского состоялось ‘торжествен- 
нсе открытие заключительного тура 
|Х Всесоюзной олиминады школьни- 
ков по физике. В этот день в город- 
ской газете «Молодой ленинец» были 
опубликованы ириветствия легчика- 
космонавта Г. В. Сарафапова и 
председателя Оргкомитета Всесоюз- 
ной олимпиады школьников академи- 
ка И. К. Киконна. Обращаясь на 
страницах газеты К «олимпийцам», 
И. К. Кикоин сказал: «Весьма по- 
дозреваю, что вы сами не сознаете, 
как счастлива ваша жизнь. Если бы 
это не было фантазией, я так же, как 
п мои ровесники. был бы счастлив 
оказаться в вашем ноложении, занять 


*) Нумерация классов 
проинлому учебному тоду. 


соответствусг 


место за партой п участвовать я эгой 
олиминаде». 

На торжественном открытии к уча- 
стникам со словамн самых добрых 
пожеланий обратилнсь первый сс- 
кретать Калужского обкома комео- 
мола. доцент кафедры общей физики 
КГИН М. И. Тульчинский, акаде- 
мик И. К. Кикоин, председатель жю- 
ри 1Х Всесоюзной олимпнады по фн- 
знке „Т.Н. Усачев и др. 

После торжественного открытия 
состоялся концерт художественной 
самодеятельносги студентов Педагс- 
гического институ га. 

18 аиреля в просторных аудиго- 
риях КГИМ проводился теоретиче-. 
ский тур олимпиады. Каждому уча- 
стнику олимпиады было предложено 
5 задач. на решение которых отводи- 
лось 4 часа. 

Большая часть задач, предлагав- 
ныхея на олимииаде, была опубли- 
кована в «Задачнике «Кванта» (см. 
«Квант» № 7, 8 за этот год}. Мы 
приводнм тексты задач, не вошед- 
ших в «Задачник «Кванта». 


1. Ракета имссл два двигателя, которые 
могут сообщать ей постоянные ускорения 
и; И 4:. паправленные вертикально виерх. 
Первый двигатель рассчнтан на работу в те- 
чение времени #/,, второй —- времени #1, 


причем а>а и /<!,. Двигатели могут 
включаться как одиовременно. так и после- 
ловательно. Какой порядок включения дек- 
гатедей следует выбрать для того, чтобы в мо- 
менту окончания работы двнгателей ракета 
поднялась на максимальную высоту? (8 кл.) 


Ф. Космический корабль движется по 
круговой орбите вокруг Земли в плоскости 
орбиты Луны с угловой скоростью, равной 
угловой скорости пращения Лупы вокруг 
Земли. Во время движения корабль паходнт- 
ся на прямой, соединяющей центры Лупы 
и Земли. Расстохице от корабля до Земли 
таково, что свлы притяжения, действующие 
па корабль со стороны Земаи и Луны, равны 
друг другу. Рабогают ли двигатели корабля р 
Каков 106с космонавта, находящегося ия 
корабле? Масса космонавта ТО кг. период 
обращения Луны вокруг Земли 27,3 су- 
ток. Масса Земли в 81 раз больше массы Лу- 
ны, и расстояние от Земли до Туны примерно 
равно 60 земпым раднусам. Раднус Земли 
припять равным 6400 км. 8 кл.) 

3. Две правилынхе шестигранные прил. 
мы из прозрачного материдла  АВСРЕР 
и А'В°'С'О’Е’Е” (рис. 0) сложены впаотную 
занерненными гранями РО и Е”0’. Осталь’ 
пыс грани имеют просветляющее покрытие, 
то ссг, на них не происходит отражения 
<вета. Грамь АВ осъемается \ммроким та. 
разлельным пучком света, причем плоскость 
падения совпадает с плоскостью осповання 
призмы. При некотором значении угла изде- 
ния вссь свстовой поток. попадающий на 
Грань АВ, выходит через грань А”В” второй 
призмы. Определить показазель преломления 
материала призм {19 кл.). 

При решении задачи | иужио было ак. 
куратно разобраться со значениями пачель- 
цых скоростей ча вором этзие звижении 
раксты при разных режимах работы лвига- 
телей, заинсать выражения для высоты подъс- 
ма ракеты за время #, -!*/, при разных ре- 
жимах п показать, что онтимальным является 
режим, ирн котором спачала включается иер- 
вый двигатель, а затем второй. 

В задаче 2 основной трудиостью для тех, 
кто не справился с этой задачей, былю опрс- 
делить нанравленне действия снлы  лягн 
двигагелей. Снлы притяжения, действующие 
на корабль со сторона Луны и Земли, ком- 
пепсируют друг други. Следовательно. толь- 
ко сила тяги двигателей можег сообщить 
кораблю ипеобходнмое ускорение. Лля этого 


Рис. 2. 
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Победители 1Х Всесоюзной олимпиалы школьников по физике, получившие Дипломы 1 сте- 


пенн. Слева направо: А. Моржаков, 
К. Третьяченко, И. Черных, 
С. Демокритон. 


сняла тяги должна быть напранлена по радиу- 
су в нентру Землн. Тогда вес космонанга 
численно равен силе тяги двигателей м иа- 
нравлен по раднусу от центра Земли. 
Главным при решении задачи 3 было пра- 


внльно постронть ход лучен через призмы. 
Непосредственио из условия задачи следуст, 
«то ход лучей, при котором весь световой по- 
ток, надающий на грань АВ, выходит через 
гравь А'В", должев быть таким. как показа- 
по на рисунке 2. Тогда угол падения % на 
грань АВ (равный углу преломления \ па 
грани 22) равен 60°, а угол преломления В 
равси 30°. Отсюда л = а В =} 3. 

После того как все работы теоре- 
тического тура были сданы, для уча- 
стников олимпиады была проведена 
экскурсия по городу, состоялся про- 
смотр показательных выступлений 
спортсменов областной детской снор- 
тивной школы «Юность». 

19 апреля днем  «олимиийцы» 
труднлись на Коммунистическом суб- 
ботнике, а вечером в областиом Двор- 
не пионеров состоялся вечер от- 
дыха. 

Для жюрн эти дни были очень на- 
пряженными — нужно было ирове- 
рить все работы теоретического тура. 

20 анреля проводилея  экспери- 
ментальный тур, в котором ирнии- 
мали \хчастие все“ участники олим- 
пнады (в отличие от прошлых 
лет, когда к экслерименту доиуска- 
лись лишь те, кто наиболее успешно 
справнлея с задачами теоретического 
тура). Основная нель эксперимента — 
с помощью несложного оборудования 
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В. Щукин, В 
Ю. Македонон, В. Кривцун, 


В. Борю, О. Щербаков, 


В. Булатов, 
Л. Авдеев, Е. Шахновнч, 


провести серню онытов, оценить полу- 
ченный результат, его достоверность 
и погрешность измерений. Немалое 
значение придавалось и оформлению 
работы. Вот тексты эксперименталь- 
пых задач. 


$ класс 

Восьмикласспикам были предложены две 
задачи. 

1. Определить 
жадкости. 

В распоряжении экспериментаторо име- 
ютея мензурки. жидкости с известными 
плотностями (вода, недный купорос), пробир- 
ки. 


плиикость неизвестной 


При оценке этой работы учитывалось, 
сколькими способами проводились нзмерения, 
как оцепивалась точность измерений различ- 
нымн способами, аккуратиость выполнения 
работы п. конечно, полученный результат. 

2. Определить максимальное ускорение, 
сообщаемог шайбе катопультон. 

Экспериментатору даюпкя шайба, ката- 
пильта, линейка. 

При выполнении этой работы надо было 
определить коэффиниент трення между шай- 
бой и поверхностью стола, учесть зависимость 
снлы трения от скорости. Важно было про- 
вестн достаточное количество измерений, 
иравнльню оиенить точность полученных ре- 
зультатов. 


9 класс 

Определить, какие элементы могут нахо- 
антьгя п ечерном ящике», как они соединены. 

В распоряжении экспериментатора 
имеются реостат. вольтметр, батарейка, 
соединительные провода. Цеобходимо точно 
определить электрическую схему, снять вольт- 
имперную характеристику, обнаружить п 
объяснить ее незинецность. 

Ири  подведенни итогов оценивалось 
умение обращаться с понборами, выбор метода 
измерений. Для нолучения: правильного ре- 


зультата необходимо было учесть внутреннее 
сопротивление вольтметра н. конечно, оце- 
ннть точность эксперимента. 


10 класс 

1. Определить фокусное расстояние рас- 
сеивающей зинзы всеми возможными спосо- 
бам. 

2. Определить разрешающую способность 
вииего елаза (разрешающая способность ха- 
рактеризуется минимальным расстоянием 
между двумя точками, при котором эти точки 
воспринимаются глазом каждая отдельно). 

Дая эксперимента даются источник све- 
та. собирающая и рассеивающая лануы, экран. 
фольга. линейка, измерительная шкала. 

Прн оценке работы учитывался выбор 
способа и точность измерений фокусного 
расстояпня собнрающей линзы, точность 
определения фокусного расстояния рассен- 
вающей линзы. правильное построенне хода 
лучей в системе из двух лниз. 


Прилер олимпиады 11. Васнльсв 


Вечером носле — эксперимента 
«олимпийцы» посетили меморнальный 
Дом-музей К. Э. Циолковского и 
Государственный музей — истории 
космонавтики. Сюда но традиции ирн- 
езжают советские космонавты после 
очередного полета в космос. 

2} апреля состоялась экскур- 
сия на первую в мире атомную 
электростанцию, построенную в го- 
роде Обнниске в 1954 году. 

И вот наступил день, которого 
с таким нетериением ждали все: и чле- 
ны жюри, и копечно, сами «олнмпий- 
цы». 22 апреля состоялось закрытие 
]Х Всесоюзной олимпиады зколь- 
ников по физике, на котором были 
подведены окончательные итоги. 

Победители олимпиады были на- 
граждены дипломами п призами. Спе- 
цнальным призом «Кванта» -— под- 
шивкой журнала за 1974 год с авто- 
графами членов редколлегии — за ус- 
пешное участие в олимпиаде паграж- 
ден Н. Васильев (Калуга). Подпис- 
кой на журнал «Кваит» на 1976 год 
награждены Г. Абдулаев (Кировабад), 
Е. Пономарев (п/о Черноголовка Мос- 
ковской обл.), А. Смирнов (и. Семи- 
братово Ярославской обл.) и Р. Ша- 
рипов (Каракуль). 
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Победители 1Х Всесоюзной 
олимпиады школьников 


Математика 


Дипломы 1 степени 


по 8 классам: 


Гиматов Ю. (Москва, ФМШ № 18), 
Кодряну А. (Рыбинца, с. ш. № 6), 
Рыбников Г. (Москва, с. ш. № 492). 
Самедов Д. (Красноводск, с. ш. № 6), 
Хеаиин С. (Иваново, с. ш. № 55); 


по 9 классам 

Гончаров А. (Москва, ФМШ № 18), 
Гриневич П. (Москва, с. ш. № 204), 
Пасс Ю. (Леиниград, с. ш. № 121}, 
Финашин С. (Ленинград, ФМШ № 45), 
Хованова Т. (Москва, с. ш. № 444): 


но Ю классам: 

Резников А. (Киев, с. ш. № 145}, 
Рыбасов К. (Кнев› ФМШ), 

Шмелев Г. (Ярославль, с. ш. № 20), 
Юнус И. (Харьков, <. ш. № 27). 


Дипломы И степени 


по 8 классам: 

Арбузов „Я. (Норильск, с. ин. № 25}, 
Аизиньыш А. (Рига, с. ш. №1. 
Бальчикис В. (Шауляй, с. ш. № 5}, 
Глезин Г. (Ленинград, с. ш. № 533), 
Ослон В. (Киев, с. ш. № 173), 
Хоблей П. (Киев. ФМШ): 


но 9 классам. 

Гусейнов В. (Нахичевань, с. ш. № 3), 
Лондман Е. (Ленинград, с. ш. № 30). 
Литвиненко Д. (Севастополь, с. ш. № 1), 
„Лукьяненко С. (Москва, ФМШ № 18), 
„Любашенко В. (Киев, ФМШ 

Мельник А. (Новосибирск, ФмШ № 155). 
Мироног С. (Сафопов с. ш. № 6 
Мухамеджонов М. (Ташкент, с. ш. № #10), 
Панин И. (Ленинград, ФМШ № 45), 


Соломяк Б. (Леиниград, ФМШ № 45), 
Федоров В. (Москва_а ФМШ № 18), 
Хазанов С. (Куйбышев, с. ш. № 41); 


по 10 классам: 

Корабегов А. (Ереван, с. ш. № 55), 
Корнющкин А. (Москва, ФМШ № 18), 
Кулиев Т. (Баку, с. ш. № 2727), 

Любич М. (Харьков, с. ш. № 27), 
Музыкантов А. (Новосибирск, с. ш. № 130), 
Нергтин Ю. {Москва, с. ш. № 9}), 
Рабинович /Т. (Тула, с. ш. № 36), 

Романов В. (Димитровград, с. ш. № 25), 
Рыбакина Е. (Ленинград, с. ш. № 30), 
Четверихов В. (Москва, ФМШ № 18). 


Дипломы ИТ стелени 


по 8 классам: 


Балк А. (Смоленск, с. ш. № 7), 

Боровиков Н. (Ангарск, с. ш. № Ю), 
Воронович И. (п. Сопоцкин Гродненской обл., 
с. ш. №1, 

Гольдвирт К. (Сланцы, с. ш. № 9), 
Горбунов М. (Павловск Воронежской обл., 
с. ш №1), 

Дымов А. (Томск, с. ш. № 6), 

Калика И. (Кнев, с. ш. № 145), 

Кальян С. (Симферополь, с. ш. № 40), 
Кутеркин М. (Алма-Ата, РФМШ), 
Мациевский С. (Калининград 
ской обл., с. ш. № 32), 
Машковский В. (Могилев, с. ш № 41); 


Москов- 


по 9 классам: 


Буров Ю. (Москва. с. ш. № 2). 

Варин. В. (Воронеж, с. ш. № 58), 

Даян Р. (Ереван, с. ш. № |). 

Заигралин Г. (Москва, ФМШ № 18). 
Козадой В. (Новосибирск, с. ш. № 15). 
Корнильченко И. (Москва, ФМШ № 18), 
Лейдерман А. (Могилев-Подольский, ©. ш. 


„Лоханов М. ыы с. ш №7, 
Философов Ю. (Саратов, с. ш. № 13), 
Шергин А. (Ленинград, ФМШ № 45). 
Шульман А. (Кнев, с. ш. № 171). 
Илутенко В. (Саратов, с. ш. № 13); 


по Ю классам: 

Байсалов Е. (Алыа-Ата, РФМЩ. 

Басманов В. (Воронеж, с. ш. № 58), 
Бураков С. (Донецк, школа-нитернат № 10}, 
Гейзель В. (Москва, ФМШ № 18), 
Грамацкий В. (Кишинев, с. ш. № 34), 
Домбровский А. (Москва ФМШ № 18), 
Ободовский „Л. (Ждановск, с. ш. № 1), 
Пиккат Т. (Таллнн, с. ш. №7). 

Сафуанов Ф. (Уфа. с. ш. № 14), 

Ти В. (Кнровабад, с. ш. № 39), 

Ткачук В. (Москва, ФМШ № 18), 

Целиев В. (Саратов, с. ш. № 13). 


Физика 
Дипломы 1 степени 


по В классам: 

А. Моржаков (Новокузнецк, с. ш №1, 
К. Третьяченко {Киев, ФМШ), 

«Л. Черных (Лида, с. ш. № 1), 

В. Щукин (Ленинград, ФМШ № 105); 


по 9 классам: 

В. Булатов (Ленинград, ФМШ № 45}, 
С. Демокритов (Москва_› ФМШ № 18), 
В. Кривцун (Харьков, с. ш. № 37); 


но 10 классам: 

Л. Авдеев (Новосибирск, ФМШ № 165}, 
В. Борю (Запорожье, с. ш. № 28), 

Ю. Мокедонов (Калинин, с. ш. № 27), 
Е. Шохнович (Калинин, с. ш. № 6}, 

О. Щербаков (Лида. с. ш № 1). 


Дипломы И степени 


по 8 классам: 


В. Борун (Саратов, с. ш. № 13}, - 

В. Брызгалов (Москва, ФМШ № 18), 

ПП. Мидодашвили (Тбилиси, ФМШ им. Ко- 
марова), 

Ю. Мухарский {Кисв, ФМШ № 145), 

С. Секацкий (Токмак, с. ш. № 3), 

Р. Шарипов (Каракуль, с. ш. № 18); 


по 9 классам: 

С. Бутько (Витебск, с. ш. №9), 

А. Голубенцев (Саратов, с. ш. № 13), 

В. Тарасов (Ленинград, ФМШ № 45), 

Ю. Тетерин (Ленинград, с. ш. № 239), 
И. Хамитов (Ленинград, ФМШ № 45}, 

М. Цыбулевский (Випвница, с. ш. № 1). 


по 1Ю классаы: 

А. Авдеев (Москва› ФМШ № 18). 

А. Говяда (Киев, с. ш. № 38), 

В. Каплумовский (Ленинград. ФМШ № 45), 
0. Каткявичус '(Клайпеда, с. ш. № 14), 
И. Коновалова (Смоленск, с. ш. № 25}, 

С. Коршунов (п. Монино Московской обл., 
с. ш. № 1, 


А. Поблагуев (Внинниз, с. ш. № 17), 
В. Тимофеев (Москва, с. ш. № 444), 
А. Туровский (Ленниград, ФМШ № 45). 


С. Шумский (Челябинск, с. ш. № 197) 


Дипломы 1 степени 


по 8 классам: 


В. Бородин (Чебоксары, ФМШ № 2}, 

Н. Васильев (Калуга, с. ш. №2). 

С. Дворенос (Клайпеда, с. ш. № 14), 

В. Костин (Алма-Ата, РФМИ], 

А. Коф (Житомир, с. ш. № 27), 

В. Подколзин (Новосибирск, ФМШ № 165), 
Е. Пономарев (и. Черноголовка Московской 
обл., <. ш. № 82), 

О. Самвелян (Ереван, с. ш. № 1), 

А. Смирнов (с. Семибратово Ярославской 
обл.. с. ш.). 

Н. Толох (Жидачев, с. ш. № |: 


но 9 классам: 

Х. Абдуллин (Алма-Ата, РФМШ). 

Г. Айзин {Брест, с. ш. № 1), 

С. Виноградов (Москва, с. ш. № 179), 

В. Кажукаускас (Вильнюс, ©. ш. № 31), 
Ю. Нечипуренко (Новосибирск, с. ш. № 130}, 
М. Серебряков (Тбилиси, с. ш. № 23), 

С. 'Старченко (Караганда, с. ш. № 41, 
Ю. Хабаров (Павловский Посад, с. ш. № |). 
Ю.- Холоденко (Киев, ФМШ № 145), 

А. Шведов (Запорожье, с. ш. № 28); 


ло Ю классам: 


Н. Аглодзе (Тбилиси, ФМШ нм. Комарова). 
Г. Беспалова (Горький, с. ш. № 430), 

А. Железняк (Житомнр, с. ш. № 24), 

М. Захаренко, (Ленинград, ФМШ № 45). 
С. Ляпия (Петриков, с. ш. № 1), 

С. Мельник (Харьков, с. ш. № 27), 

Ю. Панферов (Москва, с. ш. № 21), 

Е. Прохоренко (Ереван, с. ш. № 55). 
Б. Рева (Таллин, с. ш. № 15). 


М. Розман (Псков, ©. щ. № 8), 
Я. Сеглиным (Рига, с. ш. № 1, 
М. Тимохин (Калуга, с. ш. № 9), 


Б. Элькин (Ленниград, с. ш. 38). 
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РЕЦЕНЗИИ, 
БИБЛИОГРАФИЯ 


Жизнь науки 


Так называется иеобычная но 
многих отвошениях книга, 
выпущенная п свет издатель- 
ством «Наука» в конце 1973 го- 
да *). В ней собраны всту- 
пительные Статьн и преди- 
словия к наиболсе известным 
в истории наукн трудам круп- 
нейших ученых, изданным 
за последние пятьсот лет. 
Кинга открывается предн- 
словием Николая  Копер- 
ника к его знаменитому тру- 
ду «О вращении небесных 
сфер» ин заканчивается пре- 
дисловнем Вольфганга Пау- 
ли к его кииге о теории от- 
носительности. 

Галилей, Кеплер, Гук, 
Ньютон, Ломоносов, Фре- 
нель, Ампер, Фарадей, Мак- 
свелл, Больиман, Герц, Ло- 
ренц, Склодовская-Кюрн, Ре- 
зерфорд, Планк, Бор, Эйн- 
штейн, Мандельштам, Лан- 
дау, Фермн — вот имена ие- 
которых авторов этой книги 
в той ее частн, где речь идет 
с проблемах физикн. Ма- 
тематнка представлена стать- 
ямн Эйлера, Д”Аламбера. 
Лагранжа, Лапласа, Гаус- 
са.  МЛобачевского, Коши, 
Пуанкаре, Гильберта, Ней- 
мана н других выдающихся 
ученых. А в разделе наук 
р Земле и Вселениой встре- 
чаются имена Канта н Цнол- 
ковского , Вернадского н Хаб- 
бла. В книгу включены также 


*) Жизнь науки (анто” 
логня вступлений к класси* 
ке естествознания), М.. 
«Наука», 1973. 


предисловня к классическим 
трудам по химин (Лавуазье, 
Дальтон, Менделеев, Либих, 
Вант-Гофф и др.) и по био- 
логни и физиологии (Линней, 
Ламарк,Кювье, Дарвин, Мен- 
дель, Кольцов, Вирхов. Се- 
ченов, Пастер,  Мечников, 
Павлов и др.). 


Казалось бы, что интере- 
сного и поучительного мож- 
но извлечь из предисловий? 
Ведь в паши дни многие чн- 
татсли и инх даже не загля- 
дывают. Но оказалось, что 
это была удивительно удач- 
ная мысль — объеднинть п 
одной кинге предисловия 
классиков сстествознания 
к нанболесе важным трудам. 
Ведь п предисловии, об- 
ращаясь к своим читателям, 
автор обычно рассказывает п 
иричинах, побудивших сего 
написать ° данную книгу, 
06 особенностях своего полхо- 
да к нзучаемым явлениям, 
о том. что принципиазьно 
нового внеслн его труды. 


Предисаовия отражают лич- 
ность автора и характер 
эпохи. Поэтому, объедннен- 
ные друг с другом, они ден- 
ствительно — характеризуют 
жизнь науки, рассказыва- 
ют г необычайной искрен- 
ностью п трудностях  ире- 
одоления прежних ошибок и 
заблуждений, о мужестве тех, 
кто осмеливается посягнуть 
на авторитеты прошлого, 


Ведь не каждому великому 
ученому приходилось = соз- 
давать новую область нау- 
ки, так сказать, на пустом 
месте. Чаще новый крупный 
шаг в науке был связан с 
мучительной переоценкой 


старых взглядов, борьбой 
г вековыми авторитетами. 
Коперник — против Птоле- 


мея и церковных догм, ут- 
верждавших, что Земля ие- 
подвнжна; Галилей и Нью- 
тон против тысячелетнего ав- 
торитета Аристотеля. счи- 
тавшего, что движение по 
ниерцнн невозможно; Планк 
против всего прежнего опы- 
та фнзикн, не допускавшего 
налнчия взанмонсключающих 
свойств у одного м того же 
физического объекта (свет — 
волна и свет — поток кван- 
10в!); Эйнштейн,  вступив- 


шнй в глубокий конфликт г 
механикой Ньютоиз н элект- 
родннамикой Максвелла. Не- 
легко быть гением в науке’ 

История науки — это 
драматическая карткна борь- 
бы старого и нового, отми- 
рающего и нарождающегося, 
картина борьбы научных идей 
великолепно демонстрирую- 
щая дналектический харак- 
тер развнтия науки. }| эта 
диалектика отчетливо видна 
со страниц рецензируемой 
книги. 

В предисловни к своему 
знаменитому труду «Трактат 
об элек7ричестве и магнетиз- 
мех Джемс Клерк Максвелл 
писал: «Для изучающего лю- 
бой предмет чтение орнгни- 
нальных трудов представляет 
собой большое преимущество, 
так как наука всегда нанбо- 
лее полно усваивается п со- 
стоянин рождения...» Имен- 
но эту возможность и откры- 
васт перед читателем рецен- 
энрузмая кинга. 

Каждому — предисловию 
предпослана краткая биогра- 
фическая справка об авторе. 
Непростое это дело — на 
одной страничке рассказать 
о выдающемся ученом и его 
научных заслугах. Но -бно- 
графнн ученых, приведен- 
ные в этой книге, на редкость 
свежи ни оригинальны. 

В книге помещены так- 
же портреты всех ученых, 
чьи преднсловия составляют 
се содержание. Там, где это 
было возможно, отобраны 
портреты, которые по времени 
ближе всего к моменту на- 
писания использоваиных в 
этой книге сочниений. 

Составитель книги н ав- 
тор биографических очерков 
профессор Московского фи- 
знко-технического института 
С. П. Капица проделал 
огромную работу по отбору 
н обработке обширного лн- 
тературного наследства. В 
подготовке этой книги участ- 
вовалн академики П. Л. Ка- 
пица, В. А. Энгельгардт, 
П. К. Анохин н Б. М. Кед- 
ров, член-корреспондент 
АН СССР Л. А.. Вайнштейн 
н ряд других ученых. Неко- 
торые из опубликованных в 
ней предисловий впервые вы- 
шили в свет на русском языке, 


Как н большинство 
толстых книг, «Жизнь изу- 
ки» не избавлена от мелких 
ошибок и иеточностей. В 
частности, в ней встрачаются 
отдельные ошибки в датах. 
Например, п краткой биогра- 
фик Ампера неверно указан 
год опубликования его ос- 
новиого труда «Теория элек- 
тродинамическнх — явлений, 
выведенная исключительно 
из опыта» (1823 гол вместо 
1826). Однако этн мелочи не 
сказываются на характере 
киигн — безусловно орнги- 
иальной и необычайно пи- 
тересной- 

Конечно, школьнику да- 
же в десятом классе ие уда- 
ется овладеть всем, чго иа- 
писано в этой книге. Но мио- 
гое из представленного в ней 
доступно школьникам; они 
найдут там богатую пищу 
для размышлений. Что же 
касается студентов педаго- 
гических институтов м уни- 
верситетов, 8 также и учи- 
телей, то для них Знаком- 
ство г этой кингой, безуслов- 
но, будет весьма плодотвор- 
ным. 
В заключение приведем 
п качестве примера краткую 
биографию Исаака Ньюто- 
на, которая предваряет ире- 
дисловия к его основным ра- 
ботам «Математические нз- 
чала натуральной философки» 
и «Оптика». 

Нам хотелось бы, чтобы 
бузущне читатели этой книги 
самн убедились в несомнен- 
ных достоинствах представ- 
ленного в цей бнографическо- 
го материала. 

«Исаак Ньютон родился 
в деревне Вулстроп, в Лин- 
кольншире, ш 200 км к се- 
веру от Лондона. Мать Нью- 
тона происходила из простой 
фермерской семьи; знавшие 
Характеризовали ее как жеи- 
щину «исключительных до- 
стоииств и доброты». Отец 
Ноыютона был здиким, чуд- 
ным и слабым человеком»; он 
умер до появления на свет 
сына, который родился преж: 
девременио н слабым. Тем 
ие менее Ньютон отличался 
хорошим здоровьем: он про- 
жил до 84 лет. 

Воспитывался — Ньютон 
в доме своей прабабки ЭЯ- 


скоу. В школе он учился п 
Гретхеме. недалеко от Вул- 
стропа. Когда ему испол- 
ннлось 18 лет, по совету 
своего дяди, священиика Эн. 
скоу, он поступия и Трн- 
кити-колледж Кембридж- 
ского университета. В 1665 го- 
ду он стал бакалавром; го- 
дом раньше попытка поду- 
чить эту первую ученую сте- 
пень была неудачиой из-за 
неудовлетворительного эк: 
замена ло геометрии! 

Исключительными для 
Ньютона. а по существу п 
для науки, оказались 1665— 
1667 годы, проведенные Нью- 
тоном в тиши родной дерев- 
ин, куда он уехал, спасаясь 
от свиренствовавшей тогда 
чумы. Именно за эти два 
года уединения н сосредоточе- 
ния были совершены его ис- 
следования во оптике: он раз- 
ложил белый свет в спектр, 
нашел кольца, — названные 
кольцами Ньютона, предло- 
жил отражательный телескоп. 
Тогда же им были получены 
важиейшие результаты в ©б- 
ласти механики, открыто раз- 
ложение бинома н изобретен 
математический анализ. В 
эти же годы он наметял про- 
грамму исследований по фни- 
зике, осущестелению которой 
посвятил свою жизнь 

Возвратившись в Кем- 
брндж, Ньютои п 1668 году 
стал магистром ин членом 
Тринити-колледж. В сле- 
дующем году он занял Люка- 
совскую кафедру, оставлен- 
ную его учителем и другом 
Барроу. Свою первую ра- 
боту по оптике Ньютон пред- 
ставил Королевское об- 
щество в 1672 году м вскоре 
стал членом этого общества. 
Ньютон занимался также хи- 
мией, изобретая сплавы для 
зеркального телескопа. н ал- 
химией, пытаясь получить 
золото. Правда, в этой об- 
ласти ои не опубликовал 
ии строчкн. 

Привлеченный лисьмами 
Гука к проблеме объяснения 
движения Луны и планет с 
ломошью силы тяготения, ме- 
няющейся обратно пропор- 
циоизально квадрату расстоя- 
ния, Ньютон обратился к 
небесной механике, и в 
1679 году дал вывод законов 


Кеплера. Результаты его ис- 
следований, приведших к соз- 
данню классической  мсха- 
ники, были изложены и «Ма- 
тематических началах нату- 
ральной философии». опуб- 
ликованных в 1686 году. 
По-видимому, Ууснлия, свя- 
занные с созданием этой вс- 
янкой книгн, налисаниой за 
полтора года, отразились на 
состоянии Ньютона, н не. 
которое время он страдал 
кервным расстройством. В 
последующие годы он все 
меньше занимался наукой. 
исследуя. главным образом, 
движение Луны с использо- 
ванием очень точных на- 
блюдений первого королев- 
ского астронома Флемстида. 
В последние годы жизни’ 
Ньютон занялся богословч- 
ем. Однако подход Ньюто- 
на к священному инсанню 
привел его точиый ум к про- 
тиворечию с догматамн церк- 
ви, что в то время было да- 
леко небезопасно. По-види- 
мому, только благодаря вме- 
шательству влиятельных дру - 
зей его удалось отвлечь от 
этих заиятий. В 1696 году 
Ньютои переехал и Лон- 
дон. где был иазначен сна- 
чала хранителем, а потом 
директором Моиетного двора. 
В 1201 году Ньюток был 
выбран членом парламента 
от Кембриджского универ- 
ситета и, наконец, в 1703 го- 
ду ои стал президентом Ко- 
ролевского общества, кото- 
рым оставался до своей смер- 
ти. Похоронен Ньютон в 
Вестминстерском аббатстве. 
Ньютон не был женат, у 
него было мало друзей. Он 
никогда не покидал пределов 
Англии. Жизнь его прошла 
замкнуто и однообразно. К 
концу жизни ои стал иетер- 
лимым к критике, много сил 
и чувств потратил иа спо- 
ры в приоритете с Гуком, 
Флемстидом, Лейбницем: тем 
ие менее он иехотя и мед- 
ленно лубликовал свои ре- 
зультаты. Так, его «Оптн- 
ка» вышла только п 1704 го- 
ду, после смертн Гука». 


8. А. Рудов 


69 


70 


Спрашивайте — отвечаем 


В редакцию журнала пришло письмо от нашего читателя А. Венедиктова мз г. Сер- 
пухова Московской области. Он спрашивает, как можно в домашних условыях вы- 
растыть нристаплы сопм млы сахара. Поскольку в редакцию приходит много писем 
с подобнымм вопросамн, мы попросмпк ответить на этом письмо консультанта от- 
дела физикн журнала «Квант» А. Володина. 


Ионные кристаллы (к их числу принадлежат кристаялы поваренной со- 
ли МаС|) обычно выращивают из соответствующих растворов. достигая нх 
перенасыщения изменением температуры раствора или медленным испаре- 
нием растворителя. Выращивание высококачественных кристаллов — за- 
дача, рах правило, непростая. Требуется выполнение ряда условий, таких, 
как постоянство концентрации и температуры раствора, постоянство соста- 
ва и давления газов над раствором, наличие высококачественных затравоч- 
ных кристаллов. Исходные вещества должны быть достаточно чистыми. 
Поэтому естественно, что в домашних условиях ие всегда удается вырастить 
хороший кристалл (качество кристалла, например, могут характеризовать 
его прозрачность, форма и размеры). 

Для опытов по выращиванию кристаллов соли дома можио рекомен- 
довать следующий упрощенный вариант известного метода упаривания раст- 
вора. 

Для приготовления насыщенного раствора нужны: 

а) чистая вода. желательно дистиллированная (можно использовать 
чистую дождевую, в крайнем случае, кипяченую воду}; 

6) поваренная соль, также по возможностн чистая, например, сорта 
«Экстра». 

Соль растворяют в подогретой воде до тех пор, пока процесс растворе- 
ния не прекратится (на дне сосуда останется нерастворившаяся соль). 
Затем теплый раствор осторожно перелнвают в другой сосуд. (При этом не- 
обходимо следить, чтобы нерастворившаяся соль не попала во второй сосуд; 
раствор лучше переливать, фильтруя его.) При медленном остывании раство- 
ра на дно стакана выпадут правильные кристаллы соли. Они будут затра- 
вочными кристаллами, т. е. при испарении воды из раствора на них будет 
идти кристаллизация солн. 

Стакан с раствором и затравочными кристаллами прикройте бумажным 
фильтром (промокательной бумагой) и поставьте в такое место, где темпе- 
ратура более или менее постоянна. По мере испарения воды кристаллы бу- 
дут увеличиваться в размерах. Осторожно перелив раствор, можно извлечь 
выращенные кристаллы. Чтобы вырастить кристалл большего размера, 
номестите в новый насыщенный раствор один из полученных кристаллов и 
продолжайте упариванние раствора. 

Кристаллы сахара подобным сбразом в домашних условиях вырастить 
невозможно. Дело в том, что сахар — органическое вещество и при раство- 
рении в воде образует так называемые сольваты (соединения молекул саха- 
ра ‹ молекулами воды). При упаривании раствора сахара образуется густая 
вязкая масса. Именно большая вязкость н препятствует росту кристаллов, 
поскольку для их выращивания из раствора необходима достаточная пол- 
вижность молекул илн ионов растворенного вещества. 

Более подробно о выращивании кристаллов можно прочитать в статье 
М. О. Клия «Как вырастить кристалл» («Квант», 1970, № 5). 


ИНФОРМАЦИЯ 


Олимпиада в МИИТе 


6 апреля 1975 года в Московском ин- 
ституте инженеров железнодорожного 
транспорта состоялась традиционная 
математическая олимпиада. 

Традицин олимпиады  МИИТа 
близки к традициям городской мате- 
матической олимпиады, в которой, 
кстати. МИИТ принимал в этом 
году непосредственное участие. Одна- 
ко, одна-две задачи для каждого 
класса соответствуют уровню вст\ ин- 
тельных вузовских экзаменов. 

Одна из залач, предложенных 
\школьинкам всех классов (№ 2 для 
В класса), имеющая простое, но весь- 
ма нетривнальное решение, гак и ие 
была решена школьниками. 

В олимпиаде участвовали 370 уче- 
ников 8—10 классов школ Москвы 
п Московской областн, а также горо- 
дов Курска, Калуги, Саратова. Прн- 
суждено 4 первых, 4 вторых и 
16 третьих премий, и также 22 по- 
хвальных отзыва. Особенно успешно 
выступили школьники московской 
школы № 7. 

Приводим список задач: 


В класс 

1. В окружность вписай  треуголь- 
ник АВС; центр лежит внутри треугольникн. 
Существует ли треугольник, впнсанный в ту 
же окружность, стороны которого больше со- 
ответствениых стороп треугольника АВС? 
(Нам неизвестно элементарное решение аня 
логичной задачи для трехмериой пирамилы.) 

2.- Двое нграют в «крестики-нолики» ия 
бесконечном листе бумагн. Вынгрывает тот. 
кто первым поставит 5 крестиков (ноликов} по 
горизонтали или по вертнкалн полрял. До 
казать, что оба игрока при правильшит нгре 
не проигрывают. 


3. На плоскости дан правильный тре- 
угольник и точка вне его. Всегда ли можно 
последовательностью зеркальных отражений 
отиосительно сторон треугольника или нх 
продолжений перевести точку внутрь тре- 
угольника? 

4. \13 1975? одинаковых полых кубнков 
со стороной | мм сложен куб со стороной 
1975 мм, Зверь Сухофедка находится п угло- 
вом кубике. Он может прогрызть кубик в лю- 
бой грани. но не в вершине и не в ребре, п 
пройти п соседний куб. Может ли Сухо- 
федка обойти все кубнки по одиому разу и 
кончить свой путь в центральном кубике? 

5. Каждая из сторон треугольника разби- 
та на { равных частей. Через точки деления 
проведены прямые, параллельные двум дру- 
гим сторонам треугольинка. В -каждом из 
образовавшихся треугольников, лежащих 
виутри данного. записаны числа 1- или--| 
таким образом, что число, записаниое в тре- 
угольнике, равно произведению чисел, на- 
ходящихся в треугольниках, имеющих с 
данным общую сторову. Доказать, что в 
треугольниках, имеющих общую вершину с 
исходным треугольником, записаны  рав- 
ные числа. 


3 классе 
№№ 1. 2 и 3 — тг же задачи, что и №№ 2. 
4. 5 для 8 класса. 

4. Дан алфавит из букв а, В, с, ат", 
1. ст, В слове, составленном из букв этого 
алфавита, рядом стоящие буквы хх илн 
х\х можно сократить (т. е. выкинуть). 
Можно ли написать слово из букв этого алфа- 
вита, в котором нельзя сократить нн одной 
пары букв, ио, зачеркнув все вхождения лю- 
бой буквы х и ее «обратной» х-1, можио со- 
кратить все слово полностью? 

-5. Есть число, состоящее из пуля и 
1975 десятичных знаков после запятой. Про- 
изводится последовательное округление, из- 
чниая с младшего разряда (до ближайшего 
четного). В результате получилась едииица. 
Какое самое маленькое число могло быть дано 
сначала? 


{0 классе 
1. Дани квадратный трехчлен (р— №) х?.— 
— (р — 2х —1, ОБ р>0. Дока. 
зать, что существует едииственный корень 
многочлена, лежащий между и 1. д 
2. Даи параллелограмм АВСО. САВ -]|- 


^^ 
:- ОВС = 90°. Доказать, что АВСР — ли` 
бо ромб, либо прямоугольник. 

3. Такзя же задача, как № 4 лля 9 клас- 
са. по для произвольного числа букв. 

4. Та же задача, что и № 2 лля 8 класса. 

5. Лана  последовательность а, ав, 
из. .... Чи. Чань. -.- Пусть а, 20, и, - |, 
Чи: Ч ол-у . Г Существует ли лоло- 
жительный член лоследовательности. деля- 
щейся па: а) 4; 6) 154? 

А. В. Чернавский 
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«Квант» для младших школьников 


Задачи 


1. В примере (см. рисунок) цифры 
зашифрованы геометрическими фигу- 
рами. Расшифруйте пример. 


40)^-афы 


2. На четырех плитках, соеди нен- 
ных так. как показано на рисунке, 
начинают жарить котлеты. Сопротив- 
ления спиралей указаны на рисунке. 
На какой плитке котлеты поджарятся 
скорее? 

3. В системе равенств 


ПРУТ = Кама = КУР 
тур = РАК = КОМ 
тиц = РОК аут 

цифры зашифрованы буквами. По- 

пробуйте восстановить первоначаль- 
ный вид системы. 

4. Известно, что температура тая- 
ния льда 0°С. Однако зимой снег 
на улицах лежит и тогда, косда тер- 
мометр показывает выше нуля. Как 
это объяснить? 

5. На рисунке вы видите корову, 
у которой есть все, что полагается: 
голова, туловише, рога, ноги. хвост. 
Корова на рисунке смотрит влево. 
Переложите ровно две спички так. 
чтобы она смотрела вправо. 

6. Для нумерации страниц книги 
потребовалось всего 1392 цифры. 
Сколько страниц в этой кннге? 
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Рисунки 3. Назарова 


оч 
® 4, 
ПРЯМАЯ... 


= ф® ЭТ@ 
ТАКОЕ 


Задумывались ли вы когда-нибудь 
над тем, что такое точка и прямая? 
На первый взгляд все здесь ясно: 
точка — это точка, прямая — это 
прямая, что тут может быть непонят- 
ного? Ну, в все-таки, как это растол- 
ковать кому-нибудь, кто совсем этого 
ие знает и, кроме того, понимаег 
все очень буквально? Так ли уж это 
просто? Оказывается, вовсе нет! Вот 
какая фаитастическая история про- 
изоныла в одной школе. 


|. Марсианин изучает «земную» 
геометрию 


В одну из московских школ прилетел 
марснанин — мальчик Инко. Полав 
на урок геометрии. ои ничего ие по- 
нял. Ребята решили помочь ему. 
объяснить, что к чему. Взялся за 
это Вася. И начать ему пришлось... 
с точки, Слегка ирикоснувшись к 
доске мелом, Вася произносит: 

— Это точка. И это точка, и эго` 
тоже точка, — продолжает он, остав- 
ляя крошечные следы мела ина до- 
ске.— Тебе понятно? Дальше... 

— Погоди, погоди,— произносит 
марсианин.— Мне надо получше раз- 
глядеть этн точки.— М он достает 
микроскоп. — Значит, точка — это 
кучки белого вещества. Интересно! 
У пас это иазывается иначе... А если 
это вещество будет зеленым — будут 
это точки? М каких размеров могут 
быть эти кучки? 

— У точки нет размеров, — гово- 
рит Вася. 

— Как же инет? Ты же сам сказал, 
чго кучки белого вещества — это точ- 
ки! — отвечает Инко. 

Другие ученики подают марсиа- 
нину листы бумаги со следами при- 
косновения карандаша, с булавочны- 
ми проколамн. 

— Это россыпи графита! Это рва- 
ное отверстие в бумаге! — отвечает 
Иико, глядя в микроскоп. 

Вася в растерянности. Остальные 
тоже. «Ясное» и «понятное» стало 
неясным не только для пришельца 
с другой планеты. 
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Затем Вася берет линейку и нзо- 
бражает с ее помощью линию. 

— Это прямая! — произносит 
он.— Она состоит из точек. 


Внимательно рассмотрев  «иря- 
мую», марснанин произносит: 
— Прямая — это хребет из рос- 


сыпей мела или графита.— Класс рас- 
строен. Что делать? 

— Может, этот Инко — двоеч- 
ник? — думает кое-кго из вас. Не сне- 
иите с выводами! Положение спасает 
марсианин.— Когда у нас на Марсе 
хотят рассказать про что-то новое, 
называют его свойства. Какими свой- 
ствами обладают вашни прямые, точ- 
кп? 

— У нас в учебнике этн свойства 
указаны! — ответит на это шести- 
классник.— И называют их аксно- 
мами ! 

` — В конце учебиика 8-го класса 
все эти аксмомы перечислены! — до- 
полнит — восьмиклассник.— Давайте 
воспользуемся ими! 

Что остается делать? Надо со- 
глашаться. Начнем читать аксиомы. 


2. Аксиомы принадлежности 


Акснома 1,. Каждая прямая 
ечть множество точек. 

Акснома 1[,. Дая любых двух 
отличных друг от друга точек сице- 
ствует одна и только одна содержа- 
щая их прямая. ь 

Акснома 1. Существует 
хотя бы одна прямая, и каждой пря- 


люй ‘принадлежит хотя бы одна 
точка. 
3. Точки и прямые, о которых 


рассказывают аксиомы 
принадлежности 


Прочитав аксному 1, И нко ожи- 
ВИлСЯ-. 

— Стойте,— сказал ои.— Что мы 
могли бы подразумевагь под точкой 
н прямой, если бы других свойств не 
было? Что такое точка, в этой аксно- 
ме ве сказано. Значит. под точкамн 
можно подразумевать что угодио! На- 
пример, цифры 1, 2, 3. Какие же пря- 


та 


мые мы будем тогда иметь? Давайте 
найдем их вместе. 

Общими усилиями нашли 
мые {1}, {2}, {3}, {1, 2}, 41, 
Е ЗИ, на. 

— Тогда имеется еще одна пря- 
мая! — восклицает один из вас. Это 
пустое множество— 7! Ведь в аксно- 


пря- 


3}, 


ме | : Не сказано, что множество точек, 


являющееся прямой, не может быть 
ПУСТЫМ. я 
В классе шум. Что это за прямые? 
На прямой же точек бесконечно 
много, а тут — по одной, по две, 
но трн и даже вн одной! 
Невозмутимый марсианин прислу- 
Шиваегся к спору. Потом говорит: 
— Вас смущаег, что я назвал 
цифры 1, 2, 3 точками, а перечислен- 
ные множества, п том числе пустое, 
прямыми? А меня это нисколько не 
удивляет. — По-видимому, дело в 
том, что вы знаете еще и другие 
свойства точек и прямых, ая нх не 
знаю. Поэтому те «точки» и спрямые», 
которые описываются . одной-един- 
ственной аксномой 1,, я буду имено- 
вать Так: «точка один-один®. «прямая 
один-один» и записывать: точка (|,). 
прямая (1,). Выполняются ли для 
точки (1,}, прямой (1,) другие аксио- 
мы. меня не нитересует. Давайте 
придумаем еще примеры точек (1,) 
н прямых (1,).— предлагает Инко. 
Наступила тишина. Вот какие при- 
меры придумали. 
Миша. Точки (1): 1, Х, Ф, ?. 
Прямые (1,): {1}, {*}, {Ф}, 2}. 
1, д}, {1 Ф}, {1,ж.Ф),?}. 


Таня. Точки (11): А, О. 


Лена. Считает, что точек {1,) 
вообще у нее нет. 

Саша. Заявил, что прямыми {1,) 
он считает слова предяожения «Вике 
очень понравился город Киев» (множе- 
ства букв, входящих в эти слова}, 
п точками (1) — буквы, входящие 
В эти слова. 

Коля. Точки ({,): буквы а, б, в. 
Прямые (1,): {а, 6}, {6, а}. (а, 8}, 
{в, а}, {6, 6}, {, 6}, {а. 6, 8}, {5, 8, 
а) що, ар в. 

Задача 1. а) Все ли прямые (1) 


указал Миша? Перечислите прямые, не ука- 
занные Мишей. 

6) Какие прямые (},) может указать 
Таня? Лена? ь 

в) Сколько различных прямых указал 
Саша? Какие Сашины прямые совпадают? 
Почему вы считаете одни Сашины прямые 
совпавшими, другие — различными?  Имс- 
ются ли у Саши прямые, не имеющие общих 
точек? Укажите нх. Сколько различных то- 
чек у Саши? 


г) Сколько различных прямых указал 
Коля? 
Точки (1,) и прямые (1), для 


которых выполняются обе аксиомы 1, 
и [1., будем называть «точка один- 
один-два», «прямая одии-один-два» и 
записывать: точка (1,.), прямая 
(11.2). 


Задача 2. Все ли ранее ирнведениые 
прямые (1,) есть прямые (1,.›)2 

Задача 3. Даны множества Л, = 
||. 2, 3, 4; и М. — Ве аль от На 
р А, 3}, Ра о ®, ЦИ 2 ЭТ. Никаких 
элементов, кроме входящих и М; и Ма, нет. 
Можно ли все элементы из М, считать точ- 
ками (1,2), ий все элементы из множества 
М — прямыми (1,2)? 


Найдите такие два подмиожества М) 


н А! , множеств Мун 21. что все элементы из 
М, можио считать точками (1,.2). а все эле- 


менты из А. считать прямыми (1..2). 


Задача 4. На рисунке 1 изображены 
4 шара, проткнутые четырьмя спицами. 
Каждый шар будем считать точкой, а пару 
шаров, проткнутых одной ип той же слишей, — 
прямой. Выполняются ли при этом условин 
аксиомы 1,, 1:2 Что нужно сделать, чтобы 
аксиома !, выполнялась? 


Задача 5. Какие прямые (1.2). 
присутствовавшие в ранее рассмотренных за- 
дачах, будут исключены после введения ак- 
сномы 1,2? Годится ли теперь пример Лены? 


Задача 6. Вита объявил точками 
буквы русского алфавита, п прямыми — 
слова предложения «Однажды на снежное по- 
ле явилась ватага мальнцов?. Выполняются 


ли здесь аксиомы К_;? 


ОТВЕТЫ, УКАЗАНИЯ, 
РЕШЕНИЯ — 


К головоломкам : 
(см. «Квант» № 10, 3-я с. 064.) 
«Пентамино-пасьянс». См. рис. 1. 
«Разрежьте прямоугольник». См. рис: 2. 


Рис. Я 


«Сумма—|’». См. рис. 3. Для решения 
заметьте, чт» в серединах сторон большого 
треугольника должны стоять цифры |. 2, 3 
(нх сумма равна 6); легко также пайти поло- 
жение цифры 9. 

«Ключ—1!». См. рис. 4. Указа- 
нце. Сразу определяется положение числа 
7. Под ним стоят 10 н 8, легко проверять, что 
стоять ш обратиом порядке оши не могут. 
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— ыы — 


Рис. 4 


К статье «Алгебраический метод решения 
геометрических задач» 


| 
1. —3 "а и а--Ь. 


2р{р+ 9) Е" 5т 34 -с0>" $ 


2. р? -{ 9" — 2рд соз 24 


| 
3. 4 Ап? (В — 9%) созес* о сохес? В 


| 
х | С мп (2 -+ В) сомес я. .со-ес в]. 


1. УВ, 
5. АВ=ВС=2, Ср=1. АБ=\3, 
д 
Завсь = ЗА. 
6 юз 
УР: — В - = 


| 
Ге ата (ил). 


8. Те + ИН 


и — У-енеа` 


8 и уиЗ 
. — р> 16. ——- 
м С 175 


К статье «Физические анало! ии» 


1. Давление газа п положении 


тр 
весия есть р, = р — 75°. 


ринио- 


Рассмотрим малое смещение поршия от 
ноложения равиовесия. Пусть ЛУ изменение 
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объема газа в этом процессе. Найдем новое 
давление р: 


_ ВТь _ ЮТ, —_ КТь {/, — ЛИ) 
Ру == у? — (Аи = 
1— АИ 
ВТ. у. 
/ 


АУ 
числитель отношение т 
Ка 


Входит В первой степени, а п знаменатель — 
Е: 


Заметим. что п 


АИ\? 
во второй. Если т, ^^ }, то взнаменате- 
и 
ле с хорошим приближением можно прене- 
ъ 
бречь величиной (у. по сравнению © еди- 
о * 
няцей. Тогда 
АТ. (. АИ "| Аи 
а и у. | ый Рь( —: у, 
где р, = у 
Следовательно, изменение давления Ар 
равно 


Ю 
Арыр—р = —— АГ — 5%. 


Здесь через х обэзначено 
поршия от положення равновесия. Снла, 
действующая на поршень из-за разности 
давлений Ар, есть 


малое смещение 


Эта сила является квазиупругой сизой. По 
аналогни с грузом на пружине теперь можем 
записать для периода колебаний Т: 


п КТ, 
т В 
Е 2055" 


Как следует из решения, условие мало- 
сти колебаний сводится х неравенству 


Аи, 2: 
ыы «Г. Если это условие не выполнено, 


сила, действующая на поршень, уже не яв- 
ляется квазиупругой, п аналогня с грузом на 
пружине теряется. Таким же свойством об- 
ладает, например, математнческий (н физи- 
ческий) маятник. 

2. Электрическая цепь, состоящая из 
конденсатора и сопротивления, представляет 
собой предельный случай электрического ко- 


лебательного контура, в котором индуктив- 
ность пренебрежимо мала. Аналогичная ме- 
ханическая система — тело пренебрежимо 
малой массы, прикрепленное к пружине 
г упругостью А н находящееся под действием 
сил вязкого трения с коэффициентом В. 
Уравиения движения таких систем одн- 
наковы. 
Закон Ома ео 
А 
ВИ - 0. где Е ток в цепи. 


цепи: 


Второй закон Ньютона для механической 
системы: 


Ах Ах 
В ие + вх -=0. где 1 =- © — скорость тела. 


Системы являются динамически анало- 
] Е 
ГИЧНыМИ: 94>Х, РЕ 


Интересио отметить, что можно прниду- 
мать и другие аналогин. Рассмотрим, напри- 
мер, горизонтальное движение шарика массы 
т, обладающего некоторой начальной ско- 
ростью, в вязкой жидкости с коэффициентом 
вязкости В. Второй закон Ньютона для ша- 
рика запишется в виде: 

` 1 

та =: — Ви, или т -- Ви =0. 

Мы пришли к уравнению того же вида, что 
Г: предыдущие. Эта скстема также динамиче- 
ски аналогична электрической цепн, состоя- 


щей из Юн С, только теперь 9-е; 


ВС“ т 


К статье «Завод-втуз при Московском 
автомобнльном заводе нм. ИН. А. Лихачева» 


Математнка 


Варнанг 1 


За? бака 
}. $бок == -5- УЗ я — 1. Указа - 


ние. Олустить перлендикуляр из конца диз- 
гонали боковой граии призмы на другую 65- 
ковую грань; сбразуется прямоугольный тре- 
угольник, в котором известен угол (&)} н катет 
{высота правильного треугольника со сторо- 
ной а). Отсюда находится длина диагонали 
в высота приэмы. 
2. Потенцируя, находим: 


нь. ОИ 
я | 9’ 
2 АТ 
Отсюда 9 (2—1) = (25-21) (2*—1)}, (2—1 } >. 
х(2* —8) —0. 
Случай 2% = |,.х = 0 не удовлетворяет ОДЗ, 
а 2" = 8 дает ответ: х = 3 


3. Уравнение приводится к виду 


хи — 2) =0. 


п 
Отсюда со; х = 0, х = -2- -- Ал (# — целое). 


что удовлетворяет ОДЗ, нли чп 4х = 2, что 
решений не имеет, 


Варнант 2 
з ! кк 
1. аа (2 сш] Ука- 


зание. Рассмотреть осевое сечение конуса, 


проходящее через дизгональ основания 
куба. 
2. х--4. Указание. Обозначить 2% 


через у и привести уравненне к виду у?—12у— 
—64--0. 


л л 
3 хр АЛ. = — 5 . 2, 
хз = 2Ал (А — целос). 


Указаине. Уравнение приводится м ви- 
ду _(9тох-[ 0$ х) (т х—с0$ х -— |) = 0. 


Вариант 3 


. О НЕЕ 
5 = 44" > ул - 


Указанке. Обозначить радиус шара че- 
рез г и рассмотреть осевое сечение конуса. 

2. х, -- 0, х,:- 3. Указание. Обоз- 
начить 2” через у н привести уравнение к 
виду у? — Чу - : 


: до № &л 
а аа 
{№ — целое}. Указание. С помощью 


формулы 251% -- 1-05 2% привести урав- 
пение к виду 605 Зх (с0$ х-- с0$ 3х) = 0. 


Физика 


Варнант |1 


Е 
3З. а =м-—#&= Зи м г": 


Р - м(е-.. в) =: 3430 и. 
Варнан: 2 


3. Расстояние между линзами равно 
фокусному расстоянию расссизающей линзы. 


Вариант 3 


Т к з 
3. р-- рат. Г Рин. ,4-10° нм". 
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К заметке «Кто победил?» 
(см. «Кванть № 10, с. 16) 
Ход игры по турам: 


К задачам 
(см. «Квант» № 10, с. 8) 


1. ат? (1) +15 2+ ох 


` р*- 1 га 2р: 
х [->- согласно — ие равенству 


между средним арнфметическим п средним 
геометрическим р? -| | чисел. 
2. Порядковый номер первого числа се- 


рнн одниаковых чисел, равных #Ё, будет 

пи = Иа (и ф 1) +1= 
(4—1 17 —&--2 

О о ри ИИ 


Порядковый номер первого числа следующей 
А-а 
серии будет и 
Отсюда следует, чго для номера лу любого 
члена последовательности, равного &, спра- 
Е — Ат? 
—а «< 


р Е к ыы СЛЕ 


ведливо соотношение: 


< 
1 -- У8, — 7 
< и. Формула общего 


члена данной 
так: 


последовательности выглядит 
— 1-- У —?7 | 
аи = о ЕН 
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3.Из формулы У 10а Но =а-фсие- 
10— 
дует, Что 6 = ( 5 ы 


(см. «Квант» № 10, с. 23) 


1. Автор приводит один ответ: 469 -- 
-+ 964 =- 1433. 

3. т-=6. 

$. Воспользовавшись 
| 
5 (а + $2) > а6. получим: 


неравенством 


| 1 } 2 1 1 
э(в+=)>:3==-3, а также 


К «Головоломкам Дьюдени» 


‚(см. «Квант» № 10, с. 57) 


1. Наименьшее общее кратное чисел 2, 
3, 4, 5,6 и 7 равно 420. Вычитая из него 1, 
получаем 419 — возможное число ступенек. 
Кроме того, условиям задачи будут удовлет- 
ворять числа, полученные последовательным 
прибавлением чисел, кратных 420, к 419. 
Следовательно, число ступенек в эскалаторе 
может быть равно 419, 839, 1259, 1679 ит. д. 
Поскольку интересующий нас эскалатор со- 
держит меньше 1000 ступенек и ина линии 
есть еще один эскалатор с меньшим числом 
стуленек, обладающий теми же свойствами, 
что и первый, то эскалатор низ «Керли-стрит» 
содержит 839 ступенек. 

2. Важно отметить, что отец, ребенок 
н собака вместе весилн 180 фуитов, как это 
покаэано в статье на рисунке 2. Далее, раз- 
ность между 180 и 162 равна 18, что совпа- 
дает с удвоенным весом собаки. Значит, 
собака весит 9, а ребенок 30 фунтов, так как, 
если из 30 фунтов вычесть 70% этого веса, 
получится ровно 9- 

3. Всего голосовавших было 207. Сперва 
115 избирателей проголосовало «за» н 92 
«против», причем большииство составило 
23 голоса, что как раз и равно одной четверти 
от 92. Но когда 12 человек, для которых не 
нашлось стульев, присоедннились к олпозн- 
ции, оказалось, что «за» подано 103, а «про- 
тив» — [04 голоса. Так что победили протнв- 
ники забастовки большинством в один голос. 

4. Пэт сказал: «Какое число ин назови, 
все едиио, а раз тут десять человек да еще 
Е сам, то назову-ка я однннадцать ин начну 
счет с себя». Разумеется, первым отправился 
на порку он сам. Следовательно, если начи- 
нать с номера 1, то наименьшим числом, ро- 
ковым для аигличаи, будет 1[. На самом деле 
Пэту следовало иазвать 29 и начинать с ио- 
мера 9. Тогда экзекуции подверглись бы все 
носильщики. Этн два числа минимальны. 

$. Ясио, что 999 919 ие может быть про- 
стым числом и что, поскольку нужно найти 


едниственносе решение, оис должио разла- 
гаться п произведение двух простых сомно- 
жителей. Зиими сомножителями будут 991 
я 1009. Нам известно. что каждая кошка 
поймала больше мыикк, чем было конек. 
Значит, всего было 991 кошка. п каждая из 
них поймала по 1009 мышск. 

6. Охракиик \, не может схватить 
узника Р., а охранник М№, — узника Р, 
{<м. рис. 95. В примере, ^ который 
мы ирнвели, ПОГОНЯ лействительио мо - 
жет продолжаться бесконечно долго, по- 
скольку ча самом деле каждый охранинк 
должен охотиться не за «СвонМ», я За «чужим» 
узииком. В этом случае, как говорят о шах- 
матах, можно «реализовать преныущцестьоь. 
Между №, и Р. расположен всего один (не- 
четное число} квадрат, в то время как между 
№, иР, (а также между №, и Р2) нмеются 
четыре {четное число) квадрата. Во втором 
случае у охранников имеется преимущество, 
и они могут вынграть. Приведем образец 
нгры. Ходы охранииков залисываются в 


«числителе». м УЗвихов — в «знаменателе»: 


19 —20 2— М 20-13 
17 — [3 24--23) 18—26 23—11, 


21 — 22 13—12 22—23 12-2 


26 — 27 31 — 32° 27—06 32 --40' 


23—31 20—19 
39—32 26—34. 


3\ -- 32 схватил. 19 —97 27 — 26 
84 — 33 33 —2` 


26.—25. Узиик пойман. 


Узинкам невозможно уйти от преследо- 
вання, ссан каждый охранннк преследует того 
из ннх, кого нужно. 

7. На рисукке 6 показан путь, удсвлет- 
ворякиций зем заданным условиям. . 


К задачам «Квант» для младшнх 
школьников» 

{с м. ‹«Аванть А? 10) 

1. Груздев — муж Анны, Васнльев — 
Марин, Борисов — Софьи, Андреев — 
ДЛарьн. Указание. —Уменьшнм чнсло 
стаканов, вынитых каждой женой, на 2, оста- 
вив прежнне условия на мужей. Тогдз мужья 
выпьют на 20 стаканов меньше, то ссть 10 стл- 
канов, й жены — 6 стакаиов, Дальше пари- 
суйте таблицу 1 н нсследуйте ее (надо выб- 
рать 4 элемента в разных строках и столбцах 
так, чтобы нх сумма равнялась 10; полезио 
нспользовать четность н нечетность иекото- 
рых чисел). 


Таблица | 


Таблица 2 
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Остаток от деления на девять суммы 
иечетных чисел 


Число пар нечетных чисел 


Остаток от делення на девять суммы 
четных чисел 


Число пар Четных чнсел 


Произведен не 


2. Составим для нечетных цифр табли- 
цу 2. в которой: первая строка — возможная 
сумма двух нечетиых цифр, вторая строка — 
остаток от деления этой суммы на девять, 
следующие пять строк — цнфры, которые 
в сумме с первой цифрой строки (цифрой 
тысяч) дают указанную выше сумму, нк по- 
следняя строка — число возможных пар 
цифр, дающих эту сумму. Аналогичная таб- 
лица составляется и для четных цифр. 

Затем, объединяя и упорядочивая итогн 
этих таблиц, комплектуем сводную таблнцу 3. 

При составленин этой таблицы ‘остатки 
от деления на 9 сумм четных иифр простав- 
лены в такнх графах, чтобы п сумме с остат- 
ками от сумм ибчетных цифр онн давали 
девять. 

Последняя строка таблицы — произве- 
денне числа пар данного столбца, так как 


любой паре нечетных цифр можно сопоставить 
любую пару четиых иифр- 
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— 4 2 | 2 | 2 | 2 | 4 
16 | — 16 4 | 4 | 3 4 16 
| 
Таблица 3 
Сумма 


произведений дает искомый от- 
вет: 64 — число различных наборов цифр 
четырехзначного чнсла НЧНЧ. сумма кото- 
рых делится на -девять. 

Делимость на три разберите самостоя- 
тельно. 

3. У Петин обязательно былн монеты по 
10 копеек и еще лнбо по 8 н 3, либо по 5 ко- 
еек. Первый случай прнводнт к противоре- 
чию, во втором получается В монет по 10 ко- 
леек и 4 монеты по $ копеек. 

4. 15 625:25- 625. Указание. Из 
Ох ИО=ТНО следует, что О--5 или 6: нз 
Их ИО=ОН следуег, что (-=2 или 3. Про- 
веряя эти возможности, находим, что {= 2, 
О=5, Н=0 ит. д. 

5. Когда мы вынимаем термометр из рас- 
плавленного олова, температура стекла резко 
поинжается, стекло сжимается, столбик ртутн 
слегка поднимается. (Сравните коэффициенты 
объемиого расширения для стекла и ртути.) 


с поьириищиники 


Чеховский полнграфическии кочбинат 
Союзполнграфпрома 

при Государствениюм комитете Совета Министрит 
СССР по делам изазтельств. полиграфии и квиж- 
ч7й торговлн. г Чехов Московской области 


Рукописи нг возвращаются 
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олимпнада икольников 
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Предеедатель Оргкомитета олимпиады 
академик И. К. Киконн со школьниками 
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влиова (Москва) 


Цена 30 коп. 


Индекс 70465 


Головоломка Сэма 


Игра в «Бэйсбол» 


Для того. чтобы играть в этот бэйсбол, 
нет необлодимости знать правила игры в 
настоящий бэйебол (эта игра напомннает 


скорее ланту). На рнсунке нзображена иг- 
ральиая доска, состоящая из 49 полей, 
каждое нз которых может быть накрыто 
фишкой. 

Играют обычно двое (нгроков может быть 
и больше). Игроки запасаются фишками 
«своего» цвета и выставляют их по оче- 


реди на свободные поля. Как только все 
поля покрыты фишками, нгроки подечнты- 
вают число четверок своих фишек, стоящих 
на одной прямой. 


Пример. Если ваши фншкн поставле- 
ны на поля А, В, С, Д, Е, Е, С, 
Н, 1. 4, К, Е то вы иабрали 5 очков. 
Победителем считают того из партнеров, 
который набрал наибольшее число очков. 

Задача. Фншки закрывают 20 мячей. 
Какое наибольшее число рядов нз четве- 
рок фишек может при этом быть? 
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Феликс Клейн 
1849 — 1925 


С. Г. Гиндикин 


Феликс Клейн скончался 22 мюня 1925 года. Славу велккого математика принесли 


ему работы, выполненные на протяженин одного десятипетия. 


Клейн прекратыл 


активкые закятня математикой в 33 года, но до конца дней оставался в центра 
научно-организационкой жизнк, полностью посвятив себя педагогической ы литера- 


турнок деятельностк. 


1. «Рыцарские шпоры» 


Ф. Клейн родился в 1849 году в Дюс 
сельдорфе. Здесь он окончил гимна- 
зню; в 1865 году поступил в Бонн- 
ский университет. Уже на следующий 
гоя профессор Юлиус Плюкер {1801— 
1868) привлек семнадцатилетнего сту- 
дента в качестве ассистента по физн- 
ке. Плюкер начинал свою научную 
деятельность как геометр, но посте- 
пенпо переключился на занятия эк- 
спериментальной физикой. Однако в 
последиие годы жизни, после двад- 
цатилетнего перерыва, Плюкер воз- 
вратняся к геометрии. «Этот поворот 
сыграл решающую роль в моем собст- 
венном развитии»— писая Клейн. 
Посмертное издание — последнего 
мемуара Плюкера (1869 г.) было пол- 
готовлено Клейном. Возможно, это 
н послужило причиной тому, что его 
днссертация (1868 г.), которой, но 
словам самого Клейна, он «заслужил 
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рыцарские шпоры», и его первая пуб- 
ликация (1869 г.) были геометри- 
ческимн. 

Лишившись учителя, Клейн стано- 
вится «странствующим рыцарем». 
Он посещает основпые математиче- 
ские ценгры Германии {Геттниген, 
Берлин). устанавливает личные ксн- 
такты с Клебшем, Вебером, Вейер- 
штрассом. На подающего надежды 
молодого ученого. который хочет ин 
умеег учиться, сразу обращают вни- 
манпе. Не менее важны контакты: 
Клейна со сверстниками. Особенно 
счастливой была дружба Клейна с 
великим норвежцем Софусом Ли 
(1842.--1899): они познакомились в 
1870 году в Берлше. С. Ли был на 
семь лет старше Клейна, но в 1870 
году делал лишь первые шаги п гео- 
метрин. 

Вскоре Клейн п Лн отправляются 
в Париж. Здесь они знакомятся с 
приемамн французских геометров, ко- 


торые умели с удивительной лег- 
костью, «по воздуху» (С. Ли), полу- 
чать важные геометрические резуль- 
таты. Особое значение для дальней- 
шей научной судьбы Клейна ин Ли 
нмели встречи с Камиллом Жорла- 
ном (1838—1922). Как раз в 1870 го- 
ду Жордан выпустил обширный труд 
п> теорим конечных групп, привлек- 
ший широкое внимание к работам 
Галуа (1811—1832). Возможно, «про- 
пуском» к Жордаиу послужила для 
друзей первая работа Клейна, по- 
священная геометрическому исследо- 
ванию так пазываемой поверхности 
Куммера, алгебранческое исследова- 
ние которой перед этим предпрниял 
Жорлан. 

Покинуть Франнию Клейна за- 
ставила франко-прусская война. В са- 
мом начале войны Клейн заболел 
тифом; оправившись от болезни, он 
поселяется в Геттингене. Для Клей- 
на настунает время великих свер- 
шений. Н. Бурбаки пишет, что Клейн 
завершнл «золотой век» геометрии. 
Но прежде чем рассказывать о блес- 
тящем завершеннн этого века. вспом- 
ним о сго пачале. 


2. «Золотой век» геометрии 


Еще в ХУП веке Дезаргу (1593— 
1662) и Паскалю (1623—1662) удалось 
прн помощи центрального проекти- 
рования получить замечательные гео- 
метрические результаты. Об этих ре- 
зультатах забыли почти на полтора 
века. На большие возможности мето- 
да проектирования вновь обратил вии- 
мание Гаснар Монж (1746—1818): 
он рассказывал об этом в курсе на- 
чертательной геометрин, который чн- 
тал в Политехнической школе. От 
«Описательной геометрни» Монжа 
(1795) н отсчитывает Н. Бурбаки ‹«зо- 
лотой век» геометрин. 

Среди слушателей Моижа был 
Виктор Понселе (1788—1867). «Чер- 
та, которая возвышает его над всеми 
предшественникамн,— это НОВЫЙ ВИД 
геометрической  нитунцин,— «проек- 
тивное мышленне» (Клейн). Проектив- 
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ную геометрию Понселе создал в те- 
чение двух лет, проведенных им 
в плену в Саратове после войны 
1812 года. Свон результаты Понсе- 
ле рассказывал товарищам по 
плену, также слушавшим Монжа в 
Политехнической школе. Опублико- 
ваны этн результаты были в 1822 го- 
ду в «Трактате о проективных свой- 
ствах фигур». 


Как н сго предшественники, Понселе 
каждую прямую пополняет бесконечно уда- 
дленной точкой, считая, что все параллельные 
друг другу прямые имеют общую бесконеч- 
но удаленную точку (чпересекаются» в ней). 
Все бесконечно удаленные точки образуют 
бесконечно удаленную прямую. На попол- 
ненной плоскости параллельность становнт- 
гп частным случаем пересечения и не.требу- 
ет специального рассмотрения {нанример, 
утвержденне, что через точку вне прямой 
проходит единственная прямая, сй нарал- 
лельная, превращается п утверждение, что 
через две различные точки. одна из которых 
обычная, а другая — бесконечно удаленная, 
проходит единственная прямая). При цент- 
ральном проектировании конечная точка мо- 
жет нс иметь образа («уйти па бесконечность»), 
во на пополиениой бесковечно удаленными 
точками плоскости это отображение уже 
взанмно однозначно. . 

Центральное проектирование переводит 
одну плоскость в другую; выполнив же не- 
сколько проектирований подряд, мы можем 
вернуться на исходную плоскость, получнв 
ирсобразованние этой илоскости. К таким пре- 
образованиям (их стали называть проектив- 
ными) относятся перемещения, гомотетни, ра- 
стяжения. Проективные преобразования взаим- 
но однозначны (на пополненной плоскости} 
и переводят прямые в прямые {позднее вы- 
яснилось, что всякое преобразование с этн- 
ми свойствами проективно). Проективные 
преобразования, псреводящне в себя беско- 
нечно удаленную прямую, называются аф- 
финными; аффинные преобразования взаим- 
но однозначны на обычной плоскости. Понсе- 
ле исследовал геометрические объекты, со- 
храняющиеся при проективных преобразова- 
ниях. Оказывается, прн проективных пре- 
образован нях коннческое ссчение также пере- 
ходит в коническое сечение (но, например, 
гипербола может перейти в параболу, а вся- 
кое коническое сечение проективным преоб- 
разованием можно перевести в окружность). 
Чрезвычайно плодотворным оказалось сле- 
дующее наблюдение. Пусть А, В, С.Р —точ- 
ки, лежащие иаодиой прямой, 14, В, С. О} = 

_ СВО] 
= р вВс| — двойное или ангармоническое 


отношение четырех точек. Пусть при веко- 
тором нросктивном преобразовании точки 
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А, В, С, О перешли в точки А’, В’, С’, О’ 
„они обязательно будут лежать на одной пря- 
мой). Тогда {А, В, С, 2}={А*, В*, С’, О’}, 
то есть при проективных преобразованиях 
двойное отношение четырех точек сохраня- 
ется. Если одна из точек, например, р — 
бесконечно удаленная точка. то {А, В, С, 0} 


А 
полагается равным ТВС, н мы получа- 


ем, что ири аффииных преобразованиях со- 
храняются отношения длни отрезков, ле- 
жащих на одной прямой (почему?). 

Далее Понселе пытается устранить нскаю- 
чнтельные случаи взаимного расположення 
конических сечений. Почему, например, два 
эллипса могут пересекаться п четырех точ- 
ках. а пара окружностей — не болес чем 
к двух? На этот вопрос дается удивительный 
ответ. Кроме пары вещественных 
точек пересечення, у окружностей имеется 
универсальная (одна и та же для 
всех окружностей па плоскости’) пара об- 
щих точек, ие замеченных из-за того, что 
они являются..мнимыми н бесконечно уда- 
леннымн одновременно. Эти точкн называют- 
ся циклическими. 


Теперь — несколько слов о че- 
тырех немецких математиках: Фер- 
дннанде Мебнусе (1790—1868), Яко- 
бе Штейнере (1796—1863), Христнане 
фон Штаудте (1798—1867) и уже упо- 
минавшемся Плюкере. С их именамн 
связана  ожесточеннейшая борьба 
между аналитическим и синтетиче- 
скнм направлениямн в геометрин. 


Здесь слова «анализ» и «синтез» употреб- 
ляются п нестаидартном смысле: аналитиче- 
ская геометрия использует метод координат, 
в результате чего делается возможным при- 
мененне алгебры н анализа в геометрии; 
синтетическая геометрня оперирует с непо- 
средственнымн пространствеиными коиструк- 
ЦИЯМИ. 


Наиболее ожесточенным был по- 
елинок между аналитиком Плюкером 
н синтетиком Штейнером; Мебиус 
(аналитнк) и Штаулт (синтетик) дер- 
жались в стороне от борьбы. Клейну 
было очень легко оказаться вовле- 
ченным в борьбу на стороне аналити- 
ков, но он сумел остаться над схват- 
кой, возможно, руководствуясь пра- 
вилом его знакомого физнолога Люлд- 
внга: «Нужно удалиться на 600 ки- 
лометров от места споров и оттуда 
пересмотреть отношения». 

Деятельность аназитиков 
де всего требовала 


а 


преж- 
усовершенство- 


вать метод координат. В плане снн- 
тетическом важно было дать без- 
координатные — определения 
объектов проективной геометрни, на- 
пример, кривых второго порядка. 
Это сделал Штейнер — очень коло- 
ритная фигура в истории математики. 
Швейцарский крестьянин, «до 19 лет 
ходивший за плугом», он пачал занн- 
маться математикой в зрелом воз- 
расте. Штейнер был решительно на- 
строен против мнимых величин в 
геометрин, называя их «приз- 
раками» ‘или «царством теней». 
Впрочем, фон Штаудт показал, что 
с мнимымин объектами, возннкающи- 
мн в проективной геометрин, можно 
связать эквивалентные им чисто ве- 
щественные конструкции. Другое 
важное достижение Штаудта состоя- 
ло в том, что он сумел определить 
двойное отношение четырех точек не- 
посредственно, без использования 


„расстояний (которые не сохра- 


няются при проективных преобразо- 
ванмях). 

И наконец, еще одно имя — ан- 
глийского математика Артура Кели 
(1821—1895), золгое время занимав- 
шегося математикой без отрыва от 
адвокатской практики. Мы остано- 
вимся на одном сочниенин Келн — 
знаменитом «Шестом мемуаре о фор- 
мах» (1859 г.). Келн заметил, что 
евклндовы перемещения выделяются 
нз всех проективных преобразова- 
ний тем, что сохраняют циклические 
точки. В результате, с  исполь- 
зованием. циклических точек, все 
объекты евклидовой геометрии (рас- 
стояния, величины углов м т. д.) 
можно определить через проективные 
понятия (сохраняющиеся при про- 
ективных преобразованиях). Кели на- 
зывает проектнвную геометрию дес- 
криптивной, а евклизову — метриче- 
ской и пишет: «Метрическая геометрия 
есть, таким образом, часть дескрип- 
тнвной, а дескриптивная геометрия— 
вся геометрия». Следует иметь в виду, 
что раныше положение казалось пря- 
мо противоположным, а именно, что 
проективная геометрия ое сравни- 


тельно бедная часть евклидовой. Да- 
лее Кели замечает, что исходя из 
проективной геомстрии можно ввес- 
тн расстояния, отличные от евклидова 
(метрики или мероопределения Кели): 
каждое такое расстояние на плоско- 
стн связывается с некоторой кривой 
второго порядка (вещественной или 
мнимой), так что это расстояние не 
меняется при всех проективных пре- 
образованиях, сохраняющих  рас- 
сматриваемую кривую. 


3. Модель Кели — Клейна 


В 1869 году Клейн познакомился с 
теорией Келн, а в конце того же го- 
да — довольно поверхностно — с гео- 
метрней Лобачевского. Тотчас же у 
мего возникла мысль, что одна из 
метрик Кели приводит к геометрин 
Лобачевского. Это была догадка, поч- 
ти лишенная аргументации. Теория 
Кели и теорня Лобачевского радн- 
кально отличались внешне (вычисле- 
ния с двойным отношением у Ке- 
ли ны аксиоматическое изложение 
у Лобачевского), а геометрин Келн 
были еще недостаточно разработаны 
для того, чтобы можно было прове- 
рять аксиомы геометрии Лобачевско- 
го. В феврале 1870 года Клейн, делая 
доклад по теории Кели на семинаре 
Венерштрасса, решился обнародовать 
свою гипотезу. На этом семинаре 
было не принято обсуждать фантас- 
тические проекты: «зарвавшемуся» 
молодому человеку объяснили, что 
«это две далеко отстоящие друг от 
лруга системы»; Клейн же был столь 
мало подготовлен к защите своей ги- 
потезы, что «позволил переубедить 
себя». Позднее он жаловался на 
Вейерштрасса, что у того «не было 
склонности распознавать с отдалення 
очертания еще не ДОСТНгнНуТыхХ ВЫ- 
сот». Но Клейн не перестал верить 
в свою гипотезу. Летом 1871 года он 
с помощью своего друга ШШтольца 
уже оснсвательно изучил неевклидо- 
ву геометрию и убедился в справед- 
лнвости своей догадки. Даже обла- 
дая доказательством, Клейну было 


нелегко убедить окружающих в своей 
правоте. Вероятно, нанболее досал- 
но было Клейну то, что среди ие 
согласных с его утверждением до 
конца своей жизни оставался Кели. 
«Состарившийся дух неё в состоянии 
сделать выводы нз созданных им 
самнм положений», — пнсал Клейн. 

Несколько слов о самой модели 
Кели—Клейна. «Гочками» в этой мо- 
дели являются внутренние точки кру- 
га (круг можно заменить областью, 
ограниченной любой кривой второго 
порялка), а «прямыми» — хорды это- 
го круга (без концов). Точки пере- 
сечення «прямых» определяются ес- 
тественным образом; ясно, что че- 
рез «точку» вне «прямой» проходит 
бесконечное число «прямых», не пе- 
ресекающих исходную, то есть на- 
лнцо отрицание аксиомы параллель- 
ных из евклидовой геометрии. Нало 
еще убедиться в том, что все осталь- 
ные евклидовы аксиомы для описан- 
ной моделн выполняются: это и бу- 
дет означать, что модель Клейна — 
это модель геометрин Лобачевского. 
Сравнительно просто проверяются 
аксиомы, касающиеся взаимного по- 
ложения точек ни прямых. Но когда 
дело доходнт ло проверки аксиом 
равенства, то прежде всего надо до- 
говориться, какие отрезки считать 
конгруэнтными; унаследовать соот- 
ветствующие понятия евклидовой гео- 
метрни нельзя. Клейн, следуя Келн, 
полагает длину отрезка АВ равной: 
[АВ |= [п {А, В, а, В}, глеа и В— точ- 
ки пересечения «прямой» АВ с гра- 
ницей рассматриваемого круга (эту 
окружность называют абсолютом). 
Проективные преобразования, сох- 
раняющие абсолют, сохраняют так 
опрелеленное «расстояние», т.е. яв- 
ляются перемещениями в модели Ке- 
лн—-Клейна геометрии Лобачевского. 


Итальянский математик Эудженио Бель- 
трами (1835—1900) наметил другой путь к 
обоснованию геометрии „Лобачевского еше 
в 1868 году. Он обнаружил поверхиость — 
псевдосферу — кратчайшие линии на которой 
(геодезические) ведут себв так, как прямые 
в геометрии Лобачевского. Затем Бельтрами 
отобразил некоторым образом псевдосферу 


п круг и получил ле же формулы, что поз- 
же м Клейн и своей теорни. 


Клейн исследовал другие неев- 
клидовы геометрин, к которым прн- 
водят метрики Кели, обнаружив, в 
частности, модель геометрии Римана 
(в геометрии Римана сумма углов 
треугольника больше л, в геометрин 
Лобачевского она всегда меньше п). 


Обсудим теперь, что же дает модель 
Кели—Клейна для геометрии Лобачевского. 
Прежде всего — это отличный от акснома- 
тического способ изложения, более нагляд- 
ный. Клейн предваряет свою  публнка- 
нню (187[Г г.) словами, что сго цель —«дать 
новое ваглядное изложение математических 
результатов рибот, относящихся и тсорни 
параллельных, н сделать их достулными яс- 
ному пониманию» (примерно так же форму- 
лирует свою цель и Бельтрами). Одпако про- 
строение модели решает далеко не только 
методическую проблему. Ныпе модель Кс. 
ли— Клейна рассматривается прежде всего 
как средство доказательства испротнворсчи- 
востн гсометрин Лобачевского. В модели 
Кели—-Клейна объекты геометрии Лобачев- 
ского формнруются па языке евклидовой 
геомстрни, так что после перевода на этот 
язык теоремы гсометрин Лобачевского пре- 
вращаются в теоремы евклидовой геометрин. 
и, таким образом, гсомстрия Лобачевского 
непротиворечнва. ссли  испротиворечива 
свклидова геометрия. 

Клейн видел оснонное значение постросн- 
ной им модели и другом. Он ставил” во гла- 
ву угла проективяую геометрию. равнолрав- 
нымн м независимыми частями которой яв- 
ляются геометрин Евклида п Лобачевского. 
В этом илане подчеркивалась независимость 
построснной модели гсометрни Лобачевского 
от евклидовой геометрни, для чего, в свою 
очередь, была важна возможность строить 
проективную гсометрию, не пользуясь евкди- 
довой (по Штаудту, см. п. 2). Именно этот 
момент вызывал у Кезн подозрения в су- 
мествованин порочного круга. Клейн ин- 
сал: «Вместо того чтобы виутри нашей мет- 
рической геометрии строить образы несз- 
коиловой геометрии. мы обосповываем сво- 
болвую от всяких метрических представле- 
ной проективную геометрию. которан солер- 
жит в себе как частные случан, поддающие- 
ся отчетливой классифнкацин. все известные 
геометрические системы». 


4. Эрлангенская программа 


Веками слово «геометрия» употреб- 
лялось только в единственном чис- 
ле. Но вот появнлась геометрия Ло- 
бачевского, затем геометрия Рнмана, 
н наконеп, математики поняли, что 
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существует много различных геомет- 
рий. Возник естественный вопрос: 
что же такое геометрия? В 1872 году 
Клейн высказал свою точку зрения 
в лекция, прочитанной нм в связн 
со вступлением в профессорскую долж- 
ность в Эрлангене. Так появилась 
«Эрлангенская программа», по-Види- 
мому, самое известное сочинение 
Клейна. По существу в нем нет новых 
результатов, все внимание сконцент- 
рировано на поисках принципа, поз- 
воляющего систематизировать очень 
аморфное образование, в которое пре- 
вратилась К тому временн геометрия. 

По Клейну, основным атрибутом 
всякой геометрии является некоторый 
набор С взанмно однозначных преоб- 
разований некоторого множества М. 
Преобразований должно быть доста- 
точно много для того, чтобы каждую 
точку множества М можно было пе- 
ревести другую некоторым ипреоб- 
разованием из С (в этом случае го- 
ворят, что С действует на М транзи- 
пиевно). Такая точка зрения была 
навеяна, конечно, проективной гео- 
метрией, в которой с самого начала 
первичнымн былин некоторые преоб- 
разования (центральные просктирова- 


` ния), в то время как вевклидовой гео- 


метрин (в традиционном нзложенин} 
нервичны другие объекты: прямые, 
отрезки, конгруэнтные фигуры и т. д. 

Следующее положение состонт в 
том, что набор преобразований @ дол- 
жен быть группой. Это означает, что 
любые два преобразования из (, вы- 
полненные подряд, можно заменить 
одним преобразованием, также из С; 
кроме того, вместе с каждым преоб- 
разованием ЯЕС в С входит и обраг- 
ное к нему: В 1 цесли в переводит х 
в у, той" переводит у вх). 

Итак, с каждой группой преобра- 
зований С связывается некоторая гео- 
метрия. Что же составляет содержа- 
зие такой’ геометрии? Прежде все- 
го — нахождение инвариантов грул- 
пы С — свойств, которые сохраняют- 
ся при действни преобразований из @ 
(точнее, сслн какой-то объект нашей 
геометрин обладает — инварнантным 


свойством, то каким бы преобразова- 
нием из С мы на него не действовали, 
получится объект, также обладающий 
этим свойством). Для группы переме- 
щений евклидовой геометрии инвари- 
антами являются все нзвестные гео- 
метрические свойства. так как мы 
ле различаем положения фигур на 
илсскости. Однако и в траднимонном 
курсе геометрии имеются нетривиаль- 
ные утверждения об инварнантах нре- 
образований, ие являющихся переме- 
шеннями. При гомотетиях сохраняют- 
ся конгруэнтиость углов, свойство 
кривой быть окружностью, отношение 
длии отрезков, отношение площадей. 
Имея некоторый заиас инварнантных 
свойств, можно конструировать но- 
вые. Отиосительно гомотетий инва- 
рнантными будут свойство прямой 
быть биссектрисой угла, свойство 
кривой быть полуокружностью. От- 
носительно осевых растяжений свой- 
ство кривой быть окружностью уже 
не будет ниварнантом, но будет ни- 
вариантом свойство кривой быть эллани- 
сом (а также гиперболой или нарабо- 
лой); сохраняется отношение длин 
отрезков, лежащих на одной прямой 
{но ие на разных), отношение площа- 
дей. Саедствием является инвариант- 
ность свойства точки делить отрезок 
в данном отношении, свойства прямой 
быть медианой треугольника. Можно 
показать, что всякое аффинное пре- 
образование можно представить в вн- 
де композниии перемещений н осевых 
растяжений, я нотому все указанные 
свойства инварнантны относительно 
аффинных преобразований (примеры 
проективных инвариантов приведены 
на с. 3). 

Выделение инвариаитов — только 
первый слой геометрии. Ее основное 
содержакие составляют теоремы о 
соотношениях между инвариантными 
свойствами (нх называют сизигиями). 
Например, медианы треугольиика яв- 
ляются его аффинными инварнианта- 
ми; существование общей точки, дс- 
лящей медианы в отношении 2: 1,— 
нетривиальное соотношение между 
этими тремя прямыми. В теоремах а 


пересечении биссектрис и высот выво- 
Днтся зависимость между инварнан- 
тами гомотетнй. 


На возможность использования геомет- 
рических преобразований для получения но- 
ных теорем обратия виимание п 1837 году 
Шаль: «Тенерь каждый п состоянии взять 
какую-нибудь известную истину н применить 
к ней различные общие принцины преобразо- 
ваинй; так он получит другие истины... Ге- 
ний больше не является необходимым дая 
того, чтобы вносить свою лепту в посгроение 
величествениого храма науки». Однако если 
понимать рецент Шаля буквально: взять лю- 
бую теорему и примеинть к ней пронзволь- 
ное преобразование, — то получится верное 
утверждение, но Е такой корявой формули- 
ровкой, что у него будет мало шавсов остать- 
СЯ п «храме науки». Подумайте. вапример, 
во что превратится теорема п пересечении 
бнссектрис, если сделать осевое растяжение? 
Как объяснить. в какую прямую перейдет 
биссектриса? Клейн объясняст, что важно, 
напротив, нонять, какие из преобразований 
утверждения не меняют, подобрать иреобра- 
зования, максимально унрощающие карти- 
ну, н доказать утверждение п полученной 
(более простой) форме. Вот традниционный 
пример.  Аффииным  преобразоваинем лю- 
бой треугольник можно превратить п равно- 
сторонннй, и поскольку ин теореме п точке 
перссечення меднан речь идет о соотноше- 


"нии между аффичными инвариантамн, то эту 


теорему достаточно проверить для равно- 
стороннего треугольника (что уже очень про- 
ста). 

Эти соображения позволяют уточнить 
рецепт Шаля. Пусть подмечено некоторое 
соотиошенне между аффинными инварианта- 
ми в равностороннем треугольнике едниич- 
ной площади: например, нусть А, — площадь 
шестиугольинка, образованного чтриднана- 
ии»— прямыми, соеднняющимн вершины тре- 
угольника © точками, делящими противопо- 
ложную сторону натри равные части (число А. 
однозначно определено). Тогда в любом 
треугольнике отношение площади шестнуголь- 
ника, образованного трнднанами, к нлоща- 
дн всего треугольника равно %. Теперь вы 
легко можете придумать другие теоремы та- 
кого рода. 


Олин из важнейших моментов в 
рассуждениях Клейна — это выяс- 
нение взаимоотношения между гео- 
метриями, связанными с группами 
С, нС.. если С, СС,. (Говорят, что 
С, — подгруппа группы С..) У боль- 
шей группы С, меньше инварнантов. 
чем у С,, н все теоремы, связанные с 
группой С.. верны и для геометрии. 
связанной с меньшей групной С. 
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Поэтому в каждой конкретной гео- 
метрин важно найти такие утверж- 
дения, которые останутся справед- 
ливыми и дяя геометрий с более шя- 
рокими группами преобразований. 
Иногла возможность «перенесения» 
утверждения в геометрию с более зии- 
рокой группой преобразований ста- 
новится ясной лишь после переработ- 
ки формулировки утверждения. 

Идеология Кели на языке эрлангенской 
программы состоит в том, что можно двигать- 
ся обратным путем, рассматривая группу 
преобразований, сохраняющих некоторый 
фиксированный объект. При этом часто ин- 
варианты для подгруппы можно конструнро- 
вать при помощи инвариантов для группы 
(расстояния в евклидовой п неевклидовых 
геометрняк — нри НОМОЩН двойного отноше- 
НИЯ ) - 

а для большей группы н со- 
отношения между ними обычно описывать 
проще. В частности, для проективной груп- 
лы задачу вахождеция инвариантов можно 
сделать полностью алгебранческой и решить. 

«Эрлангеиская программа» завер- 
шила «золотой век» классической гео- 
метрии. Число вовых геометрий воз- 
растает; постепенно геометрический 
язык пронизывает значительную часть 
математики. «Классическая  геомет- 
рия переросла себя, и из живой са- 
мостоятельной науки превратнлась в 
уннверсальный язык современной ма- 
тематики, облалающий исключитель- 
ной гибкостью и удобством» (Н. Бур- 
бакн). 


5. Экстерн в школе Римана 


После «Эрлакгенской программе» 
Клейн обращается к теории алгеб- 
ранческих функций — областн, в ко- 
торой работали Гаусс, Лежанлр, 
Абель, Якоби, Вейерштрасс, Риман. 
Наиболее близкими Клейну оказались 
идеи Римана (1826 — 1866), с кото- 
рым он не был лично знаком. По сло- 
вам Клейна, он был «экстерном в 
щколе Римана, ...а экстерны, как 
известно, если берутся за какое- 
нибудь дело, то работают с особенным 
рвением, ибо к работе нх побуждает 
только глубокий интерес». Позднее 
Клейн писал, что видел свою задачу 
в сочетании Римана с Галуа,— то 


есть в проникновенни теории групп 
в геометрическую теорию функций 
комплексного переменного. По соб- 
ственному мненню Клейна это была 
главная область его научной деятель- 
ности. 

К сожалению, об этой деятельности 
Клейна рассказать мы не сумеем, 
поскольку здесь уже нужно требо- 
вать от читателя специальных знаний, 
далеко выходящих за рамкн школь- 
ной программы. Но все же об одном 
обстоятельстве мы упомянем. 

Клейн заннмался так называемой 
проблемой униформизации. Рассмат- 
ривая важные случан, он надеялся 
со временем разобраться и с общей 
задачей. Но в 1881 году Клейн об- 
наружил серню статей инкому не 
известного французского математика 
Анри Пуанкаре (1854—1912), кото- 
рый по существу проблему унифор- 
мизации решил *). Это драматическое 
событие Клейн встретил достойно. 
Он начал переписку с Пуанкаре; 
они обменялись 26 письмами. Клейн, 
уже известный математик (хотя толь- 
ко на 5 лет старший Пуанкаре), вы- 
ступает в роли очень тактнчного учи- 
теля. Он знакомит Пуанкаре с тео- 
рией Римана, о которой тот не имел 
представления, но мгновенно усвонл. 
Клейн решается на соревнование с 
Пуанкаре: улучшает доказательство 
основного результата п намечает его 
обобщение. Эта история окончилась 
для Клейна печально: «Цена, которую 
мне пришлось заплатить за мои рабо- 
ты, была во всяком случае очень ве- 
лика, так как мое зхоровье оказалось 
совершенно расшатанным ... Только 
к осени 1884 года положение несколь- 
ко улучшилось, но прежней степени 
творческой активности я уже не до- 
стнг Никогда .... Моя собственная 
творческая деятельность в областн 
теоретической математики закончи- 
лась в 1882 году». 


*) Общая проблема униформизании ещё 
фнгурировала и числе проблем Гильберта 
(1900-г.} и была полностью решена в 1907 го- 
ду независимо Пуанкаре и Кебе. 


6. Последние 40 лет 


Начиная с 1886 года Клейн работает 
в Геттингене. Благодаря Клейну этот 
город превратился в подлинную сто- 
лицу математики. По его инициативе 
в Геттинген приглашаются талантли- 
вые молодые математики (среди них — 
Гильберт). Клейн никогда не нере- 
ставал интересоваться новыми идея- 
ми. Его лекционные курсы, частич- 
но записанные и изданные, посвяще- 
ны самым разным областям матема- 
тики, механики, физики. Многогран- 
на организационная и общественная 
деятельность Клейна. 50 лет руково- 
дил он изданием одпого из основных 
математических журналов «Ма{Вета- 
Изсйе Аппаеп». Своеобразной лебе- 
диной песней Клейна былн его «Лек- 
ции о развитии математики в ХХ 
столетии», читаниные в 1914—1919 го- 
дах и изданные посмертно его учени- 
ками Курантом и Нейбауэром. При- 
ведем выдержку из их предисловия: 
«Эти. лекцин являются зрелым плодом 
богатой жизни, проведенной в центре 
научных событий, выражением нпро- 
чикиовенной мудрости и глубокого 
исторического понимания, высокой 
человеческой культуры и мастерского 
дара изложения». 

Значительную часть времени ин сил 
тратил Клейн на разработку проблем 
школьного преподавания математики 
и подготовку учителей, чем, вероят- 
но, до него не занимался ни один ма- 
тематик такого масштаба. «Вряд лн 
есть предмет, — писал Клейн, — в пре- 
подавании которого царила бы такая 
рутина, как в преподавании матема- 
тикн. Курс элементарной математики 
вылился в онределенные рамки и 
точно замер раз навсегда в устано- 
вившихся пределах. Время от вре- 
мени по тому или нному поводу одни 
задачи заменяются другими, исклю- 
чаются один параграфы н вводятся 
другие; но по существу на всем ма- 
териале школьной математики это 
почти не отражается. Новые учебнии- 
ки алгебры носят отпечаток алгебры 
Эйлера, как новые учебники геомет- 


рии отпечаток геометрии Лежанлра. 
Можно подумать, что математика — 
мертвая наука, что в ней ничто не 
меняется, что в этой области знания 
нет новых идей, по крайней мере 
такнх, которые могли бы сделаться 
достоянием неспециалистов, предме- 
том общего образования». 

Клейн стремится учесть в препо- 
даваннии состояниг современной нау- 
ки, связь математики и физики. 
Ои рекомендует систематически поль- 
зоваться преобразованиями в гео- 
метрни, отказаться от традиционного 
разбиения школьной мзтематики на 
предметы. Школьный курс должен 
быть пронизан понятием функции; 
тщательно продумываются пути вос- 
питания у учеников «функциональ- 
ного мыныения». Изложение геомет- 
рин. по мнению Клейна, должно на- 
чинаться и иеаксиоматическом ва- 
рнанте, а аксиоматнческий метод дол- 
жен появляться уже тогда, когда 
ученики В состоянии его осознать. 

С большим тактом поддерживал 
Клейн контакты с людьми, занимаю- 
щцимися школьной математикой, чет- 
ко ограничив круг своей компетен- 
ция, никогда не вмешиваясь в во- 
просы, требовавшие опыта непосред- 
ственной работы в школе. Клейн чн- 
тал лекции для учителей, которые 
частично изданы. Наиболее известна 
его «Элементарная математика с точ- 
ки зрения высшей». Это не лекции по 
методике математики и не расширен- 
ный курс 1нкольной математики. «Я 
хочу, чтобы иастоящая книга оказа- 
лась полезной тем, что побудит иного 
учителя нашей средней школы к са- 
мостоятельному размышлению о но- 
вом, более целесообразном изложе- 
нии того учебного материала, кото- 
рый он преподает. Исключительно с 
такой точкн зрения надо смотреть на 
мою книгу, а не считать ее готовым 
учебным планом; разработку послед- 
него я всецело предоставляю тем, 
кто работает в школе. Еслн кто-ни- 
буль предполагает, что я иначе 
понимал свою деятельность, то это 
недоразумение» (Клейн). 


Что такое 


Н. Я. Виленкин, 
А. Г. Мордкович 


производная 


«Мнпеие современные математические 
теории возникла из проблем лехоны- 
ки и ани впоследствии приняли п 
експоматически-абстракткый в. ко- 
горый так затруднчег их нличениеь 


В. Н. ЛАрнольи Математические 
меголы классической механики 


1. Тайны планетных орбит 


Древнегреческие ученые умели 
решать лнишь немногие задачи киине- 
матикни — они моглн рассчитать ли- 
бо равномерное прямолинейное лви- 
жение, либо равномерное вращение 
вокруг оси. Но описать двнжение 
планет столь простыми сиособами не 
удавалось. 

Планеты двигались по самым за- 
мысловатым кривым, иногда быстро 
продвигаясь внеред, а иногда замед- 
ляя свое движение п даже возвра- 
щаясь назад. Чтобы свести эти дви- 
жения к круговым. александрийский 
астропом Птолемей, живший в НЁв. 
до и. э.. придумал сложнейшую сн- 
стему окружностей; центры малых ок- 
ружностей равпомерно вращались по 
большим, а иланеты равномерно вра- 
шались по малым окружностям. Нои 
система Птолемея не согласовывалась 
с наблюдениями. п ее приходилось 
все время усложнять. Лишь в 
ХУН веке немецкому ученому Ноган- 
ну Кеплеру удалось на основе создан- 
чюй великим польским астрономом 
Николаем Коперииком гелиоцентря- 
ческой системы мира сформулировать 
законы движения планет. 

Оказалось, что планеты движутся 
не по окружностям, и по эллинсам, 


н притом иеравномерно. Объяснить, 
почему это так, Кеплер не смог — вто 
время не были известны ни общие 
законы механики, ни математические 


методы, позволявиие изучать крн- 
волниейное и неравномериое двн- 
жение. 


Лниь в конце ХУИ века Исаак 
Ньютон открыл законы динамики, 
сформулировал закон всемирного тя- 
готения и развил математические 
методы, позволявиие сволить нерав- 
номериое к равномерному, неолио- 
родное к однородному. криволиней- 
ное к прямолинейному. В основе 
лежала просгая идея — движение лю- 
бого тела за малый промежуток вре- 
менн можно приближенно рассмат- 
ривать как прямолинейное и равно- 
мерное. 

Методы, развитые Нъютоном, дали 
возможность по заданному закону двн- 
жения тела находить его скорость и 
ускорение в любой момент времени, в 
также решать обратную задачу — 
по заданному ускорению сначала на- 
ходить скорость, и потом закон лвн- 
жения тела. А если вспомнить, что 
ио второму закону Ныютона ускоре- 
ние тела постоянной массы пропор- 
ционально действующей на него снле, 
то станет ясно, что новые методы 
устанавливали связь между явиже- 
нием тела и действующими на него 
силами, то сесть ренали осиовную 
задачу механики. 

Одновременно с Ньютоном немец- 
кий философ и математик Готтфрид 
Вильгельм Лейбниц изучал, как про- 
волнть касательные к произвольным 


кривым. Ои также развил новое ис- 
числение, когорое оказалось по сути 
дела тождествеиным — построенному 
Ньютоном. Обозначения, введенные 
Лейбинцем, оказались настолько 
удачными, что сохранились и по сей 
день. 

Новая математика Ньютона и 
Лейбиииа состояла из двух больших 
частей -— лифференциального и ин- 
тегральпого исчислений. В первом 
из них говорилось, как, изучая малую 
часть явления, сводить неравномер- 
ное к равиомерному, а во втором — 
как из малых равиомерных частей 
коиструировать сложное неравномер- 
ное явленис. 

Дифференциальному и иитеграль- 
иому исчислениям и их дальнейшему 
развитию (вариационному исчисле- 
нию, дифференциальным уравнениям, 
теории функинй комплексного иере- 
менного и т. д.} посвящены миого- 
томные монографии. В этой статье 
мы расскажем лишь об основиых по- 
нятиях дифференциального исчисле- 
ния — © производной и дифферен- 
пиале. 


2. Свойство «линейности в малом» 


Три линин па рисунке | являются 
частямн одиой и той же параболы 
у -х*, изображенной в разных мас- 
штабах. Рисунок а сделан в мелком 
масштабе, рисунок б— в масштабе 
покруписе, рисунок в — еще круп- 
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нее. На всех рисунках взята одна и 
та же точка /4 (1: № параболы, чгобы 
можно было изучить повеление кри- 
вой в окрестности этой точки. 

На рисунке 1, а ясно вилно, что 
парабола искривлена. Ша рисунке 
1, б это искривление уже менее за- 
метно, а иа рисунке 1, в его прак- 
тически нет — график функини 
у = д", слеланный в круином масшта- 
бе, на глаз почти неотличим от пря- 
мой линии. Чем крупиее мы выберем 
масштаб, тем меныше график функини 
у - х? будет отличаться от некоторой 
прямой лашии, проходящей через точ- 
ку М0; 0. То же самое было бы, 
если бы мы стали  строигь во 
все увеличивающемся масшугабе тра- 
фик фувкции у — х? вокрестности лю- 
бой другой точки. 

Не только парабола «напоминает» 
вблизи любой своей точки прямую — 
этим свойством обладают окружность, 
гипербола, сниусоила н т. д. Его мож- 
но пазвать свойством «линейности в 
малом» (термни объясияется тем, что 
прямая — это график лниейной функ- 
мин у Ах -- Б). Шо геометрический 
язык, на котором мы выразили это 
свойство, расплывчат. Поэтому по- 
пробуем сформулировать его на сухо- 
ватом, но зато точном языке формул. 


3. Прирашение функции 


На рисунке 2 изображен квадрат со 
стороной длины а; площаль у такого 
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квадрата равна а*, Если длину с10- 
роны квадрата увеличить на р, то 
и площадь увеличится — на величи- 
ну плошади фигуры, закрашеиной 
на рисунке 2. Эту площадь иазывают 
приращением площади квадрата. Она 
равна (а-— р)*—а*, то есть 2ар! р*. 

Положим р:-Ах (читается «дель- 
та икс»), а приращение площади 
квадрата обозначим через Ау. По- 
лучим 

Аут 2. Ах (Ах). (1) 

Точно так же можио определить 
понятие приращения для любой фуик- 
ции у): чтобы вычислить при- 
ращение функции йри нереходе от 
точки а к точке а-- Ах, нужно: 

а) найтн значение {(а) функции 
в точке а; 

6) найти значение } {а Ах) функ- 
ции в точке а--Ах; 

в) из второго значения вычесть 


первое. 
Иными словами, (приращение 
функиви при переходе от точки а 


к точке а-'Ах равно Ау | (а- Ах) — 
—-{ (а). 

Например, приращение функции 
у хз при переходе от точки и к 
точке а--Ах будет 
Ау-- [а-: Ах) 


За*. Ах-:-За- (Ах)? (Ах)3. (2) 


Рис. 2. 


Слова «приращение аргумента», «прира- 
шеняе функции» обманчивы: может создать- 
ся виснатление, что н аргумент, и функиия 
увеличиваются. На самом деле и Ах, п Ау 
могут быть отрицательнымн числами. Быть 
может, было бы лучше вместо ‹приращенне» 
Говорить «изменение, но мы будем прилер- 
живаться традиционной термннологки. 


4. Дифференцируемые функции 


Теперь уже можно точнее объяснить, 
почему график функции ух” звы- 
прямляется», когда мы увеличиваем 
масштаб. — Поскольку все рисунки 
1, а — в одного и того же размера, то 
с увеличением маситаба на них уме- 
щаются все менышие и меньшие час- 
ти кривой. Это означает, что мы рас- 
сматриваем нашу функцию при все 
меныших п меньших значениях Ах. 
Таким образом, «выпрямление» гра- 
фнка функцни связано с особым ло- 
ведением приращения этой функкии 
прн уменьшении приращения ар- 
гумента. 

Упобы разобраться в этом, выра- 
зим прирашение фуикции у=х” в 
точке М(1; |) через прирашеиние ар- 
гумента. Мы получим: 


Ау-- (1-- Ах) 1-2. Ах--( Ах)". 


Мы видим, что приращение фузк- 
ции состоит из двух слагаемых: 2.Ах 
и (Ал*. Первое из них пропорииональ- 
но Ах, и второе обладает следующей 
особенностью: если Ах->0, то оно 
стремится к нулю гораздо быстрее, 
чем Ах. Например, ссли Ах=0.[, то 
(Ах):=0,01; если Ах=0,001, то 
(Ах)-=0,000001 и т. д. Таким обра- 
зом, Ау при малых Ах почти равно 
2.Ах. Так как Ау=у—\. Ах=х— 1, 
то У—12=2 (х— 1), то есть ух]. 
Но у--2х—1 — это уравиение пря- 
мой с угловым коэффициеитом, рав- 
ным 2. Значит, чем меньшую окрест- 
ность точки М (Е; 1} мы берем, тем 
теснее в этой окрестности парабола 
примыкает к прямой у=2х—1. Го- 
ворят, что парабола у-х* в точке 
М (1; 1] касается прямой у= 2—1. 

Итак, «выпрямление» графика 
функции у= х? ири увеличемии мас- 


штаба оказалось связанным с во3- 
можностью разложения приращення 
функции на два слагаемых, из ко- 
торых одно пропорционально прира- 
щению аргумента, а второе ири малых 
значениях Ах пренебрежимо мало по 
сравнению с Ах. Но слова «пренебре- 
жимо мало» еще иуждаются в уточ- 
мнении. 

Будем говорить, что величина В 
пренебрежимо мала по сравнению с 
Ах лри стремлении Ах к нулю, если 
ес отношение к Ах стремится к ну- 
лю: В-а-Ах, где Итх-=:0. 

Ах-0 

Теперь мы уже можем сформули- 
ровать основное определение. 

Определение |. Функция 
у } (х) иазывается дифференцируемой 
в почке а, если ее приращение в этой 
гочке можно представить в виде с\м- 
мы двух слагаемых, первое из кото- 
рых пропорционально прирашепию 
Ах аргумента, а вторсе пренебрежн- 
мо мало по сравнению с Ах. Иными 
словами, 


Ау: А. Ах-а-Ах, (3) 


гле А — число, в © стремится к иу- 
лю, когда Ах стремится к нулю. 

Рассмотрим приращение фуякиии 
у я в точке ха. Из равенства (2) 
получаем Ау ^ Зи”. Ах - [За\Ах - 
—(Ах)* | Ах. Сдагаемое 3а*.Ах про- 
поринонально Ах, а второе слагаемое 
[За Ах! (Ах) | Ах является произ- 
ведением Ах и миожигеля За-Ах | 

‹ (Ах)", который стремится к иулю, 
когда Ах стремится к нулю. Значит, 
функцияи хз лифференцируема, прн- 
чем для нее Ао За*. 

Коэффициент А в равенсгве (3) 
зависит от того. в какой точке мы 
его вычисляем. Наиример, для ф\ик- 
ции ух“ в точке а-_1 имеем А-З, 
я в точке а 2 имеем А 12. Если 
считать значение аргумеита, для ко- 
торого вычисляегся коэффициент А. 
переменным, то удобно обозначить 
его буквой х. При изменеини х коэф- 
фициеит А являегся Функцией от х. 
Зиа функция мазывастся производ- 
ной от функции у [(Х) и обозгача 


—— 


Рис. 3. 


ется [’(х), или у’ (читается зэф иитрих 
от икс», «иерек штрих»). 

Слагаемое А-Ах. то есть ? @). Ах 
называют дифференциалом функции 
у} (х) и обозначают 4у. Таким об- 
разом, 4у- Г’ (х) Ах. Обычно Ах 0бо- 
значают Ах н пишут ду” [(х) ах. 

Из определевия 1 следует, что 
при значениях Ах, близких к нулю, 
приращение дифференцируемой функ- 
цин Ау почти пропорционально прира- 
щению аргумеита. Точиее, для такой 
функцин Ау= (А-а) Ах, где слага- 
емое а. характернзующее отклоненне 
ОТ «точной» пропорциональнасти, 
стремится к нулю, когда Ах стремит- 
ся к нулю. Эта «почти пропорциоиаль- 
ность» приращения функции прира- 
щению аргумента п лежит в основе 
«выпрямления» графика при увели- 
чении масштаба изображення. 

Не следует думать, что все фуик- 
ции дифференцируемы в любой точке. 
Дифференцируемость, говоря иагляд- 
но, означает возможность заменить 
график функции в окрестиости точки 
прямой линией. Если же график 
функцин имеет в некоторой точке из- 
лом, а тем более — разрыв, то функ- 
ция не будет дифференцируемой в 
такой точке. Например, функция 
у |х | не является диффереицируемой 
в точке О (0: 0} (фис. 3}. 

Иитуиция подсказывает, что точ- 
ки, в которых данная функция у. 
={4х) ме является дифференциру- 
емой, не могут лежать слишком гус- 
то — не может же кривая иметь из- 
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лом в кажлой своей точке! Во многих 
учебниках математики ХГХ века это 
утверждение так н было сформули- 
ровано. Каково же было изумление 
ученых. когда во второй половине 
Х!Х века немецкий математик Карл 
Вейеритрасс опубликовал — пример 
функции, непрерывной во всех точ- 
ках, но нигле не дифференцируемой! 
График этой функции имел излом в 
кажлой своей точке. Позже выясни- 
лось, что за несколько лет до Вейерш- 
трасса функиию с таким же свойством 
построил чешский математик Бер- 
нарл Больцано; эта работа Больцано 
была опубликована лишь через мно- 
го лет после его смерти. 


5. Производная 


Вернемся к рассмотрению дифферен- 
цируемых функций — «хорошие» 
функции, которые изучаются в сред- 
ней школе, в те, которые чаще всего 
встречаются в приложениях матема- 
тикн, как правило, дифферсенциру- 
семы. Для этих функций из основного 
о. 

что дх 

=А-- а. Если теперь устремить Ах к 
нулю, то в равенстве (3) а->0, откуда 


равенства (3) получаем, 


РЕ . _ АУ 
= т =. 
ГР (х) И Ах 


Аля обозначения пронзводной иногда нс- 
| Чу 
пользустся запись —. В этом обозначении 


сохранястся воспоминание об отношении прн- 
| Аи 


4 
рашений —\». из которого путем предельного 
перехода получилась производная. 


Операцня отыскания производной 
данной функции называется диффе- 
ренцированием. 

В учебном пособни «Алгебра и на- 
чала анализа» для 9-го класса, вы- 
шедшем под редакцией академика 
А. Н. Колмогорова в 1975 году, чи- 
татель найдет вывод формул н правил 
дифференцирования, позволяющих 
иродифференцировать любую дроб- 
чо-рациональную функцию. Ниже мы 


покажем, как выводятся формулы 
для дифференцирования локазатель- 
ной и тригонометриёеских функций. 
Для этого остановимся спачала на 
геометрическом смысле производной. 


6. Геометрический смысл производной 


Мы вилели, что в малой окрестности 
точки, В которой функция дифферен- 
цируема, ее график почти неотличим 
от некоторой прямой. Эту прямую 


называют касательной к графику 
функции в ланной точке. Для точек 
этой прямой равенство Ау- А-Ах 


является уже не приближенным, а 
точным. Так как Ау--у— 6, Ах 
-=Х—@, ТО для всех точек касатель- 
ной выполняется равенство у—в- 
- А {х—а). Значит, угловой коэф- 
фициент касательной равен А. Но 
А=р (а), следовательно, значение 
производной в заданной точке равно 
угловому коэффициенту касательной 
к графику функции п этой точке. 
Это ин есть геометрический смысл 
производной. 

Вернемся к уравнению касатель- 
ной: /—6=А (фа). Так как ДА= 
-Ё (а), а в-[(@), то уравнение ка- 
сательной к графику Функции, лиф- 
ференцируемой в точке (а, 8). можно 
записать в таком виде: 


у—[(а)--Р (а) а). 
Например, уравнение касатель- 
ной к параболе у `х? в точке, в котс- 
рой х--3, будет у -= 6х—9 (проверь- 
те это). 


7. Производная показательной 


функции 


При записи законов физнки, связак- 
ных с показательной функцией, удоб- 
но пользоваться особым числом — 
числом ©. Это число можио опреде- 
лить следующим образом. 

Пачертим в декартовой прямо- 
угольной системе координат графики 
функций у 2%, у--3Х, у --5% {рис. 4) 
Мы видим, что чем больше основание, 
тем менымий угол с осью Оу в точ- 


ке М (0:1) образует график фуик- 
ции (под углом между кривой у“ 
--| (х) и осью Оу понимается угол 
между касательной к кривой у- { (х) 
в точке М (0; # (0}} н осью Оу. Угол 
между осью Оу и графиком функиии 
у-2Х равен примерно 55, а угол 
между осью Оу и графиком функции 
у-Зх равен примерно 42°. Оказыва- 
ется, между числами 2 и 3 имеется 


такое число, что график показатель- 


пой функиии, в основании которой 
находигся это число, пересекает ось 
Оу под углом 45°. Это число нобоз- 
начается буквой е. Оно ирраииональ- 
но, подсчеты иоказывают. что е 

-2.1182818284590... 

По определению, касательная к 
графику фуикции {(х)=-ех в точке 
М {0; 1} образует с осыо Оу, а значит, 
и с осью Ох угол 45°. Поэтому для 
функции /()-е имеем ЁР Ю- 

{2 45 - 1. Рассмотрим теперь функ- 
цию &(х) с“. График этой функ- 
ции получается из графика функции 
е^ сдвигом на |а| вправо, если а>>0, 
и влево, если а<0 (рис. 5}. При савиге 
касательная, проведенная к графику 
функции у»е“ в точке М (0; , пе- 
рейлет в касательную, проведенную 


к слвипутой кривой в точке, абсцис- 
са которой равна а. Следовательно, 


Рис. 5. 
для фуекции а ф)-е“`@ имеем: 
Е (а}=1445°— |1. Так как Роз 


не" — 1-х Чей. (х), то ()’ 
> (е1.р (х1) еб.’ (х), откуда }' (а) -- 
=- 24.0“ (а)- е9. 

Игак, производная от функции 
е^ в точке ха равна е“. Поскольку 
а — произвольная точка, то. напи- 
сав х вместо а, получим: 

(су) 'к=ех. 

Таким образом, производная функ- 
ции у-тех в любой точке равна значению 
функции в этой точке. 


8. Производная — это скоросгь 


Во второй половине Х!Х века курс 
математической физики в Кембридж- 
ском университете читал знаменитый 
ученый Вильям Томсон, позднее по- 
лучивший за научные заслуги звание 
лорда Кельвина (в его честь, в част- 
ности, названа шкала Кельвина), а 
курс «чистой математики» — профес- 
сор Тодгентер. Однажды, войдя в 
аудиторию, Томсон внезапно обратил- 


ся к студентам с вопросом: что такое 
#х 
о 


«и ° 
мыслимые строго логические опреде- 
ления. Все они были отвергнуты: 


«Ах, бросьте вы этого Тодгентера, 
ах 
и ;` Это скорость!» 


В овет ои получил все 


Здесь читатель может удивиться — 
только что производная выступала 


как угловой коэффициент касатель- 
ной к графику функцим, а теперь она 
объявляется скоростью. Тем не менее 
оба ответа иа воирос: «что такое 
производная?» — верны, только в пер- 
вый раз объяснялся геометри- 
ческий смысл производной, а во 
второй — ее физическн й смысл. 
Чтобы сгало яснее, какое стиошение 
имеет производная к скорости движе- 
ния, рассмотрим точку. лвижущуюся 
по прямой. 

Выберем на этой прямой начало 
отсчета, елиницу измерения и направ- 
ление. Тогда положение точки на 
прямой будет определяться ее коор- 
динатой х { (1 (закон движения точ- 
кн). Средней скоростью лвижения за 
промежуток времени в физике обыч- 
но называют величину, равную от- 
нсшению перемещения точки к про- 
межутку времени, в течение которого 
перемещение произошло. Перемещение 
— это не пройденный путь, а изменение 
(приращение) координаты движущей- 
ся точки. Если, скажем, точка за 
промежуток времени от Ё, до Ё, иро- 
шла путь от А до В и вериулась 
обратно в А, то перемещение равно 
нулю, и средняя скорость и, ‚=0. В об- 

Ха — А; 
т ' 


нем случае имеем Эр = нли 


Ри) 
гейт ВЫ 
соли положить {—# 1.=ЕАЬ 


то средняя скорость за промежуток 
[1, (- АЕ] окажется равкгой 


О ср 


Ем -НО_ м 
№ `` 


рии РУ 


Мегновенной скоростью в момент 
времени Е называют предел средней 
скорости движения за промежуток 
времени [1, ЕАЁ, когда А1-0. Зна- 
чит, 

Ах 


о =. |1 } = | = 
вы к вы но м ` 


Но ит АХ это пронзводная коор- 
41--0 А! 


динаты х ио времени г. Значит, чис- 
ленное значение мгновенной скорости 
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прямолинейно движущейся точки дей- 
ствительно оказалось равным произ- 
водной перемещения по времени. 


9. Скорость криволинейного 
движения 


Для того, чтобы изучать движение 
пушечных ядер и плаиет, частей ме- 
хаиизмов ин машин, изложенного выше 
метода недостаточно — ведь все эти 
тела движутся по кривым линиям, 
з мы умеем справляться лишь с пря- 
молинейным движением. Но, проекти- 
руя положение движущейся точки 
на осн координат, можно свести крн- 
волинейное движение к ДВУМ ирямо- 
линейным. При этом, если траектория 
движения плоская, то закон двниже- 
иня задается двумя функциями, даю- 
иими значения координат точки в 
момент времени 1х =х(, у= 
= у(1). Впрочем, можно взять и 
одну фуикцию, только приннмающую 
не числовые, а векторные значения. 
Для этого проведем направлениый от- 
резок от начала коордниат О к движу- 


щейся точке Ми обозначим ОМ через 
г (1). Из рисунка 6 видио, что 
разложение вектора г (1) по едивич- 


— 


ным векторам [и ] имеет вид 


г =хбети( 
Мгновенная скорость точки М оп- 
ределяется точно так же, как и в слу- 
чае прямолинейного движения: берут 


НИ 
м(х(0:410) 


промежуток времени [Ё, Е + АЙ, рас- 
сматривают перемещение точки М 
за этот промежуток времени, делят 
его на АЁ и устремляют АЁ к нулю. 
Разница состоит лишь в том, что пе- 
ремещение точки №. выражается не 
числом Ах, а вектором, идущим из 
положения точки М в момент вре- 
мени Ев ее положение в момент 
времени ЕС АЁ (рис. 7. Этот 


вектор обозначают Аг, и ои равен 


Г(ЕА т то есть А х + Ау]. 
При делении на А! получаем вектор, 


параллельный вектору Аг, но имею- 
щий нную длину. Он показывает 
средиюю скорость движения точки 
за промежуток времени [/, (1 А#|, 


> 


аи 
т 
.- Если устремить А? к нулю, то 
полученный вектор ур. будет но- 
ворачиваться вокруг точки М, н 
в пределе окажется  паправлен- 
ным по касательной в 


сторо- 


ну движения точки. Вектор Ито.р. 
А {0 


обозначают ими. и называют векто- 


ром мгновенной скорости п момеит 
времени Е. Таким образом, 
о В И 7 
мги. д ср. О А1 «# ^ 


Иными словами, вектор меновенной 


Рис. 7. 


3 «Квант» № 


времени 


скорости является произзодной век- 


тор-функции г({). По другому его 
можно записать так: 


бык (бен (6) |. 
Поскольку вектор иги. Направлен 
по касательной к траектории движу- 
зе у 
змейся точки, отношение а 
угловому коэффициенту этой 
:.. _ и) 
тельной: Ане. = 57 и 


Наглядный смысл имеет длина 


равио 


каса- 


вектора их,„.. Она выражает линей- 
ную скорость движения точки в мо- 
мент времени #?. Иными словами, ес- 
ли обозначить длину дугн траекто- 
рии. иробегаемую за промежуток 
Е, АП, через АЕ, то 
= ‚ ВЕ Ш 

[иги = Ира ат Но, по теоре- 


ме Пифагора, длина вектора х” (()г-- 
у’ (6) равна У (х’ (1) -- (у. 
Значит, 


и _ У}, (4) 


ЕТ #1 Та 
то есть 
Ч! == и ах - 4у?. 


Формула (4) лежит в основе вы- 
числения длии многих кривых. На- 
пример, с ее помощью можно найти 
длину циклойды (кривой, получае- 
мой при качении окружности по пря- 
мой), эвольвенты круга (кривой, полу- 
чаемой при разматывании нити, на- 
мотанной на окружность}, н т. д. 


10. Производные 
тригонометрических функций 


Покажем, как с помошью физических 
соображений можно найти ироизвод- 
ные тригонометрических функций. 
Пусть по окружности единичного ра- 
днуса с единичной угловой скоросгью 
движется точка, и пусть в начальный 
момент времени она находилась в 
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Рис. 8. 


положении А,. а в момент време- 
ни [— в положении А; рис. 8). 
Дуга А,А, имеет длину Е, то есть 
центральный угол А,ОА, содержит 
{ радиан. По определениям синуса 
н косинуса ордината точки А, равна 
п #, абсцисса точки А; равна со$ {. 
Значит, проекция В, точки А, на ось 
абсцисс движется по закоиу х = 
= с0$ #, а проекция С, точки А, 
на ось ординат — по закону у= 
- яп 2. Найдем скорости этих дви- 
жений. 

Заметнм, что линейная скорость 
точки А, как и угловая скорость, 
равиа 1. Разложим линейную ско- 
рость на две составляющие — гори- 
зонтальную и вертикальную. Вектор 


> 


у скоростн точки А, (нмеющий дли- 
ну 1) направлен по касательной к 
окружности, проведенной в точке А,, 
н потому образует с осью Ох угол 


а, —>-,а с осью Оу — угол +. Следо- 


= 


вательно, проекция вектора о на 
ось Ох (тс есть скорость лвижения 


я 
точки В,) равна и, = с0$ (1 < 55) 


= —5т Ь а его проекция ка ось Оу 
(то есть скорость движения точки С, } 
равна 9, = с0$ 2. 

Так как скорость есть зроизвод- 
ная от пути по времени, то, учитывая, 
что закон движения точки В, :х = 
-=©0$ р, а скорость и„= —$т Ё, полу- 
чаем, что (с0$ {’= — 51 2. 

Для точки Су: и 2- М Ё, 9, = 60$ Ё, 
откуда (мт #)” = с05 {. 
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Год 1975 


Число 1975 можно полу- 
чить нз одинаковых цифр, 
используя — математические 
знаки «9, «—, 4х, «Хх», 
ерх, «1» (факториал) следую- 
щим образом: 


1975 = (1+ пи — 
ЕН 1: 
1975 =} 9 — 
— {(2*':2)* - 2]:2; 
1975 = (31-Е 313 -- 
Е (ЗИ -Е 3]:3 -- 31; 
1975 И Ут а-— и): 
:4 —4!, 
1975 = (55-5 - 5!).5; 
1975 —= 6.4. 61 -- 6! — 
— (61 — 6):6 — 66; 
1975 :=(7.7—7—7).17— 
п 
1975 = [ ( ИЕ" | 
`8—8-- 8:8; 
1975 = [9-9 — (9) х 
= [97 9— (1 9)!:9]. 
Мохино также записать 


чнело 1975. используя не- 
сколько раз его же цифры: 


1975 == 197.5.-1.975 -- 


= (1-9 — 7)-5; 
1975 -- 1.975 - 1.975 —1 — 
—9-1 7.5; 


1975 = (—1—9--7-5)х 
х(1-- Р9-| 75); 

1975 = (19- 75) х 
19-47 —5) 1.7 9— 
27 Зеабь 


Н. И. Нестеренко 


Оптические свойства 
В. Г. Болтянский эллипса, гиперболы 
и параболы 


Хорошо известна задача о нахожде- 
нии па прямой { такой точки М, для 
которой сумма расстояний от двух за- 
данных точек Л, В, лежащих по одну 
сторону прямой {,/— нанменыная. Ис- 
комой будет точка пересечения от- 
резка А.В с прямой [, где ДА, — 
точка, симметричная А отпосительно 


прямой { (рис. 1). В самом деле, 
ММ = мМВ|-- А М| 
-- ММВ|= |А,В|, 


тогда как для любой другой точки 
М’ прямой { имеем 
МЕ МВТ ММ - 
% ИВТ>> М.В |. 
Иначе говоря, 
АМ + ИВ» АМ мВ. а) 
Вес это хорошо, может возразить 
нетернеливый читатель, но задача 
эта проста и хорошо известна. И ка- 
кое отношение все это имеет к эл- 
липсу или параболе? Мипугочку тер- 
пения! Взглянем еше раз на чертеж: 


М’ 


Рис. 1. 


(1 == (3, а так как, кроме того, 
ды, то (1 = 0. Поэему 
из решения рассмотренной задачи 


вытекает следующее утверждение: 

Ичсть А и В — 9ве точки, лежа- 
щие по одну сторону прямой [, и М — 
такая точка прямой [, что отрезки 
АМ п МВ образуют с прямой { рав- 
ные углы. Тогда для любой  точ- 
ки М’ прямой |, отличной от М, 
справедливо неравенство (1). 

Вот теперь мы достаточно «воору- 
жены» для рассмотрения оптического 
свойства эллипса. Возьмем па эл- 
лиисе, имеющем фокусы А и В,. 
произвольную точку Л (рис. 2). 
Для любой точки М, принадлежа- 


щей эллигссу. справелливо равен- 
ство 
АМТ-- ВМ|= АМ|- м, *) 


п для точки №, лежащей внутри эл- 
линса, сумма |АМ| -- |ВМ| будет 
меньше, чем АМ - ВМ|. 
Построим прямую [| проходящую 
через М и образующую равные углы 
с отрезками АМ и ВМ. Если те- 
перь А[’— произвольная точка пря- 
мой [, отличная от М, то как мы ви- 
дели, сумма |АМ’|-- |ВМ’| будет 
больше |АМ|-+ |ВМ|, и по- 
тому точка М’ лежит вне эллипса. 

Итак, прямая { имеет только од - 
н у общую точку с эллипсом, а имен- 
но, точку 1; все же остальные точки 


*) Это свойство можно считать опредс- 
лением эллипса (см. статью И.Н. Брон- 
штейна «Эллипс», «Квант» № 1, 1975). 


Рис. 9. 


прямой { расположены вие эллипса. 
Такую прямую называют хкасателе- 
ной к эплипсу. Таким образом, каса- 
тельная к эллипсу, проведенная п 
точке М, образует конгруэнтные углы 


с радиусами-векторами АМ и ВМ. 
Это и есть оптическое свойство эл- 
липса. 


О том, почему это свойство назы- . 


вается «оптическим», мы поговорим 
ниже, а сейчас обратимся к гиперболе 
и параболе. Оптические свойства этих 
линий ясны из рисунков 3 и 4. На ри- 
сунке 3 точки А и В являются фоку- 
сами гиперболы, а на рисунке 4 
точка А — фокус, а прямая 4— 
директриса параболы. В обоих слу- 
чаях оптическое свойство выражает- 
ся условием ИЕ (9. 


Для гиперболы доказательство оп- 
тического свойства аналогично дока- 
зательству, проведенному для эллип- 


Рнс. 4. 


са, только надо воспользоваться зада- 
чей о нахождении на прямой { такой 
точки, для которой разность 
расстояний от двух заданных точек А, 
В наибольшая. Предостгвляем 
читателю самостоятельно провести это 
доказательство. 

Рассматривая параболу, надо вос- 
пользоваться тем, что для точки М№, 
лежащей на самой параболе, справед- 
ливо равенство ММ |= МН | 
(рис. 5), а для: точки №’, лежащей 
во внутренней области параболы, 
1А№ |< 1№Н” |. Если теперь про- 
вести биссектрису [ угла АМК 
(рис. 5), то для любой отличной от М 
точки 1’ прямой { найдем: 


АМ’ |= 1М'К|1> |М'К'|, 
то есть точка 41’ лежит во виеиши - 


ней области параболы. Итак, вся 
прямая [, кроме точки М, лежит 


во внешней области, то есть внутрен- 


Рис. 3. 


Рис. 6. 


няя область параболы лежит по одну 
сторону от [, а это означает, что Ё — 
касательная к параболе. Это и дает 
доказательство оптического свойства 
параболы: (1 = (2, так как #— 
биссектриса угла АМА *). 

Можно указать сще однн способ доказа- 
тельства оптического свойства; рассмотрим 
сго на примере гиперболы. Возьмем на ги- 
перболе лве очень блнзкис точки М и Л, 
(рнс. 6), и пусть Р — точка пересечения 
прямых АМ н ВМ,, п О — точка пересече- 
ния прямых АМ, и ВМ. Посмотрим теперь 
«через лупу» на четырехугольник А РМО 
(рис. 7). Мы можем считать (приблизитель- 
но). что [РМ,| [М9] и ПРМ! [м 91, 
так как точки А и В находятся очень далс- 
ко — сравинтельно с размерамн четыфех- 
угольника А РМО. Итак, будем считать 
(приближенно), что М,Р/М@ параллелограмм .- 
Проведем тсперь окружности с центрами А 
и В, проходящие через точку /М,. Вблизи 
рассматриваемого паралиелограмма (см. 
рис. 7) дуги этих окружностей будут пред- 
ставляться прямыми М.К и 2,/., периен- 
дикулярнымн сторонам параллелограмма. Мы 
имесы: 


Нм о- ам, кМо-Чвм,[; 
1 ЕмМр-ОАМ,--18М |) < @км1--мМЬ. 


Но так как обе точки М, М, лежат ча ги. 
перболе, то АМ -АВМ|- АМ, | в: 
и потому |КМ|=Н.М|. Получениое равен- 
ство означает, что прямоугольные треуголь - 
ники АММ, и Г.М, конгруэнтны (по гнпо - 
тенузе н катету), н, следовательно, 12/2. 


*) Другие доказательства оптических 
свойств эллипса, гиперболы и параболы см. 
я статье И.Н. Бропштейна «Общие 
т тва коннческих сечений», «Квант», 1975, 
№ 5. 


Рис. 7. 


Эго и дает доказательство оптического свой - 
ства (для тога чтобы зто «приближемиос» 
рассуждение сделать точным, нужно еще 
нерейтн к пределу прн М, »М). 

Теперь рассмотрим некоторые оп- 
тические и мехапические иитерпре- 
тацин доказаиного свойства. Пред- 
положим, что эллипс представляет 
собой «зеркальную» кривую, от кото- 
рой луч света отражается по закону 
«угол падения равен углу отраже- 
ния». Если в одном фокусе такого 
зеркального эллипса помещен точеч- 
ный источник света, то после отраже- 
ния ог стенок эллипса все лучи прой- 
дут через второй фокус,— это яв- 
ляется непосредственным следствием 
оптического свойства. Описаниое яв- 
ление можно ичблюдать реально, в 
трехмерном иространстве. Для этого 
нужно взять поверхность, получаю- 
щуюся вращением эллииса вокруг 
прямой, проходящей через его фоку- 


Солнце 


Рис. 9. 


сы. Если такую поверхность, пазы- 
ваемую эллилсоидом вращения, по- 
крыть изнутри зеркальным слоем, 
ни в оцюм из фокусов поместить точеч- 
ный источиик света («солнце»), то на- 
блюдатель, находящийся внутри эл- 
липсонда, увидит два «солнца». 
В самом деле, обратив взгляд к пер- 
вому фокусу, наблюдатель непосред- 
ственно увидит размещенное там 
«солине». Но и, посмотрев в направ- 
лении второго фокуса (где и действи- 
тельности пичего иет), оп также увн- 
дит «солние» (рис. 8). И как бы ни пе- 
ремещался наблюдатель виутри зер- 
кального эллипсоида, за него почти 
везде будут светить два «солица». 
Аналогичную картину можио на- 
блюдать виутри зеркального гилер- 
болоида вращения или параболоида 
вращения. 

Но вот наблюдатель, нахолящийся 
внутри зеркального эллипсонла, ре- 
шил принять меры, которые избавят 
его ог «мнимого солица», и помесгил 
во втором фокусе неболыное непро- 
зрачное тело («экран»), преграждаю- 
щее путь отражениым лучам. Резуль- 
тат оказывается несколько неожидан- 
ным: теперь все лучи, исходящие от 
«солнна» А, после отражения от зер- 
кального  эллиисомда собираются 
(«фокусируются») па «экране» В, и это 
может вызвать интенсивный его ргзо- 
грев. 11 заметьте, для такой фокусн- 
ровки пе обязательно иметь целый 
зеркальный эллипсоид, а можно ис- 
пользовать лишь часть его поверх- 
НОСТИ. 


Рис. 10. 


А что увидит «несгораемый» па- 
блюдатель. оказавшийся во втором 
фокусе В зеркального эллиисонда, 
если в первый его фокус А поместить 
источник света? Все лучи, выходя- 
щие из точки А я отражающиеся от 
эллиисоида. иопадают п точку В. 
Таким образом. для паблюдателя 
весь элииеонд будет светиться. 

Иллюстрацию этого явления вы 
виднте на нервой странице облож- 
ки — в качестве источника света ис- 
пользована свеча, а роль зеркальшо- 
го эллиисоида играет рефлектор 
электрокамина (хогя нельзя ручать- 
ся, что ои имеег и точности форму 
эллиисоида, но и свеча — ие точка, и 
ее размеры комиенсируют непра- 
вильность формы рефлектора). 

Если, например, изготовить зер- 
кальный эллиптический отражатель, 
в олиом фокусе которого паходится 
Солице (настоящее!), а в другом — 
котел с водой, то можно лобиться 
кинения воды в котле за счет сфоку- 
спрованного отражателем излучения 
Солнца. 

Удивительного в этом пичего пет: 
ведь отражатель нмеет большую 
площадь, и со всей его поверхности 
солнечная энергия направляется па 
обогрев котла. Такие солнечные усга- 
иовки уже сейчас имеют некоторое 
применение. А в будущем (кто зна- 
ст?), может быть, удастся, посгро- 
ив огромный зеркальный  отража- 
тель (рис. 9), использовать энергию 
тех лучей, которые проходят мимо 
Земли? 


Рис. 11. 


Если считагь солнечные лучи при- 
близительно параллельными, то лля 
их фокусировки можио  использо- 
вать оптическое свойство параболы 
(рис. 10). Впрочем, сравнительно ие- 
большая дуга очень вытянутого эл- 
липса практически ие отличается от 
дуги параболы. 

Применяются параболические ре- 
флекторы (отражатели) и в современ- 
ных телескопах. Конечно, в этом слу- 
чае свет далекой звезлы фокусируют 
не с целью разогрева, а для того, 
чтобы звезду можно было увидеть 
(например, чтобы собранного рефлек- 
тором света было достаточно для воз- 
действня на фотопленку). 

Если в солнечных установках 
и телескопах свет, идущий от далекого 
нсточника (нрактически «из беско- 
нечности»}, собирается в фокусе, 
то в прожекторе —- наоборот: свет 
от мощной лампы, помещенной в фо- 
кусе. после отражения от параболиче- 
ского рефлектора уходит параллель- 
ным пучком лучей (черные линии на 
рисуике 11)*). Если же лампу чуть 
удалить от зеркала, то рефлектор 


действует наподобие — эллиптиче- 
ского — получается «почти»  схо- 
дящнийся пучок лучей (красные 


линии). Приближение же лампы к 
зеркалу даст примерно такую же 
картину лучей, что и в гиперболи- 


*)О «физических» особенностях этого яв- 
лення рассказывается в статье М. И. Файн- 
гольда «Этот удивительный параболонд»ь 
(с. 24). 


Рис. 12. 


ческом отражателе: ЛУЧИ расходятся 
(синие линии). Такие рефлекторы нс- 
пользуются не голько в прожекторах 
илн автомобильных фарах, но и в 
проекционных аппаратах, обогрева- 
тельных приборах, медицинских уста- 
повках (лампы синего света, кварцсе- 
вые лампы и лдр.). 

Наконец, укажем еще одно — 
на этот раз механическое — приме- 
нение оптического свойства. Ша ри- 
сунке 12 изображен эллипс Ё, и сим- 
метричный ему относительно каса- 
тельной { эллилс Е ,. Из чертежа вид- 
но, что точки А, Ми С лежат на 
одной прямой, причем 
АСТ = ММТ- МС | = 

= АМ мВ| 
то есть расстояние между точками А 
н С равно болышой оси эалииса. За- 
крепим._ теперь эллипсы в точкзх А 
и С так, чтобы они могли вращаться 
вокруг этих точек. Если вращать 
эллипс Е, вокруг точки А, то для 
каждого его положения существует 
точка М, в которой эллинс пересекает 
отрезок АС: проведя в точке М каса- 
тельную, найдем единственное соот- 
ветствующее положение эллипса Д.. 
Ннымн словами, эллипс Е, будет 
также вращаться (вокруг точки С), 
увлекаемый эллипсом Ё.. На этом 
основано устройство эллиптической 
зубчатой передачи: она преобразует 
равномерное вращение эллипса ЕЁ, 
вокруг точки А в неравномерное 
ие эллипса Е, вокруг точ- 
ви С. 
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удивительный 


В статье В. Г. Болтянского [см. с. 49] рассназано об оптических свойствах конических 
сеченмя, в частности — параболы. „Фнзическое» опредепенме оптического свойства 
парабопы можно сформулировать так: луч света. падающий на параболу параллель- 
но ее осм симметрим, после отражение проходит через фокус парабопы. Из свой- 
ства обратммостм световых лучей следует, что луч, ндущий из фокуса парабопы, 
пссле отражения от нее станойнтся параллельным ее оси симметрыим. 

В настоящей статье мы расскажем о некоторых чисто «физических» особенностях 
отражения света от параболонда — поверхностм, образованной вращеннем параболы 


вокруг осм симметрым. 


Параболическое зеркало — это па- 
раболоил, виутренняя поверхность 
которого зеркально отражает падаю- 
щий ина нее свет. Если свет падает 
на такое зеркало параллельно оси 
симметрии параболоида, то после от- 
ражения все лучи проходят через 
его фокус, как бы собираются в нем. 
И наоборот, лучи от точечного источ- 
ника, расположениого в фокусе, от- 
разившиеь от поверхности параСо- 
лонда, выходят параллельным пучком. 

Важно отметить, что каждый из 
упомянутых эффектов является ре- 
зультатом только одиого отражения 
лучей от поверхности параболоила. 
Но если сделать параболическое зер- 
кало достаточно глубоким, то боль- 
шинство входящих в него лучей нслы- 
тает два отражения (рис. |). После 
первого отражения каждый луч, 
пройдя через фокус, снова отражзет- 
ся от «противоположной» стороны зер- 
кала. Иначе говоря, фокус становится 
как бы самостоятельным точечйым 
источннком света *). Но лучи от 


—— 


*) В действительности определение «то- 
чечный» для такого источника подходит лишь 
частично — в смысле малости размеров. О 
том, чем отличается этот источник от точеч- 
ного, мы расскажем дальше. 
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такого источиика выходят из зеркала 
параллельным пучком. Таким обра- 
зом, мы приходим к следующему вы- 
воду: параболоид преобразует вхо- 
дящий в него пучок лучей, параллель- 
иых оси снимметрни, в выходящий 
пучок, также параллельный оси сим- 
метрии. 

Но в «энергетическом» отношении 
падаюшнй ин отраженный пучки ока- 
зываются различиыми. Для того что- 
бы понять, о чем идет речь, посмотри- 


Рис. 1. 


Рис. 2. а) Картина распределения интенснв- 
ности п поперечном сеченни выходящего пуч- 
ка. 6) График изменения интенсивности в за- 
виснмости от расстояния до оси пучка. 


те на рисунок 2. Он иллюстрирует 
результаты следующего несложного 
опыта. На оси симметрии зеркала пер- 
пендикулярно ей установлена фото- 
пластинка. Светочувствительная по- 
верхность ее обращена «внутрь» пара- 
болоилда. Зеркало освещается пучком 
света, параллельным оси симметрии, 
причем, распределение энергии в по- 
перечном сечении падающего пучка 
однородно, то есть через единичную 
площадку, перпендикулярную рас- 
пространяющемуся пучку, в любом 
месте проходит за одно и то же время 
одно И то же количество энергин. 
Это означает, что падающий свет за- 
свечивал бы фотопластинку равномер- 
ио. Но иа ‹веточувствительную по- 


верхность пластинки попадают отра- 
женные лучи. И иластинка оказы- 
вается засвеченной так, как показано 
на рисунке 2. 

Сначала объясиим эгот факт с 
помощью наглядных соображений. 
Пусть ОЁ — ось симметрин, г’, г” — 
расстояния от оси до падающего и 
соответствующего ему выходящего лу- 
ча (рис. 3). Чем дальше от оси 02 
падает луч, тем ближе к ней он выхо- 
дит, то есть чем болыше г’, тем меньше 
у”. Поэтому энергия «периферийных» 
областей входящего пучка «перебра- 
сывается» к’оси выходящего. Если 
падакжщций пучок достаточно широкий 
(большой радиус зеркала), то это 
приведет к существенной концентра- 
ции энергии вдоль оси. В результате 
наружу энергия выходит практически 
в виде узкого «светового шнура», 
причем, чем шире входящий пучок, 
тем уже выходящий шнур. 

Итак, мы приходим к выводу: 
параболоид может концентрировать 
энергию ие только в фокусе, по и 
вдоль оси симметрии. 

Нетрудно произвести количествен- 
ный расчет этого эффекта. Рассмотрим 
параболу, вращением которой отно- 
сительно оси ОФ создается повзрх- 
ность параболоида. Если начало коор- 
дннат находится в фокусе, то уравие- 


Рис. 3. 


Рис. 4. 


а. М (1) 


где /— фокусное расстояние, 
и 2— забсцисса» и «ордината» про- 


аг 


извольной точки параболы. Вхоля- 
щий луч, «естретивший» параболу 
Е точке а’ на расстоянии г’ от оси 
симметрии, отразится, пройдет через 
фокус и снсва встретит параболу 
в точке а” на расстоянии г” от оси ОЙ 
(см. рис. 3). Обозначим через 0 угол 
между ОЙ и «промежуточным» отрез- 
ком аа’ нашего луча. Уравнение 
прямой а’а” запишется в виде 

2 = —гос{в 0. (2) 
Точкн а’и а” принадлежат одновре- 
менно и параболе (1), п прямой (2). 
Поэтому для них мы можем прирав- 
нять правые части (1) и 12}: 


-г? — драва 0 — 4}: =0. (3 
Решая это уравнение, находим: 
и= А -, ие, М) 


5 ве 


—ы 


Корни г, и г, — это значения коор- 
динаты г для точек а’и а”. Таким 
образом, г’= |", |, Г’ =Р.. Из (4) 
следует 
гу" =. (2) 
Формулу (5) можно получить с помощью 
теоремы Виета, не решая уравнения (3). Этот 
результат подтверждает вывод, полученный 
выше из качествепных соображений: рас- 
стояния падающего и выходящего лучей от 
оси О обратно гроперциональны друг другу. 
Формулу (5) можно «прочитать» следую- 
щим образом. Представим себе плоскость А, 
перпеидикулярную оси 02. Пусть каждый 
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луч, входящий в параболоид или выхояя- 
щий из него параллельно оси ОХ. пересека- 
эт эту плоскость и оставляет на ней след 
в виде точки (см. рис. 4). Согласно форму- 
че (5) двукратное отражение от параболонда 
соответствует преобразованию точек плоско - 
сти А, переводящему всякий отрезок Оа’= 


э 
> 


п 
разованин нодрэбно рассказано в журнале 
«Квант» № 8 за 1971 г. Ошо носит название 
ниверсин относительно окружности рзануса 
2} с центром в точке О *). Гам же описаны 
устроиства, практически осуществляющие та- 
кое преобразование, — инверсор Поселье н 
ннверсор Гарта. 

В формулах (4) и (5) содержится 
вся ниформация о рассматриваемом 
явлении перераспределения энергии 
падающего пучка света. Попробуем 
ее извлечь. 

Выделим в падающем на зеркало 
пучке в плоскости А, нормальной 
к оси параболоида, узкую кольцевую 
площадку шириной Аг’ с внутренним 
радиусом г (А !’). Через эту 
площадку проходят лучи света, рас- 
стояние до которых от оси симметрии 
лежит в интервале |”, г’ -Р Аг] 
(см. рис. 5). После двойного отраже- 
ння от зеркала эти лучи пересекают 
плоскость А в точках, лежащих вну- 


=, п отрезок Оц” = 
‚ р 


‚О таком преоб - 


*) На самом деле вн данном случае мы 
имеем не «чистую» инверсню, а композицию 
двух преобразовании: ниверсни ин симметрии 
этиоснтельно точки 0. 


ИЦИИИ 


Рис. 5. 


три кольца шириной Аг” с внешним 
радиусом г”. То есть внешнему ра- 
диусу г’-- Аг’ «падающего» кольца 
соответствует внутренний радиус 
г” — АГ” «отраженного» кольца. Со- 
гласно (5) произведение этих ралиу- 
сов равно 4/? *), то есть 

(РА) — А) = 

гр + "А — г А —Аг Аг =4р. 
Учитывая, что г’г” = 4/?, получим: 

ГА — гы — АА = 0. 


Так как А’ <ги А <г, по- 
следним членом в этом выражении 
можно пренебречь и записать 


ТА — ГА" = 0. 
Отсюда следует, что 


Аг 4 
Е 
НлИ 
Аг 4 - 42 
7 =тв АГ=АГ да. (6) 


Таким образом, энергия, которая 
в падающем пучке проходила через 
кольцевую площадку шириной Аг’, 
после двойного отражения лучей от 
зеркала проходит через кольцевую 
площадку Аг’ < Аг. Это означает, 
что количество энергин, проходящей 
за еднницу времени через единицу 
площади (эту характеристику на- 
зывают интенсивностью), в «отра- 
жениом» кольце больше, чем в «па- 
дающем». Мы рассматривали случай, 
когда г’>> 2{. Если г’ < 2, то «отра- 
женное» кольцо шире «падающего», 
н значит, интенсивность отраженного 
света меньше, чем интенсивность па- 
дающего. 

Итак, в результате отражения све- 
та от параболического зеркала проис- 
ходит перераспределение интенсив- 
ности света. Найдем, как изменяется 
интенсивность в зависимости от рас- 
стояния До осн симметрни парабо- 
лоида. Пусть интенсивность падаю- 


*) Не будем загромождать запись знака- 
ми модулей и будем под г подразумевать чис- 
дленное значеине расстояния. 


щего света равна 4. Тогла количе- 
ство энергин, проходящей за единицу 
времени через кольцевую площадку 
зириной Аг’ (то есть световой поток 
через кольцо), равно пронзведению 
Зв на площадь кольца, то есть 


АФ = Л2лгёАг, 


где г’— внутренинй радиус коль- 
ца *). После двойного отражения 
света от зеркала весь этот поток вый- 
дет через площадку 2д7”Аг. По- 
этому в выходящем пучке интенсив- 
ность равна 
АФ 
Уд 


ГАГ 16^ 
А Г 


= 94 %о- (7) 
Формула (7) описывает резкое воз- 
растание интенсивности по мере 
уменьшения г”, то есть по мере при- 
ближения к осн симметрии парабо- 
лонла. 

Однако, это не означает, что на 
самой оси интенсивность становится 
бесконечно большой. Ведь ближе все- 
го к оси выходят те лучи, которые 
находились на периферии падающего 
пучка. Очевидно, что максимальное 
‘расстояние г’„„х от падающего луча 
до оси симметрии равно раднусу 
зеркала. Ему соответствует мипималь- 
ное расстояние г”’„ы в выходящем 
пучке. При уменышении г” до Г’ип 
интенсивность в выходящем пучке 
возрастает по закону (7), п при г’ < 
<, Интенсивность становится 
практически равной нулю *). Именно 
поэтому на рисунке образуется «про- 
вал» интенсивности вблизи оси пучка. 
Однако максимальное значение ин- 
тенсивности, наблюдаемое вблизи 
«края провала», может во много раз 


“Площадь кольца, ограниченного ок- 
ружностямин раднусов л н г-- Аг, равна $= 
=л(-|- Аг) пт? =2луАг--л( Аг)?. Если Аг< 
«г, то членом г (Аг) можно пренебречь п 
считать $2 игАг, 

**) Фактически интенсивность в выходя- 
щем пучке меняется несколько сложнее из-зз 
дифракции на краях зеркала. 


27 


превышать интенсивность У, падаю- 
щего пучка. 

Вот сколько информации мы из- 
влекли из простой формулы (5)! 

Обратимся теперь к соотноше- 
ниям (4). Онн описывают ход лучей 
«внутри» параболоида между двумя 
отражениями. Именно эти лучи, схо- 
дясь в фокусе и расхояясь из него, 
как бы образуют здесь фиктивный 
точечный источник света. Однако, этот 
источник отличается от реального 
точечного. Он излучает неизотропно, 
то есть сила света, испускаемого им 
в разных направлениях, различна. 

Есть что-то мистически красивое 
во всех этих свойствах параболоида! 

Однако, сделанные нами выволы 
справедливы лишь в рамках илеали- 
зированных представлений, которые 
не точно соответствуют ^ действи- 
тельности, Мы говорили о параболон- 
де как о математически идеальной по- 
верхности. Реальное зеркало лишь 
приближенно соответствует этому 
«идеалу». Его поверхность не строго 
симметрична, имеет — шероховато- 
сти ит. п. 

Далее, мы оперировали понятиями 
луча и параллельного пучка лучей. 
На самом деле всякий реальный пу- 
чок лучей распространяется внутри 
некоторого телесного угла, не рав- 
ного нулю. Мы можем говорить лишь 
о практически параллельном пучке, 
то есть о пучке, который хотя и рас- 
ходится, но настолько незначительно, 
что этой расходимостью внутри опре- 
деленной области пространства ‘мож- 
но пренебречь. Например, пучок лу- 
чей, упавший на параболоид от ка- 
кой-либо звезды, можно считать прак- 
тически параллельным. Но даже в 
этом случае выходящий пучок под- 
вергнется так иазываемой дифрак- 
цнонной расходимостн, обусловленной 
волновой природой света*). Причем 
чем уже этот пучок (то есть чем боль- 


*) Более подробно об этом можно нпро- 
читать, например, в «Кванте» № 4 за 1972 г. 
в статье В.Е. Белонучкнна и 
С. М. Козела «Оптический — телескоп». 


ше диаметр зеркала), тем больше 

расходятся лучи. Количественно ди- 

фракционная расходнмость характе- 

ризуется углом отклонения луча от 

направления распространения света. 

Угол этот по порялку величнны равен 
А 


г ‚ 
пп 


где А —длина волны падающего све- 
та. Таким образом, чем тоньше и 
концентрированнее «световой шнур», 
тем больше он расходнтся. Оценим 
расстояние 2, на котором увеличение 
радиуса шнура из-за расходимости 
равно самому раднусу 7”:и «в начале 
пути» (вплоть до этого расстояния 
выходящий шнур можно считать 
практически параллельным). Очевид- 
НО, 


о. ен 
и 


Согласно этой формуле, чем тоньше 
п интенсивнее пучок, тем меньше, 
при прочих равных условиях. его 
«длина  параллельности».  Слелова- 
тельно, создание очень глубокого па- 
раболоида не только невозможно 
практически, но бессмысленно и с тео- 
ретической точки зрения. Волновая 
природа света не позволяет получить 
сколь угодно сильный и параллель- 
ный пучок лучей, подобный описан- 
ному в романе А. Толстого «Гипер- 
болоид инженера Гарина». 

Таким образом, красивые и не- 
ожиданные эффекты, связанные с дву- 
кратным отражением света от пара-. 
болоида вращения, возможны лишь 
в тех пределах, в которых допустимо. 
игнорировать волновой характер све- 
та, а именно, когда даже наименьший 
из всех размеров системы — ради- 
ус ний — во много раз болыше дли- 
ны волны. Это условие накладывает 
ограничение на степень «усиления» 
света. 
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Эта статья заканчивает цикл, посвященный одной из самых популярных в математи- 


ке ХУП века 


кривых — циклоиде: «Касательные к рулеттам», «Тайны циклоидых. 
Во всех статьях рассказывается о том, ках величайшие 


математики ХУЙ века 


Гапнпей, Гюйгенс, Ньютон, Лейбииц, братья Могани и Якоб Бериулли решапи мате- 
матические задачи, пользуясь физическими соображениями. 


Галилея ® 


В самом начаяе ХУП века юный 
Галилей пытался экспериментально 
проверить свою догадку о том, что 
свободное падение — равноускорен- 
ное движение. Когда он перенес па- 
блюденния с Пизанской башии в ла- 
боратор! о, ему стало очень мешать 
то, что тела падают «слишком бы- 
стро». Чтобы замедлить это движение, 
Галилей решил заменить свободное 
падение тел их движеннем по наклоп- 
ной паоскости, предположив, что п 
оно будет равноускоренным. Проводя 
эти опыты, Галилей обратил внимание 
на то, что в конечной точке величина 
скорости тела, скатившегося по на- 
клонпой плоскости, не зависит от 
угла наклона плоскости, а опреде- 
ляется только высотой Н и совпадает 
с конечиой скоростью тела; свободно 
упавшего с той же высоты (как вы 
хорошо знаете, в обоих случаях 


Ошибка 


Ю|_-И 228)- Изучив движения по 
наклонным плоскостям*), Галилей пе- 
решнел к рассмотрепию движения ма- 
тернальной точки под действием силы 


*) О некоторых наблюдениях Галилея, 
связанных с движением тел по наклонным 
отрезкам, см. в статье С.Г. Верова 
«Тайны циклонды» (Задачи Галилея), «Квант», 
1975, № 8. 


ляжести по помаиым линиям. Сравну- 
вая времена. движения по различным 
ломапым, соединяющим фиксирован- 
ную пару точек 4 и В, Галилей за- 
метил, что если через эти две точки А, 
В провести четверть окружности (это 
всегда можно сделать; подумайте — 
как?] и вписать в нее две ломацые М 
и /., такие, что ломаная /, «вписана» 
в ломаную М (см. рис. 1), то мате- 
рнальная точка из А в В быстрее 
попадает по ломаной М, чем по лома- 
ной /. (попытайтесь доказать это). 
Увеличивая у ломаной число звеньев 
и переходя к пределу. Галилей полу- 
чил, что по четверти окружности, 
соединяющей две заданные точки, 
материальная точка спустится бы- 
стрее, чем по любой вписанной в эту 
четверть окружности ломаной. Из это- 
го Галйлей сделал ничем не аргумен- 


Рис. 1. 
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тированный вывод, что четверть ок- 
ружности, соединяющая пару задан- 
ных точек А, В (не лежащих на одной 
вертикали), и будет для материаль- 
ной точки, движущейся под действием 
силы тяжести, линией наискорейшего 
спуска (позже линию наискорейшего 
спуска стали называть брахистохро- 
ной). Впоследствии выяснилось, что 
это утверждение Галилея было не 
только необоснованным, но и оши- 
бочным. 


Швейцария. Конец ХУП века 


«Прогуливаясь по улицам Базеля и об- 
суждая всевозможные математические 
вопросы, Ноганн и Якоб Бернулли 
наткнулись на следующий вопрос: ка- 
кую форму могла бы принять св0б0д- 
но висящая цепь, укрепленная в двух 
своих концах? Они скоро и легко со- 
шлись на том взгляде, что цепь 
примет ту форму равновесия, при 
которой ее центр тяжести будет 
лежать возможно ниже... Физиче- 
ская часть задачи этим исчерпана. 
Определение кривой с наиболее низким 
центром тяжести при данной длине 
между двумя точками А и В есть 
уже задача только математическая.» 


(Мах). 
Исследовав цепную линию (так 
называется линия, форму которой 


принимает гибкая тяжелая нерастя- 
жимая нить, подвешенная в двух точ- 
ках), братья Бернулли заинтересо- 
вались другими задачами, в которых 
разыскиваются кривые, отвечающие 
нанменьшему значению той или иной 
величины. В 1696 году Иоганн Бер- 
пулли опубликовал заметку «Новая 
задача, к разрешению которой при- 
глинаются математики». Впрочем, 
эта «новая» задача уже рассматрива- 
лась Галилеем. Речь шла о нахожде- 
нии брахистохроны — линии, соеди- 
няющей фиксированную пару точек, 
по которой материальная точка спу- 
стится под действием силы тяжести 
быстрее всего. Задача о брахисто- 
хроне, недоступная в начале века 
Даже великому Галилею, оказалась 
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очень своевременной в конце века. 
Она была очень быстро рещена и 
самим Иоганном Бернулли и его бра- 
том Якобом, и их учителем Лейб- 
ннцем, а также Ньютоном и Лопи- 
талем. Мы расскажем о решенин 
Иоганна Бернулли: оно совершенно 
неожиданным образом использует со- 
ображения из геометрической оптики! 

«Без всякого еще метода, при помощи 
одной своей геометрической фантазни Иоганн 
Бернулли одним взглядом решает задачу 
умело, пользуясь прин этом тем, что случай- 
но уже известно, — картнна поистине замс- 
чательная ин удивительно красивая. Мы долж - 
ны признать в НМогание Бернулли истинно 
художественную натуру, действующую п об - 
ласти естествознания. Брат его. Якоб Бер - 
нулли, был научным характером совсем дру - 
гого рода. Ему было уделено болыше 
критики, но гораздо меньше творческой 
фанТазин. М он решил ту же задачу, но го- 
раздо более тяжеловесным образом. Зато он 
не упустил случая развить с большей осно- 
ватсльмостью общий метод для решения за- 
дач этого рода. Таким образом, мы находим 
п обоих братьях разделенными те две сторо- 
ны научного таланта, которые в величайших 
исследователях нрироды, какнм был, напри- 
мер, Ньютон, бывают соединены с необы- 
чайной снлой.» (Мах). 


Принцип Ферма 


Еще в 140 году ло н.э. Клавдий 
(Големей составил подробную таб- 
лицу зависимости -угла преломления 
светового луча при переходе из воз- 
духа в воду от угла падения; но лишь 
в 1621 году Снеллиус угадал ана- 
литическую закономериость, связы- 
вающую эти углы: 


5:1 Яниденая Ь 
‚ 


УП Яирелом ления 


гле Е — коэффициент преломления, 
константа для фиксированной пары 
сред. 

В 1650 году Ферма дал замеча- 
тельную интерпретацию этого закона. 
Он отправлялся от известного еще 
Герону Александрийскому факта, что 
равенство углов падения и отражения 
можно вывести из предположения, 
что при отражении свет выбирает 
нанкратчайший путь (рис. 2). 


Рис. 2. ——_- 


Ферма предположил, что путь рос- 
пространения света между двумя 
точками есть такой путь, для про- 
хождения которого свету требуется 
нинменый2е время по сравнению © дю- 
бым другим путем между этими 
точками, — теперь это утверждение 
носит пазвание «принципа Ферма». 
Из принципа Ферма, в частности, сле- 
дует, что поскольку в однородной 
среде скорость света постояниа, то 
нанменьшее время ириходится на 
путь нанменыней длины. Отсюда сле- 
дует, что путь света в однородной 
среде, не имеющей препятствий, пря- 
молинеен, атакже —закон отражения. 
Если же среда имеет переменную 
плотность, и скорость света в различ- 
ных се участках различна, то путь 
распространения света, па прохож- 
ление которого уходит наименьшее 
время, уже не должен быть прямо- 
линейным. Посмотрим, что проис- 


ходит В случае преломления. 
(Все наши дальмейние рассмотрения 
отпосятся к плоскому случаю). 


Пусть прямая { разделяет две сре- 
ды (на плоскости), в первой из кото- 
рых скорость света равна с,, а во вто- 


рой —с.; А, и А, — точки, лежа- 
щие по разные стороны [. Найдем 
УИ 51 с 


на { такую точку В, что—— = 
ы ы У 6 Со * 


падения, х. — угол 
преломления (см. рис. 3). Суще- 
ствование и единственность такой 
точки В легко доказывается, Пусть 
С — любая другая точка прямой {. 
Опустим из нее перпендикуляры СЁ 
и СЕиа А.Вм Л.В соответствеино. 


“> ^^ 

Тогда ЕСВ - а... ЕСВ @,, п про- 
хождение отрезка ВЕ со скоростью с, 
займет столько времени, сколько про- 
хождение отрезка ВР со скоростью с.. 
Значит, свету на прохождение пути 
АВА, нужно столько же времени, 
сколько на прохождение двух отрез- 
ков: Д.Е со скоростью <: и РА, со 
скоростью с,. Так как длины отрезков 
А.Си А.С болыше длин отрезков А.Е 
н РА, соответственио, то свету на 
прохождение пути А,СА, нужно 
болыне времени, чем па прохождение 
пути И,ВА., и, значит, точка С 
не годится. 

Таким образом, из припципа Фер- 
ма следует закон преломления Снел- 
лиуса, причем коэффициент прелом- 
ления светового луча из одной среды 


глее а, — угол 


‚в другую оказывается равпым отно- 


пению скоростей света в этой паре 
сред *). р 

Из принципа Ферма также сле: 
дует, что в сложной слоистой оптиче- 
ской среде, состоящей из горизон- 
тальных «полос», в каждой из кото- 
рых скорость света — постоянна: 
С» С., ... (рис. 4),— свет будет рас- 
пространяться по плоской ломаной 
с вершинами на разделяющих эти 
полосы прямых, причем если @; — 
угол, который звено ломаной, лежа- 
цее в области со скоростью света с;, 


*) Принцип Ферма получил обоснование 
в волновой теории света, ностроснной Гюйген- 
сом в 1672—1673 годах. 
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Рис. 4. 
| 57 
образует с вертикалью, то = 
у 
= соп${ для всей ломаной. _ 
Е тех А, 
Действительно, если с; р 


для некоторого |. то по принции\ 
Ферма по такой ломаной свет рас- 
пространялся пе может: вершину ло- 
маной на граиице соответствующих 
сред можио передвинуть так (пе ме- 
няя- остальных вершии), что общее 
время, затраченное светом, умень- 
шится. 

Если же в некоторой неоднорол- 
ной оптической среде скорость света 
меняется непрерывно, но так, что 
в точках горизоиталей (т. е. в точках 
с одинаковыми ординатами} она одна 
и та же: с(и) (значение у = 0 соот- 
ветствует начальному положению точ- 
кн, из которой выходит луч). то пре- 
дельным переходом получаем, что в 
этой среде путь распространения све- 
та межлу двумя точками есть такая 


кривая [., что 
51 0% (и) 
с(у) 


гле через <. (у} обозиачем угол, кото- 
рый касательная, проведенная к крни- 
вой /. в точке с ординатой у, образует 
с вертикалью. 

Чтобы перейти к задаче о брахи- 
сгохроне, заметим тенерь, что соотно- 
шение (1) мы получили из принципа 
Ферма, пользуясь лишь тем, что в 
фиксированной точке нашей неолио- 
родной среды величина скорости све- 
та фиксирована п пе зависит от на- 
правления распространения света 
(в наших примерах она была постоян- 
на на горизонталях). Но, как мы уже 
отмечали выше, для тела, длвижущего- 
ся только пол действием силы 


„= сои. { | } 


тяжести, |9 (у)| -| 229, где у— 
пройденный по вертикали путь, «поте- 
ря» высоты, — и мы получаем, что 
н в этой задаче величина скоросги 
в каждой фиксированной точке пло- 
скости фиксирована и не зависит от 
того, по какому пути происходит двн- 
жение. Поэтому вс’ выводы из прин- 
ципа Ферма могут быть перенесены 
и сюза. Следовательно, чтобы попасть 
из одной заданиой точки в другую 
за минимально возможное время, ма- 
териальная точка должна двигаться 
по такому. пути Ё, соединяющему 
эти лве точки (мы преднолагаем, что 
точки не лежат на одной вертикали), 


Рис. 5. 


Циклонда — кривая, которую опн- 
сывает точка, лежащая на границе круга 


радиуса г, катящегося без скольжения но 
направляющей прямой (совпадающей с осью 
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Ох); г называется радиусом циклоиды. По оп- 
ределению, длина дуги АВ равиа длине 
отрезка А,В, по которому эта дуга прока- 
тнлась. 


для которого 
п @ (и) 
Уу 
где а (у) — угол между вертикалью 
и касательной к кривой Ё., проведен- 
ными в точке с ординатой и. 
Нам остается лишь отыскать кри- 
вую, удовлетворяющую условию (2). 


== С003, (2) 


Опять циклоида! 


Циклонда (см. рис. 5) была популяр- 
нейшей кривой у математиков ХУП— 
ХУШ веков. Одно из самых заме- 
чательных свойств циклоиды было 
обнаружено Гюйгенсом и состояло 
в том, что циклоида — таутохрона. 
Это означает, что если изготовить 
желоб по форме перевернутой цик- 
лоиды н пускать по такому желобу 
шарик, то с любой высоты в нижнюю 
точку (совпадающую с вершиной пе- 
ревернутой циклонды!) он придет за 
одно и то же время *). ` 

Математики ХУИ века «привыкли» 
к тому, что циклоида — это «палочка- 
выручалочка» во многих вопросах. 
И вот ей снова было суждено подтвер- 
дить свою «репутацию» — брахисто- 
хрона также оказалась циклоидой! 

В самом деле, если через а (у) 
обозначить угол, который касатель- 
ная, проведенная к циклоиде радиу- 
са г (получающейся при качении без 
скольжения по прямой {и = 0} кру- 
га радиуса г) в точке с  ординатой 
у составляет с вертикалью, то 


зта (у) = = (3) 


(см. «Квант» № 8, с. 21, соотноше- 
ние (Т)}. 

Можно показать, что циклоида 
является единственной кривой, удо- 
влетворяющей соотношению (3). Та- 
ким образом, брахистохроной, соеди- 
няющей две данные точки А и В 


*} О таутохроне но свойствах циклонды 
см. в уже упоминавшихся статьях «Касг- 
тельиые к рулеттам» и «Тайны цнклоиды» 
«Квант», 1975, №5 и № В. В этих статьях 
приводятся доказательства всех утвержде- 
ний, которыми мы ниже пользуемся. 


3 Квант» №12 


Рис. 6. 


(не лежащие на одной вертикали), 
служит часть арки (или арка) пере- 
вернутой циклоиды (см. рис. 6), при- 
чем в «верхней» точке А находится 
острие этой циклоиды. Поскольку 
мы рассматриваем только одн у 
{первую) арку пиклоиды, то ее 
радиус г по точке В определяется 
однозначно. 

Дуга циклоиды, являющаяся бра- 
хистохроной, может быть больше по- 
луарки циклоилы. В этом случае 
материальная точка, двнгаясь под 
действием силы тяжести по брахисто- 
хроне, сначала спустится вниз (дойдя 
до вершины перевернутой циклоилы), 
а затем начнет снова подниматься 
вверх. М тем не менее, такое движе- 
ние оказывается более экономным 
по времени, чем если бы материаль- 
ная точка отправилась из А в В 
по прямой! 

Для  сравнення отметим, что хотя 
перевернутая циклоида яваяется и тауто- 
хроной, и брахистохроной, в первом случае 
нужно брать дугу с концом в вершине цик- 
лонды, а во втором —<© началом в острие. 


Несколько задач 


Вернемся к оптике. Теперь мы зна- 
ем, что если в плоской неоднородной 
среде величина скорости света ме- 
няется по закону с (х, у) =ИНЬ—у 
(т. е. аналогично изменению величи- 
ны скорости матернальной точки, дви- 
жущейся под действием силы тяже- 
сти), то в такой среде свет меж- 
ду двумя точками будет распростра- 
няться по дугам перевернутых ци- 
клоид с остриями на прямой {у = ДН}. 
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Попробуйте сейчас решить несколько 
задач на отыскание в оптически не- 
однородной среде пути распростра- 
нения света между двумя точками, 
если в этой среде задан закон изме- 
нения величины скорости света. 


Задача 1. Величина скорости света 
меняется по закону с (х, и)==#. (у—а). Докажи- 
те, что свет между двумя точками будет рас- 
пространяться по дугам полуокружностей 
с днаметрами на прямой (у=а} (причем 
«начальная» точка находится ина этой прямой). 

Задача 2. Величина скорости све- 


та меняется по закону с (Хх, и) -- 


а— и’ 
в этом случае свет между 
будет распространяться по 


Докажите, что 
двумя точками 
дугам парабол. 

Пока во всех задачах величина 
скорости света зависела только от у. 
Если же оптическая среда такова, 
что эта зависимость более сложная, 
например, величина скорости света 
постоянна не на горизонталях, а на 
каких-то кривых — линиях постоян- 
ства скорости света,— то свет между 
двумя точками будет распространять- 
ся по такой кривой Ё, для которой 


Г (хо, Ув) 


где < (с (х., у,)) — угол между кгса- 
тельной к кривой Г, и нормалью к лн- 
НИИ постоянства скорости света 
с (х, у) = с (Хх, и). 

Задача 3. Величниа скорости света 
меняется по закону с(х, /) & У, 
гдег == Их ру — расстоянне от начала коор- 
динат. Докажите, что птакой среде свет меж- 
ду двумя точками будет распространяться 
по дугай окружностей, перпендикулярных 
к окружности раднуса 1 с центром в начале 
коордннат. 

Задача 4. Величина скорости света 
меняется по закону с(х, и)-:Аг. Докажите, 
что п этом случае свет между двумя точка- 
ми будет распространяться по дугам гипо- 
циклонд (см- упражнения Ньютона в конце 
статьн «Тайны циклонды», «Квант», 1975, 
№ 6, с. 27). у 

Если в задачах 1—4 С (х, и) интер- 
претировать как величииу скорости 
некоторого механического движения, 
то полученные при решении этих 
задач траекторин распространения 
света будут брахистохронами для со- 
ответствующих механнческих систем. 


— сойзё, 
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Аналогия между механикой и оптикой 


Основная задача механики заключи- 
ется в том. чтобы определить лоло- 
жение движущегося тела п любой мо- 
мент времени. 


ИН. К. Кикоии, А. К. Кико- 
ик, Учебное пособие по физике для 
8-го класса средней школы. 


Итак, в механнке обычно нищется 
траектория материальной точки, ес- 
ли известны действующие на точку 
силы и заданы начальные положение 
и вектор скорости (начальные усло- 
вия). Однако можно интересоваться 
не индивидуальными траекториями, 
а описанием всей совокупности траек- 
торий при заданном законе нзменения 
действующих сил (лополнительное за- 
данне начальных условий будет тогда 
выделять из этой совокупности траек- 
торий конкретную траекторию). Так, 
классический результат Галилея о 
движении брошенного тела (горизон- 
тально или под углом к горизонту) 
заключается в том, что в случае 
силы тяжести множество траекторий 
состоит из дуг парабол. 

Использование оптики в чисто ме- 
ханических задачах навело на мысль 
попытаться выделить возможное мно- 
жество траекторий для конкретной 
механической системы каким-нибудь 
условием минимальности, аналогич- 
ным прииципу Ферма. Об этом думал 
Лейбнии, но первая формулировка 
принадлежит Мопертюи. Однако его 
построения касались всего  миро- 
здания в целом и ие содержали точ- 
ных утверждений. Первая точная 
формулировка принадлежит Эйлеру 
(учившемуся математике у Иоганиа 
Бернулли). Она относится к следую- 
щей специальной ситуации. 

Пусть материальная точка дви- 
жется по плоскости под действием 
такой силы, что потенцнальная энер- 
гия зависит только от шоложения 
точки: И :- ( (х, у). В силу закона 
сохранения энергии величина скоро- 


сти точки || тогда также зависит 


только от (х, у): 
ок, = У -2 (Е-И (4). 


Рассмотрим плоскую  неоднород- 
ную оптическую среду,’ в которой 
величина скорости света меняется 


по закону ху Прин- 
10 (Хх, 

цип Эйлера состоит в том, что траек- 
тории света, распространяющегося в 
такой среде, будут совпадать с возмож- 
ными траекториями исходной меха- 
нической системы (материальной точ- 
ки массы т с потенциальной энер- 
гией И (х, И). Разумеется, прин- 
цип Эйлера можно сформулировать 
так, что п нем не будет идти речь о 
распространении света. 

В частности, из задачи 2 и прин- 
цнпа Эйлера следует приведенное вы- 
ие утверждение Галилея о траекто- 
риях материальной точки, движу- 
щейся под действием силы тяжести. 

Поясним теперь принцип Эйлера. 
Для простоты ограничимся случаем, 


когда {/ (х, у), а значит, и ||, за- 
висит только от у. Поскольку на го- 
ризонталях потенциальная энергия 
постоянна, сила будет направлена 
вертикально, горизонтальная компо- 
нента вектора ускорения равна нулю, 
а горизонтальная компонента вектора 
скорости постоянна, то есть 


| 4) |-зта (и = сопЯ, — (4) 
где © (и) — угол между вектором ско- 
рости и вертикалью в точке траекто- 
рии с орлинатой у. Соотношение (4) 
вместе с (1) и лает принцип Эйлера 
для данмого частного случая. (В об- 
щем же случае следует учесть, что 
силы действуют перпендикулярно к 
линиям постоянства потенциальной 
энергии и что, следовательно, ком- 
поненты вектора скорости, касатель- 
ные к этим линиям постоянства, не 
меняются.) 

- В современной механике принци- 
пы, обобщающие принцип Эйлера 
(принцип Гамнльтона и др.), играют 
исключительно важную роль. 
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Задачи 
1. Доказать, что если п 
ин 6 — корнн уравнения 


х-- № -1, то @6 явля- 
ется корнем уравнения 2® -- 
ео - 3 — 2—1 -= 0. 

2. Доказать, что если 
хжу, уг. хз2 ни 


вау _ 


у—, 
— (Г -т- 2х) —2—х _ 
Е = 


#11 -—— ху) —х— у 
а 9 
то Зи? — 211 0. 

3. Доказать что если 
ху (х ну) су ута = 
--а.ах (2-х) = 6. хуг = 4, 


. абс 
то ас 24 =. 


= 


4. Докажнте. что если 
А, В, С — велнчины углов 
треугольника, то для любого 
натурального п справедливы 
неравенства 


(—1)7 +1 (со$ лА 1 созпВ -1- 
-!- с0$ пС) < 3/2, 

и 1 (Юй х 

х<Со$ ПА с05 ПВ с0$ пб = 8. 
5. Локажнте, чго если 

х, у, г — любые — действи- 

тельные числа на, В, с — 

стороны треугольника пло- 

щадн А, то справедливо не- 

равенство 

Е. и 

ГАА ›; «ВОИ ^ ? Зо 


ВР ах 1. би - 62\: 
—= ЗА р 


причем равенство имеет 
место в том ин ТОЛЬКО в ТОМ 
случае, когда 

х 


м. 


задачние пани 


Решения задач из этого номера можно присылать не позднее 1 февраля 1976 г. по 
адресу: 113035, Москва, Ж-35, уп. Б. Ордынка, 21/46, редакцня журнала «Квантю. 
После адреса на конверте налишнте, решения какнх задач Вы посыпаете, например: 
«Задачник «Кванта» М370, М374» мили «$370». Решения задач по каждому из пред- 
метов {математнке м физике], а также новые задачи просьба присылать в отдель- 
ных конвертах. Задачи из разных номеров журнала присылайте также в разных 
конвертах. В лнсьмо вложите комверт с написанным на кем адресом [в этом кон- 
верте вы получите результаты проверки ваших решения). Условия орнгинальных 
задач, предлагаемых для публикацин, присылайте в двух экземплярах вместе с 
вашими решениями этих задач [ма конверте пометьте: «Задачник «Кванта», новая 
задача по физикею мли ч..новая задача по математике»). После формулировки за- 
дачи мы обычно указываем, кто предложнл нам эту задачу. Разумеется, не все 
эти задачи публнкуются впервые. Нанболее трудные задачи отмечены звездочкой. 


Задачи 
№356 —М360; Ф368—Ф372 _ 


№356. Из точки М, взятой внутри 
треугольника А,В,С;, опущены пер- 
пендикуляры МА‚, МВ., МС. на 
прямые В,С,, А.С, н А.В, соответ- 
ственно. Затем из той же точки М 
опущены перпендикуляры МА., МВ., 
МС. на прямые В.С,, А.С., А.В. 


(рис. [), и так далее. Докажите, 
что в полученной последователь- 
НостН треугольников Аве, 


Рис. 1. 


А.В.С., А.ВзС,, треугольник 
Аза Вала Сзл +а подобен треугольни- 
ку ДВ Ь.. 

Я. Н. Суконник 


Е 1 
№М357. Докажите, что если Е 


то х=у=2 


а | 
о о 
дали + 


наи х2у22? = 1. 


М358. Докажите, что у любого 
п-угольника (п > 4) есть хотя бы 
одна диагональ, целиком лежащая 
внутри л-угольника, и выясните, ка- 
кое наименьшее число таких днаго- 
налей может иметь п-угольник (при 
каждом п). 


А. Хомодов 


МЗ59 *. Маленький шарик движется 
внутри биллиарда, имеющего форму 
залипса с фокусами Аи В, упруго 
отражаясь от его бортов, по лома- 
ной Р.Р.Р.Р.... (Р‚, Р.,...— точки 
эллипса). Докажите, что если звено 


Р.Р: не пересекает отрезок АВ, то 
а) все следующие звенья Р-Р», 
Р-Р... не пересекают отрезок АВ: 
6) все эти звенья касаются одного 
и того же эллипса. (Подумайте. как 
построить этот эллипс.) 


А. Н. Земаяков 


№М360*. Про последовательность а,, 


в: ба - известно, что |[а,|=1 
и 1[4,.,|= |а, - 1] при каждом 
= |,2,... Найдите наименьшее 


возможное значение суммы |а, + 


ть а; |, если: 
а) п = 1975; 
6) п = 1976. 


В. П. Голубятников 


Ф368. Ракета массы т стартует под 
углом “а к горизонту. Двигатели ра- 
кеты работают # секунд, создавая 
тягу Е ин обеспечивая прямолинейное 
движение ракеты. Пренебрегая изме- 
нением массы ракеты и сопротивле- 
нием воздуха, определить высоту Й, 
на которой прекращается работа дви- 
гателей. 

В. А. Погожев 


$369. Три одинаковых заряженных 
шарика скреплены непроводящими ни- 
тями, образующими прямоугольный 
треугольник ВАС (рис. 2). Угол АВС 
равен <, ВС = 1. С каким ускорением 
начнут двигаться заряды, если пере- 
резать нить ВС? Заряды шариков 
равны д, массы—т. 


$370. Трубка, диаметр которой мно- 
го меньше ее длины, свернута в коль- 


В т9 


А та та С 


Рис. 2. 


Рис. 3. 


цо радиуса А. Кольшо поставлено 
вертикально и заполнено жидкостью, 
кроме неболыного участка около точ- 
ки А (рис. 3), в котором находится 
пузырек возлуха. Пузырек начинает 
всплывать. Найти его скорость в 
тот момент, когла он будет проходить 
точку В. Длима пузырька [. Трением 
воды о стенки трубки пренебречь. 


$371. Пушка массы М = 200 кг стреля- 
ет ядром массы т == 20 кг под углом 
а& = 30° к горизонту. Заряд пороха 
г = 5 кг, его теллота сгорания д = 
— \©00 ккал/кг. В момент вылета ядл- 
ра из пушки на него садится Барон 
Мюнхаузен. Его масса ий := 70 кг. 
На сколько ближе упадет ядро с 
Мюнхаузеном при том же заряде 
пороха? На сколько нужно увели- 
чить заряд пороха для того, чтобы 
Мюнхаузен попал туда же, куда па- 


.дали ядра до этого? 


К. п. д. выстрела принять равным 
= 10 %. Считать, что пушка находится 
на гладкой поверхности, по которой 
может скользить без трения. 


А. Л. Стасенко 


$372. Две тонкие положительные 
линзы с фокусными расстояниями РА, 
и РЕ. расположены на одной оси. 
С помощью этой системы линз полу- 
чено изображение предмета, причем 
оказалось, что размер изображения 
не зависит от расстояния от предмета 
ло системы линз. Найти расстояние { 
между лнизами. 

Е. П. Кузнецов 
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Решения задач 


М318—М320; ФЗ28, Ф3З30—Ф332, ФЗЗ4 


`М318. В треугольнике АВС 
проведены биссектрисы АБ 
и СЕ. Докажите, что 
| СЕ: |481 =] АБ] -|8ВС | 
тогда ы тозько тогда, когда 
выполняется хотя бы одно 
ил двих условий: 1) | АВ| = 


^^. 
=. |8]; — 2) АВС=60?. 
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Введем стандартные обозначения: а — длина стороны 
ВС, с— длина стороны АВ, 1: — ллнна биссектрисы уг- 
ла А, [‹ — длина биссектрисы угла С. Величины углов при 
вершинах соответствеико обозначим через а, Ви 1. Кроме 
того, обозначим величину угла АЕС через $, аугла АДС — 


ре $» (рис. 1). Из рассмотрения треугольников АЁЕС п 
А следует, что 


бе 
я-а 1, 
1 > Ч 


о) (1) 
и 


Кроме того, мы можем выразить площадь треугольника 
1 . . 1 
АВС двумя способаыи: $ =: (а МИ. к 5 == 57 с УФ, 
поскольку На - [5 фа, а Ле -- ‹ п. Отсюда 
- а $11 фе 2 сс ЧП Фу. (2) 
Покажем теперь, что нз соотношения 
чи с (3} 


следует хотя бы одно из условий, даиных н задаче, Из (2) 
п (3) следует, что 


Уф, = ПФ). (4) 
Равенство синусов может быть в двух случаях (так как 
Оф <л: 
ф-ф,, (5) 
ч д. (6) 
Если выполнено (5). то из (1} получаем: 


акт. п. 


& ы 

> Ут: д. 
Вычитая одно соотношение из другого, получаем, что 2 $. 
то ссть треугольник АВС — равнобедренный, в с. 


Пусть выполнено соотношение {6}, тогда из (!) следует, 
что 


? 
ат +4 я. 


2 
а к] О 
54а: Л. 
Складывая эти соотношения, получаем 


И 
9 5-1, (7) 


Рис. 2. 


№319. Ла плоскости заданы 
окружность фу п точка Р 
внутри нее. Рассмотрал мно- 
жество тетраздров АВСО, 
у которых все четыре грани 
конерузятны. причем трг- 
угольник АВС вписан в ок- 
рижность \ тик, что его 
медианы пересекаются п точ- 
ке Р. 

#) При каком положении 
точки Р внутри % текие 
тетраздры существуют? 

0) Докажите, что вершины 
[) тиких тетраздроа рас: 
положены в одной из двух 
фиксированных точек прогт- 
раенства (силметричных от- 
носительно данной плоскос- 
ти). 


Рис. 3. 


2 


иля ОЕ — 3 откуда величина угла В равна 
5 


=л— (а \) =-—5. 


Необходимость доказана. Докажем достаточность. 
В равнобедренном треугольннке АВС (а ©) соотнош?- 
ние (3) следует из равенства длин биссектрис ш Е. 


дл 
Если же угол В:= —8_, то тогда верно соотношение {7). 


Складывая соотношения (1) и подставляя туда условне (7). 
получим условие (6). из которого следует соотиошенне (4), 
п из (4) и (2) вытскаст требуемое соотношение (3). 

Заметим, что утверждение задачи можио было сформу- 
лировать следующим образом: 

«Пусть задан отрезок АС. Геометрическим местом 
вершин В треугольников АВС, таких, что ват 6/с (см. в6е- 
денные обозначения), является совокупность двух дуг окруж- 
ностей (см. рис. 2) и серединного перпендикуляра к заданному 
отрезки, причем ‘центры окружностей равноидалены друг 
от друга и концов заданного отрезка». 

А. П. Савин 


ыы Будем называть тетраэдры, у которых все грани кон- 
грузитны, К-тетраздрами. Устаиовим несколько свойств таких 
тетраэдров. 

1°. Сумма трех паоских углов при каждой вершине 
К-тёетраэдри равна 180’. 

Действительно, эти трн угла конгруэнтны углам одного 
н то же треугольника АВС, противолежащим трем разным 
сго сторонам АВ, ВС, СА (это рассуждение годится в дая 
треугольников АВС, у котофых какие-то две стороны оавмы 
но длине), я сумма углов треугольннка — 1807 (рис. 3). 

2. Грачи К-тетраздра — остроугольные треугольники. 

В самом деле, в любом трехграином угле каждый плоский 
усол меныме суммы двух других. Для углов треугольника 
это условие выполняется в том и только в том случае, если 
он остроуголыьный. 

3-. Развертка К-тетраздра имеет вид остраугольного 
треугольника, в котором проведены средние линии. 

Это сразу следует из 1‘ и?’ (рис. 4). Разумеется, верно 
и обратное: любой остроугольный треугольник А,В‚Су с про- 
веденными в нем средними лининми АВ, ВС, СА можно рас- 
сматривать как развертку К-тетраздра. (Подумайте, поче- 
му нельзя сложить тетраэдр из тупоурольного ДА,В,С,.) 

Заметим, что когда мы будем складывать из развертки 
тетраздр, закрепив грань АВС и вращая три другие граин 
относительно ребер АВ, ВС, СА, то точки Ау, Ву, С, будут 
двигаться по окружиостям (лежащим п плоскостях, перисн- 
дикулярниых АВС), 3 их проекции на плоскость АВС будут 
двигаться по высотам треугольника А,В ‚С; вилогь до точки 
их пересечения ИН. Итак, мы получили еще такое свойство: 

3. Проекция Н вершины 2 К-тетраэдра АВСР на 
плоскость АВС лежит в точке пересечения высот трецголь- 
ника А.В. Сь. 

Заметнм, что п любом тетраэдре его «медианы» — отрез- 
кн, соединяющие вершины с центрами тяжестн (точками 
пересечения  меднай) противоположных граней, — пере- 
секаются п одной точке № —— «центре тяжести» тетраэдра — 
и делятся этой точкой п отношении 3:1, считая от вершн- 
иы (рис. 5; через ту же точку М проходят н отрезки. соё- 
днияющие середины противоположных ребер). 

5°. В К-тетраэдре центр тяжести совпадает с центром 
описинного шара. 


Существует перемещение пространства, при котором 
тетраздр АВСО совмещается сам < собой так, что грань РСВ 
исреходитв АВС (то есть 4—0, В--С, С-В, ОА). При этом 
перемещении только две точки поверхности тетраэдра остают- 
ся неподвижными: это — середины ребер АД и ВС. Ясяо, что 
при таком перемещении центр описанного шара О и точка 
пересечения меднан М неподвижны (поскольку сам тетраздр 
савмешается с собой). Если точки М ин О различны, то непод- 
вижными должны быть и все точки прямой МО. Зиачит, эта 
прямая проходит через середины ребер АД и ВС. Точно так 
же (рассматривая другие самосовмещения тетраэдра} мы зо- 
кажем, что прямая МО проходнт п через середииы других 
ребер. Но это невозможно. Значит, точки М и О совпадают. 

Обозиачим центр тяжести треугольника АВС через Р, 
центр его описаииой окружности (проекцию точки О=М 
на плоскость АХ АВС) через О, проекцию вершины Д на плос- 
кость ДАВС — через Н. На рисунке 6 изображены все эти 
точки, лежашие в плоскости, перяеидикулярной граня АВС 
и проходящей через центр шара О н вершину С; Еи РЁ — 
точкн пересечения этой плоскости с описанной окружностью 
треугольника АВС, радиус которой обозначим через р. По- 
скольку  |ОР| = 40Р|, 102] == |098 -+ ©? = 0Б{? = 
= 900р -- 10°, получим 

Юн -+ 8100 — 6. 
Сформулируем нужное нам свойство: 

6°. В любом К-тетраздре [9Н| = З Рая 1982 
+ ]РН?2=р? (так как |ОН= 4104}. 

Теперь легко решить оба пункта задачи М319. 

а) Миожество центров тяжести остроугольных треуголь- 

- ников, вписаиных о данную окружность 7 с центром О и ра- 
Рис. 5. диусом @, будет виутренностью концеитрического круга 
рэлиуса 6.3. (Докажите это, пользуясь рисуиком 7 н тем, что 
для прямоугольного треугольника центр тяжестн иаходится 
ровно на расстоянии р.3 от центра гипотенузы @.} Согласно 
2° и 3°, именно такое множество положений можат зацимать 
тсчка Р. 

6) Согласно 6б°, при заданной окружности \ и заданном 
положении точки Р однозиачио определяется положение 
ироскини А’ вершины О ина плоскость ДАВС и ее расстояние 
1ОН| от э5ой плоскости. 

В заключение сделаем несколько замечаний. 

Г. Для чех, кто захочет детально разобраться, как устрое- 
иа «группа симметрий» К-тетраэдра (встретившихся в док: - 
зательстве 5“), дадим совет рассмотреть паразлелепипед, 
несмежными вершииами которого являются вершины тетра- 
эдра (рис. 8). Для К-тетраздра этот параллелепииед — пря- 
моугольный. Отсюда можно получить ряд других характери- 
стических свойств К-тетраэдров (см. решение задачи М9 
в «Кваите» №9, 1970 г.). 


—-——_—щ 


‘ 


Рис. 7. Рис. 9. 
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И. Множество всех вершин О К-тетраздров АВСО, 
грань АВС которых вписана в данную окружность у’, пред- 
ставляет собой поверхности эллипсоида вращения г). прохо- 
бящего через \ (рис. 9). Это сразу следует из формулы |0? -- 
РИ 2 р? н того факта, что точка Н пробегаеух весь 
круг. ограниченный окружиостью 1. 

ПЛ]. Осиовное равенство ТР] — 4|9Р|] можно дока: 
зать, не омлираясь на свойство 5°, если воспользоваться такими 
планимегрическими соображениями: точка Н — центр оии- 
санного круга ХА ,В5С», ® котором ДА,В,С.— треугольиик 
из средних линий, а точка @ — центр описанного круга 
ДАВС. составленного средними линиями треугольника 
А,В,С+. Ясно, что все три треугольника имеют общий цеитр 
подобия Р — точку пересечения медиан, причем коэффициент 
годобия АЛ›В›С. и ДАВС равеи 4. 


Н. Б. Васильев 


Ф* 
№320. Какие выпуклые п- Докажем, что при п>3 л-угольник нельзя разбить на 
угольники можно разбить на треугольники требуемым образом. 
треугольники так, чтобы Предноложим противное, — что мы все же разбили 


никакие два из треугольни-  п-угольвик (п>3) на треугольники. 

ков разбиения не имели об- Отобразим миожество сторон треугольников разбисния 
щех (полностью  совпадаю- — во множество их вершии. Будем прн этом различать два слу- 
щих) сторон? {На рисунке 16 — чая. ь 

показано, что треугольник 1. Сторона треугольника разбиения не лежит на стороне 
так разбить можно). н-угольвика. 

Тогда: 

а) если строго виутри этой стороны треутольннка 
ссть вершины других треугольников разбиения, то отобразям 
се в одну из таких вершин; 

6) если же внутри этой стороны нет других вершин, то по 
определению разбиения один из коицон этой стороны должен 
лежать строго виутри иекоторой другой стороны (другого 
треугольника разбиения), — отобразим тогда нашу сторону 
имеино н гакой ее коиец {если же оба компа стороны лежат 
строго внутри какой-то другой стороны, то отобразим се 
й любой из ее кониов). 


2. Сторона треугольника разбиения лежит на стороне 
п-угольника. 


Отобразим такую сторону п тот се конец, который встре- 
| чается первым при обходе сторон п-угольника по часовой 
стрелке. 
Рассмотрим теперь множества всех вершин треуголь- 
инков разбисния. Все вершины делятся из три типа. 
| | | тип. Вершины п-угольника п те вершины треуголь- 
че ников разбиения, которые лежат на сторонах л-угольцика. 
и Пусть вершин 1 тина ;. Тогда сторон, которые отобрази- 
Рнс. 10. лись в эти вершины, тоже (, так как очевидно, что в такие вср- 
ним отобразятся только стороны, лежащие на сторонах 
п-угольника, причем это отображение взаимио-однозвначно, 
П тна. Вермилы, ие лежащме па сторонах л-уголь- 
ника и ие лежмиие строго внутри сторон каких-либо тре- 
угольников разбиення (например, как иа рисуихе 10). 
Пусть вершии П типа т. По ностроению в такие вершины 
не отобразится пи одной стороны. 
111 тны. Вершины, не лежащие па сторонах л-уголь- 
ника, но лежащие строго виутри каких-то сторои треуголь- 
ников разбисимя (папример, как на рисуике 12). 


*} Си. статью И. И. 


Броиштейна «Эллиис». 
Рис. 11|. «Квант». 1975, № 1. - 
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ФЗ28. 


Жесткие 
дланы [у и [; согдинены шар- 
нирно в шочке д. Нх 06:%503- 
ные концы  удалякится друг 
от @руге равномерно со ско- 
ростяии соответственно гу 


стержни 


ниправленныли: вдоль 


и ., 


одной прямой (рис. 13). Най- 
ти ускорение точки А а тот 
ломент, коеда стержни сес- 
тавляют друг с другом угол 
90 . Движение стержней про- 
исходит в одной плоскости- 


Пусть вершин И тина 2. В вермику И типа может 
отразиться не болес грех сторои (сторова, внутри которой 
эта вершина лежиг. и две стороны, для которых эта вершина 
служит конном — для одиой левым, для другой — правым). 
Поэтому и К вершин Ш тнва может отобразиться ис более 
ЗА сторон тросугольникое. 

Пусть п разбиении х треугольников. Выразим число Зх 
сторои треугольников через #, В и м. Дая этого запинем 
сумму углов этих треугольинков. 

С одной стороны, сумма углов х треугольинков равна лх. 
Це, с другой стороны, эта сумма равна 

л(—2)-: 2лт- дд. 
где д (1—2) - п(—п) га (п—2) — сумма углов ирн нер- 
шинах | тнпа, 2: — сумма углов при верпишах Ш типа, 
ЛЁ — сумма углов при черщинах 1 тива. 
Следовательно, 

лк 2 1—2) -- 2 > лв, 
и общее число сгорои равно 

3х бу, 6. 

Поскольку каждая из сторои треугольников разбиения 
отображастся п какую-либо вершину 1 нли | тинов, то из 
сказанного выше следует, что всего сторои может быть ие 
более чем (  З&. Значит. 

бе = З1-- ЗВ — 61! ЗВ, 
откуда Ё; Зи 3. 

Но {>20 ит>-0; кроме того. {п 3, имы получаем про- 
тиворечие. 

Ниыми слонами, мы получили, что на сторонах п-уголь- 
ника может быть ие более трех нершия, а следовательно, п сто- 
рон раабнения; зиачит, п л-угольник имест ие более трех 
сгорой (гак как на каждой стороне п-угольиика должна ле- 
жагь хотя бы одна сторопа разбиения). 

Кроме того, из последнего церавемства следует, чи пря 
разбиении треугольника вершин П типа получиться не мо. 
жет (: 3. следовательна, т 0). 

Я. Печковский 


ь 


Представим неклор а полиого ускорения точки Л в мо- 
мент, когда стержни составляюг аруг с другом угол 90, как 
сумму днух ускорений а, и а.. направленных вдоль соот- 
ветствующих стержней (см. рие. 13}. Для вычисления а, 
и а, воспользуемся тем, что вектор ускорения остается 
постоянным при переходе от одпой инеринальвой системы 
отсчета к другой. 

Перейдем п систему отсчета, лвижущуюся со скоростью 
2, влено. В этой системе отсчета конен левого стержня (точ- 
ка В) покоигся: конец правого стержня (почка С) движется” 
вараво со скоростью 1, --г.. п точка А описывает окруж. 
ность радиуса {, (рис. 14). Следовательно, ускорение а мож- 
но разложить ня центростремительное (пормальное) уско- 
рение и касательное (тапгенциальиос) ускорение. Эло и есть 
ускорения а, и а, соотистственно. 

Модуль центростремительного ускорения а; с” [,, ге 
и — анчейная скорость движения точки А по окружиости. 
В момент, когда стержни состапляюг друг с другом угол 90 . 
вектор скорости У направлен вдоль правого стержня. Другой 
конец стержня АС имеет в этот момент скорость 9, {:. 
направленную вправо. Так как стержень жесткий. нроск- 
ими скоростей сто концов ва прямую. вдоль которой ой 
расположен, полжны быть одинаковыми (иначе изменялась 
бы длина стержия). Следовательно (см. рис. 14). 


ФЗ30. В цилиндре под не- 
весомым поршнем площади 
$ находится воздих при ат- 
осферном давлении ро и тем- 
пературе Те. Внутренний 
объем цилиндра разделен на 
082 равные части неподвиж- 
ной горизонтальной перего- 
родкой с маленьким отвер- 
стием. На поршень кладут 
ериз массы М, под действи- 
ем которого поршень дохо- 
дит 90 перегородки. Найти 
температуру Т, воздуха з 
цилиндре, если стенки ци- 
линдра и поршень неё про- 
водят тепло. 


и = {и т 9.) 50591 


Тогда 


ие 


о а 


(ини. 1 
арии 
УЕ 


(иторА 


+8). 


Аналогично, перейдя в систему отсчета, движущуюся 
вправо со скоростью аи, получим 


(о, -+ 


@ 
Модуль полного ускорения 


от ни 
а = р а? -|- а 


—_ би ая 
(п+8) 16 


$ 


оз) Е 


5 


ВЫ, 


| 


Векгор а составляст со стержнем АС угол Й такой, что 


$ 


5. Б. Биховцев 


Так как сосуд теплоизолироваи, то Изменение ннутрен- 
ней энергии газа равно работе виешиих сил, дейстиу ющих на 


поршель,— силы тяжести Млн 


Ро5: 
АЙ - (МЕ 
(й — ход поршня). 


силы атмосферного давления 


- ро$) Л 


Поскольку виутренняя энергия газа зависит только от тсм- 
перазуры, то в любом процессе изменение внутренней энергин 
такое же, как в процессе, происходящем при постоянном объе- 


ме, тс есть 
АЙ = Суг 


(Г, —То). 


Здесь Су — теплоемкость одного моля газа при постояниам 
объеме, 2 — число молей газа. Поэтому в изшем случае 


(МЕ - Рь5$) В = Су? (Т,— 


Отсюда 


Т, =То+ 


(Ма -- рь$) в 


о). 


С\-2 ь (*) 


Число молей воздуха п цилиндре можно найти из ураз- 
нения состояния газа до сжатия: 


Ро | == 2ЮТо р 
откуда 
Рей 
# Е ЮТь . 


Воздух состоит в основном из двухатсмных газов — азо- 


та и хислорода. Поэтому можно считать Су. 


ставляя значения 2, С н В = 
ходим: 


ТГ, = ть (1+ 


5 
3 го Ю. Пол- 
У/2$ в (3). окончательно на- 


МЕ -+ ро$ | 


броз 
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$331. Плоская — спираль 
с очень больщим числом 
витков п и наружным радиу- 
сом В (рис. 15) находится 
в однородном — магнитном 
поле, перпендикулярном плос- 
кости спирали и изменяю- 
щемся ло закону В-= Вусо$ в. 
Найти з. д. с. индукции, на- 
водимую в спирали. Расстоя- 
ние между витками спи- 
реали постоянно. 


Рнс. 15. 


Рис. 16. 


$332. Найти расстояние 


между источником света 5 
и его изображением в опти- 
ческой системе, приведенной 
на рисунке 17. Фокусные рас- 
стояния линз А п В одина- 
ковы и равны Е. 


Рис. 17. 
ГГ 


Величина э. д. с. индукции, возбуждаемой п витке ра- 
днуса г;, равна 


АФ 


АЕ 


где АФ; — изменение магнитиого потока через площадку. 
ограниченную внтком, за малый промежуток времени АЕ: 


АФ; = 588 = л/2ВЬ {50$ [№ ({-- А] — с05 ый! -- 


2 3 м. м 
= —217; Ву по |ё-+ 5—1 5 = 


2х —я" Во АЕ 0 


Е м 6 [2у 
так как АЁ мало, то У в [ # -- 5) Г, т © = 


м 
263) . Э. д. с., наводимая во всей спирали. разна сум- 


ме э. д. с., наводимых в внтках, то есть 
АФ й 
== У —л{- = Во Мп © Ум. 


Величину ДР можно считать объемом цилиндра, высота ко- 


Торого равна .единице, а площадь основания ди! Тогда 


У, л/? — сумма объемов таких цилиндров. Так как раз- 
ность между радиусами осиований «соседних» цилиидроз мала 
(число виткоз п велико), то объем всех таких цилиидров 


близок к объему конуса с высотой п н площадью основания 
лЕ? (рнс. 16): 


‹ 1 
2 и — — 42 
У ли =У 3 пА*п. 
Такнм образом, э. д. с., наводимая в спиралн, равна 


1 
= —3_ лЕ Вов чп г. 


> 


Изображение $; источника 5, даваемоз линзой А. по- 
лучается справа от лиизы на двойном фокусном расстоянии 
от нее (рис. 18). Действительно, из формулы линзы следует, 
что 

1 | 1 


ЗЕ +=, 


откуда /, =2Р. Это означает, что на линзу В попадает 
сходящийся пучок лучей. Этот пучок лучей собирается в 
точке $. — изображении источника. 

Для линзы В точка $,— миимый источник. Следова- 
тельно (см. рис. 18), 


о не 
тен: 
где 4 =Р- 
О теюда 
Е 
а 


$334.*) Бусинка соскальзы- 
вает без трения по верти- 
кально расположенной про- 
золокг длины |1, которая изо- 
гнута в гармошку длины 12. 
Во сколько раз время со- 
скальзывания бусинки боль. 
ше времени ее падения с вы- 
соты {? Амплитуда перегибов 
проволоки много меньше ге 
Элины. Размеры бусинки 
пренебрежимо малы по срав- 
нению с длиной «колена» 
гармошки. 


Рис. 18. 


Расстояние { = $5. между источинком $ и его изобра- 


жением $, в оптической системе равио { = ]/$К® -- 2, где 
5К -= 3,52. Расстояиие В найдем из подобия треугольников 
0.$,Е. Н ЗЕ: 

к Е-Ь 

а т, # —0,5а. 


Окончательно имеем: 


| = $$, = 18,2522 0,254. 


ыы 


При переходе бусники с одного прямолинейного участка 
проволоки на другой абсолютная величина ее скорости не 
меняется. Меняется только направление скорости бусинки: 
она становится параллельиой новому участку проволокн. 
Это означает, что время движения бусинки по проволоке та- 
кое же, как прн движении бусички по наклонной плоско- 
сти — развертке проволоки. Это время равно 


—_ 21 т 77 
ре ИИ = 


{{ — длина наклонной плоскости, а —— угол наклона плоско- 
сти к горизонту), т. е. оно в 12 раз больше времени 


г = и м падения бусиики с высоты {. 
8 


И. Ш. Слободецкий 


*) Решеиие задачи ФЗ33 будет опубликовано в следую- 
щем номере журнала. 
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ПРАНТИНУМ 
АБИТУРИЕНТА 


Медианы 
и средние линии 


Э. Г. Готман 


..Много задач вместе иногда решить 
легче, чем в6его лишь одну #3 них. 
если это большое число задач хорошо 
согласовано, п одна задача сама ло 
себе изолирована. 


Д. Пойа. «Математика и правдопо- 
побные рассуждения» 


В этой статье собраны задачи 
о свойствах медиан треугольника и 
средних линий четырехугольника. За- 
дачи доступны ученикам 7—8 клас- 
сов. Для их решения нужно приду- 
мать вспомогательное — построение, 
применить параллельный перенос или 
центральную симметрию. При доказа- 
тельстве используется небольшое чис- 
ло теорем, чаще других — теорема о 
средней линии треугольника. Задачи 
расположены в такой последовательно- 
сти, что достаточно подобрать ключ 
к решению первых из них, чтобы 
суметь решить и последующие. 

Некоторые из задач даны с ре- 
шениями или краткими указаниями 
(в конце журнала). Прежде чем чи- 
тать решение той или иной задачи, 
попытайтесь решить ее самостоятель- 
но. В случае затрузненнй посмотрн- 
те на рисунок. Выясните, какую роль 


играют вспомогательные линни, для. 


чего они нужны. Прочтите указание 
к решению. Сравните различные воз- 
можные способы решения одной и 
той же задачи. Приступая к реше- 
нию последующих задач, найдите их 
сходство с решенными задачами и 
постарэжйтесь его использовать. 
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Медианы треугольника 


Задача 1. В треугольнике АВС 
проведена медиана СМ. Доказать, 
что 


а) если [СМ] > т: тоб < 90°; 
6} если СМ! т 90-; 
8) если СМ! < -5- Г АВ, тоС > 90'. 
Обозначим АСМ = с, ВСМ -- В 


(рис. 1). 

а) [СМ [> ММ|]и Юм ВМ, 
Рассмотрим треугольники АСМ и 
ВСМ. Так как в треугольнике про- 
тив большей стороны лежит и боль- 


ший угол, то Аа, В > В. Сложив 


эти равенства почленно, получим А+ 
— В > С. Отсюда следует, что А+ 
— В - 6 > ОС 
ку АВ+б= 


== 2С и, посколь- 
а С<90-. 


Рис. 1. 


Для случаев 6) и в) доказатель- 
ство аналогично. 

Итак, мы видим, что для решения 
задачи не потребовалось никаких ло- 
полннтельных построений. 

Хорошо ‘известно, что медиана, 
проведенная к основанию равнобел- 
ренвого треугольника, является бис- 
сектрисой угла при вершине. Рас- 
смотрим свойство медианы разносто- 
роинего треугольника. 

Задача 2. Медиана СМ тре- 
угольника АВС образует со сторонами 
АС и ВС соответственно углы & и 


В. Какой из этах углов больше, 
если |АС < ВСР 
Обозначим |ВС|] = а, ПАС|]=6 


тогда по условию а > 6. 
Остановимся на лвух способах ре- 
шения этой задачи. 


Первый снособ. Иостро- 
им точку ВР, симметричную точке С 
относительно середины / стороны 
АВ, и соединим точку Р с верши- 
ной Л (рис. 2). Построенный тре\ голь- 
ннк АРМ симметричен треугольни- 
ку ВСМ относительно точки М, сле- 
довательно, НР |ВС| за н 


АБ, м: ВСМ = В. Мы получили тре- 
`гольник АСО, который содержит 
интересующие нас углы @ и В, при- 
чем противолежащие им стороны АР 
и АС равны соответственно а и 6. 
Согласно условию а> 6, поэтому 
& > В. 

Второй способ. Соединим 
середину Ё стороны АС с точкой М 


3). Путем 


(рисунок сделайте самостоятельно), 
образуется треугольник СЕМ со сто- 
ронамн |ЕМ | = а и СЕ! 6/2. 
Углы треугольника СЕМ, противо- 
лежащне этим сторонам, равны со- 
ответственно х и В. Это легко дока- 
зать, используя свойство средней ли- 
нии треугольника. 

Задача 3. Доказать, вла 


меднаны СМ треугольника АВС 
полусуммы длин сторон АСи ВС. 


длина 
меньше 


Средние линии четырехугольника 


Известно, что средняя линия траие- 
ции параллельна основаниям и рав- 
на их полусумме. Рассмотрим произ- 
вольный четырехугольник. 

Задача 4. Доказить, что даш- 
на отрезка, соединяющего середины 
двух противоположных сторон четы- 
рехугольника *), не болыше полусуммиь! 
длин двух других сторон. 


Эту задачу можно решить раз- 
личными способами. 
Первый снособ. Пусть 1 


м А — середины сторон АВ и СО 
‹етырехугольника АВС, стороны АР 
и ВС которого не параалельны {рис. 
параллельного переноса 
отрезков АР и ВС образуйте треу- 


гольник АВ |: Я АН ВВ. 


- СМ. Далее докажите, что зочки 
А, и В, симметричны отпоситель- 


*) Такой отрезок называют средней и- 
нией нетырехусольника. 


Рис, м. 


Рис. 3. 
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Рис. 4%. 


но ЛМ, и воспользуйтесь результа- 
том задачи 3. 
Второй способ. При ре- 


шенни задачи 2 первым способом мы 
построили треугольник АРМ. сим- 
метричный треугольннку ВСМ отно- 
сительно середины Л стороны АВ. 
Для решения задачи 4 можно’ ис- 
пользовать тот же прием. Постройте 
четырехугольник АМА,С:, симмет- 
ричный четырехугольнику  ВММС 
отиосительно точки М {рис. 4). Пусть 
Аб |= а, |ВСТ=Ь, |ММ|]=т, 
зола АС, = 6, ЮС,} = ММ, | = 
= 2т. Если (АД) (ВС), са ть > 
> 2т; есяи же (АО} || (ВС), зло от 
= 2т. 

Третий способ. Соедиии- 
те середину Е одной из днагоналей 
четырехугольннка с точками М 
и М (рис. 5). Тогда, как и при реше- 
нии задачи 2 вторым способом, по- 
лучится треугольник ЕММ со сто- 
ронами. равными а/2, 65/2 и т. Сле- 
довательно, т < (а - 6)/2. В част- 
ном случае, когда (АО) || (ВС), тре- 
угольннк ЕММ вырождается, точ- 
ка Е будет принадлежать отрезку 


1 
ММ и, следовательно, т = > (а-- 6). 


Из залачи 4 вытекает, что длина сре- 
дней линии ММ четырехугольника 
АВС равна пожусумме длин сторон 
АД и ВС тогда и только тогда, когда 
эти стороны параллельны. 


Задача 5. Противоположные стороны 
АО и ВС чслырехугольника АВСВ кон- 
груэнтны. Доказать, что прямая, соединяю- 
щая середины двух других сторон, 06- 
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Рис. 5. 


разует < прямыми АО и ВС ковтруэитные 
Углы. 

Эту задачу, так же как и предыдущую, 
можно решить различными способамн, с по- 
мощью тех же приемов. Какое решение вам 
понравится болыше других? 

Задача 6. Построить треугольник 
по двум сторонам и медиане, проведениой 
к третьей стороце- 

Задача 7. Построить четырехуголь- 
ник, зная все его стороны и отрезок, соеди- 
ляющий середины двух противоположных 
сторон. | 

Следующая задача стоит того, чтобы ее 
запомнить. Это очень известная задача, ко- 
торая часто применяется при решении дру- 
гих задач. 

Задача 8. Доказать, что середины 
сторон любого четырехугольника являются 
вершинами параллелограмма. При каких 
условиях этот параллелограмм будет 

а) ромбом, 

6) прямоугольником, 

в) квадратом? 

Задача 9. Доказать, что средние 
линии любого четырехугольника и отрезок, 
соединяющий середины диаговалей, пересека- 
ются в одной точке и делятся ею пополам. 

Бели точки А, В, Сир не принадлежат 
одиой плоскости, то шесть отрезков, соеди - 
няющих попарно этн точки, являются реб- 
рами треугольной пирамиды (тетраэдра). 

Задача \№®. Доказать, что отрезки. 
сосдиняющие середины противоположных ре- 
бер тстраэдра, пересекаются в одной точке 
и делятся ею пополам. 

Обратите внимание на то, что задача 9 
является частным случаем (лучше сказать 
предельным случаем) задачи 10. 

Задача 11. Диагонали четырехуголь- 
ника взаимно перлеидикулярны. Зная нх 
длины 6 и }, вычислить длины средних ли- 
ний четырехугольника. 

Задача 12. Середины сторон АВ 
н СО, ВС и РЕ выпуклого пятиугольника 
АВСОЕ соединены отрезками. Середины ЯН 
и К получеиных отрезков снова соединены. 
Доказать, что отрезок ИК  параллелеи от- 
резку АЕ к} НК |= | АЕ} :4. 


Рис, 6. 


Заметнм, что почти все приведенные за- 
дачи можно решить с помощью дополинтель- 
ного построения, которое состоит и прове- 
денин средней лиини треугольника, 


Площадь треугольника н четырех- 
угольника 


Задача 13. Доказать, что пря- 
диле, проведенные через вершины вы- 
пуклого четырехугольника параллель- 
но его диагоналям, ограничивают па- 
раллелограмм, площадь которого вдвое 
болыне площади  четырехцеольчика. 

Пусть АВСР — данный четырех- 
угольник (рис. 6). Для решения за- 
дачи достаточно заметить, что диаго- 
нали АС и ВР четырехугольника 
разбивакл описанный параллелограмм 
ЕЁК!. на четыре параллелограмма, 
а диагональ каждого параллелограм- 
ма делит его на два конгруэнтвых 
треугольчика. 

Задача 14. Используя резульгат 
задачи 13, показать. что площадь любого 
вывуклого цетырехутольника равна полови- 
не пронзведения длин его днагоналей на синус 
угла между ними. 

Заметим, что любой треугольник делит- 
ся меднаной на два равновеликих треуголь- 
инка. Обладает  лн аналогичным 
свойством средняя линия четырехугольника? 

Задача 15. Доказать, что выпук- 
лый четырсхугольник АВСР делится сре- 
ней линней А), соединяющей середины сто- 
рон АВ и СР, на два равновеликих четырех- 
угольинка тогда и только тогда, когда сто- 
розы АВ и СР параллельны. 

Задача 16. Дан выпуклый четы- 
рехугольник АВСО. Точки М и № эаваяют- 
кч серединами его сторои АВ и Ср. Дока- 
зать, что площадь четырехугольника АСУ 


равна цоловиис площади четырехугольника 
АВСО. 


Рис. 7, 


Задача 417. Средние линии четырех- 
угольника разбявают его на четыре четырех- 
угольцика. Доказать, что сумма площадей 
озной пары иесоседиих четырехутольников 
равна сумме площадей другой пары. 

Задача 18. Доказать, что пло- 
щадь выпуклого четырехуголеника 
вдвое болыце площади четырехуголь- 
ника, вершинами которого служат 
середины сторон данного. 

Приведем лва решения этой за- 
дачи. 

Первое решение. Цусть Е, 
Е, К, 1. — середины стоэон данного 
четырехугольника АВСО (рис. 7). 
Средняя линия ЕЁ треугольника АВС 
отсекает от него треугольник ВЕР, 


площадь которого составляет + пло- 
шали треугольника АВС: $ вЕР=Е 
__” двс. Аналогично. $ рик 

1 
= Еы - дср. Сложив эти равенства по- 
членно, получим: 


| 
$ ВЕЕ-Ё $. рек 4 ЗАвсо- 
Точнс так же докажем, что 


1 
$ лЕГ -- 5 -СКЕ — Завсо- 


Таким образом, сумма площадей 
треугольников, отсекаемых от четы - 
рехугольника АВСО сторонамн па- 


1 
раллелограмма ЕРК{.. равна. блвср- 


; | 
Следовательно. ЗеЕркЕ = > ЗАВСР- 
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Второе решение. —Опишем 
около чстырехугольника АВСО па- 
раллелограмм Е Ё,К,Ё., так, чтобы 
его стороны были параллельны дна- 
гоналям четырехугольника АВСО 
(рис. 7). Пусть диагонали АС и ВР 


пересекаются в точке О. Тогда ОБ, 


- 2ОЕ, ОЕ, -- 20Ё ит. д.. Сзедова- 
тельно, параллелограммы Е, Ё,К,Ё., и 
ЕЕК1. гомотетичны, коэффициент го- 
мотетии равен 2. Поэтому площадь 
параллелограмма ЕЁ,К,1., в 4 раза 
больше . площади  параллелограм- 
ма ЕЕКГ.. Далее воспользуйтесь за- 
дачей 13. 


Задача 19. Доказать, что если днаго- 
нали выпуклого четырехугольника конгру- 
энтны, то площадь этого четырехугольника 
равиа произведению длин его срединх линий- 

Задача 20. Доказать, что площадь 
выпуклого четырехугольника равна пронз- 
веденню длин его срединх линий на сннус 
угла между ними. 


Теперь предлагаем вам решить несколь- 
ко задач на вычисление нлощадей. 

Задача 21. Из вершины С треуголь- 
ника АВС проведена медиана СМ. Найти 
площадь треугольника АВС, еслн |АС|]=13 
|вВС] = И, {СМ = Ю. 

Задача 22 (МГУ, мехмат, 1973). 
Отрезок, соединяющий середины оснований 
транеции, равен 5, а длины днагонпалей тра- 
пецин равны 10 м 12. Вычислить плошадь 
трапеции. 

Задача 23. Найти площадь выпукло- 
го четырехугольника, если длинна диагонали 
равна 4, длина средней лнини равна 1 п угол 
между инмн равен Ф- 


В заключение приведем более сложную 
задачу. 

Задача 24, Дэн выпуклый четырех- 
угольник АВСР. Точки М в М являются 
серединамн сторон АВ и СР. Прямые АМ нп 
ОМ пересекаются в точке Р, прямые ВХ ин 
СМ — в точке О. Известно, что |АР| = 
= |РА'|. Доказать, что площадь четырех- 
угольника МОМР равна одной четверти 
площади четырехугольинка АВС. 


$0 


Советуем купить 


Гладков К. А Атом 
от А д0#Я. Ц. 44 к. 


Дорофеев Г. В. и др. 
Пособие по математике для 
поступающих @ визы. Ц. 
ВЯ к. 

Голом 6 С. В. Полими- 
но. Пер. © англ. Ц. 46 к. 
Кантор Н. Л., Соло- 
повннков А. С. Гипер- 
комплексные числа. Ц. 92 к. 

Лаилау Л. Д. Ки- 
тайгородский А. И. 
Физика Оля всех. Ц. ТЕ к. 


Литлвуд Дж. Мате- 
матическая смесь. Пер. с 
знгл. Ц. 37 к. 

Роджерс Э. Физика 


для любознательных. (Элек- 
тричество н магиетизм. Ато- 
мы п ядра.) Ц. 7 р. 02 к. 

Сборник задач по элемен- 
тарной математике. (Посо- 
бне для самообразования.) 
Ц. 79 к. 


Селезнев Ю. А. Осно- 
вы элементарной физики. 
Ц. 92 к. 


Тригг Дж. Решающие 
эксперименты п современной 
физике. Ц. 41 к. 

Физика. Пер. с англ. нод 
рел. А. С. Ахматова, 
часть 1 (Вселенная.} Ц. Гр. 
30 к., часть И (Оптика и 
волны.) Ц. Гр. 18 к. 

Шклярский Д. 0. 
и др. Геомегрические оценки 
и задачи из комбинаторной 
геометрии. Ц. 87 к. 


Элементарный — учебник 
физики. Под ред. Г. С. 
Ландсеберга, том [. (Ме- 
ханика. Теплота. Молеку- 
яярная физика.} Ц. Тр. И к,, 
том И. (Электричество ни 
магнетизм.) Ц. 94 к., том 1. 
{Колебания, волиы. Оптика. 
Строснне атома.} Ц. Гр. 13 к. 

Эллнот Л. Уил- 
кокс У. Физика. ‘Пер. 
с англ. Ц. Гр. 94 к. 

Заказы направляйте по 
адресу: 103773, Москва. Их- 
тровка, 15, магазии № 8 
«Техническая книга». 


Г. Я. Мкиш Расчет участка цепи, 
содержащего э. д. с. 


Нанбольшие трудности при реше- 
нни задач на постоянный электриче- 
ский ток возникают, когда на участ- 
ке цепи, рассматриваемом в задаче, 
имеется источник тока. 


Закон Ома 


Если участок цепи содержит только 
обычное сопротивление К, то закон 


Ома имеет следующий вил: 
й 


1 = (1) 
Грубейшая, но тем не менее до- 
вольно часто встречающаяся ошибка 
состоит в том, что этот закон приме- 
вяют лля нахождения сиды тока на 
участке целн, содержащем источник 
тока, или лругими словами, э. д. с- 
В действительности сила тока на 
таком участке зависит не только от 
напряжения {/;2 на концах участка 
({ — начальная, 2 — конечная точ- 
ки участка), но и отэ. д. с. & - 


1 бр-Е (2) 
г 
{х — внутреннее сопротивление источ- 
вика тока). 
Это н есть закон Ома для участка 
цепи, содержащего э. д. с. 
Входящие в формулу (2) величн- 
ны: сила тока ], напряжение И, 
и Э. д. с. & — алгебраические, т. е. 
могут быть и положительными, и от- 
рицательзыми. Только сопротивле- 
ние г всегда положительно. Глав- 
ный источник ошибок при использо- 
вании этого закона заключается п 


неправильном выборе знака той или 
иной величины. Чтобы избежать оши- 
бок при расстановке зваков, надо 
придерживаться общих правил, спра- 
ведливых во всех без исключения 
случаях. 

Сначала нужно выбрать (произ- 
вольно} положительное направление 
обхола в контуре. Сила тока на рас- 
сматриваемом участке будет положи- 
тельной, если направление тока (т. е. 
направление движения положитель- 
ных зарялов) совпадает с выбран- 
ным направлением *). Э. д. с. будет 
положительной, если работа сторок- 
них сил по перемещению единичного 
положительного заряда на данном 
участке цепн положительна. (В слу- 
чае гальванического элемента или 
аккумулятора э. д. с. положитель- 
на, если этот заряд перемещается 
внутри источника от отрицательного 
электрода к положительному.} На- 
конец, под напряжением И у2 на участ- 
ке цепи надо понимать разность по- 
тенциалов между начальной [Г и ко- 
нечной 2 точками участка: И, = 
— ф, —Ф.. 

Чтобы лучше понять смысл фор- 
мулы (2), разберем подробно два при- 


*) Еслн заранее (до решения задачи) на- 
правление тока не известно, то можно выбрать 
сго произвольно. После решения задачи по- 
лучится положительное или отрицательное 
значение силы тока. В первом случае это 
означает, что мы правильно выбрали направ- 
ление тока. Во втором случае — направле- 
ине тока противоположно выбранному. 


Рис. 1. 


мера — разрялку и зарядку аккуму- 
лятора. 

Разрядка аккумуля- 
тора. На рисунке 1 пунктирной 
рамкой выделен участок цепи с 
э. д. с. При выбранном н; 1 равленин 
обхода против часовой стрелки / >> 0, 
&>0, а (И,.<0 (ибо потенциал 
точки / — отрицательного полюса ак- 
‚ кумулятора меньше потенциала точ- 
ки 2 — положительного полюса), т. е. 
электрические силы совершают от- 
рицательную работу *). Поэтому урав- 


нение (2) для модулей запишется 
так: 
НЛИ 


= 6 1-— МИ. 


*) Если бы н рассматриваемой цепи были 
н другие источники, включенные соответст-. 
`вующим образом,. то был бы возможен слу- 
чай (!2>0. 


Рис. 2. 
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Рис. 3. 


Напряжение равно э. д. с. источни- 
ка минус падение напряжения на 
сопротивлении участка. 

Полученная формула, в частности, 
ноказывает, что для разомкнутой це- 
пи (7 =0) э. д. с. по модулю равна 
напряжению на клеммах источника 
тока. Поэтому э. д. с. можно изме- 
рить с помощью вольтметра, подклю- 
ченного к источнику с разомкнутой 
внешией цепью. Надо только пом- 
нить, что при этом будет допущена 
некоторая источность. Обычный вольт- 
метр имеет хотя и очень большое, 
но все же не бесконечио болышое со- 
противление, поэтому через вольт- 
метр идет ток и /г 5 0, так что на 
самом деле измеряемое напряжение 
несколько меньше, чем э. д. с. 

Зарядка аккумулято- 
ра. (Схема зарядки аккумулятора 
показана па рисунке 2. Выберем 
направление обхода контура по ча- 
совой стрелке. Тогда 7 >> 0, (,› > 0, 
но & < 0. При этом” 


[= ты или ин =Я-ЫИе. 


Напряжение па аккумуляторе бодь-. 
ше его э. д. с. на величину падения 
напряжения на внутреннем сопро- 
тивлении аккумулятора. 

Рассмотрим теперь несколько кон- 
кретных задач. 

Задача 1. Два элемента, элек- 
тродвижущие силы которых &, = 68 
ни &. = 48 и внутренние сопротцв- 
ления г, = 0,25 ом и г» = 0,75 ой, . 


Рис. 4. 


соединены по схеме, показанной на 
рисунке 3. Чему равна разность по- 
тенциалов между точками Ги 12? 
Сопротивлением соединительных про- 
водов пренебречь. 

Условимся считать положительным 
направление обхода против часовой 
стрелки. Полная э. д. с. цепи равна 
& =, |-- №, а сила тока в цепи 

Ир -г Га гв -- #2 “ 

Закон Ома для верхнего участка 
цепи между точками / и 2 запишет- 
ся в виде | 


№ Ма 
1 = Г? 


Из=и— = 


ый 


Знак минус указывает на то, ч1о по- 
тенциал точки / меньше потенциала 
точки 2. 

Тот же результат можно полу- 
чить, применяя закон Ома к пнжне- 
му участку цепи: 


и., — [г.— 6. =: 


[га и 


5,9 в 
й 8 < Й 


Задача 2. Изобразить гра- 
фическн примерный ход потенциала 
вдоль замкнутой цепи с гальваниче- 
ским элементдм, изображенной на 
рисунке 1. 

Пусть сначала цель разомкнута, 
поэтому ток и падения напряжения 
во внешней цепи и внутри источника 


Рис. 5. 


равны нулю. На границах электрод— 
электролит в источнике существу- 
ют скачки потенциалов АУ, п АЙ, 


(см. рис. 4). Сумма этих скачков 
равна э. д. с. элемента: & = АИ, + 
+ АИ.. 


При замыканин цепи скачки по- 
тенциалов на границах электрод— 
электролит не изменяются. Но по- 
тенциал электролита теперь не оста- 
ется постоянным, а уменьшается в 
направлении тока, т. е. от отрни- 
цательного электрода к положитель- 


ному. Величина падения напряже- 
ния на внутреннем сопротивлении 
О, =. 


На рисуике 5 нриведен пример- 
ный график распределения потенциа- 
ла в замкнутой непи. Отрезок АС 
нзображает потенциал положитель- 
ного электрода огиосительно неко- 
торого произвольно выбранного иу- 
левого уровия. Отрезок ВЕ соответ- 
ствует потенциалу отрицательного 
электрода. Расстояние между электро- 
дами равно АВ. Отрезки АЕ н 
ВР — потенциалы электролита вблн- 
зн положительного и отринательного 
электродов. Наклонная линия ОЕ 
изображает падение потенциала внут- 
ри элемента. Его величина {/, иред- 
ставлена отрезком ОК. Кривая СМЕ 
лает представление о падении потен- 
циала во внешней цепи на сопротив- 
ленин Ю. Это падение напряжения 
И» = {№ изображается отрезком /.Р. 
Отрезки СЕ = [К = АЦ, и ВЕ = 
— &4/, соответствуют скачкам по- 
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тенциала на границах электрод — 
электролит*). 
Линия СМЕДОЕС, изображающая 


ход потенциала во всей цепи, явля- 
ется замкнутой. Это означает равен- 
ство нулю полной работы электроста- 
тнческого поля на замкнутом пути. 
Действительно, поле совершает по- 
ложительную работу на участках СМЕ 
н ОЕ и отрицательную в тех местах, 
где имеются скачкн потенциала вверх 
(ЕР и ЕС). По абсолютной величине 
положительная работа равна отри- 
цательной. При перемешенин еди- 
ничного положительного заряда вдоль 
цепи положительная работа равна 
И + 0 = БК- ИЕ, а отрица- 
тельная работа равна АЦ, - АЦ, -- 
=& =РК-+РЬР. Но РК-+ЕЕ —= 
= [К + ОЕ, т. е. И, -- Ив = #, 
что представляет собой закон Ома 
для всей цепи, 

Может возникнуть вопрос — за счет 
чего же происходит выделение теп- 
ла в цепи? На всех участках, кроме 
границ электрод — электролит, дей- 
ствуют лишь электростатнческие си- 
лы. На границах, гле есть скачки 
потенциала, действуют еще и сторон- 
ние (в данном случае химические) 
снлы, причем отрицательная работа 
электростатических сил равна поло- 
жительной работе сторонних сил. По- 
этому положительная работа электро- 
статических сил во всей остальной 
части цепн оказывается нескомпенси- 
рованной. За счет этой работы и прс- 
исходит выделение тепла. 

Рисунок 5 позволяет наглядно ис- 
толковать закон Ома для участка 
цепи, содержащего э. д. с. Как видно 
из рисунка, модуль напряжения 
Ив БЕ = ЕК— ЕК = 

= ЕК — (РК'— ОР) = 

= «ЕК--ОР)-БК = 1 — МИ, 
т.е. напряжение на клеммах источни- 
ка равно э. д. с. минус паденне нанря- 
жения внутри источника. 


*) На рисунке 5 нзображен случай, ког. 
да скачок потенциала СЁ больше скачка по- 
тенциала ОЕ. Возможен, конечно, п нроти 
воположный случай. 


Мощность тока 


По определенню мощность тока на 
участке цели /—2 равна 

Эта формула справедлива для лю- 
бого участка цепи (даже содержащего 
источник тока). Другие выражения 
для мощности: 

й: 
Р = ПВ Ир — (4) 
годятся только для однородного участ- 
ка с обычным сопротивлением Р. 
Однако довольно часто встречаются 
ошибки, ‘когда формулы (4) записы- 
вают для участка, содержащего э. д. с. 

Обратим внимание еще на одну 
особенность участка цепи с источ- 
ником тока. Для однородного участ- 
ка мощность всегда положительна 
(действительно, Р = РК >> 0). Энер- 
гия, поступающая на этот участок 
извне, увеличивает его внутреннюю 
энергию и затем передается окружа- 
ющим телам в виде тепла (выполня- 
ется закон Джоуля — Ленца). 

При наличии э. д. с. на участке 
мощность может быть как положи- 
тельной, так и отрицательной. Для 
наглядности обратимся еще раз к 
процессам зарядки и разрядки акку- 
мулятора. 

Как мы уже говорили, при за- 
рядке аккумулятора ток и напряже- 
ние одинаковы по знаку (ток идет в 
направлении убыли потенциала, как 
н на однородном участке цепи), а 
знак з.д. с. противоположен знаку 
силы тока. Следовательно, мощность 
Р = Ш, положительна, т.е. ак- 
кумулятор потребляет мощность из- 
вне. На что же она расходуется? Пе- 
репишем выражение для мощности в 
другом виде. Так как ,. = и— 
—&, то 

Р = Ги — 18 = + ИИб|. 6) 


Первое слагаемое — это известное из 
закона Джоуля — Ленца выражение 
лля количества теплоты, выделяюще- 
гося в аккумуляторе в единицу вре- 
мени. А второе слагаемое — это ра- 
бота в еднницу времени, совершаемая 


против сторонних (хнмических) сил; 
за счет этой работы увеличивается хи- 
мяческая энергня аккумулятора. Та- 
ким образом, потребляемая извне энер- 
гия частично выделяется в виде теп- 
ла, а частично идет на увеличение 
энергии аккумулятора. 

Когда аккумулятор разряжается, 
знаки тока и напряжения противо- 
положны (ток в аккумуляторе идет 
в сторону возрастання потенциала), 
а знаки снлы тока и э. д. с. одина- 
ковы. Поэтому мощность 


Р = Ш» = ФМ ИО = 
— 1*г — 11181 (6) 


отрицательна. Это означает, что мощ- 
ность не поступает на этот участок 
извне, а наоборот, аккумулятор по- 
ставляет мощность во внешнюю цепь. 
При этом, конечно, часть мощности 
(/*г), расходуемой аккумулятором, вы- 
деляется в виде тепла на его внутрен- 
нем сопротивзении. Остальная мощ- 
ность отдается внеиней цепи. 
Следует подчеркнуть, что приве- 
денные рассуждения (в частности, 
формулы (5) и (6)} справедливы не- 
зависимо от того, каково происхож- 
дение э. д. с. на рассматриваемом 
участке. 
Теперь разберем такую задачу. 
Задача 3. Какую максималь- 
ную механическую мощность Ри, мо- 
жет развить сериесный *) мотор по- 
стоянного тока, включенный в. сеть 
с напряжением Ц = 120 в, если со- 
противление его обмоток г = 20 ом? 
Прин вращении якоря мотора в 
магнитном поле в его обмотке возни- 
кает э. д. с. нидукции &, поэтому 
(аналогично случаю зарядки акку- 
мулятора) 


[= МИ 181. (7) 


Тогда полная мощность Р, потреб- 
ляемая моторсм, равна 

Р = Ш = Рич НИ&|. (8) 
Часть мощности Р., = 7? — это ко- 
личество теплоты, выделенное в об- 


*) Сернесным мотором называется элект- 
ромотор, у которого обмотки статора и рото- 
ра сосдннены последовательно. 


Рис. 6. а) #,>9.. г, «га; 6) =, п =го. 


мотках в единниу времени. Второе 
слагаемое в выражении (8) представ- 
ляет собой механическую мощность 
Рыех- Выразим силу тока { из (7): 


х |2 зи <’ 
Ы = МЕ Подставив полученное 
значение в выражение для  механи- 
ческой мощности, получим: 
- ея — &* 
Рух 5 И. (9) 


Напряжение {(/ н сопротивление об- 
моток г заданы, а Э. д. с. индукции # 
может изменяться, например, в за- 
внсимости от скорости вращения мо- 
тора. В задаче требуется найти мак- 
симальную механическую мощность 
Р„ мотора, а выражение (9) имеет 
#0 
2 
мер, «Квант» 1974, № 5, с. 65}. По- 
этому окончательно 


В 


максимум при (см., напри- 


= = 180 ал. 


Вис. 7. а) “,>&.; 6} $3 


Рис. 8. 


Упражнения 

}. Через аккумулятор с виутренним со- 
противленнем г-—0,05 ом и электродвнжущей 
силой 9=12 в течет ток силой 7-= 10 а. Най- 
тн напряжение (/ на зажнмах аккуму лятора. 


2. Замкнутая цепь пнтается от источ” 
ннка с э.д.с. & и внутрениим сопротивле- 


ннем г. Постройте графики — зависнмост 
силы тока в цепи и напряжения на зажима 
источника от величины внешиего сопротнвле 
ния К. 

3. Изобразить графически примерный ход 
потенциала вдоль замкиутых цепей, показан - 
ных на рисунках би 7 (рассмотреть слу- 
чаи а) и 6) ). Определить снлу тока для каж - 
дой целн и разность потенцналов между точ- 
ками [и 2. Сопротивлением соединительных 
проводов пренебречь. 


4. Определить силу тока в проводниках 
цепи, изображенной на рисунке 8, если нн- 
дукция магнитного поля перпендику - 
лярна плоскости чертежа м изменяется со 
временем по закону В. Сопротивление 
еднинцы длниы проводников равио го. 

5. Электродвижущая снла генератора по- 
стоянного тока “= 100 в. Сопротивление его 
обмоток г--10 ом. Генератор замкнут на 
внешнее сопротивление А. Мощность, выдс- 
ляемая на этом сопротнвленни, Р=90 вт. 
Определить напряженне И на клеммах гс- 
нератора. 


Одно г еометрическое неравенство 


В «Квантс» № 7 за этот год (с. 65) выска- 
зывалось следующее предположение: 


"56 (26 -- Фе -г са) == тоть -- тьте + тете, 


где а, 6, с, та, ть, Те -- длнны сторон и 
соответственно меднан произвольного тре- 
угольника. . 
Ниже приводится «геометрическое» дока- 
зательство этого утверждения*). : 
Лемма 1. ттт тс За. с. 
Лемма 2. а* -| 62 -- с? < 2(а6-- ос -- 
6$. - 
Пемма3. м +4 м2 + 
ы ь - а п ь ыы т 


-- 524-22). : 


Докажите этн леммы самостоятельно 
Лемма 4 тать тыпе -- тате = 


м 


5 
= 4 (26 -- Бес + аб) 


Доказательство. Согласно  лем- 
ме 1. (то--ть-- то? < (ат 0*, тю 


сть т? - т — т? + 2тать -|- Зтьт, 
+ 2тотс < (23 -- + 22} 4 2а6 + 
-- 26 + 2ас, 


*) Номер был уже отправлен в типогра- 
фию, когда в редакцию пришло письмо от Пете- 
ра Такача из г. Шафариково (Чехословакия) 
С Чисто алгебраическим доказательством. 


$9 


откуда, в снлу лемм Зн 2: 

2тать -- 2тыте + 2тате < 
5 5 

< 4: = --с?). „5 (а6- с--ас): 


что и требовалось доказать. 


Лемма 5. Если в треугольнике со 
1 


1 
—3_ ть я —3 тепостроить 


1 
=“. 


1 
сторонами —— та, 


меднаны, то нх длины будут равны 


РЕ 
4 би — <: 
Доказательство Пусть С — цеитр 
тяжести треугольннка АВС, АМ, ВК н 
СР — меднаны, Ю — середина отрезка ВС 


По построению |ЮС] = — "ь. | РС | 


| 
= те, в РЕ — средняя линия в тре. 


| 
угольннке АВС, откуда [РВ | = Ч1АС== 


= т. Таким образом. треугольник 


РКС — искомый. Провелем в ием меднану РО. 
Она является средней линией в треуголь- 
нике АВК, мн, следовательно |РО|-== 


1 } 
мт: т. 


Утверждение леммы доказано. 
Применив теперь лемму 4 к треуголь- 
нику РАС, получим нужное неравенство 


А_ Резников 


Международные 
олимпиады школьников 


РК 


ыы 
= 
х 
2“ 
— 
« 

= 
ы 

> 
т 


5651 309 ЗАЧЮАТО 


ситком 


ХУЙ Олимпиада 
по математике 


ХУП Международная математиче- 
ская олимпиада школьников состоя- 
лась в Болгарии в июле 1975 гола 
в г. Бургас. В ней приняли участие 
команды 17 стран: Австрии, Болга- 
рин, Великобританни, Венгрии, ГДР, 
Греции, ДРВ, Монголни, Нидерлан- 
дов, Польши, Румынии, СССР, США, 
Франции,Чехословакии, Швеции, Юго- 
славии. Как обычно, команда каж- 
дой страны состояла из 8 школьнн- 
ков (в команле ДРВ было семь че- 
ловек из-за болезни одного участ- 
ника). Впервые выступила на олим- 
пиаяе команда школьников Греции. 

Советская команда была в ос- 
новном сформирована из победите- 
лей 1Х Всесоюзной математической 
олимпиады. 

В этом году Всесоюзная олимпиада 
проводилась по новому положению, 
которое в настоящее время уточня- 
ется. Это положение предусматривает 
проведение республиканских олим- 
пиад, по итогам которых формируют- 
ся команды союзных республик. Од- 
нако ограничения на формирование 
команды РСФСР н недостатки в ор- 
ганизации н проведении Всеросснй- 
ской математической олямпнады при- 
велн к тому, что многие школьники, 
показавшие высокие результаты на 


Московской городской олимпиаде, не 
попали на Всесоюзную олимпнаду. 
В связи с этим для отбора кандидатов 
в команду СССР на Международную 
математическую олимпнаду среди мос- 
ковских школьников были проведены 
дополнительные соревнования. По- 
бедители Всесоюзной олимпиады вмес- 
те с победителями московского от- 
бора были приглашены на учебно- 
тренировочные сборы, которые тра- 
дяционно проводятся под Москвой 
в Горках Ленинских. Здесь и был 
окончательно определен состав ко- 
манды. В нее вошли: 


Александр Корнюшкин, 
выпускник ФМШ № 18 при МГУ, 
призер областных и республи- 
канских олимпнад по математике на 
Всесоюзной математической олнмпиа- 
де он получил в 1973 году — [ пре- 


мию, в 1974 году — Ц премию, в 
1975 году — ИП премию: 
Юрий Неретин, выпуск- 


ник средней школы № 91, г. Москвы, 
призер Московских городских олим- 
пнад, на Всесоюзной математической 
олимпиаде он получил в 1974 голу 
1 премию, в 1975 году — И премию; 

Александр Резников, 
выпускник ФМЩ № 145 при КГУ, при- 
зер городских и республиканских 
олимпиад по математике (Г премня в 
1974 н 1975 годах), на Всесоюзной 
математической олимпнаде он по- 
лучия в 1974 году И премию, -а в 
1975 году — [ премию; 


$7 


Сергей Финашин, ученик 


9 класса ФМШ № 45 при ЛГУ, 
призер 'Ленннградских городских 
олимпиад (1973 год — 1 премия, 
1974 и 1975 годы. — И премия), 


на Всесоюзной математической олим- 
пиаде он получил в 1974 н 1975 го- 
дах 1 премии; 

Татьяна Хованова, уче- 
ница 9 класса средней школы № 444 
г. Москвы, призер Московских го- 
родских олимпиад по математике, 
на Всесоюзной математической олим- 
пиаде она получила в 1974 ин 1975 го- 
дах | премин; 

Георгий Шмелев, выпуск- 
ник средней школы № 20 г. Ярослав- 
ля, призер областных и республи- 
канских олимпиад, на Всесоюзной 
математической олимпиаде получил 
в 1974 году П премию, в 1975 году — 
Г премию; 

Борис —Юсин, выпускник 
очно-заочной вечерней (сменной) шко- 
лы № 180 г. Москвы, призер Москов- 
ских городских олимпиад, занял пер- 
вое место в отборочных соревнованиях 
школьников на ХУИ Международную 
математическую олимпиаду: 

Илья Юнус, выпускник сред- 
чей школы № 27 г. Харькова, прни- 
зер областных и республиканских 
олимпнад, на Всесоюзной математи- 
ческой олимпиаде получил в 1974 го- 
ду Ш премию, в 1975 году — Г пре- 
МИЮ. 

Кроме того, в тренировочных сбо- 
рах приняли участие кандидаты в ко- 
манду Констан`т ин Рыба- 
сов (выпускник ФМШ № 145 при 
КГУ), Алексей Музыкантов 
(выпускник школы № 130 г. Новосн- 
бирска), Александр Гонча- 
ров (ученик 9 класса школы-ин- 
терната № 18 при МГУ), Влади- 
мир Гейзель (выпускник ФМШ 
№ 18 при МГУ). 


Для читателей «Кванта», возможно, пред- 
ставят интерес задачи одной из отборочных 
олимпнад, результаты которой учитывались 
при формировании команды. 

1. На бесконечной черно-белой шахмат- 
ной доске со сторопой клетки | сидит блоха, 
которая каждую секунду прыгает на © впра- 


во и В еверх, причем О<а<В<1. Доказать, 
что блоха когда-инбудь окажется виутри 
белой клетки. 

2. Решить в натуральных числах урав- 
нение т” == пй”. 

3. Точка О — центр квадрата АВСО. 
Найтн множество точек А таких, что отре- 
зок ОМ полностью покрывается кругом, ле- 
жащим внутрн квадрата АВСР. 

4. Доказать, что существует 1975 после- 
довательных натуральных чисел, ни одно из 
которых ие представимо и виде р?-| 42--г7, 
где р, 4, г — натуральные числа. 


3 июля наша команда выехала в 
Болгарию, где в Бургасе 7 и 8 июля 
состоялись оба тура состязаний. 

Задачи для олимпиады были пред- 
варнтельно отобраны Международным 
жюри, в состав которого вошли на- 
учные руководители всех команд, 
председателем жюри был профессор 
Софийского университета И. Про- 
данов. На решение задач в каждый 
из дней соревнований, как и в прош- 
лые годы, отводилось по 4 часа (тек- 
сты задач приведены в конце статьи, 
в скобках указано, какой страной бы- 
ла предложена задача и сколько оч- 
ков давалось за ее полное решение). 

Торжественное закрытие олим- 
пнады состоялось п Софии, где по- 
бедителям были вручены награлы. 


| премию получили 
8 участников, у которых по итогам 
двух дней оказалось 40 н 39 очков. 


40 очков набрали: Пауль Войта 
(США), Джон Рикард (Великобрн- 
тання), Жан-Клод Сикорав (Франция), 
Пауль Хердег (США), Джонатан Хич- 
кок (Великобритания), Борис Юсин 
(СССР). 

39 очков набрали: Вилфрид Па- 
шер (Австрия), МиллерПиукетт (США). 


Й премию получили 

25 участников, набравших от 37 до 
32 очков. Средн них трое советских 
школьников: Александр Корнюшкин 
(36 очков), Александр Резников (34 
очка), Гатьяна Хованова (32 очка). 


Ш премию получили 

36 участников, среди них наши школь- 
никн: Георгий Шмелев (28 очков), 
Илья Юнус (26 очков), Юрий Не- 


ретин (25 очков), Сергей Фнинашин 
(25 очков). 

По итогам двух дней соревнований 
лучшнй результат у команды Венг- 
рии, далее следуют команды ГДР, 
США и СССР. При этом лишь в трех 
командах — Венгрии, ГДР и СССР 
все участники получили награлы. 


Задачи первого дня соревнований 


1. Пусть хи у: (= 1, 2,3... в) — 
действительные чнсла, такие, что х, 2> 


>> Х22> ...2>Хи В И > У:2>...2> Уп. ДО- 
казать, что ебли 2,, 2.,.-.., да — любая 
перестановка чисел уз, ус, ..-., Уп, ТО 


Г] н 
о (би = р (1 — 24)? 
Е = =! 
{Чехословакния, б очков). 

?. Пусть а:, а», аз, ... — произволь- 
ная бесконечная последовательность поло- 
жительных целых чисел, таких. что а, < 
< аль, (1= #2). Доказать, что бесконечио 
много членов ам этой последовательности 
можно представить в виде аш= хар-Р уад, 
где хи у — положительные числа и ред 
(Великобритания, 7 очков). 

3. На сторонах произвольного треуголь- 
ника АВС вне его (в плоскости АВС) построе- 
ны треугольникн ВРС, СОА и АВВ так, что 


^^ ^^ —^ ^^ 
РВС = САО = 45°, — БСР =: ОСА = 30°, 
Ра —^ 
АВА = ВАЮ = 15. 


„^^ 
Доказать, что ОЮР = 90 шп 


ЮК!] == 
— }ЮР| (Нидерланды, 7 очков). 


Задачи второго дня соревнований 


3. Пусть А — сумма цифр в десятичной 
записи чнсла 4444%*, э В ’— сумма цифр чнс- 
ла А (А и В также рассматриваются в деся- 
тичной записн). Найти сумму цифр числа В 
(СССР, 6 очков). 

5. Можно ли на окружности раднуса 
] отметить 1975 точек так, чтобы длины хорд, 
соединяющих любые две из них, выражались 
рациональными числами? (СССР, ОЧКОВ). 

8. Найтн все миогочлены Р’ относительно 
двух перемениых, обладающие следующими 
свойствами: 

1} Р — однородный многочлен степенн л, 
то ссть для всех действительных {, х, у 
Р (1х, 4) = СР (х, у); 

2) для всех действительных а, $, °С 
Рать от РСЯ 

РР (с а, 5) = 0; 

3) Р (1,0) =1 


(Велнкобритаиня, 8 очков}. 


3. Н. Моисеева, В. А. Скворцов, 


УШ Олимпиада 
по физике 


В июле 1975 года в городе Гюстрове 
(ГДР) состоялась УП Международ- 
ная олимпнада по физике среди школь- 
ников. В олимпнаде участвовалн ко- 
манды Болгарин, Венгрин, ГДР, Поль- 
ши, Румынии, СССР, Чехословакии, 
Франции, ФРГ. 

Членами команды СССР были шко- 
льники — призеры Всесоюзной олим- 
ннады по физике, показавшие нан- 
лучшие результаты на треннровочиом 
сборе: 

Леонид Авдеев — вы- 
пускиик физико-математической шко- 
лы-интерната № 165 г. Новосибирска; 

Вадим  Борю — выпускник 
средней школы № 28 г. Запорожья; 

Сергей Коршунов — вы- 
пускник средней школы № 1 пос. 
Монино Щелковского района Мос- 
ковской области; 

Юрнй Македонов— вы- 
пускник средней школы № 37 г. Ка- 
линина; 

Евгений Шахнович — 
выпускник средней школы № бг. Ка- 
линина. 

7 июля все участники олимпнады 
собрались в Берлине и на автобусах 
направились в Гюстров. . 

9 июля проводился теоретический 
тур, на котором участникам были 
предложены три задачи (тексты задач 
приводятся в конце статьи). Макси- 
мальное число баллов в этом туре 
получили: Раду Опреа (Румыния), 
Сергей Коршунов (СССР), Антони 
Лачковскнй (Польша), Доменик Де- 
ланде (Франция). 11 июля на экспе- 
риментальном туре, где участникам 


нужно было решить одну задачу, на- 
илучших успехов добились Матнас 
Вагнер (ГДР). Мирослав Лычка (Че- 
хословакия), Сергей Коршунов, Ев- 
гений Шахнович (СССР), Иозеф Шмидт 
(Венгрия); Волькер Фритче (ГДР). 
14 нюля состоялось торжествен- 
ное закрытие олимпиады, гле были 
полведены окончательные итоги. По- 
бедители были награждены диплома- 
ми и ценными подарками. 
Нанболее успешно выступили ко- 
манды ГДР, СССР, Венгрнн и Поль- 
ши, все члены которых были награж- 
дены дипломами 1, И, И! степени. 
. Победителем олимпиады стал Сер- 
гей Коршунов (СССР), набравший на- 
нбольшее число баллов (43). 


| премию получили: 

Сергей Коршунов (СССР), Раду 
Опреа (Румыния), Иозеф Шмидт (Вен- 
грния), Волькер Фритче, Матиас Ваг- 
нер. Йорг Бергман (ГДР), Мирослав 
Лычка (Чехословакия). 


Й премию получили: 

Бела Фараче, Ене. Шер (Веигрия), 
Леонид Авдеев, Евгений  Шахнович 
(СССР}, Антони Лачковский (Поль- 
ша), Лаурентю Франчу (Румыния), 
Мартин Ханке (ГДР), Ян Хула (Че- 
ое Доменик Деламде (Фран- 
ция). 


111 премию получили: 
Ежи Блавдзевич, Анджей Лусаков- 
ский, Дарюш Петрашкевич, Богуслав 
Суликовский (Польша), Юрий Македо- 
нов, Вадим Борю (СССР), Ганс-Георг 
Мартин (ГДР), Геза Георгий, Ат- 
тила Вироштек (Венгрия), Пьер-Ми- 
щель Дельрух, Рене Годефрой (Фран- 
ция), Юри Хулка (Чехословакия). 
В свободное время юным физикам 
была предоставлена возможность по- 
знакомиться с культурными и исто- 
рическими памятниками ГДР, встре- 
титься со школьникамн и студентами. 
Участники олимпнады были го- 
стями студентов Высшей педагоги- 
ческой школы им. Лизелотты Герр- 
мани в Гюстрове, где проходнла олим- 
пнала. Школьники совершили про- 
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гулку па катерах по озеру, экскур- 
сию по городу, побывали в Политех- 
ническом музее, в музее Барлаха, 
на промышленных предприятиях, воз- 
ложили венки к памятному месту 
встречи Советской армией узников 
Заксенхаузена и на братскую могилу 
советских солдат. 

В Ростоке, познакомившись с го- 
родом, участники олимпиады  со- 
вершили прогулку на катере по Бал- 
тнйскому морю, встретились втуристи- 
ческом лагере со школьниками ГДР. 

Во время поездки в Потсдам участ- 
ники олимпиады посетили парк Сан- 
Суси, Новый дворец, замок Цицилиен- 
хоф, где было подписано знаменитое 
Потсдамское соглашение. 

В Берлине была экскурсия по 
городу. Во время посещения Треп- 


тов-парка школьники возложили 
венок к памятнику Советскому сол- 
дату. 


За время олимпиады члены раз- 
ных команд подружились между со- 
бой, обменялись сувенирами. 

Ниже приводятся задачи теоре- 
тического и экспериментального ту- 
ров. 


Теоретический тур 
Задача 1. Стержень закреплея под 


п ` 
УГЛОМ = — а по отношению к вертикально я 


оси А (рис. 1). Конструкция может вращаться 
вокруг этой оси с угловой скоростью ®. На 
стержие находится подвижное тело весом 
С = тр. Лвижение тела по стержню проис- 
ходит с трением. Коэффициент трения покоя 
и п = ыВ. 


Рис. |. 


Рис. 2. 


а) Для какнх значений угла @ теао на- 
ходится и нокое н для каких значений © 
тело. движется при ® — 0? 

6) Определить условия, при которых те- 
ло находится в покое, если конструкция вра- 
щастся с постоянной скоростью ®. При вра- 
щенни угол 2 не меняется. 

Используйте следующие соотношения при 
расчегах: 


&и1 (© — В) = зта созВ = соза т В. 
0$ (© = В) = с0$ со$ В 2 $ зи? В. 


Задача 2. Лля толстой стеклянной 
линзы с раднусами кривизны т, и 7; н толши- 
ной 4 (рис. 2), находящейся и воздухе, фю- 
кусное расстояние { определяется следующим 
выражением: 


ПГ. 


1" бои. пе’, 


тде п — показатель преломления (воздух — 
стекло). . 

Примечанн е. г;>0 означает, что 
центр кривизны ЛИ; лежит © правой стороны 
от точки $; г; < 0 означаст, что центр кри- 
визны 1; лежит с левой стороны от точки 
0 6. 

Для определенных целей желательно, что- 
бы фокусное расстояние не зависело от длины 
волны света А. 

а) ля скольких различиых длин волн 
можие добиться одного и того же значения 
фокусного расстояния? 

6) Найдите соотношение 
и показателямн преломления, ири котором 
фокусное расстояние линзы не зависит от 
Алиим толиы света (см. предыдущий вопрос), 
н обсудите это соотношение. Нарнсуйте 
возможные фермы линзы.Укажнте положения 
центров кривизны М, н М.. 

з) Покажите, что для плоско-выпуклой 
линзы определенное - фокусное расстояние 
можно получить только для одной длииы 
волны света. . 

г) Укажите еще случан, когда прн опре- 
деленных параметрах толстой линзы можно 
реализовать заданное фокусиое расстояние 


между #,, а. 


только для одной длнны волны. Обратите 
при этом вмимание иа физическое и гсомет- 
рическое обстоятельства. 

Задача 3. Из точки О п одной плос- 
костн нспускается пучок положительных 
однозаряженных ионов (заряд --е) одниако- 
вой и постоянной массы т. Ионы, ускоренные 
напряжением (‚отклоняются однородным маг- 
нитным подем. которое направяено перпен- 
дикулярно к нлоскости расиространення но- 
нов. Индукция магиитного поля равна В. 
Границы магнитного поля должны быть та- 
кимн, чтобы пучок нонов сходился м одной 
точке А (ОА = 20). Траекторни нонов долж- 
ны быть симметричнымн относительно зи- 
нии, перпендикулярной к огрезку ОЛ и 
проходящей через его середину. Из возмож - 
цых грациц маснитиого поля следует выбрать 
такие, которые находнлись бы и окрестнос- 
тях линии, перпендикулярной к середиие от- 
резка @А, но ие захватывали точек О и А. 
Область должна быть односвязной, т.е. без 
дыр н разрывов. 

а) Выразнте радиус кривизны А траек- 
торий частни и магнитном поле как функцию 
напряжения С н индукции В. 

6) Укажите характерные свойства тра- 
скторий частиц н полученной установке. 

в) Пайдвте границы магнитного поля пу - 
тем геометрического построения для случаев: 
Ю «а; В та; Ю>а. 

г) Найдите математическое 
дая границы магнитного поля. 


выражсине 


Экспериментальный тур 


Задача. На рабочем месте находятся 
следующие приборы:  полупроводииковый 
прибор, реостат {140 ом}, постокцное соцоо- 
тнвление (300’ ом), источник нанряжения 
(96), 2 универсальных элсктроизмерительных 
прибора (без омметра), соединительные про- 
вода. 

Используя эти приборы, решите следую- 
шие задачи. 

а) Соберите цепь п проделайте необхо- 
димые измерения для построения вольтам- 
перной характеристики полупроводникового 


и, 


Полупроводниковый 
прибор „ м 


Рис. 3. 


Рис. 4. 


прибора в границах, определяемых макси. 
мально допустнмой мощностью 250 мат. 
Запишите результаты измерений п таблниу 
и нарисуйте вольтамперную характеристику. 
Подумайте перед началом измерений о том, 
как можию надежно предотвратить нерсгру5- 
ку полупроводникового прибора, и заиишите 
ваши рассуждения в отчет. Начертите схему 
электрической цепи для проведения измере- 
инй и проапализнруйте систематические сшиб- 
ки, которые возникают при использовании 
выбранной вамн схемы. 

6) Рассчитайте внутреинне сопротивле- 
ния (динамические сопротивления) нолупро- 
водникового прибора при силе тока 25 ма. 

„) Используя схему. указанную на рн- 
сунке 3. нсследуйте зависимость выходного 


АТ= 30 ма: 


ЛИ = 0„1в 


Рис. 5. 
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напряжения » от входного напряжения (, 
и результат представьте в виде таблицы я 
графически. Входное напряжение , следует 
менять в пределах от 0 до 9 в. Прн этом полу - 
проводниковый прибор следует включить в 
цепь так. чтобы М. было по позможностн 
больше. Нарисуйте полную схему соединения 
приборов и обсудите в отчете результаты из- 
мерений. 

г) Укажите, на какую величину меняется 
выходное напряжение (/.. ссли входное на- 
пряженне Ш; увеличивается от Ти до 9 6. 
Объясните качественно отношение АЙ, АЦ.. 

д) К какому типу полупроводниковых 
приборов относится прибор. используемый 
в эксперименте? Приведите пример практиче- 
ского применения схемы, указанной на ри- 
сунке 3. 

Указание. Электронзмерительные 
приборы относятся к классу точности 2,5 
и имеют следующие параметры: 


Е Внутренние сопротни- 
Дианазон измерения 


ление 
50 на 3 ком 
300 па 1] лом 
3 та 100 ом 
30 та 10 ож 
300 та | ом 
0.За 6 ком 
Га 20 лом 
Зв 60 хоч 
1Ю а 200 хом 


Рис. 6. 


Как обычно, решения задач оценн- 
вались баллами. Максимальное ко- 
личество баллов за решение каждой 
задачи теоретического тура — 
10, а за решение экспериментальной 
задачи — 29. Таким образом, каж- 
дый участник олимииады мог на- 
брать 50 баллов. Для примера ири- 
ведем решение экспериментальной 
задачи (решение остальных задач 
см. на с. 74). Заметим, что здесь н 
далее решения задач даны так, как 
они былн предложены устроителя- 
ми олимпнады. После каждого эта- 
па решення в скобках будет указано 
соответствующее количество баллов. 

а) Максимально допустимая мощность 
для полупроводникового диода 250 мет. Сле- 
довательно, серию измерений падо проно- 
днть так, чтобы произведение напряження 
на полупроводинковом приборе на снлу то- 
ка всегда было меныше допустимой мошно- 
сти. (1 балл) 

Схемы для эксперимента могут быть та- 
кими, как показано на рисунке 4. (2 балла) 

Систематические ошибки возникают, во- 
первых, из-за измерительных приборов. В 
первой схеме (рис. 4, а} амперметр измеряет 


Рис. 7. 


_ также ток, текущий через вольлметр. Во в1о- 


рой схеме (рис. 4, 6} вольтметр измеряет 
сще падение напряжения на амперметре. По- 
этому при расчетах необходимо использовать 
данные о внутренних сопротивлениях ампер - 
метра и вольтметра. Во-вторых, системати - 
ческая ошибка возникает из-за неконтролн- 
руемого повышения температуры полупро- 
водникового прибора, при этом увеличива- 
ется сго электропроводиость. (| балл) 

Вольтамперная характеристика полупро - 
водиикового прибора, полученная по резуль- 
татам измерений, приведена на рисунке 5. 
(2 балла) 

6) Внутреннее сопротивление определя- 


ется так: К; -- ку. (1 балл) 


При силе тока 25 ма внутреииее сопро- 
тибление для прямогд направления тока рав- 
но | 042=50%, в для запирающего нап равле- 
ния тока — 10 ом = 50% (см. рис. 5). 

Относительная ошибка до 50% считалась 
донустимой. (2 балла) : 

в) Полная схема, необходимая для ис- 
следовання, показана на рисунке 6. (1 балл) 

Для обоих направлений тока график за- 
висимостн {5 = {(4/:} нмест одинаковый 
вид (рис. 7), на абсолютные значения различ- 
ны. (3 балла) 

Обратите вниманне на то, как включен 
полупроводниковый днод. Именно в этом 
случае выходное напряжение {/; будет боль- 
ше. (1 бадл) 

Начиная с некоторого значения входного 
нпапряження (,, напряжение (/›. изменяется 
очепь незначительно потому, что произошел 
иробой полупроводникового прибора. С уве- 
личением (/, растет ток в цеци и соответст - 
венно растет падение напряжения на доба- 
воиюм сопротивлении. (| балл) 

т) По результатам измерений 
= 0, в = 50%. (1 балл) 

Таким образом, АИ. гораздо мемьще АЦ. 
Это объясняется тем, что внутреннее сопро- 
тивление полупроводникового ирнбора на- 
много мельше добавочного сопротивления, 
поэтому изменение входного сопротивления 
сняьнее всего сказывается иа падении ва- 
нряжения ва добавочном сопротивлеинни - 
(2 балла) 

д) Полупроводниковый прибор является 
диодом. Правнльным считается также 
ответ: выгрямитель. (1 балл} 

Данную схему можно нспользовать как 
стабилизазор напряжения. (2 балла) 

Вниманнс” При разрушении днода 
вычитаются 2 балла, а при поврежденин 
нзмерительного прибора —— 5 баллов. 


АВ = 


В. Г. Разумовский, Г. С. Тарасюк 
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РЕЦЕНЗИИ. 
БИБЛИОГРАФИЯ 


Школьникам 
о физике 
твердого тела 


Редакция физики издатель- 
ства «Просвещение» начала 
издание серии книг под 
общим названием ^«Школь- 
никам о современной фи- 
Зикс». Это сделано весьма 
своевременно. поскольку 
средняя школа перешла на 
"овую программу по физике, 
в которой заметно возрос 
удельный вес разделов со- 
временной физики и подият 
ваучный уровень всего курса. 

В 1974 году вышла пер- 
вая книга этой серин, п ко- 
торой рассказывалось о ие- 
которых фундаментальных 
проблемах современной фи- 
зики. В журнале «Квант» 
была опубликована рецен- 


зия на эту книгу“). Недав- 
но вышла вторая книга, 
посвященная физике  твер- 


дого тсла*”). Физика твер- 
дого тела п наше время прев- 
ратилась в обширную, раз- 
ветвленную науку Каждое 
направление этой наукн име- 
ег большое теоретическое 
значение вн широкне практи- 
ческие применения. Почти 
невозможно указать  от- 
расль промышленности, где 
бы не применялись достиже- 
ння современной физики 


*) Д. Бороднн. «Шко- 
льникам о современной фи- 
зикс», «Кванть, 1975, № 4. 

**) Школьникам п совре- 
менной физике. Физика твер- 
дого тела. М., "Просвешение», 
1975. 


твердого тела. Например, 
и современных вычислитель- 
вых машинах используется 
явление сверхпроводимости, 
свойственное некоторым ме- 
таллам и сплавам при низ- 
ких температурах. Свой. 
ства полупроводников  да- 
ют широчайшие — возмож- 
юсти применения полупро- 
водинков в технике. Таких 
иримеров можио было бы 
привести очень много. 


В школьвом курсе физн- 
ки рассматриваются некото- 
рые вопросы физики твердого 
тела. Но рассказать о совре- 
менном состоянии физики 
твердого тела так, чтобы бы- 
ло понятно школьнику , очену 
трудию. Однако эта трудная 
задача в осиовиом успешно 
решена авторами статей, 
помещенных п книге. 


Книга содержит шесть 
статей, посвященных важ- 
нейшим проблемам физики 
твердого тела, и одну статью, 
рассказывающую п некото- 
рых особенностях связн сов- 
ременной физики с матема- 
тикой. 


Книга начинается ста- 
тьей доктора физико-матема- 
тических наук. старшего 
научиого сотрудника Инстн- 
тута физических — проблем 
АН СССР. ирофессора Мос- 
ковского физико-техническо- 
го института Л. Ф. Анд- 
реева «Сверхтекучесть 
жидкого гелия», В ней рас- 
сказывается © явленни сверх- 
токучести жидкого гелия, 
открытом в 1938 году круп- 
нейшим советским физиком 
академиком П. Л. Капицей. 


Из этой статьи читатели уз- 
нают не только об удивитель- 
ных свойствах жидкого ге- 
лня |, но ин поймут, почему 
гелий даже при сверхниз- 
кой температуре и пормаль- 
ном давлении пельзя прев- 
ратить в твердое тело. 


Необычные свойства. ко- 
торые обнаруживает жид- 
кий гелий при темпера- 
турах, близких к абсолют- 
ному нулю. — ие единст- 
венное замечательное явлс- 
ние в этой области темпера- 
тур. Второе уникальное яъ- 
ление, свойственное некото- 


рым металлам и силавам прн 
сверхнизких температу- 
рах, — сверхпроводимость. 
Этому явлению в книге 
«Школьникам о современ- 
ной физике. Физика твер- 
дого тела» уделено особое 
внимание. В статье «О сзерх- 
проводимости», наинсанной 
доктором  физнко-математи- 
ческих наук, профессором 
В. 3. Кресиным,  рассказы- 
вается © том, как в физиче- 
ской лаборатории Лейден- 
ского университета голланд- 
ский ученый — Г. Камер- 
линг-Оннес в 19И году 
открыл удивительное свой- 
ство ртути: при температу- 
ре, близкой к 4°К, электрни- 
ческое сопротивление этого 
металла скачкообразно об- 
ращается п иуль. Так воз- 
някло одно из наиболее ин- 
тересных и важных направ- 
лений в современной физи- 
ке твердого тела. 

Явление  сверхпроводн- 
мости наблюдается только 
ири очепвь низких температу- 
рах. В настоящее время уда- 
лось осуществить переход в 
сверхпроводящее состояние 
сплава МЬ.Се при температу- 
ре Т-- 22,3 °К. Это пока нан- 
более высокая температура 
перехода. В статье приводит- 
ся объяснение явления сверх- 
проводимости, обсуждаются 
направления поисков высо- 
котемнературной  сверхпро- 
водимости, рассмотрено 
влияние на сверхироеоди- 
мость магнитных волей. 
С большим нитересом чита- 
тели ознакомятся с уже 
существующими примене- 
ниями сверхпроводников, & 
также со связью сверхпро- 
водимости с другими облас- 
тями физики (сверхпроводя- 
щее состояние атомпых ядер, 
сверхироводимость и нейт- 
ронные звезды, — сверхпро- 
водимость и бнофизика). 

Статья В. А. Беля- 
кова, кандидата физико- 


‚Математических наук. стар- 


шего  иаучного сотрудника 
Ниститута  физико-техниче- 
ских и радиотехнических из- 
мерений. «Эффект Мёссбау- 
эра». ножалуй, нанболее 
трудная в этой кинге. 
В статье рассказывается 
о том, как происходит из- 


лучение и поглощение ф-лу- 
чей ядрами атомов. 

Как п электроны в ато- 
мах, пуклоны в ядрах (про- 
тоны и нейтроны) находят- 


ся на определенных энер- 
гетических уровнях. Пе- 
реходы нуклонов с одного 


уровня из другой являются 
причиной излучения или 
поглощения гамма-лучей яд- 
рами. В 1958 году молодой 
немецкий физик Р. Мёсс- 
бауэр изучал  резонаненое 
поглощение %-лучей. Энер- 
гня кванта этнх лучей рав- 
на разности энергетических 
уровией нуклонов. Поэтому 
такое поглощение и иазы- 
вается  резонансным. Мёсс- 
бзуэр обмаружил, что если 
ноглощение илн излучение 
}-лучей происходит в крис- 
таллической решетке, где 
ядра атомов жестко связа- 
ны, то не пронсходит отдачи 


ядер. (Если человек пры- 
гает в воду с корабля, то 
корабль не испытывает от- 


дачи, так как масса корабля 
значительно больше, чем 
масса чезовека. Если бы 
человек прыгал с лодки, то 
отдача была бы заметной.) 
Оказалось, что в условиях 
эффекта Мёссбауэра  свект- 
ральные линин испускания 
и поглощения \-лучей очень 
узкие. Это позволяет ис- 
пользовать эффект Мёссбау- 
эра для измерений очень ма- 
лых разностей зиергий н ча- 
стот с огромной точностью. 
В статье В. А. Беликова рас- 
сказывается о возможности 
прнменепия эффекта Меёсс- 
бауэра в разных областях 
физики и химни (ниаблюде- 
иие эффектов и теорни от- 
носительмостн, изучение 
структуры сложных  моле- 
кул твердых тели т. д}. 

Доктор физико-мате- 
матических наук, старший 
научный сотрудиик ИМисти- 
тута изических проблем 
АН СССР, профессор МГУ 
М. И. Каганов встатье 
«Магинтные свойства вещест- 
ва» увлекательно рассказы- 
вает о современных взгля- 
дах па магнитные свойства 
твердых тел. Начиная г рас- 
смотрения магнитных 
свойств элементарных носи- 
телей — магиетизма — элект- 


ронов, протонов н иейтро- 
нов, автор постепенно пе- 
реходит к магнитным свой- 
ствам атомов. молекул и 
кристаллов. (Статья содер- 
жит изложение природы из- 
рамагнетизма и обменного 
взаимодействия. При изуче- 
нии магинтных свойств ве- 
щества  нанбольшине труд- 
ностн у школьников вызы- 
вает понимание свойств 
и физической природы фер- 
ромагнетизма. В статье про- 
фессора М. И. Каганова онн 
не только найдут  доступ- 
ное и современное объясис- 
ниб этих вопросов, нон но- 
знакомятся г антиферромаг- 
нетизмом, г поведением ве- 
цеств, обладающих магнит- 
ными свойствами, вблизи 
абсолютного нуля  темпера- 
тур п со миогими другими 
интереснейшими проблемами. 

татья кандидата фи- 
зико-математическнх наук, 
доцента Московского педа- 
гогического института им. 
В. И. Ленниа Ю. А. Гур- 
вича посвящена полупро- 
водникам. В школьном кур- 
сефизики изучению электри- 
ческих свойств полупро- 
водников отводится заметное 
место. Поэтому содержание 
этой статьи в большей мере, 
чем материалы других ста- 
тей, покажется читателям 
знакомым. Одиако статья 
*«Пэлупроводники?®  сущест- 
венно расширяет те сведе- 
ния, которые школьники 
нолучают в обязательном 
курсе физики. Все свойства 
собствениых п примесвых по- 
лупроводников  рассматри- 
ваются на основе зонной тсо- 
рии твердых тел. анализа 
характера расположения п 
заполнения электронами 
энергетических уровней в 
кристаллах. Такой подход 
позволил автору  рассмот- 
реть все основные свойства 
электроиных н дырочных по- 
лупроводинков и рассказать 
о важиейших их примене- 


НИЯХ. 

Шестая физическая 
сгагья кимги, написанная 
кандидатом  физико-матема- 
тических иаук, научным 
сотрудником Физического 
института АН СССР 


А. А. Самохниым, иа- 


зывается «Лазеры». Этн оп- 
тические квантовые  гене- 
раторы света былин созданы 
в 1954—1955 годах — совет- 
скими учеными академика- 
ми Н. Г. Басовым и 
А. М. Прохоровым в Физи- 
ческом институте АН СССР 
в Москве и американским 
ученым Ч. Тауцсом в Ко- 
лумбийском университете 
| Нью-Норке. Статья 
А. А. Самохина  существен- 
но расширяет м углубляет 
сведения, изложенные и 
школьном учебнике. В ней 
говорится © о физических 
принцилах работы лазеров, 
0б их основных типах, ре- 
жиме работы, и также о мно- 
гочислениых м все расши- 
ряющихся возможностях при- 
менения лазеров в самых 
разнообразных областях нау. 
кии техиикн. 


Последняя, седьмая 
статья называется «Физи- 
ка и математика». Она на- 


лнсана кандидатом физико: 
математических наук, стар- 
шим научиым сотрудником 
Института атомпой энергии 
им. И. В. Курчатова 
В. П. Смилгой. Тема- 
тически эта статья ие связа- 
на с физикой твердого тела. 
Однако она имеет прямое 
отношение ко всей серии 
кинг «Ижольникам п совре- 
менной физике». В статье 
рассказывается © том, иа- 
сколько в наше время пере. 
плетаются математика п сов- 
ременная физика, о роли ма- 
тематики в достижениях фи- 
зики, о значении математи- 
ческой красоты в физических 
теориях и а многом другом. 
Написана статья мастерски, 
на примерах восьми конкрет- 
ных историй, охватываю- 
щих большой период вре- 
меин. 

Подведем итоги. С боль- 


шим педагогическим  так- 
том, на доступном и вместе 
с тем серьезном — хровие 


школьникам рассказывается 
о сложнейших вопросах 
современной физики. Можно 
только пожелать, чтобы ни сле- 
дующие  кииги этой серин 
принесли такую же пользу 
учащимся, как уже вышед- 
шие. 

Б. М. Яворский 


ИНФОРМАЦИЯ 


УГ Математическая 
олимпиада МЭСИ 


Московский экономико-стагистиче- 
ский институт в настоящее время 
занимает ведущее положение в стра- 
не по подготовке ‘специалистов но 


статистике, машинной обработке 
экономической информации и приме- 
непию математических методов в 


экономике. Вот ночему математика 
нграет для поступающих в МЭСИ 
особо важную роль. В этом году 
МЭСИ 6-й раз проводит математиче- 
скую олимпиаду для школьников. 

Олимпизда проводится в 2 тура: 
[Г тур — заочный и ПН — очно-заоч- 
ный. 

К участию во втором очно-заоч- 
ном туре будут допущены школьни- 
ки, успешно справившнеся с задача- 
ми ] тура н приславшие решения не 
позднее 25 февраля 1976 года (по 
штемпелю почты). Школьники Моск- 
вы для очного участня будут прн- 
глашаться в МЭСИ. Иногородние 
школьники участвуют во втором ту- 
ре заочно. Каждый участник олим- 
пиады, допушенный ко второму ту- 
ру, будет извещен об этом. Чтобы 
ускорить получение ответа из инсти- 
тута, приложите к письму конверт с 
вашим адресом. 

Адрес МЭСИ: 119435, Моск- 
ва, Б. Саввииский пер.. 14, «Олим- 
пнада- 76». 


Решение задач выполняется на 


русском языке в ученической тетра- 
ди. Проверка всех работ, представ- 
ляемых на олимпиаду, будет произ- 


водиться ЭВМ. Поэтому просим в 
конце тетради поместить ответы к 
задачам. заполнив следующую таб- 
лицу. 


Номера задач 


фе 2} 34] 5 

Ответы ее 

Задачи первого тура: 

1. Найти остаток от деления 
191975 — 21976 | 63950 ца |7. 


2. Вычислить произведение: 


==) = 
а 


3. Найти максимум выражения 

2 с0$х+3 с05 у—4' с0$ (х+у). 

4. На стороне АД вписанного п 
окружность четырехугольника на- 
ходится центр окружности, касаю- 
щейся трех других сторон четырех- 
угольника. Найти  |АБ|, если 
| АВ] =2 сми |СВ| =3 см. 

5. В усеченный конус, площадь 
полной новерхностли которого равиа 
200 см?, вписан шар. Второй шар ка- 
сается боковой поверхности конуса 
но границе нижнего оспования ко- 
нуса. Площадь части поверхности 
второго шара, находящейся внутри 
первого шара, равна Эл см?. Найти 
объем усеченного конуса. 


И. Г. Венецкий, 
Ю. И. Соркин. Н. Б. Шкундины 


«Квант» для младших школьников 


Задачи 


1. Мне и моей сестре сейчас вмес- 
те 26 лет, причем сестре в три раза 
меньше лет, чем мие будет тогда, 
когда нам вместе будет в пять раз 
болыие лет, чем мне сейчас. 

Сколько сейчас лет каждому из 
нас? 

2. Из фигуры па рисунке удалите 
две спички так, чтобы осталось два 
квадрата. 

3. Сколько надо взять слагаемых 
суммы 

12-8 5-Е... 
чтобы получилось трехзначное чис- 
ло, состоящее из одинаковых цифр? 

4. Петя сказал Расе: «Задумай 
какое-нибудь трехзначное число. Пер- 
вую его цифру удвой. К полученному 
пронзведению прибавь три. Загем 
‘умножь полученную сумму на пять и 
прибавь к результату вторую цифру 
задуманного. числа. Наконец, к полу- 
ченной сумме припиши справа пос- 
леднюю цифру задуманного числа. 
Сколько получилось? Пятьсот сорок? 
Ты задумал триста девяносто». 

Как Петя узнал, какое число за- 
думал Вася? 

5. В примере (см. рисунок} циф- 
ры зашифрованы геометрическими фн- 
гурамн. Раси ифруйте пример. 

6. Известно, что число а больше 
числа 6 вл раз, а сумма чисел ан 6 
больше их разности в т раз. Найти 
сумму чисел ти п, если и т, ий — 
натуральные числа. 


Расинки`Э. Назар»ва 


м. 
аи, РНИИ, 
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Точка, прямая... —что это такое? 


Е. Семенов 


В «Кванте» № 11 рассказывалось о фантастической ситуации — в одну из москов- 
ских школ на урок геометрии прилетел марсианин Инко. Ребята не смогли «рас- 
сказать» ему. что такое точка, прямая, ны только с помощью аксмом принадлежно- 
сти он начап разбираться в свойствах этих понятий. В этом номере мы предпагаем 
`°вам продопжить знакомство со свойствами точен и прямых — мы приводим еще 
две группы ансмом м задачи, решая которые, вы сможете проверыть. правильно ли 


вы понялм этмы аксиомы. 


1. Расстояние от одной 
до другой 


точки 


Аксиомы расстояния 


Аксиома И,. Дая любых двух то- 
чек А ы В имеется неотрицательная величи. 
на [АВ|, называемая расстоянием от А 90 В. 
Расстояние равно нулю в том и только в том 
случае, если точки А и В совпадают. 

Аксиома И. Расстояние от точ- 
ки А до точки В равно расстоянию от точки 
В до точки А: |АВ|- ВА. 

Аксиома 115. Для любых трех то- 
чек А, В, С расстояние от А до С не болыие 
суммы расстояний от А 40 Впот В 8% С: 
1АС-ТАВИ--1ВС[. 


Аксиомы Ш_. определяют по- 
нятие расстояния от одной точки до 
другой. При решении задач будем 


$$ 


пользоваться обозначениями вида«рас- 
стояние (11,)» (расстояние, описыва- 
емое только аксномой 11,), «рас- 
стояние (ПИ, ›)» (расстояние, описы- 
ваемое аксномами И, и И.), «точка 
(11;)» (гочка, описываемая аксиомой 


ит. п. 

Задача \1. Определим расстояние 
между двумя фигурами как наименьшее мз 
расстояний между точками, одиа из которых 
принадлежит первой фигуре, а другая— вто - 
рой. 

8) Ча рисунке 1 изображена карта го- 
сударств А, В, С, 0, каждое из которых 
имеет форму квадрата со стороной 100 хм. 
Каково расстояние между государствами А 
и В, ВиС. АиС, А и 0? Можно ли эти 
государств назвать точками (11)? 

6) Можио лк считать точками (1)) ок- 
ружности, изображеиные на рисунке 22 


Задача 2. Расстоянием между дву- 
мя населенными пунктамн, расположенимми 
на берегу рскн, назовем время движения от 
одного нз них ло другого на лодке. Можно 
ли считать населенные пункты А. ВнС 
{рис. 3) точками (П,.2)2 

Задача 3. Трамвай ходнт по коль- 
исвому маршруту и направленнн, указанном 
стрелкой на рисунке 4. Расстоянне межлу 
остановками нзмеряется длиной пути, прой- 
денного трамваем. Можно ли остановки А, 
В, С считать 

а} точками (ПИ): 

6) точками ИТ.); 

в) точкамн (И. 2)? 

г) Можно лн доказать аксному ИП, на 
основе аксномы П,? 

д) Если акснома ПП, не выполияется, то 
озиачает ли это. что ие выполняется в ак- 
снома [1,2 

«} При каком условии в дачной задаче 
будег выполняться равенство | АВ|-]ВА[? 

Задача 4+4. На рнсунке 5 нзобра- 
жены дороги, соединяющие населенные иунк- 
ты А, В, С. Расстояние между указанными 
населенными пунктамн измеряется длинной 
пути между иими. Можно ли пункты А, В, 
С считать 

а) точками {1,}; 

6) точками (Н.5): 

в) точками (11.2)? 

Задача 5. Вынолияется лн аксно- 
ма Ц. для государств, изображенных ма ри- 
сунке ]? 

Задача 6. а) Выполняется ли ак- 
снома И; для окружностей. изображенных 
на рисунке 2? 

6) Можио ли эти окружности считать 
точками (1..3)? 

в) Можно лн доказать аксному И; ва 
основе аксиом Цьм И»? 

Задача 7. а) Проверьте выполис- 
ние аксномы И: для населенных пунктов 
п задаче 2. 

6) Можно ди населенные иуйкты А. В, 
С считать точками (11,.3)2 

в) Можно ли доказать аксиому И», опн- 
раясь на аксномы И; и 15? 


Рис. 1. 


Рис. 9. 


Рис. 4. 


Рис. 5. 


69 


Рис. 6. 
2. Аксиомы порядка 


Акснома 11,. „7юбая точка О 
прямой р разбивает множество отличных от 
О точек прямой р на два непустых множест- 
ва так, что: 

2) для любых двух точек А и В, принад- 
лежащих разным множествам, точка О ле- 
жит между А и В; 

6) если точки А п В принадлежат одно- 
му и тому же множеству. то одна из них 
аежит между другой точьой п точкой О. 

Множества, о которых идет речь п ак- 
сноме ПП), называют открытыми лучами, 
а объединение каждого из них с точкой О 
называют лучом с началом О. 

Аксиома 111. Даля любого расстоя- 
ния а на заданном луче с началом О существу- 
ет одна п только одна точка А, расстояние 
которой от точки О равно а: |ОА |= а. 

Аксиома 1П1|.. сли пючка С лежит 
между точками А п В, то точки А, В, С 
принадлежат одной прямой. 

Акснома И],. Любая прямая р 
разбивает множество не принадлежащих ей 
точек паоскости на два непустых множест- 
ва так, что: 

а) любые две точки, принадлежащие раз- 
ным множествам, разделены прямой р; 


Рис. 7. 
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ВАД 
Открытый Открытый 
отрезок луч 
а) 6} 6) г] 5) 2} ж) 


6) любые две точки, принадлежащие од- 
ному п тому же множеству, не разделены 
прямой р- 

Задача 8. Возьмем числовую ось 
Ох, открытый отрезок ]АВ[, пересскающий 
эту ось (рис. 6), н точки С и Д такне, чо 
(ВС) (Ох}, (АОУКОхХ. Точки луча Ох 
спроектнруем на отрезок ОВ из изнтра С; 
точки луча, противоположного лучу Ох. 
спроектнруем из центра О на отрезок АО. 
Тогда на открытом отрезке | АВ[ получим бес- 
конечную числовую шкалу. Будем измерять 
расстояния между точками открытсго отрез- 
ка ЛВ к помощью полученной числовой шка- 
лы: если в точке Д1 стоит число т, в гочке А’ 
стоит число пл, то [АХ | == 1-— п. 

а) Укажите нг ] АВ[ несколько пар то- 
чек, находящихся друг от друга на расстоя- 
нии Зединнмы; 5 единиц; 8 единиц; 10 единиц. 

6} Укажите примерное положение точкн, 
лежащей па отрезке АВ и отстояшей от О на 
1000 единиц. 

в) Выполняются ли аксиомы П,_з для 
точек }АВ[ при таком измерении расстояний? 

Задача 9. На рисунке 7 изобра- 
жено несколько линий. Под расстояннем 
между двумя точками линий будем подразу- 
мевать длину кратчайшео пути от одной 
точки до другой по этой линии. Под пло- 
скостью будем подразумевать обычную пло- 


Объединение двух 


скость. Проверьте выполисние всех аксном 
для изображенных лийий. 


Заключение 


Мы рассмотрели иесколько простей- 
ших моделей, в которых выполня- 
ются те нли иные аксиомы. Существу- 
ет много моделей, в которых выпол- 
няются все аксиомы геометрии. Это 
объясняется тем, что точка — не укол 
булавки, а прямая — ие туго натя- 
путая нить, мысленно неограниченно 
продолженизя в обе стороны. Точ- 
ками и прямыми можно назвать лю- 
бые объекты, для которых выполня- 
ются свойства, указанные в группах 
аксиом. Например, под точкой мы 
можем подразумевать пару чисел 
(х, 5}, а под прямой — всякое миожест- 
во пар (х, у), являющихся решением 
уравнения ах | бу + с= 0. 

Итак, точка и прямая — это те 
геометрические понятия, свойства ко- 
торых описаны в аксиомах. Таким 
может быть ваш краткий ответ препо- 
давателю на экзамене. 

—- А как же быть с изображениями 
точек и прямых с ломощью мела н ка- 
рандаша? — спросите вы. Ну что ж, 
это всего навсего нзображе- 
ння точек и прямых, помогающие 
в наших рассуждениях. И только. 
Но ни в коем случае ие точки и ие 
прямые. И кто знает, может, на ка- 
кой-ТО далекой планете ученики изо- 
бражают точки н прямые совсем нна- 
че и не знают, что их можно изобра- 
жать так, как это делается у нас, в 
«земных» школах. 


ОТВЕТЫ, УНАЗАНИЯ. 
РЕШЕНИЯ 


К статье «Медианы и средпие линни» 

9. Сиачала проведите только средние 
лниик чехырехугольиика АВСР п докажнте, 
что их середины совпадают. Затем проведите 
отрезок, соедннякииий середины диагоналей, 
п докажите, что его ссредниа совпздает с се- 
реднной любой из средних линий. 

15. Соедините точку № с вершинами 
Ан. 

20. Используйте результат задачи 18. 

21. Сделайте некоторое дополиительнюе 
построение. 

22. С помощью параллельного переноса 
эту задачу можно свести к предыдущей. Но 
существует н другое решение, с использова- 
нием результата задачи 18. Убеднтесь в том, 
что условне задачн содержит лнимее даннос: 
покажите, что площадь любого выпукло- 
го четырехугольника можно — вычислить. 
сслн даны длины диагоналей и одной сред- 
ней лянии (нли длины двух средних лнний и 
одной диагонали). 

24. Локажизе, что треугольники АМР 
н МХР, ММО ин СУХО равновелики н вос- 
пользуйтесь результатом задачи 13. 


К статье «Расчет участка цепи, 
содержащего 3. д. с.» 


т. При зарядке аккумулятора ( -[Дх -- 
+] 12,5 в, а ирн разрядке И = ||. 
- РИ == 1.5 в. 

2. См. рис. Ги рис. 2. 
1-5 


г. 


3. Для первой схемы з} 1 == 
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и Га 


И 2 ми —>0; 
11 е Е 
6) 1- ‚а И ,:› — 0. Для второй схемы 
1—8. | 
а) / РЕН, 
1-16 
и, == [а | г ‚ 


61 =9. Ш. = М. 


Графики распределения потенциала показаны 
на рисунках 3 и 4. 


7 ка 7 9 88 
о 
1 ла 
ОНИ, 


Указание. См. рис. 5, где нредстав - 


лена эквивалентная схема г химическими 
нсточникамн. Их э. д. с. равны соответст. 
вуУющим 3. д. с. индукции, возникающим в 


левом н правом контурах (рнс. 8 в статье). 


К статье «ХУП Олимпнада по математике» 


1. Раскрывая скобки п доказываемом 
неравенстве, легко убедиться, ЧТо онс экв - 
валентно неравенству 


Ш 
` 


я 
: ч 


=} Е = | 


Докажем это неравевство но нидукции. При 
п_=[ оно очевидно. Пусть оно справедливо 
прн л = №. Проверим его для д = #-|- 1. 
Если 2, == у, то по предположейню индукции 


р! Е-1 
ь Ш ь] 
ПЕ 62 
ни, прибавляя к этому неравенству жу,. 
получаем доказываемое перавенство. 
Пусть теперь 2; = уж. М1, аи, 
2, ГЕ 1. Иоскольку хитах ои 91 
Ут, ТО (х, — (у,—ит)20, откуда ху - 
Хит 2> Хт `| ХШ:- Поэтому, если в сум 
&:1 
№’ 
ме №. х;2; слагасмые х:2, = Ху МХ 
1—1 
: ху, заменить слагаемыми ху И хдуш. 
то сумма от этого не уменьшится. Новую сум - 


му можио представить в виде 
К -1 

В 

2 #Н:. 


Иа 


А 


где при #2 
Е | г:. если гы, 
2 . 
РИ] ук. ССАН йа Р, 


откуда Видно, что 22.23... .. 2-1 — НЕКОТО- 


рая перестановка чнеел уз, 3, ---, Укча- 
Поэтому по иредположению нидукцин 
г 
с ОА 
— 23 - = ат 
г? 63 
и, значнг, 
К. к :1 Вт 
ы ы ыы “. 
зы ха <= ХИ г У к: = № м... 
0 г ва И 1 


что п требовалось доказать, 

2. Пусть Аг — подпоследовательность 
из тех чисел ан (А > 1). которые при делении 
на а, дают остаток г. Поскольку при измеис- 
нни гот0 до а, —! каждое число ах нопадает 
п одну из подпоследовательностей Ах, то 
ХОТЯ бы одна из них бесконечиа. Покажем, 
что члены этой бесконечной подпоследова- 

'льностн ак, › @й, с - о Чв: с ..° Иачн- 
ная © ви, образуют искомые числа ан. В са- 
мом деле, онн представлены п внде ав, 


== ра, -| г. Поэтому при #2 2 


 —оиы, {р — Ри а, 

откуда вк; = хац, ^^ У причем х Г, 

у Р-Р > Он я 1, так как > 1, 
3. Обозкацим величины углов треуголь- 

инка АВС при вершинах А, В, С соответствсн - 

А 
мо черсз 2, В, т. Виутри угла АКВ (АКВ 
== 150-) постронм точку В" такую, что 


\8" В] = 188] п) 


м 
н ВАВ’- 


| их 
90° {рнс. 6). Тогда В”ВА -=- 60°. 


Но [ВВ] ЦАВ|, поэтому 
АВВ’ — равносторонний. 


Соединим В” С @ и рассмотрим треуголь- 
р. 

ник .18"0. Легко подсчитать, что В’ЛО = &. 

Заметим, что по теореме синусов 


треугольник 


[99. _ 5130 | 
‹ АС; ^ м /5' 7 соз 15° 
Г АСТ 
19 есть ГАЗ] = Эс = - Изтреуголь- 
68 
инка ААВ [А 8] сот Е. М АЯ] 
1Ао| АСТ 


МВ, 


откуда "Е = ТАВ: > 


то есть Л АВ" АВС. Значит. АВ"О == В. 
откуда 


„- 


КВР = №674. {2 
Пз подобня треугольников ВСР и АСО 
'ВС! ГАС 1 
следует 1 ВР! `ТЯОГ . А из подобия тре- 
угольннкон А8'О и АВС следует 
ГАС! 18С. 

т ты Я 8701’ откуда 

[89] = ВР. (3) 


Из (1$. (2). (3) следует, что при повороте 
ломаной КВР на 9- по часовой стрелкс с 
центром п точке К она переходит в ломаную 
ЮВ’О. иричем точка Р переходит п О, откуда 


` 

и следует, что |РЮ|= |0] и РВО == 90. 
4. Заметим, что поскольку ЗАЧ < 
< 10000, то число цифр в десятичной за- 
писи числа Л ие больше 4444.4 — 1 < 26 000. 
Отсюда А < 9-20 000 -: 180 000. — Значит, 
В <9-5 — 35. Поэтому, обозначив сумму 

цифр числа В через С, получим 
С<4-. 9= 3. (1) 
Замегим теперь, что сумма цифр числа дает 
ирн делении на 9 тот же остаток, что п само 

число. Отсюда 
444418 == С (под 9. 42) 
С другой стороны, 4444 2 7 {той 9) и поэт 
му 44 55 7Ы (тод 9), откуда 4444 И =: 
= {—2)3 48.7 == (—8)1181.7 =7 (то@ 9). 
Учнтывая (1) и (2), получаем, что С = 7, 
5. Шегко провернть, что существует бес- 
конечно много попарно различных нрямо- 
угольных треугольннков с гипотенузой длины 
2, н с рациональными длинами катетов (напои- 
мер. такимн будут треугольники с катетамн 
п 2—2 


И т, 


ральное число). Зафиксируем днаметр АВ 
даниой окружности раднуса | и построим 
на этом днаметре 1975 таких различных тре- 
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где п — цату- 


„Рис. Т. 


`‘угольников АВС; (=1,2,.... 1975). 
Пусть все точки С; лежат на одной н той же 
полуокружностн. Покажем, что точки С; 
являются искомыми. Рассмотрим дне из них: 
С, нС,. Пусть ВБ. ир, — основания периен- 
дикуляров, опущенных соответственно нз 
точек С; и С» на диаметр АВ (рис. 7). Пусть 


С.ВА = хх, С.АВ == В. Тогда (Сб = 


—- = —в: Величина |12,0;]| является 
рациокальной, так как легко проверить, что 
рациональными будут величины |АБ | п 
|128]. Кроме того, являются рационаяьны- 
ми зта, с0$ 0, 5 т В, 60$ В, а поэтому ра- 
цнональным будет и с0$ (© — В). Мак, 
1С:С?| выражается рацнокальным числом. 

6. Воспользуемся свойством 2), поло- 
жив а = В = с = у. Получим Р (29, у 0 
прн любом #- Отсюда заключаем, что мно- 
гочлен Р (х, у) делится на х — 2у. Полагая 


а=ё=х, с= —2х п воспользоваюминсь 
свойстзамн 2) п 1), получаем 
2ир (х.—х) Е 2Р (—х.х) - 0. (4) 


Полагая а=х, Б= —, с= 0. получим 
Р. (0, 0) -- Р (-х, д- РС, —х)- 0. Но, 
очевидно, Р (0, 0) = 0. Отсюда Р (—х, х) 

- -Р(х, —х). Используя (4), получим 
(2 — 2) Р(х, —х) = 0 при любых х. Поэтому 
РЕ, —х - Опркп > 1. Значит, многочлен 
Р (х, и) делится иа (ху). 


Ру(х, у) 


Покажем, что многочлен Р, (х, и) степени 
п — ! обладает свойствамн 1), 2). 3). 
В самом деле, $ 


{"Р(х, и) 

(хи 

Р.(а-- 2, $} -- Рис, а) -- Р, (еза. Ь)-- 
Р(а--6, с) - Раб: с, а) -- Р(с-а. 6) 


ас Е 


Положни 


Ру (х. 1) — РО, 


то есть свойствс 2) выполняется прн а — 
+" Бе 0. Прн @ — 6 - 2-0 свойство 
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2) следует из непрерывности многочлена. 
Свойство 3) проверяется без труда. 

Таким образом, Р, (х. у} делится на (х — 
— 2%) н (-` у). Теперь. применяя нидук- 


цню, нолучаем, что Р (х, у) = (х — 29). (х 1 
-- у". 


К статье «УПИ Олнмниада по физнке» 

1. а) Прн углах м таких, что Чек = 
= ‘и, тело иокоится. а при о > В 
тело движется по стержню вниз. 

6) Силы, действующие ина тело п ннер- 
циальной системе отсчета, связанной с ис- 
'одвижной осью вращения, показаны на рн- 
сунк= 8. Это сила тяжести ми. сила реакции 
оноры Рр м сила треиня Еур. которая может 
быть направлена как вверх, так н вьиз ио 
стержию. Записав уравнения движения тела 
по горизонтали и вертикали, получим, что тело 
поконтся относительно стержня, сслн рас- 
стояние от тела до осн вращения равно 


Гу. и а = В). 


Зиак «минус» относится м случаю, когда 
Етр направлена вверх. я «плюс» — вииз ино 
стержню. 

Заметим, что если % > В, то возможны 
оба положення равновесня. т, е. р 


Га, > 
} . 
1.2 соя 


+ 


& м 
ое — В). 


Если же © = В, то тело поконтся только 
ири 


ГоВя и (а - В). 


Е 


око (В. 


или 2, — 


2. а) Известио. что п зависит ог А. По 


условию задачи зависимость {} от и квадра- 
что двум разиыы зиа- 


тичная. Эго означает, 


Рис. В 


чениям м (или А) соответствует олно значе. 
эвие {- 
6) В этом случае /(п)) = Ё(л.), т, я 


пли Га ыы 
и — Им, (аи) (п, — ПР 


АТА 
(п: — 1) [м. (7 — и) Ч (т — 1, 


или 


* } ) 

я — м “(:— пр | 

Из физических соображений п, >11, и.>1 

и 4>0, гоэтому Ох, —х. <. Возмож- 
вы такие случаи: 

1) >0. г.>0, при этом 0<«г,—г,«ы; 

2) ги>0. г.<0. при этом [л. | - [л. [< 4; 

3) <, г.<0, пли этом О«уи— |<. 

Срответствующие формы лннз и положс- 

ния центров кривизны приведены иа рисун- 

ке 9. 
в) Для плоско-выпуклой линзы один из 
радиусов крианзны неограниченно большой, 


Г. 


\—п° 
одному значению л соответствует одно зна- 
чение }. 

г) Выражение для } можно переписать 
в виде: Ал? -- ВП -- С > 0, гле А [х, — 
—м--4), ВЕ го пы, 
С М. Это квадратиюе уравнение может 
нметь только одно решение в слелующих 


например, г; —» со. Тогда } == о 


случаях: 1) А -ОбОил Ее 


Г. 
г: НИС и т Ы 

23 в 
2] В: = 4АС ца о, те 


(и: — ги) ли 5 Аб, = 0 
и 
Ну: — 71-234 гаи. 


Ви — м4) 


3) В Оби т-—-6 > вт. ©. 


О К Ё ИГ. —ы0) и 
Га. 
№ Ра >|. 
р Оф 1/20 
з. а) Кк== | м 


6) Траскторин нонов состоят из дуг окруж- 
постей п области магнитного поля н из участ- 
ков прямых, касательных К дугам п точках 
выхода за границы магнитного поля. Цент- 
ры кривизцы круговых участков лежат на 


Рис. 9. 


осн симмегрии траекторий. Все сфокуснро- 
ванны? тряекторин ионов лежат по одну 
сторону ог отрезка ОА. 

в} См. рис. 0. Случай © > и п указан- 
ной области приимийнальпо иичем не отли- 
частся от случая А - а. 

г) Рассмотрнм произвольную точку Р. 
найдем ее координаты и свяжем их между 
собой. В декартовых координатах (рис. 11. а} 


х Папа, у -(@а-х) Ша. 


15. 


Рис. 10. 

Отсюда 
х(а—х} 
УЕя 


В полярных координатах (рис. 11. 6) 
г с0$Ф -!- ыйф -а. 
откуда 


Рис. 11. 
76 Веасесона_регзопа! ИБгагу 


К статье «Точка, прямая ... —что это такое? » 

{см. «Квант», № И) 

1. в) У Саши шесть прямых (1,): !8, п, 
к, е!, (о, че, нь], [п о, м, р, а, в, ци, д, 
с, я}, {2,0,р, 9}, ©, к, м, е,в!. из которых 
иять различных, так как первая и последияя 
ирямые (1,) совпадают: [68, и, к, е|} — м, м, 
е, в!. Заметим, что п слове «город» буква о 
нстречается дважды, но в прямой (1,), опре- 
деляемой этим словом, точка (1,) указываст- 
ся один раз: {г,о,р,0]. Прямые [0,ч,е,н, 6! 
не, о, р, 9] имеют едниствениую общую 
тачку 0. Прямые {г, о, р, д! и к, и, е, в} 
общих точек не имеют (они «параллельны»). 
Различные Сашины точки: 6, н, к, е, 0, и, 
н.о пр, а № ая, а, 0. 

©} Колей указаны 4 различные прямые, 
Тек как некоторые нз налисанных им множеств 
равны (состоят из одних и тех же элементов): 
а, 6! = 16, а), (а, в) = {в, а}, (6, в] -= 16.6! 
{2.б,в\ — {6б.в,а,\ == (в, б, а}. 

2. В первом иримере, приведенном мар- 
сиаиином, прямыми (1,, 2) можно считать мно- 
жества {1}, (2}, [31, 11. 2}, (1, 3), 12, 3;. 
0 или {ПП 12 131, (1, 2, 31, ©. Считать, 
например, одновременио прямыми (1...) мно- 
жества (1, 2} и {1,23, 3} нельзя, так как тогда 
получигся, что существуют различные пря- 
мые, содержащие точкн и 2. 

Например, для Сашиных точек он р 
существуют две различные прямые, нх содер- 
жащие: 'л,о,н, р, а, в, и, а, с, я} и [г,о.р,9!. 
Таким образом, аксиома |, для Сашиных 
«прямых» ие выполняется, поэтому считать 
Сашины прямые прямымн (1,,2} нельзя. 

5. ие может считаться прямой (1,,2..). 
Из аксиомы [., следует, что иа прямой долж- 
иа существовать хотя бы одиа точка, поэтому 
Лена теперь уже не вправе считать, что точек 
ИЗ. 

(см. с. 68) 

Т. а) Нет, так как |АВ|] г 0, но А В. 

8) Ист, по той же причине. 

2. Пет, так как при введенном в задаче 
соглашении АВ < ВАр 18С| < СВ: 
ма < |СА|- 

3. а) да; 0), в) нет, так как |АВ| > 
>|ВА|; г) нет, так как в моделях, приведен- 
ных в задачах 2 и 3, аксиома П, выполняется, 
а аксиома 11. не выполняется; д) нет, так как 
в моделях, приведенных п задаче |, аксиома 
П, выполняется, а аксиома ПШ; иг выполня- 
ется; е) если точки А н 8 будут концами од- 
ного днаметра. 

4. Да, акспомы ИП, —з В этой модези вы- 
нолняются. 

5. Нег, так как |АВ-г [ВБ] = 
-- 0-1 0-=0, а |АБ] = 100 км. 

6. а) да; 6) да; в) нет, так как в рас- 
сматривземом случае вторая н третья аксио- 
мы расстояний выполняются, а первая ис 
выполняется. 

7. а) акснома Из выполняется; 6) да; 
в, ист, так как в рассматриваемой за- 
даче аксиомы При И. выполняются, п аксно- 
ма И) не выполияется. 


ЛРне. 13. 


К зажачам «Квант» для младших 
МКОЛЬниКоВ> 

см. с. 67) 

1. Из таблишы 


сейчас | будет 


———ыы—..—|`——ы—“_——_—__ 


мне лет х | 3 (26 —-х) 
сестре лет | 26 —х [ 5х —3(26 —х) 
получаем уравненне 


х— 26 —х = 3 06— х) — 
— а." 


откуда хе 14, 26 —х= 
2 а ‚рис 12. 
3. }1з равенства 
п(п-- 1 
О аернашрата 


следуст, что п == 36 или я = 37. 
п = 36, сумма равна 666. 

4. Надо вычесть из результата 150. 
Разность — задуманное число. 

5. (11)3 = 1331. Указание. АЗ 
(при больших значениях получится пяти- 
значное число}. 

6. Из условня 


Подходит 


задачи следует, что 
ее 
И жд я г. Тогда п=:3 при т =2 


ил-=2 при т == 3, вобойх случаях т -= п =5. 


Рис. 13 


5 «Квант» № 11} 
. 262 == 676. Указание. А=о 
(при Еж значениях получится четырех - 
значное число). 
2. Котлеты поджарятся быстрее всего 
на плитке с сопротивлением 20 ож. 
3. 7194 — 3282 = 3912 


431 — 123 = 3568 

о — 163 = 294. 
Указание. Из первого и третьего 
равенства получаем Е = К-1 Т=ЗА, 
Т= К откуда П=4А-\ А=1 


или А - 2, Но АТ бак как К = 2А — 
—Т 2 А), поэтому А = 2 ит.д. 

4. Сисг очень илохо язрогодит телло н 
имест большую удельную теплоту плавления. 
Поэтому он тает очелъ медленно и при темпе- 
ратуре немного выше нуля может сохраняться 
длизельное время. 

5 м. рие 13. 

6. В кинге 500 страниц: на нумерацию 
страниц 1-9 идет ло одной цифре, страниц 
10—99 — по две, страниц 100—500 —по трн. 
К задачам 

(см. с. 35) 

1. Вели  @- = М =\, то 
36 (а -- 1 -- ПЕ 9 = = 1. 
где рат в, 9— аб. Кроме того, а — 
—# -;- 23 — 5—0, то сеть 23-226 
аб? 63 а тар "= 0, откуда 

| 
я 1 аба ---П -© или в 
Исключая р, 
1. 
имеем 


(1 м 2) = ш—2и, 


получаем 


в 2х — Ы-х= (2 хыи, 
Е (Е м) бб у = (-уи. 
отсюда 


{г Ти) х = И и 2 в, 
(бу 1 — ух= (1— Му — А. 
Нсключая х, получаем 
ыы _ (1 — му #] = 
ще Ни) 2 —*), 


Е. ЕЕ уз) — {и 2)} + 
+ идет =0. 
Отсюда 


24° (у — 2) (иу— 2 (2-1 — А?) = 0. 
Но у—г>#0. откуда получаем требуемое 
равенство. 

3. Нывем ха? Г (- 29-2 = 
абс, 


афс 
ит и-а=-, 
ху(х у) ха (ха) р уу а 
абс 
-Е 2хиг - & › 
Ь 
аб гс-+ аи = —- сх 


4. Васпользовалься задачей ря «Квант», 
1975, № Т, с. 65). 
5. Положить п —- 2 в задаче 5 (там же). 
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Великий подвиг советского народа 
Лении о науке 
Международная 
ческой орбите 
Ученые о Лениие 
Штаб советской наукн 


встреча на косми- 
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